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البرمجة بالأعداد الصحيحة الفصل الثدددددددداندددي : 

 :أىددددددددددددداف الفصدددددددددل
 ينتظر من الطالب بعد قراءة ذها الفصل أف يصبح قادرا على:

 .عدديةال ابؼختلفة البربؾة بنية النماذجفهم  
 تطبيق بـتلف طرؽ حل بموذج البربؾة بالأعداد الصحيحة. 

 

 محتوى الفصل:
I .بالأعداد الصحيحة مفهوـ و أنواع  بماذج البربؾة. 

 .مفهوـ البربؾة بالأعداد الصحيحة.1 
 . أنواع بماذج البربؾة بالأعداد الصحيحة.2 

II..طرؽ حل بماذج البربؾة بالأعداد الصحيحة 
 .الطريقة البيانية.1 
 (.Gomory. طريقة قطع ابؼستوي )2 
 (.Branch and Bound . طريقة التفريع و التحديد)3 

III تطبيقية..بسارين 
 . بسارين بؿلولة.1 
 .. بسارين مقترحة2 
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 تمهيد:

، اذ يكوف من الضروري  التجزئة قابلية  تتطلب أكثر التطبيقات العملية بؼسائل البربؾة ابػطية بذاوز فرضية  
أف تأخه متغنًات القرار في ابغل الأمثل قيما صحيحة لأنه من غنً ابؼمكن انتاج أجزاء من ابؼنتج كإنتاج سيارة 
ونصف مثلب  . وفي ذه  ابغالة يتم اللجوء الى استخداـ أسلوب البربؾة بالأعداد الصحيحة التي تعتبر حالة خاصة 

 عوبة في ابغل الأمثل لأنه بيكننا حلها بحل متتابعة من مسائل البربؾة ابػطية .من البربؾة ابػطية و أكثرذا ص
I:مفهوم و أنواع  نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة . 
 . مفهوم البرمجة بالأعداد الصحيحة:1

بسثل البربؾة بالأعداد الصحيحة أحد النماذج الرياضية ابؼشتقة من النموذج الرياضي العاـ للبربؾة ابػطية ، 
صحيحة خالية من الكسور . بدعنى آخر، أنها بربؾة  بأعدادحيث ينصب اذتمامها على ابهاد قيم ابؼتغنًات الأساسية 

بحيث يضاؼ الى شرط عدـ سلبية ابغل الأمثل   خطية مضاؼ اليها شرط العدد الصحيح لقيم ابؼتغنًات عند
 ابؼتغنًات شرط العدد الصحيح. 

اف ابؽدؼ الأساسي لبناء النموذج الرياضي للبربؾة بالأعداد الصحيحة نابع من الاستجابة بؼتطلبات الواقع 
بقيم كسرية ، فهه   العملي حيث أنه من ابؼفروض في الكثنً من ابغالات و ابؼشاكل التطبيقية لا بيكن التعامل معها

 البربؾة تسمح بػ :
 )بزصيص ابؼوارد أين لا يسمح للنشاط بتجزئته مثل انتاج بذهيزات كبرى )سيارات، ناقلب بحرية....الخ. 
  معابعة الوضعيات التي يكوف فيها القرار من طبيعة ثنائية مثل الاستثمارX منجز أـ لا؟  

ضمن لنا لا ي لأنهفي تطبيق البربؾة ابػطية ابؼعروفة  الهي بقد   ابغالات لا نكتفي بتقريب ابغل في مثل ذه
اما لعدـ احترامه أحد قيود البرنامج و خاصة اذا كاف من نوع معادلة ،و اما استحالة  حلب أمثلب أف يكوف ذها ابغل

 (. 1،0ن نوع )تقريب القيم الى أعداد صحيحة اذا كاف أحد أو بعض ابؼتغنًات الأساسية للنموذج متغنًات ثنائية م
 أنواع  نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة: .2

 1شكل عاـ ، بقد أف البربؾة بالأعداد الصحيحة تقسم الى ثلبثة أنواع وذي: ب
: و يسمى أيضا بابؼطلق ، وذلك لأف كل قيم ابؼتغنًات من  نموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة التام 
nXXXXالنموذج   .....,,.........,, ذو موضح في النموذج الرياضي التالي:  ينبغي أف تكوف أعداد كاملة كما   321

 
 

 
 

                                                           

 91،92مرجع سابق، ص ص  بؿمود العبيدي، مؤيد عبد ابغسنٌ الفضل،
1
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ابؼتغنًات من  ةوذلك لأف قيم بابعزئي،و يسمى أيضا نموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة المختلط:  
nXXXالنموذج   ,.....,, أي:: عنه كالتاليو بيكن التعبنً الآخر غنً ذلك . د صحيحة و البعضبعضها أعدا  21
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يبنى النموذج الرياضي بؽها النوع على أساس أف قيم ابؼتغنًات نموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة الثنائي:  
. ومن بنٌ أذم المجالات التي تستعمل ذها لا بيكن أف تكوف أكثر من قيمتنٌ فقط ، وذي اما صفر أو واحد 

 . ختيار الافي حالة عدـ  0و القيمة  الاختيارفي حالة  1النموذج ذي اختيار ابؼشاريع  بحيث يأخه ابؼتغنً القيمة 
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- 
II.:طرق حل نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة 
 :. الطريقة البيانية1

 تعتبر الطريقة البيانية بؽها النوع من النماذج أفضل و اسهل ابغلوؿ ، لكن بدجرد أف يتجاوز عدد متغنًات 
  العموـ ، فاف ذه  الطريقة اللجوء الى طرؽ أخرى للحل. و على للتطبيق ، و نضطرصبح غنً قابلة النموذج اثننٌ ت

تعتمد على برديد ابغل الأمثل للبرنامج وفق الطريقة ابؼتبعة بغل بماذج البربؾة ابػطية ) أي دوف الأخه بعنٌ الاعتبار 
ما اذا كاف ابغل ابؼتوصل اليه انت قيم  متغنًات النموذج صحيحة فهو حل أمثل أشرط العدد الصحيح( ، فاذا ك

 1بوتوي  على أعداد غنً صحيحة فانه بهب القياـ بدا يلي: 
 .ضمن منطقة ابغلالواقعة صحيحة و القيم البرديد ابغلوؿ ابؼمكنة ذات  
 . (c1/c2-)رسم دالة ابؽدؼ التي عبارة عن خط مستقيم ذو ميل ثابت  
ابغل الأمثل عند آخر نقطة ذات احداثيات صحيحة في حالة ازاحة مستقيم الدالة بابذا  منطقة ابغل ليكوف  

 التعظيم و أوؿ نقطة ذات احداثيات صحيحة في حالة التخفيض.
 و لتوضيح ذه  ابػطوات نستعنٌ بابؼثاؿ التالي:

 مثال: 
. ترغب مؤسسة بـتصة في صناعة السفن ،برديد  حجم ونوع السفن التي برقق بؽا أكبر ربح قبل البدء في صناعتها 

  و بعد دراسة ظروؼ العملية الانتاجية تم صياغة النموذج  التالي:
 

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10 
x1, x2≥ 0       

x1, x2 entier           
 A: عدد السفن من النوع  x1حيث : 

         x1  عدد السفن من النوع :B 
 الحل: 
 :ابهاد ابغل الأمثل دوف الأخه بعنٌ الاعتبار شرط الاعداد الصحيحة 

بحل ذه  ابؼسألة بيانيا كما سبقت الاشارة اليه ، نتوصل الى الرسم البياني و جدوؿ منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة 
   : التالينٌ

                                                           

156، ص 2010،  مديرية الكتب و ابؼطبوعات ابعامعية، سوريا، البرمجة الرياضيةبؿمد دباس ابغميد،   1
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 قيمة دالة الهدف احداثيات النقاط النقاط
0 o :( x1=0, x2=0)  MaxZ0=0 
A A:( x1=0, x2=10/3) MaxZA=40/3 
Á B: x1=9/5, x2=41/15) MaxZb=218/5 
C C:( x1=19/6, x2=0) MaxZC=19/3 

 

أي أف البرنامج الانتاجي  Bيتبنٌ أف ابغل الأمثل يكوف عند النقطة  O,A,B,Cوبدقارنة ابغلوؿ ابؼختلفة عند النقاط 
مع برقيق أقصى ربح قدر   Bسفينة من نوع 41/15و  Aسفينة من نوع  9/5الأمثل للمسألة يتمثل في صنع 

 وحدة نقدية . 218/5
لكن نلبحظ أف ذها ابغل لا بوقق القيد الرابع ) كما أنه غنً مقبوؿ من الناحية العملية( ، فهو حل غنً مقبوؿ 

 بقيم صحيحة ، ما يتطلب الأمر الهذاب الى ابػطوة ابؼوالية.بؼسألة بربؾة خطية 
 برديد ابغلوؿ ابؼمكنة ذات القيم الصحيحة و الواقعة ضمن منطقة ابغل: 

نقطة مشار اليها في الرسم البياني  12نلبحظ أنه في منطقة الامكانيات توجد نقاط برقق القيد الرابع و ذي 
ابؼنطقة  OABC بسثل ابغل الأمثل للمسألة الأصلية نأخه بدلا من ابؼنطقة أعلب  . لهلك من أجل ابهاد النقطة التي

OKEMNF  (12المحتوية على كل النقاط ابؼمكنة ذات الاحداثيات الصحيحة )نقطة. 
  بكو منطقة ابغلوؿ :رسم دالة ابؽدؼ و ازاحتها 

نقوـ بتحريكه بصفة متوازية ابذا  رؤوس منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة ذات الاحداثيات الصحيحة،  Zبعد رسم ابؼستقيم 
وتكوف النقطة التي برقق أكبر قيمة للدالة ذي آخر نقطة يصل اليها ابؼستقيم . وحسب ابؼثاؿ بقد أف آخر نقطة 
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للبرنامج   الأمثل الصحيح ونسمي عندئه النقطة بابغل،  X2=3و  x1= 1ذات الاحداثيات  Eيصلها ذي النقطة 
من أجل برقيق ربح أعظمي  B ثلبث سفن من النوع و A أي بهب على ابؼؤسسة صناعة سفينة واحدة من النوع

 وحدة نقدية.14قدر  
 
 
 
 

  :(Gomory)طع المستوي ق. طريقة 2
جل الوصوؿ الى حل أمثل بأعداد من أ 1958عاـ   Ralph Gomoryقدمت ذه  الطريقة من طرؼ 

مع شرط أف تكوف ابؼتغنًات كاملة ، وفي حالة الوصوؿ الى من نفس الطرح للنموذج الرياضي  كاملة حيث ننطلق
بحيث يتم برديد   Gomoryابغل دوف برقق ذها الشرط نقوـ بإضافة قيد جديد للمسألة الأولية يسمى قيد 

عروفة مع تكرار العملية حى ، وبعد اضافته الى النموذج يتم ابغل وفقا للكيفية ابؼباستعماؿ الأجزاء غنً الكاملة  
أعداد صحيحة. مع الاشارة الى أف اف القيد ابؼضاؼ ذو عبارة عن قيد قطع يقتطع جزء معنٌ الوصوؿ الى حل أمثل ب

 من حيز ابغل الهي بوتوي على قيم ليست بأعداد  صحيحة .
 1باختصار بيكن أف تتم ذه  الطريقة في أربعة مراحل:

 السمبلبكس للبربؾة ابػطية. حل ابؼسألة باستخداـ طريقة 
 .Gomoryاضافة قيد  
 حل ابؼسألة ابعديدة بطريقة السمبلبكس. 
 اعادة العملية حى الوصوؿ الى حل أمثل بقيم صحيحة. 

 
 

 
 

 
 

و لتبسيط خطوات ذه  الطريقة سنعمل على توضيحها انطلبقا من ابؼثاؿ العددي الهي استخدـ في شرح 
 الطريقة البيانية ، رغبة في مقارنة النتيجة ابؼترتبة عن ذاتنٌ الطريقتنٌ :

                                                           
1
 227، ص 2006للنشر و التوزيع، مصر،  ، ايتراؾ1،طبحوث العملياتاليمنٌ فالته،    

 قاعدة:
لتطبيق طريقة قطع المستوي يجب أن تكون معاملات المتغيرات لجميع القيود التي تتضمنها  

 المسألة ذات قيم عددية صحيحة.

 ملاحظة:
دالة الهدف لنموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة دائما اقل أو يساوي من قيمة دالة الهدف  قيمة

 لنموذج البرمجة الخطية المقابل لو.
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 :كاف البرنامج ابػطي ذو:  مثال 

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10                             (1) 
x1, x2≥ 0       
x1, x2 entier   

 
 الخطوة الأولى: حل المسألة باستخدام طريقة السمبلاكس 
دوف الأخه بعنٌ الاعتبار لشرط القيم الصحيحة  ام في ذه  ابػطوة تطبيق خطوات السمبلبكس ابؼشار اليها سابقيت

اجل ابغصوؿ على ابغل الأمثل.  وفي مثالنا نلبحظ أف القيد الأوؿ للمسألة لا بىضع لقاعدة طريقة القطع وذلك من 
 (  لنحصل على قيد جديد:3، لها بهب أولا تبسيطه بالتخلص من ابؼقامات وذلك بضرب طرفي القيد في العدد )

6x1 + 3x2≤ 19 
 ري للمسألة و جداوؿ السمبلبكس التالينٌ:و بتطبيق طريقة السمبلبكس بكصل على النموذج ابؼعيا 

MaxZ = 2x1 + 4 x2 + 0 e1 +0 e2                       

6 x1 + 3x2 + e1 = 19      
x1+ 3 x2 + e2 = 10             

x1 , x2 ,  e1, e2≥ 0 
x1 , x2  entier 

0 0 4 2  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1 3 6 19 e1 0 
1 0 3 1 10 e2 0 
0 0 -4 -2 Z= 0 
-1 1 0 5 9 e1 0 
1/3 0 1 1/3 10/3 x2 4 
4/3 0 0 -2/3 Z= 40/3 
-1/5 1/5 0 1 9/5 x1 2 
2/5 -1/15 1 0 41/15 x2 4 
6/5 2/15 0 0 Z= 218/5 
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 ، لها فاف شرط الأمثلية قد برققموجبةنلبحظ من خلبؿ ابعدوؿ الأخنً أف قيم سطر التقييم بصيعها معدومة أو 

 للبربؾة ابػطية حيث تكوف النتائج المحصل عليها كما يلي: 
x1 =9/5 ,  x2=41/15  , Z =218/5 

 و لكن ذه  النتائج  ليست بقيم صحيحة بؼتغنًات القرار ، لها يتطلب الأمر الانتقاؿ الى ابػطوة ابؼوالية .
  الخطوة الثانية  : اضافة قيدGomory 

 1الرياضية للقيد ابؼضاؼ للبرنامج الرياضي نتبع ابػطوات التالية:من أجل الوصوؿ الى العبارة 
 : الهي قيمته في ابغل الأمثل بوتوي  يتم اختيار ابؼتغنً القاعدي  اختيار ابؼتغنًة التي تتم على أساسها كتابة القيد

 جزء كسري،  حيث بيكن أف بيثل  بالصيغة التالية: على أكبر 
XK= EK + DK  

 ابعزء الكسري الهي بهب أف يكوف دائما موجبا:    DK  ،        بيثل ابعزء الصحيح:  EK     حيث :   
 على النحو التالي:  ابؼتغنًين القاعدينٌوفي مثالنا فانه بيكن كتابة 

X1=9/5  1+ 4/5E1=1D1= 4/5 
X2=41/15  2+ 11/15E2=2D2= 11/15 

 ذو الأكبر ، لها سيتم اختيار  لكتابة القيد ابؼضاؼ  X1 ابعزء الكسري لػ نلبحظ أف
 : يكتب القيد انطلبقا من قراءة سطر ابؼتغنًة ابؼختارة في ابػطوة السابقة بالشكل التالي:   كتابة القيد 

bK= xK +  


n

j

jkj xa
1

 

  +  


n

j

jkj xD
1

EK + DK =  xK +   


n

j

jkj xE
1

 

XK = EK + DK  -      


n

j

jkj xE
1

   -   


n

j

jkj xD
1

 

XK = (EK -   


n

j

jkj xE
1

 ) + (DK   -   


n

j

jkj xD
1

  )
  
 

 :   ذو Gomoryقيد  فاف عدد صحيح بهب اف يكوف الطرؼ الثاني عددا صحيحا ، و عليه XKحى يكوف 

 

 :  يكوف كالتالي Gomoryوحسب مثالنا فاف قيد 
9/5 =  x1 + 1/5 e1 – 1/5 e2 

1+ 4/5 =   x1 + 1/5 e1 + (-1 + 4/5) e2 

                                                           

1   228،229اليمنٌ فالته، مرجع سابق ، ص ص  
  

DK   -     ≤  0 
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x1 = 1+ 4/5 - 1/5 e1 -(-1 + 4/5) e2 

x1 = 1+ e2  + (4/5 - 1/5 e1 - 4/5 e2) 
عددا صحيحا ،  (e1 - 4/5 e2 1/5 - 4/5)عدد صحيح بهب أف يكوف الطرؼ الثاني   x1 فاذا أردنا أف يكوف

 :ومنه
(4/5 - 1/5 e1 - 4/5 e2) ≤ 0 

تعويض  بهبالنموذج ولكن قبل إدخابؽا كقيد جديد في  ،قاطعو بهه  النتيجة نكوف قد حددنا أوؿ مستوي 
 متغنًات الفوارؽ بابؼتغنًات الأساسية كما يلي:

  x1 + 3x2 + e1 = 19  e1 = 19 - 6 x1 - 3x2 6   لدينا:النموذج ابؼعياري  من
                                  x1- 3 x2  e2 = 10 - x1+ 3 x2 + e2 = 10      

 بالتعريض في  العبارة السابقة بقد :
                      

 
 :كالتالي Gomoryو بالتالي يصبح النموذج ابعديد بعد ادخاؿ قيد 

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10                                   (2) 

2 x1 + 3 x2  ≤  11 

x1, x2≥ 0       
x1, x2 entier   

  :حل المسألة الجديدة:  الخطوة الثالثة 
لبكس و بالكيفية ابؼعروفة سابقا. يتم في ذه  ابػطوة حل بموذج البربؾة ابػطية ابعديدة باستعماؿ طريقة السمب

 كالتالي:   فاف النموذج ابؼعياري للمسألة ابعديدة و جداوؿ السمبلبكس ذم،وحسب مثالنا 
 

MaxZ = 2x1 + 4 x2 + 0 e1 +0 e2  + 0 e3                     

6 x1 + 3x2 + e1 = 19         
x1+ 3 x2 + e2 = 10        

    2 x1 + 3 x2  + e3 =  11                 
x1 , x2 ,  e1, e2 , e3≥ 0 

x1 , x2  entier 
 

2 x1 + 3 x2  ≤  11 
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0 0 0 4 2  
e3 e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 1 3 6 19 e1 0 
0 1 0 3 1 10 e2 0 
1 0 0 3 2 11 e3 0 
0 0 0 -4 -2 Z= 0 
0 -1 1 0 5 9 e1 0 
0 1/3 0 1 1/3 10/3 x2 4 
1 -1 0 0 1 1 e3 0 
0 4/3 0 0 -2/3 Z= 40/3 
-5 4 1 0 0 4 e1 0 

-1/3 2/3 0 1 0 3 x2 4 
1 -1 0 0 1 1 x1 2 

2/3 2/3 0 0 0 Z= 14 
 ، لها فاف شرط الأمثلية قد برققموجبةنلبحظ من خلبؿ ابعدوؿ الأخنً أف قيم سطر التقييم بصيعها معدومة أو 

أعداد صحيحة ، وبالتالي فانه بهب على ابؼؤسسة  x2و   x1للبربؾة ابػطية، كما أف ذها ابغل مقبوؿ لأف كل من 
وحدة نقدية. و  14من أجل برقيق ربح أعظمي قدر   Bو ثلبث سفن من النوع  Aانتاج سفينة واحدة من النوع 

 . Eالمتوصل اليها في الطريقة البيانية و التي تمثلها النقطة  ىذه النتيجة نفسها  
 

 ؟ىل يتطلب الأمر ىنا الانتقال الى الخطوة الرابعةوالسؤال الذي يطرح نفسو الآن : 
صحيحة  لا بوتاج الامر الى تكوين قيد قطع جديد بابػطوات ابؼهكورة   x2و   x1و ابعواب ذو أنه ما دامت قيم 

 آنفا و حل ابؼسألة ابعديدة بطريقة السمبلبكس ، لها نتوقف عن ابغل وذه  بسثل ابؼرحلة النهائية ابؼثلى بؼثالنا .
 

 
 

 

 
 
 

 ملاحظة:
أكثر  للجزء الكسري ، قد نجد قيمتين أو المتغيرة التي تتم على أساسها كتابة القيدعند اختيار  

 .متساوية ، عندئذ يتم الاختيار بطريقة عشوائية
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 :( Branch and Boundالتفريع و التحديد)طريقة . 3
بغل البرامج ابػطية بشرط  A. Landو  G.Doigقبل كل من  مرة مناستعملت ذه  الطريقة لأوؿ 

 بتطوير  للخوارزمية التجميعية بغل  1965في عاـ  E. Balas، و بعدذا استعملت من طرؼ الأعداد الصحيحة 
وتعتمد ذه  الطريقة في البحث عن حل أمثل عددي صحيح على تطبيق عمليتنٌ البرامج ابػطية بابؼتغنًات الثنائية . 

 1أساسيتنٌ بنا :
يقصد بها تقسيم فضاء ابغل ابؼستمر الى فضاءات فرعية من أجل حهؼ  (:Branchingالتفريع )   

أجزاء الفضاء ابؼستمر و الهي يكوف غنً مقبوؿ بؼسألة البربؾة بالأعداد الصحيحة ، وذلك عن طريق القيود العددية 
 الضرورية للحصوؿ على ابغلوؿ العددية ابؼثلى.

بابؼطالب أو الشروط  مع غلق تفرعات لا تفي و يعني اضافة بؿددات جديدة ( :Boundingالتحديد)  
صل النموذج الرياضي. و ذها يعني أف قيمة دالة ابؽدؼ ابؼثلى لكل مسألة فرعية للمسألة الأصلية من نوع الواردة في أ

تعظيم أو بزفيض بوصل عليها من عملية التجزئة ، اذ يتم ادراجها كحد أعلى أو أدنى لقيمة دالة ابؽدؼ ابؼرتبطة مع 
  لقيم العددية ابؼتاحة بؼتغنًات القرار . ذها ابغد أساسي لعملية ترتيب ابغلوؿ ابؼثلى للمجموعات الفرعية .ا

، فاف الفرؽ بنٌ طريقة قطع ابؼستوي و طريقة التفريع و التحديد تكمن في أف الأولى تعمل على برديد وعليه
بينما تعمل الثانية على برديد قيود موازية لأحد بؿاور ابؼعلم باستعماؿ أحد  ابذاذات،قيود تأخه شكل قيود في عدة 

 متغنًات النموذج.
ولشرح خطوات ابهاد ابغل العددي الصحيح  الأمثل بطريقة التفريع و التحديد سنعتمد على نفس ابؼثاؿ ابؼعطى 

 2في الطريقتنٌ السابقتنٌ للبربؾة بالأعداد الصحيحة: 
 كاف البرنامج ابػطي ذو: مثال:  

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10                               

x1, x2≥ 0       
x1, x2 entier   

 الخطوة الأولى: حل المسألة باستخدام طريقة السمبلاكس 
يتم ابهاد ابغل الأمثل للمسألة باستخداـ طريقة السمبلبكس ، فاذا كاف ابعواب مستوفي لشروط البربؾة العددية 
نتوقف عن ابغل أما اذا كاف لا ننتقل الى ابػطوة الثانية .  وكما أشرنا سابقا، فانه تم أولا التخلص من مقامات القيد 

                                                           

 
1
 ،  الدار الدولية للبستثمارات الثقافية، مصر  ،2، طسلسلة ملخصات شوم بحوث العمليات،ريتشارد برونسوف، تربصة حسن حسني الغباري،    

 . 86،85، ص ص 2004

 
2
 324،323، ص ص 2007،دار ابغامد للنشر و التوزيع، عماف،  1، طفي الأساليب الكمية و بحوث العملياتالجديد سهيلة عبد الله سعيد،   
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ثم التوصل الى ابغل الأمثل للمسألة بعد ،  6x1 + 3x2≤ 19   الأوؿ للمسألة  ، لنحصل على قيد جديد ذو :
 x1 =9/5 ,  x2=41/15  , Z =218/5وذو :      تطبيق خطوات طريقة  السمبلبكس

 الصحيحة بؼتغنًات القرار ، فاف الأمر يتطلب الانتقاؿ الى ابػطوة ابؼوالية. الأعدادو بدا أف ذها ابغل لا بوتـر شرط 
 الثانية:  عملية التفريع الخطوة 

تتضمن ذه  ابػطوة بذزئة ابؼسألة الأصلية الى مسألتنٌ فرعيتنٌ  مع اضافة قيود جديدة مشتقة من أصل النموذج 
 وينم ذلك من خلبؿ اتباع ما يلي: الرياضي.

 اذ بيكن كتابته وذو ابؼتغنً الهي يكوف قيمته عند ابغل الأمثل بومل قيمة كسرية كبنًة  : اختيار ابؼتغنً ابؼتفرع
 لدينا :حسب مثالنا و  .Xk = Ek + Dkبالصيغة التالية:  

X1=9/5  1+ 4/5   ،    X2=41/15  2+ 11/15 
 كونه بومل أكبر عدد بعد الفاصلة.   X1 وبالتالي بلتار ابؼتغنً

  بدا أف   :القيدين ابعديدينكتابةX k  فانه بيكن البحث عن بهب أف تكوف قيمة صحيحة في ابغل الأمثل،
 E ≤  X* k ≤ E+1 :                                خلبؿ القاعدة التاليةمن   X* kقيمها ابعديدة 

*Xلأف  E+1و  Eبحيث ذها المجاؿ لا بوتوي على أي قيمة ذات عدد صحيح الا القيم 
k بؿصور بنٌ عددين 

 والهي بيكن من خلبله اشتقاؽ قيدين جديدين بنا : صحيحنٌ متتالينٌ ،
  X*

k ≤  E        , X*
k  ≥  E +1 

وبالتالي بيكن التعبنً عن شرط الأعداد الصحيحة  ،x1 ≤2 ≥1     يلي: كما X1 وفي ابؼثاؿ ابؼعطى فانه بيكن كتابة
 .   ,     X1≥  2  X1≤ 1بقيدين بنا :     X1للمتغنً 
  يتم اضافة كل قيد الناتج عن ابؼرحلة السابقة الى البرنامج الأصلي ، لنتحصل  فرعينٌ:البرنابؾنٌ التشكيل

وبالتالي، فاف البرنامج  على برنابؾنٌ آخرين يتم حل كل واحد منهما حلب مستقلب باستخداـ طريقة السمبلبكس.
و ،   X1≤ 1الأصلي بؼثالنا يفرع الى برنابؾنٌ يتكوف من البرنامج الأصلي مضاؼ اليه القيد الأوؿ ابؼستنتج وذو  

 أي:،   X1≥  2 الثاني أيضا يتكوف من البرنامج الأصلي مضاؼ اليه القيد
MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                                            MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                                             

                                           2 x1 + x2≤ 19/3                                              2 x1 + x2≤ 19/3 
            (2               ) x1+ 3 x2≤ 10              (1                                ) x1+ 3 x2≤ 10     

x1≤1                                                                              x1≥2         
x1, x2≥ 0                                                                  x1, x2≥ 0        

x1, x2 entier                                                       x1, x2 entier   
 الخطوة الثالثة: عملية التحديد 

 تقوـ ذه  ابػطوة على:
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  تقييم حلوؿ البرنابؾنٌ الفرعينٌ ، فاذا تم ابغصوؿ على ابغل الأمثل بشرط العدد الصحيح يتم ترشيحه ليكوف
  . احل السابقةة التفريع بالاعتماد على نفس ابؼر الأصلي ، وبعكسه تتم عمليحل أمثل للبرنامج 

 ٌللبرامج الفرعية ليقع الاختيار على أفضل النتائج . ولزيادة كفاءة ابغل  النتائج العددية ابؼثلى تتم ابؼقارنة بن
حيث اذا كانت دالة ابؽدؼ من نوع التعظيم فاف قيمة دالة ابؽدؼ للحل الأمثل في ،لابد من ادخاؿ مبدأ التحديد 

البرنامج الفرعي بيثل ابغد الأدنى للبرنامج الأصلي و كل البرامج الفرعية التي تؤدي حلوبؽا الى قيم دالة ذدفية أصغر 
بغل الأمثل للبرنامج الفرعي بيثل ابغد من ابغد الأدنى تصبح ملغاة، أما اذا كانت دالة ابؽدؼ من نوع التخفيض فاف ا

    تصبح ملغاة  الأعلىكل البرامج الفرعية التي تؤدي حلوبؽا الى قيم دالة ذدفية أكبر من ابغد للبرنامج الأصلي و الأعلى 
 وبحل البرنابؾنٌ الفرعينٌ بؼثالنا نتحصل على النتائج التالية:

 x1 =1 ,  x2=3  , Z =14(:   1البرنامج الفرعي )

 x1 =2 ,  x2=7/3  , Z =140/3(:   2البرنامج الفرعي )

( لها نتوقف عن عملية التفريع، في 1نلبحظ أنه تم التوصل الى ابغل الأمثل العددي الصحيح للبرنامج الفرعي )
( حيث بقيت قيمة 2حنٌ لم يتم ابغصوؿ على قيم صحيحة بؼتغنًات القرار في ابغل الأمثل للبرنامج الفرعي )

 بنفس ابػطوات السابقة.( من جديد 2رعي )عبارة عن كسر ، بفا يستدعي تفريع البرنامج الف x2   ابؼتغنً 
 ومن أجل توضيح عملية البحث بطريقة سهلة نقوـ بتمثيلها على شكل شجرة قرار ابؼوالي: 

 
 

X1≥  2                                                                                                         X1≤ 1 
                                       

 
X2≥  3                           X2≤  2           

 
 

 
X1≤ 2                                                                                X1≥  3   

 
 

         X2≤  0                +                                                           X2≥  1                                                  
                                             

 

لبرنامج الأصلي:ا  
x1 =9/5 ,  x2=41/15  , Z =218/5 

 

(:2البرنامج الفرعي)   
x1 =2,  x2=7/3, Z =140/3 

(:1لبرنامج الفرعي)ا   
x1 =1,  x2= 3 , Z =14 

(:3البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:4البرنامج الفرعي)   
x1 =13/6,  x2=2, Z =37/3 

 

(:5البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:6البرنامج الفرعي)   
x1 =3,  x2=1/3 , Z =22/3 

 

(:7البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:8البرنامج الفرعي)   
x1 =19/6,  x2=0, Z =19/3 
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             X1≤ 3                                               X1≥  4                                                                               
    

 

اف عملية برديد ابغل الأمثل وفق ذه  الطريقة تكوف باختيار أحسن حل عددي صحيح من ابغلوؿ ابؼرشحة في 
( الهي بوقق اكبر قيمة لدالة 1(، لينصب الاختيار على حل النموذج الفرعي )10( و )1النموذجنٌ الفرعينٌ )

ة ملغاة . وبالتالي فانه بهب على ابؼؤسسة ابؽدؼ ، ويسمى بهلك ابغد الأدنى للمسألة وتكوف كل البرامج ابؼتفرع
 ووحدة نقدية.  14من أجل برقيق ربح أعظمي قدر   Bو ثلبث سفن من النوع  Aانتاج سفينة واحدة من النوع 

   نفسها  المتوصل اليها في الطريقتين السابقتين . ىذه النتيجة
 
 

 

 

 

 

III.:تمارين تطبيقية 
 تمارين محلولة:. 1 

 ابػطية التالي: ليكن بموذج البربؾة :الأول التمرين
MaxZ= 40 x1+60 x2    

             x1+ 20x2 ≤  11 

          7 x1+ x2 ≤  21 

            2x1+2 x2 ≤  13 

     x1, x2 ≥ 0 

x1, x2 entier                                                     

 

 لتعظيم دالة ابؽدؼ باستخداـ طريقتي قطع ابؼستوي ، التفريع  و التحديد. x2و   ,x1البحث عن قيمة  المطلوب:
 

(:9البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:10البرنامج الفرعي)   
x1 =3,  x2=0, Z =6 

 

 ملاحظة:
 عند توفر أحد الشروط الثلاثة:البحث عن الحل الأمثل عبر فروع شجرة القرار  يتوقف

. النموذج الفرعي ليس لو حل 
. النموذج الفرعي يقبل حل عددي صحيح 
 في حالة قيمة دالة الهدف للنموذج الفرعي اقل أو يساوي من قيمة دالة

  الهدف لأي فرع آخر يحتوي على حل أمثل عددي صحيح
 


