Table des matiéres

Mable d Sros

[Liste des figures|

(Introduction|

[0.2  Intégration d’une fonction localement intégrable| .

[0.2.1  Nature d'une intégrale impropre| . . . . . .
[0.2.2  Calcul des intégrales impropres| . . . . . .
[0.2.3  Propriétés des intégrales impropres| . . . .

[0.3

Convergence des intégrales impropres| . . . . . . .

0.3.1

Critere de Cauchy pour les intégrales impropres| . . . . . . . ... ..

0.4

Intégrales impropres des fonctions a valeurs positives (de signe constant)|

[0.4.1 Intégrales de Rétérencel . . . . . . . . . ..
[0.4.2  Critere de la convergence majorée| . . . . .
[0.4.3  Critere de comparison| . . . . . . ... ..
[0.4.4  Critere d’équivalencel . . . . . . . . . . ..

[0.5

Intégrales impropres des fonctions a valeurs de signe quelconquel . . . . . . .

[0.5.1  Convergence absolue| . . . . ... ... ..
[0.5.2  Semi-convergence| . . . . . . ... ... ..
[0.5.3  Critere d’Abel-Dirichlet pour les intégrales|
[0.5.4 Utilisation du développement asymptotique]|

10
10
13
13
14
15
17
19
19
21
22
23



Table des matiéres




Table des figures



Intégrales impropres

ans la définition et I’étude de l'intégration aux sens de Riemann, on a toujours
Dconsidéré des fonctions réelles définies sur des intervalle [a, b] compacts (fermés et
bornés). Le but de ce chapitre est de généraliser dans certains cas, la notion d’intégration a
des fonctions définies sur un intervalle qui n’est pas un intervalle fermé borné, c’est a dire
un intervalle d’un des types suivants :
e [a,b] ou —00 < a < b < +o0.
e Ja,b] ol —0o < a < b< +oo.
e Ja,b[ ot —00 < a < b < +o0.
Ainsi nous allons rencontrer ici le calcul d’intégrale de domaines non bornés, soit parce que

I'intervalle d’intégration est infini, soit parce que la fonction a intégrer tend vers I'infini aux

bornes de lintervalle.

0.1 Notions de base

On considére un intervalle quelconque I C R qui est ni vide, ni réduit & un point (I'un des

types cités plus haut).

Définition 0.1 Les points incertains sont les points au voisinage desquels la fonction n’est

pas bornée d’une part, d’autre part soit (+00), soit (—o0).

Définition 0.2 Soit f une fonction réelle définie sur ['intervalle I. On dit que f est locale-
ment intégrable sur I, si la restriction de f sur chaque intervalle fermé et borné [, 5] inclus

dans I est intégrable aux sens de Riemann, c-a-d : ff f(x)dz e R.
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Chapitre 5. Intégrales impropres

1
Exemple 0.1 La fonction f : x +— est localement intégrable sur l'intervalle |1, +o0l,
x

PULSqUE :

B
/)lezmm—lﬁzhmﬁ—n—hﬂa—UERw\ﬂm6MJL+wL

xr —

Remarque 0.1 :
1. Toute fonction continue sur un intervalle I est localement intégrable sur cet intervalle.
2. Toute fonction numérique monotone sur un intervalle I est localement intégrable sur

cet intervalle.

0.2 Intégration d’une fonction localement intégrable

0.2.1 Nature d’une intégrale impropre

Définition 0.3 On considére une fonction f localement intégrable sur l'intervalle [a, b[, avec

beR oub=+o0 (b estle seul point incertain).

1. On dit que lintégrale de f sur [a,b] est convergente (ou existe) si la fonction
F:x— / f(t)dt

a une limite finie lorsque x tend vers b, et on pose alors

/bf(t)dt:lzl})/xf(t)dt.

2. Cette limite s’appelle intégrale impropre (ou généralisée) de f sur |a,b|.
T
3. Sila fonction F : x — [ f(t)dt n'a pas de limite finie (ou la limite n'existe pas) lorsque
x tend vers b, on dit que l'intégrale de [ sur |a,b| est divergente.

Définition 0.4 On considére une fonction f localement intégrable sur l'intervalle ]a,b], avec

a€R oua=—o0 (a estle seul point incertain).
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1. On dit que lintégrale de f sur]a,b] est convergente (ou existe) si la fonction

b
F:x—>/f(t)dt

a une limite finie lorsque x tend vers a, et on pose alors

b

/f = tm [ 0

2. On appelle cette limite intégrale impropre (ow généralisée) de f sur]a,?].

3. Sila fonction F : x — [ f(t)dt n'a pas de limite finie (ou la limite n'existe pas) lorsque

x tend vers a, on dit que l'intégrale de f surla,b] est divergente.

Exemple 0.2 La fonction f : t — e~ " est localement intégrable sur l'intervalle [0, +o0l, alors

le seul point incertain est +00. De plus

/e_tdt: 1—e™® Vz>0,
0

d’ot
X

lim /etdt = lim (1 — e*“"/’) =1,

Tr—+00 r——+400
0

+oo
alors Uintégrale [ e~'dt converge et sa valeur est 1.
0

1
Exemple 0.3 La fonction f : t — \ﬁ est localement intégrable sur l'intervalle ]0,1], alors

le seul point incertain est 0. De plus

/—dt_Q —T) Vz>0,

d’ot

,’L‘—)

hrn / —dt = 11m2 (1 — \/E) =2,
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11
alors lintégrale [ _tdt converge et sa valeur est 2.
0

Exemple 0.4 La fonction f : t — sint est localement intégrable sur l'intervalle [0, 400],

alors le seul point incertain est +o0o. De plus

xT

/sintdt =1—cosz V>0,
0

et

xT

lim /sintdt = lim (1 —cosz).
T—+00 T—+00

0

+o00
Cette limite n’existe pas, alors Uintégrale [ sintdt diverge.
0

Définition 0.5 On considére une fonction [ localement intégrable sur l'intervalle a, b[, avec

—00 < a<b< 400 (aetb sont deux points incertains).

1. On dit que lintégrale de f sur ]a,b| est convergente, si les deux intégrales [ f (t)dt et

a
b

[ f(t)dt convergent pour tout point quelconque ¢ de lintervalle ]a, b|.

b
2. On appelle intégrale généralisée de f sur|a,b|, le réel noté [ f(t)dt défini par :

a

/bf(t)dt:/cf(t)dtJr/bf(t)dt.

Remarque 0.2 :
1. La définition[0.5 est équivalente a

b c T
/f(t)dtzliin f@)dt+1lim [ f(t)dt.

a x c

x

+o00o
2. L'égalité [ f(t)dt = 1ir+n [ f(t)dt n’est pas toujour vrais.
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+00 +oo
Exemple 0.5 L’intégrale [ sintdt diverge, puisque lintégrale [ sintdt diverge (voir

o 0

[’exemple . Par contre

T

lirf sintdt = liril (cos (—z) —cosx) =

Propriété 0.1 Soit f une fonction localement intégrable sur l'intervalle |—a, a[, avec avec
a€R oua=+00. Si [ estpaire ou impaire, alors Uintégrale [ f (t)dt converge ssi lintégrale

0
0

[ f(t)dt) converge. De plus :

1. Si f est paire et dans le cas de convergence, on a

/af(t)dt—2/af(t)dt—2/0f(t)dt.

—a

2. Si f est impaire et dans le cas de convergence, on a

/af(t)dtzo

Conclusion 1 Pour étudier l'intégrale de la fonction f sur un intervalle quelconque I, il

faut suivre les étapes suivantes :
1. Identifier les points incertains.

2. Découper l'intervalle dintégration en des intervalles tel que chaque intervalle ne contienne

qu’un seul point incertain, placé a l'une des deux bornes.

3. L’intégrale de f sur lintervalle I converge, ssi toutes les intégrales sur les intervalles

du découpage convergent (les choix des points de découpage sont arbitraires).
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0.2.2 Calcul des intégrales impropres
1.2.2.1 Utilisation d’une primitive

Pour étudier la nature de l'intégrale d’une fonction f sur un intervalle I ou pour calculer
sa valeur quand elle converge, on utilise fréquemment une primitive de f. Ce procédé a été
utilisé au début du chapitre (voir les exemples précédents).

Si la fonction & intégrer f est continue sur |a, b|, elle admet donc une primitive F' sur |a, b|.

La convergence de l'intégrale de f sur |a, b| équivaut a 'existence des deux limites
F(a")=lmF(z) , F(b7)= limF(2),

z—a™t z—b—

et si ces limites existent on a :
b
/f@ﬁ:F@j_F@ﬂ.

1.2.2.2 Formule du changement de variables

Théorlme 0.1 Soient f une fonction continue sur |a,b| et ¢ une bijection continument

dérivable sur lintervalle [a, B, o valeurs dans [a,b]. Alors les intégrales

b B8
/fwﬁet/ﬂmmw@m

sont de méme nature, et si elles convergent elles sont égales.

Démonstration. La fonction composée f o ¢ est bien définie sur [« 3], alors on a

thﬁk/ﬂwmd®@=/fwﬂ
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Passant a la limite quand z tend vers (3, on obtient :

#(x)
lim/f ds-hm f(t)dt

r—f
é(a)

Si I'un des membres de cette égalité admet une limite quand x tend vers [, il en sera de

méme de ’autre et on aura

B
[reene %—/f /(Wﬁ
a ¢()
]
cost
Exemple 0.6 La fonction f :t— ——= est localement intégrable sur l'intervalle |0, 1], alors

Vi

L cos
le seul point incertain est 0. L’intégrale [ —=dt converge puisque, on utilisant le changement

0 Vit
1

de variable ¢ : t — ¢ (t) = s = \/t on obtient Uintégrale simple [ 2cos (s)? dt.
0

1.2.2.3. Intégration par partie

Théorlme 0.2 Soient [ et g deux fonctions de classe C* sur lintervalle [a, b], telles que la

fonction produit (fg) admet une limite en b, alors les intégrales

/f@g@m et /f@d@ﬂa

a
sont de méme nature, et si elles convergent on a

b

/f ﬁ—h%U(MWH—H@Mw—/fWJGMt

a

Démonstration. On a

b T

[rwgwa=tn [rogwa

z—b
a a
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Pour tout x dans ]a, b[, on peut écrire

[r@swia=1r@s@ - g~ [ g @

Si chacun des deux termes du second membre de cette égalité admet une limite lorsque x

tend vers b, il en sera de méme du premier membre. On aura alors

x—b

iy [ ()9 (¢)dt = limy [ () («) ~ / (@) (@) ~ img [ 7 () (1) .

Exemple 0.7 La fonction f :t — Int est localement intégrable sur intervalle 0, 1], alors
le seul point incertain est 0. Etudions la nature de [’intégrale fol Intdt.

Si on intégre par partie dans [x,1], pour tout x € ]0,1[, on obtient

1 1

/lntdt: [tlnt]}v—/dt:xlnx—(l—x),

T T

et comme limx Inz = 0, on en déduit que l'intégrale impropre est convergente et que sa valeur

z—0

est fol Intdt = —1.

0.2.3 Propriétés des intégrales impropres
1.2.3.1 Relation de Chasles

ThéorBmme 0.3 Soient ¢ € |a,b| et f une fonction localement intégrable sur l'intervalle [a, b].

Alors les intégrales [ f (t)dt et fcb f (t)dt sont de méme nature et si elles convergent on a :

/bf(t)dt:/cf(t)dtJr/bf(t)dt.

Démonstration. Soient ¢ € R et = dans Ja,b[ ot a < ¢ < z.
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Appliquons la relation de Chasles sur [a, z], on obtient

/xf(t)dt:/cf(t)dt—k/xf(t)dt.

Ainsi, la fonction F : © — [ f (t) dt admette une limite quand = — b, si et seulement si
la fonction © — [ f (t) dt admette une limite quand z — b (puisque [ f (t) d¢ est une

intégrale simple). m

1.2.3.2 Linéarité des intégrales impropres

L’ensemble des fonctions qui admettant une intégrale impropre convergente sur 'intervalle

[a, b est un sous-espace vectoriel sur [a, b].

Théorlme 0.4 Soient f et g deux fonctions localement intégrable sur l'intervalle |a,b| et
a, B deux réels. Si les intégrales f; f(t)dt et fabg (t) dt convergent alors l'intégrale impropres
f; (af 4+ Bg) (t) dt converge aussi.

De plus on a
b b

/(Oéerﬁg)(t)dtZw/f(t)dt+5/b9(t)dt-

a a

Démonstration. En effet

[@f+p9) (@ de =t [ (o + 59) )t

a

r—b

— lim a/xf(t)dtjtﬁ/xg(t)dt

= alirrll) f(t)dt+ ﬁlirrll)/g (t)dt

=ajf@ﬁ+6]g@ﬁ
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Remarque 0.3 :

1. SilVintégrale ff f (t) dt converge et lintégrale f g (t) dt diverge alors lintégrale f (af + Bg) (t)dt
diverge.
2. Si les intégrales f: f(t)dt et f g (t)dt divergent alors on ne peut rien conclure sur la

convergente de l'intégrale fa (af + Bg) (t)dt

1.2.3.3 Inégalité des intégrales impropres

Théorlme 0.5 Soient f et g deux fonctions localement intégrable sur l'intervalle [a,b[. Si

les intégrales fab f(t)dt et f g (t)dt convergent, alors

b

b
f<g sur [a,b[:/f(t)dtﬁ/g(t)dt

a

En particulier
b

f>0 sur [a,b[:>/f(t)dt20

a

Démonstration. En effet

xT

£ <g(t) Vte[a,b[:>/f(t)dt§/g(t)dt vz € a, b,

a

ce qui donne
b

lim/mf(t)dtgiim dt:>/f dtg/g()dt.

r—b

0.3 Convergence des intégrales impropres

0.3.1 Critére de Cauchy pour les intégrales impropres

On considére une fonction f localement intégrable sur 'intervalle [a,b[, avec b € R ou b =

+o0.

10
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ThéorBme 0.6 Pour que l’intégrale f; f(t)dt soit convergente, il faut et il suffit que toute

suite (Ty,),cy de limite b, la suite (F (vy,)),cy définie par

F(xn):/f(t)dt . Wnel,

soit convergente. On aura alors

b
/f (t)dt = nETooF ().

On en déduit le critere de Cauchy pour les intégrales impropres.

Théorlme 0.7 (Critére de Cauchy) L’intégrale ff f(t)dt est convergente si et seule-

ment st

Ve > 0,3z, € [a,b],Vr1, 29 € [a,b] : 2. < 21 < 29 < b= /f(t)dt < €. (1)

1

Démonstration.

1. Supposons que l'intégrale fab f (t) dt converge, alors par définition

JdeR: hmF —hm/f

r—b r—b

et d’apres la définition de la limite, on a
Ve > 0,3z, € [a,b],Vz € [a,b] i z. <z < b= |F (z) — 1| < €/2.
Pour x =21 et z =29, 0n a

|F (z1) — 1| < ¢€/2
Ve > 0,3z, € [a,b], Va1, 29 € [a,b] 1 2. < 71 < T3 < b=>
|F (z2) — 1| < €/2

11
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D’autre part,
T2
/f(t)dt | F (25) = F(a1)] < |F (21) = 1| + |F (22) — 1] < e,

alors la condition est satisfaite.

2. On suppose la condition 1) est réalisé et on montre que l'intégrale fab f (t) dt est conver-

gente. D’apres le théoreme , il suffit de montrer que pour toute suite (z,,), . de [a, B[,

telle que lim z,, = b, la suite (¥ (x,)) est une suite convergente dans R.

n—-4-00

Par définition, on a :

lim z, =b <= Ve>0,3n. € N :Vn >n, — x, > x..

n—-+00

Pour n=petn=gq,ona:

Ty > T
Ve >0,dn. e N Vp,q e N:p>q>n.—

Tg > Te

et la conditions entrainent alors & :
P ) = F (o)l =| [ £ 0] <e

Alors la suite (F' (z,)) est une suite de Cauchy, elle est donc convergente dans R. m

Exemple 0.8 L’intégrale impropre f0+°° elsintdt diverge.

En effet : soit n € N, et soit x, =2nm et x}, = (2n + 1) 7.

Vt € [z, 2] = tsint > 0 = ' > 1,

12
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alors
(2n+1)w (2n+1)w
/ elsintgr > / dt =,
2nm 2nm

donce

!

Ty

Je=m>0,Yn € N, 3z, =2nm 2, = (2n+ 1) 7 € [0, +o0| et /etsmtdt > .

Tn

Le critére de Cauchy n’est pas satisfaite ce qui prouve la divergence de l’intégrale.

0.4 Intégrales impropres des fonctions a valeurs posi-
tives (de signe constant)

Dans cette partie, nous considérons que les fonctions localement intégrables sur I'intervalle
[a,b] avec b € R ou b = +00o et a valeurs dans R,. Les critéres de convergence sont aussi
valables pour a valeurs négatives sur U'intervalle [a, b[, puisque la convergence de l'intégrale
ff f (t)dt se ramene & celle de ff —f (t)dt ou la fonction (—f) est a valeurs positives sur

'intervalle [a, b|.

0.4.1 Intégrales de Référence

Théorlme 0.8 (Intégrale de Riemann) Soient « € R et f une fonction définie sur

1
10, 400 par f (t) = o e

oo dt . oo dt 1
1. L’intégrale f1+ 7o COTVETgE SSi 0 > 1, avec f1+ el T
a J—

dt dt 1
2. L’intégrale fol T converge ssi v < 1, avec fol i .
167 167 —

Démonstration. On a )
t —

/ﬁ: & sia#1
ta

Int sia=1

13
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Alors : .
tl-a |® sia>1
lim 1 = o —
Tt LAl 400 sia<1
et
sia=1: lim Int|] = +o0.

r——+00

Par la méme méthode, on montre le 2°7¢ résultat. m

Théorlme 0.9 (Intégrale de Bertrand) Soit (o, 3) € R? et f une fonction définie sur

10, 4+o0[ par f(t) = m, on a :

oo dt
1. L’intégrale /2 (D)) converge ssi {a > 1,V3 € R}lou (a =1 et > 1).

2. L’intégrale /0 f=(In(6))? converge ssi {a < 1,V € Ryou (e =1 et § > 1).

Démonstration. Voir Uexercice 77. m

0.4.2 Critére de la convergence majorée

Théorlme 0.10 Soit f une fonction localement intégrable sur l'intervalle [a,b] avec b € R
b

oub = +oo et a valeurs dans Ry. L’intégrale [ f(t)dt est convergente si et seulement si la
a

fonction F: x — [ f(t)dt est majorée sur [a,b], c-a-d

3M>O,Vx€}a,b[:/f(t)dt§]\/[.

xT

Démonstration. La fonction F': & — [ f (¢) dt est croissante.

En effet sia < 21 <29 < b, 0on a

F(xg)—F(:cl):7f(t)dt—7lf(t)dt: 7f(t)dt+7f(t)dt —7f(t)dt:72f(t)dt20.

Alors, si z tend vers b, la fonction F' admet une limite finie positive ou bien elle tend vers

+o00.

14
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D’apres le théoréeme de la limite monotone, quand x tend vers b, la fonction F' admet une

limite finie ssi elle est majorée au voisinage de b (puisque elle est croissante). m

Remarque 0.4 Dans le cas ou F' n’est pas majorée, elle tend vers (+00). Donc lintégrale

est divergente et on écrit f; f(t)dt = 4o0.

1
1
Exemple 0.9 Soit l'intégrale I = / sin? (;) dt.
0

1
La fonction f : t — sin? (;) est localement intégrable et a valeurs positives dans ['intervalle

10,1]. On a de plus

1

1
1
F(x)—/sin2<¥>dt§/dt—1—x<1, Vo €10,1].

T x

Donc lintégrale I est convergente.

0.4.3 Critére de comparison

Théorlme 0.11 Soient f et g deuz fonctions localement intégrables sur l'intervalle [a,b]

avec b € R ou b = 400 et vérifiant sur cet intervalle
0<f(t)<glt), Ve lab]. 2)

Alors :

b b

1. Si Uintégrale [ g (t)dt converge, Uintégrale [ f (t)dt converge.
b b

2. Si UVintégrale [ f (t)dt diverge, Uintégrale [ g (t)dt diverge.

Démonstration. On pose

Vx>a:F(x):/f(t)dt et G(m):/g(t)dt

15
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D’apres la propriétés des inégalités entre intégrales, on a
0<f()<gt), Vielabl— F(z)<G(), Vo>a,

et puisque les fonctions F' et G sont croissantes, on en déduit que :

b
e Silintégrale [ g (t)dt converge, la fonction G est majorée, alors la fonction F' est majorée,
a

b
donc l'intégrale [ f (t)dt converge.

b
e Sil'intégrale [ f (t)dt diverge, la fonction F est n’est pas majorée, alors la fonction G est
a

b
n’est pas majorée aussi, donc lintégrale [ g (t) dt diverge.

Exemple 0.10 :

_ +0gin?
1. L’intégrale [ 2 dt est convergente. En effet :
1
.2
t 1
o< <o >,
12 2
L teodt .
et lintégrale [ ) converge puisque
1
[ dt 1"
lim — = lim ——| =1.
T——+00 t2 T—+00 1

1

1

2. L’intégrale of T

dt est convergente. En effet :

Int
<
- 1+t

<-Int, Yo<t<l1

16
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1

et lintégrale [ —Intdt converge puisque
0

1

lim [ —Intdt= lim —tlnt +t[, = —1.
Remarque 0.5 On peut appliquer le critére de comparaison si la condition (@) est vérifiée

seulement au voisinage de b.

Corollaire 0.1 Si on change la condition (@) par :

3k1,k2>030§k1f§g§k2f7

b b
alors : les intégrales [ f (t)dt et [ g (t)dt sont de méme nature.

a

0.4.4 Critére d’équivalence

ThéorlMme 0.12 Soient f et g deux fonctions positives, localement intégrables sur l'intervalle
[a,b] avec b € R ou b = +o0.

b
Si f et g sont équivalentes au voisinage de b (f ~ g), alors : les intégrales [ f(t)dt et

b

fg (t) dt sont de méme nature.

Démonstration. Par hypotheése, on a

fmeg — limf<x>=1,

z—b g (l’)

alors, il existe un voisinage de b et une fonction 1 définie sur ce voisinage, tels que :

f2)=g(x) 1+ (2)) avec limy(z)=0,

alors pour

e=1/2, 3z Vr:z. <z <b= |y (v)| < 1/2.

17
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D’ou

(1/2) g (z) < f () <(3/2) g (x)
et par comparaison on aura le résultat. m

Exemple 0.11 :

T 1 1
1. L’intégrale [ ok i <t2> dt converge car :
1

+0o0
et l'intégrale { t_2dt converge.
too ]
2. L’intégrale [ —=dt diverge car :

1 Vigl

1
t
lim Y9 i i—l,
x——+00 i z—+o004/1gt
Vi
+too 1
et Uintégrale [ —=dt diverge puisque :
1 Vi
li —dt lim 2
L ) Vi,

Corollaire 0.2 Soient f et g deux fonctions positives, localement intégrables sur l'intervalle

[a,b] avec b € R ou b = +o0, tel que g # 0 dans [a,b[. Supposons que

limf (*) =k

bg(t

€ [0,+o00] existe.

Ona :

b
1. §i0 <k < 4o, alors les deux intégrales [ f (t)dt et fg t) dt sont de méme nature.
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b
2. Si k=0, alors la convergence de lintégrale [ g (t)dt implique la convergence de linté-

b
grale [ f(t)dt.
b
3. Si k = 400, alors la divergence de lintégrale [ g (t)dt implique la divergence de l'inté-

grale jzf(t) dt.

0.5 Intégrales impropres des fonctions a valeurs de signe

quelconque

0.5.1 Convergence absolue
Soit f une fonction réelle, localement intégrable sur un intervalle [a, b[ avec b € R ou b = +00.

b
Définition 0.6 On dit que Uintégrale [ f(t)dt est absolument convergente si lintégrale

b
[1f )] dt est convergente.

a

b
Théorlme 0.13 Si Uintégrale [ f (t)dt est absolument convergente, alors elle est conver-

gente.

b
Démonstration. Supposons que Uintégrale | f (¢)dt est absolument convergente alors par

b
définition 'intégrale [ |f (¢)|dt est convergente, donc la condition de Cauchy

Ve > 0,3z, € [a,b],Va1, 29 € [a,b]: 2. <21 <29 < b= /|f(t)|dt < e,

r1

ce qui implique

7f(t)dt sjw)rdt«.

b
Par conséquent, l'intégrale [ f (t)dt satisfait le critére de Cauchy, alors elle est convergente.
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+o0o
Exemple 0.12 L’intégrale [ t_th converge absolument, puisque on a
1

o0
cost < 1 1
2 | S et t_th converge,
1
+2|cost 0

t2

cost
alors par comparaison [ dt converge, et par définition Uintégrale [ t_zdt converge
1 1

absolument, ce qui implique qu’elle converge (d’aprés le théoréme précédent).

Remarque 0.6 On peut trouver des intégrales impropres convergentes qui ne sont pas abso-

lument convergentes.

Théorlme 0.14 (Critére d’équivalence pour la convergence absolue) Soient f et g

deuz fonctions localement intégrables sur l'intervalle |a, b avec b € R ou b = +o0.

f ()

Supposons que g > 0 sur |a,b| et que lirréw = k existe et finie.
r— g
On a:

b b
1. Silintégrale [ g (t)dt converge, alors Uintégrale [ f (t)dt converge absolument, et donc

a

converge.

b b
2. Si k #0 et Uintégrale [ g (t)dt diverge, alors Uintégrale [ f (t)dt diverge.

Proposition 0.1 (Critére de Riemann) :

1. Soient o € R et f une fonction localement intégrable sur l'intervalle [1,4+00|, tel que :

lirll t*f (t) = k existe et finie, on a :

“+oo
a) Sia>1:alors lintégrale [ f(t)dt converge absolument, donc converge.
1

+oo
b) Sia<1etk+#0 : alors lintégrale [ f(t)dt diverge.
1
2. Soient a € R et f une fonction localement intégrable sur lintervalle ]0,1], tel que :

limt® f (t) = k existe et finie, on a :

x—0

1
c) Sia <1 :alors lintégrale [ f (t)dt converge absolument, donc converge.
0
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d) Sia>1etk#0 : alors lintégrale ff t)dt diverge.

+oo
Exemple 0.13 L’intégrale [ t~'™'dt converge, puisque au voisinage de (+00) on a

lim %™ =0 (a=2).

t——+00

0.5.2 Semi-convergence

Définition 0.7 On dit que Uintégrale [ f (t)dt est semi-convergente, si elle est convergente
mais elle n’est pas absolument convergente.
T si

t
Exemple 0.14 L’intégrale [ Tdt est semi-convergente car :
1

Tolsint
1. Etude de la convergence absolue : il suffit de montrer que Uintégrale [ |——|dt ne
1
vérifie pas le critére de Cauchy.
On a nm nm
sint
Vn > 2: / —|dt > — / |sin ¢| dt
(n—1)w (n—1)m
D’ou :
i smt 2 7 smt 2 1 2n 1
z > _ -
/ Z / T Z k—7m2n =
n—1)w k=n
1 ol sin ¢ 1
Done, pour e = =,¥n > 2,3z, = (n—1)m, 2}, = 2nm € [1,+o00] et [ dt > ~
™ o Tt T
TN ’ e +°°smt
alors le critére de Cauchy n'est pas vérifié et par suite Uintégrale [ |——|dt diverge.
1
2. Etude de la convergence : En intégrant par partie :
/smtdt /costd B cost|”
1
cos A Togint
On a lim =0et [ —dt converge, d’ou la convergence de [ ——dt.

r—-+oo I 1 1
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0.5.3 Critére d’Abel-Dirichlet pour les intégrales

Le théoréme suivant, di & Abel, est utilisé pour montrer qu'une intégrale impropre (non
absolument convergente) est semi-convergente; sa démonstration repose sur le critére de

Cauchy.

Théorlme 0.15 Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur l'intervalle [a,b]

avec b € R ou b = +00. Si une des deuz paires de conditions suivantes (A ou B) est vérifiée

( b
A1 Lintégrale [ f(t)dt est convergente.

| A2 La fonction g est monotone et bornée sur |a,b|.

( T
B1  La fonction F (x) = [ f(t)dt est bornée sur [a,b].

a

\ B2 La fonction g est monotone et posséde une limite nulle en b.

b
alors Uintégrale [ f(t) g (t)dt.

Démonstration. D’aprés la formule de la moyenne des intégrales :

z2 3 T2
[r@ga=g) [ @ o@w [ 1o
1 1 3

ou £ est un point appartenant a Uintervalle [z1, z5].
Supposons que la premiére paire de conditions (A1,A2) est vérifiée. La fonction g est bornée
c-a-d :

IM > 0;Vx € [a,b] : |g (z)] < M.

b
L’intégrale [ f (t)dt est convergente, alors

£ T2
€ €
: < — -
Ve > 0,3z, 20 > € > 21 > 2 /f(t)dt < o7 et /f(t)dt <37
71 3

Donc
T2

o 13
/f(t)g(t)dt < g (x1)] /f(t)dt + |g (x2)] /f(t)dt <e

Ty 3
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b
D’ou d’pres le critere de Cauchy, l'intégrale [ f (t) g (¢) dt converge.
Supposons que la deuxiéme paire de conditions (B1,B2) est vérifiée. La fonction F' est bornée
c-a~d :

AN > 0;Vz € [a,b] : /f(t)dt < N.

Ce qui implique

/f(t) dt| < 2N.

De plus

linrll)g(:v):() — Ve>0,30>0:Vz>b—-0 = ]g(x)]<ﬁ,

alors de méme que précédement on a :

/f(t)g(t)dt <€, Vay,19>b—0.

b
D’ou en vertu du critére de Cauchy, l'intégrale [ f (¢) g (t) dt converge. m

a

L T cost
Exemple 0.15 L’intégrale [ t—adt converge Ya > 0.
1

En effet : si on applique Abel on trouve :

o |F(x)= fcostdt‘ = [sinx — sin 1| < 2, bornée.
1
1
e La fonction t — o est décroissante dans [1,+00], liI}_l o= 0.

.y T cost togint , ,
Remarque 0.7 Les intégrales [ t—adt et [ t—adt sont convergentes si o > 0, et semzi
1 1

convergentes si o € 10, 1] .

0.5.4 Utilisation du développement asymptotique

Cette méthode est la généralisation du critére d’équivalence dans le cas ou & intégrer sont
a valeurs de signe quelconque, et elle se repose sur ’étude de l'intégrale du développement

asymptotique de la fonction.
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+o0o
Exemple 0.16 L’intégrale [ (\/ t2 + cost — t) dt converge, puisque :
1

/ /
\/t2+cost—t—t< 14+ —1) et lim - =0,

12 t—too (2
On a
cost
lim =0,
t—+too {2
lors si _ oot lise le dével limité de | on T¥y
alors s1 on pose y = 2 et on utilise le développement limité de la fonction /1 + vy au

voisinage de 0, on trouve

cos t (cos t

2
cost 2 12 ) cost >

\/1 1= - .
T8 2 8 +O[( 2 )

Par suite
cost cos’t cos?t
V2 4 cost —t = o _W—i_o[t—?’]’
ot
0 {cots;t] =c(t) avec |e(t)| < %
On a

“+oo
e L’intégrale [ 2_tdt converge d’apres le critére d’Abel.
1

to [ cos?t cos?t
e L’intégrale f [—— +o0 ( )] dt est absolument convergente, puisque

/ 8t3 3
cos®t N cos?t < N cos? t
— 0 0
8t3 t3 - t3
M «Q

cos? t
8t3
1

<=
T8t 3 3

0.6
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