Chapitre 4

Séries de Fourier

Dans ce chapitre nous nous intéressons & une autre famille des séries de fonctions qui
est constituée de fonctions trigonométriques : ce sont les séries de Fourier.
Comme nous avons vu au chapitre précédent que la représentation d’une fonction par sa série
de Taylor est limitée de deux facons : d’abord, elle ne s’applique qu’aux fonctions de classe
C* et ensuite, les sommes partielles de la série obtenue ne constituent une approximation de
la fonction que dans un voisinage du point autour duquel on la calcule.

La série de Fourier ne souffre pas de ces inconvénients : on peut prescrire a ’avance I'intervalle
de convergence et elle permet de représenter des fonctions trés générales, présentant méme
certains types de discontinuités.

Nous verrons que ce type de séries jou un role important dans la résolution des équations

aux dérivées partielles.

4.1 Notions de base

Définition 4.1 On dit qu’une fonction f réelle d’une variable réel posséde une discontinuité
de premiére espéce en un point xy, si elle posséde une limite finie a droite et une limite a

gauche en xy. On notera :

f(zo—0) = hgl f(@) # f(xo+0) = hin f(x).

T—>T0 r—>T0
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Chapitre 4. Séries de Fourier

AT

f(xo—-0)

f(xe+0)

v

F1G. 4.1 — Discontinuité de 1°™ espéce.

Définition 4.2 Une fonction f et dite continue par morceauz sur un intervalle |a,b] de R

donnée si :
1. Il existe a = ag < a1 < ... < a, = b tel que Vi € {0,1,....,n — 1}, la fonction f est
continue sur |a;, a;i1].

2. Les points a; (pour tout i = 0,n) sont des points de discontinuité de premiére espéce de

la fonction f.

4 F®
£(07)
fxo—10)

f(0%)

F1G. 4.2 — Fonction continue par morceaux.
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Chapitre 4. Séries de Fourier

Si I est un intervalle quelconque non réduit a un point, alors la fonction f est dite continue
par morceaux sur [, si sa restriction a chaque segment [a, b] inclus dans I est continue par

morceaux.

Définition 4.3 Une fonction f & valeurs réelles est dite de classe C* par morceaux sur un
intervalle [a,b] de R donnée si :
1. Il eziste a = ag < a1 < ... < a, = b tel que Vi € {0,1,...,n — 1}, la fonction f est de
classe Ct sur |a;, a;41[.
2. Les points a; (pour tout i = 0,n) sont des points de discontinuité de premiére espéce de

la fonction f et la fonction f'.

Définition 4.4 Soit I est un intervalle quelconque non réduit o un point, alors la fonction
f est dite C* par morceaux sur I, si sa restriction a chaque segment [a,b] inclus dans I est

continue par morceaur, c-a-d :

1. Les point de discontinuités xo de f dans tout segment [a,b] sont de premiére espéce et

en nombre fini,

flzo—0) = lign flz) et flzg+0)= liin f(z) existent.

T—>T0 T=5T0

2. Les limites

f(@) — flao—0)

T — X

! T f(z) — f(z0+0)
: f(xo—l—O)fhin pra— :

f/<£ll'0 — O) = lim

<
Tr—>x r—>T0

existes et finies.

Remarque 4.1 Si f est C' par morceauz sur I, alors elle est nécessairement continue par
morceaus mais pas nécessairement continue. De plus, le fait d’étre de classe C* par morceauz

ne dépend pas de la subdivision (il suffit que celle ci existe).

En pratique, il suffit de vérifier que le graphe de f n’aille jamais a 'infini et n’admette pas

de tangente verticale.
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Définition 4.5 Soit f une fonction définie sur R. On dit que f est dite périodique, s’il existe

un nombre réel T # 0, tel que si :
VeeR: f(x+T)= f(x).

Le nombre T est appelé période de f.
Généralement on prend comme période de f la plus petite valeur positive de T.

Remarque 4.2 Une fonction f : R — R, T—périodique, est dite continue par morceaux
(resp C' par morceauz) si sa restriction a chaque segment [, +T| (c’est a dire sur une

période) est continue par morceaux (resp C! par morceauz).
Lemme 4.1 Soit f une fonction périodique de période T > 0 et intégrable dans l'intervalle
[0,T]. Alors pour tout o € R, on a

a+T

/Tf(m)d:v:/f(a:)da:.

«

Démonstration. On a

a+T 0 T a+T
f@)de= [ f(x)de+ | f(z)de+ | f(x)dz,
[ frie fres |
a+T
et pour lintégrale [ f(z)dz on pose z =y + T, ce qui donne
T
a+T « « 0
f@)de= [ fly+T)dy= [ fy)dy=— [ f(y)dy
e R
Donc
a+T 0 T 0 T
F@)yde= [ f@)de+ [ f@)yde— [ F)dy= [ f(@)da
e T -
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Propriété 4.1 Soit f: [—9,d] — R, une fonction intégrable.

1. Si f est paire alors
5

/f(x)dx:2/6f(x)da;.

—6

2. Si f est impaire alors

/f(m)dx:().

-4

4.2 Séries trigonométriques

4.2.1 Représentation réelle

Définition 4.6 On appelle série trigonométrique réelle, toute série de fonctions de la forme :

Qo

5 + Z [a,, cos (nwz) + b, sin (nwz)] (4.1)

n>1

avec v € R,w > 0 et (an),cn > (bn),en- deus suites réelles.

Le probléme est de déterminer 'ensemble A tel que la série (4.1)) soit convergente pour tout

r € A.

Propriété 4.2 :
1. S7il existe un nombre réel xq tel que la série (4.1) converge alors elle converge en tout
2k
point xo + —W,Vk €.
w

2. Si la série (4.1)) converge dans R, alors elle converge vers une fonction f périodique de
2m

période T' = —.
w

Démonstration. Supposons que la série (4.1f) converge en x( et posons

f(xo) = %o | Z [a,, cos (nwxg) + by, sin (nwzxo)]

2
n>1
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Chapitre 4. Séries de Fourier

On a pour touts n € Net k € Z,
2km 2km
cos [ nw | xg + — = cos | nwzy + nw— | = cos (nwxy)
w w

. 2km ) 2km .
sin | nw [ xg + — = sin | nwxzy + nw——- | = sin (nwxg)
w w

Alors

%%—Z {ancos (nw (xo—F%TW)) + b, sin <nw (xo-i‘%%))} = f (o).

2k
ce qui montre la convergence de la série (4.1)) en tout point de la forme zq + —W,Vk‘ SYA
w

Maintenant si on suppose que la série (4.1]) converge dans R, on aura
27
f(x):f<x+k:—> Vz € R,
w

.. . m ..
ce qui implique que f est — —périodique.
w

Remarque 4.3 Si on prend T = 21 tel que | = z, alors la série (4.1) s’écrit de la forme
w

0 3 oo (1) (5] a2

n>1

Proposition 4.1 La série trigonométrique (4.1)) est absolument et uniformément conver-

gente sur R si les séries (> an) et (D b,) sont absolument convergentes

Démonstration. Le résultat est évident en utilisant le critére de comparaison puisque on a

I'inégalité suivante :

|la,, cos (nwz) + by, sin (nwz)| < |a,| + |by] , VzeR.
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Chapitre 4. Séries de Fourier

4.2.2 Représentation complexe

En utilisant les relations d’Euleur suivantes

inwe _inwz

6znwx _"_ e— e’LTLUJCC _

cos (nwz) = 5 ,  sin (nwz) = —
i

la série (4.1)) prend la forme

inw

ao einwx + e einwm _ eiinwz o ao an — an inwT an + /lbn _inwz
?—F; an 5 + by 5 ]_—+Z{—2 €T+ e

En posant
CLO an _— /lbn a/n + an

La série (4.1]) se représente donc sous la forme

: _inwz
co + E [cnemwx + c_,e€ ]

n>1

Ce que 'on écrit sous forme d’une série double entrée

Z Ccp ™" (4.3)

nez

La série (4.3)) est appelée la forme complexe d’une série trigonométrique.

Proposition 4.2 Si les suites numériques (ay) et (b,) sont décroissantes et tendent vers 0,

alors la série (4.1)) est :

2k
1. simplement converegnte sur R\ {—W, Vk € Z}.
w

2k 2(k+1)7
- a, —«a
w w

2. uniformément convergente sur chaque intervalle [

T
avec 0 < a < —.
w

2km
De plus sa somme est continue en tout point x # — Vk € Z.
w
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4.2.3 Calcul des coefficients

Cas réel

2T
Soient la série trigonométrique 1D et f sa somme que ’on suppose périodique de T'= —
w

27
et dont la convergence est uniforme sur [0 —} .
w

Nous intéréssons dans ce paragraphe au calcul des coefficients de a,, et b, en fonction de f.

On a

% + Z la,, cos (nwz) + by, sin (nwx)] .
n>1

f(z) =
Donc :

f(z) cos (kwz) = % cos (kwz) + > [an cos (nwz) cos (kwz) + by, sin (nwx) cos (kwx)]

n>1

f(z)sin (kwz) = % sin (kwz) + > [a, cos (nwz) sin (kwx) + by, sin (nwz) sin (kwz)]

n>1
La convergence uniforme nous permet d’avoir

27w ao 27w

f f(z) cos (kwz) dx :5 [ cos (kwz) dx
0

2w 2w Jw
+ > |an [ cos(nwz)cos (kwx)dz +b, [ sin(nwx)cos(kw:c)dm]
n>1 0 0
27 fw 27 [w

f f(x)sin (kwz)dr = 30 [ sin (kwz) dx
0

27w 27w
+ > |an [ cos(nwz)sin (kwz)dz +b, [ sin(nwz)sin (kwz) da:]
n>1 0 0

27w
[ cos (nwx) cos (kwz) d
0

sik#n

sik=n

27 Jw sik#n
[ sin (nwz) sin (kwz) d

0 sik=n
27w

[ cos (nwz) sin (kwz) dz =0

0
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Chapitre 4. Séries de Fourier

On déduit alors les valeurs des coefficients par :

w 27w
ap = — f f(x)cos (kwz)dr Yk eN
m

2w w

b = — f f(x)sin (kwz)dr Yk € N*
m

en particulier
27w

w
a = — / f(z)dz.
0
Remarque 4.4 :
1. Si T =21, alors
12
tn = 7 [ f(x)cos (nwzx)dx, VneN.
0
12
b, = 7 [ f(z)sin (nwz) dz, Vn € N*
0

2. Moyennant le lemme[].1] et pour tout o € R, les coefficients de la série trigonométrique

peuvent s’écrire
1 a+21
== f f(z)cos (nwx)dr, Vn e N.

a+2l

== f f(x)sin (nwzx) dz, Vn € N*.

Cas complexe

Considerons la représentation complexe de la série trigonométrique (4.3)), alors si elle converge

. ) . Y - 27
uniformément vers une fonction f périodique de période — on a
w

f(x) = Z e

nez
. . 2 )
Si on integre sur |0, — |, on obtient
w
27w 27w
/ f (ZL’) e—ikwrdx _ ch / ei(n—k)o.mvdx7
neZ 0

0
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Chapitre 4. Séries de Fourier

or
2w ' 0 sin#k
/ ez(n—k)w:cdx _
0 2n/w sin=k

Donc les coefficients peut étre calculer par la formule

27w a+ (27 /w)
_ i —tkwzx — i —tkwz
Cr = o / f(x)e dx 5 / f(x)e de  VaeR Vk e Z.
0 o

4.3 Séries de Fourier

L’idée générale de cette partie consiste & définir la série de Fourier et a représenter des
fonctions périodiques par des séries de Fourier.
Considérons la fonction f : R — R périodique de période T' = 2[, continue par morceaux sur

R.

4.3.1 Définition

Définition 4.7 La série trigonométrique du type ot

12 nwx

ay = 76ff(:v) Cos (T) dr, VneN,
12 . (NTT

by = = [ f(x)sin <—) dx, Vn e N*
¥ z

s’appelle série de Fourier associée & [, et (an),cns (On)pens SONt les coefficients de Fourier

de f.

Remarque 4.5 :

1. Si la fonction f est paire alors
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Chapitre 4. Séries de Fourier

et la série de Fourier associée a f s’écrit sous la forme

2+ 2 e ()]

n>1

2. Si la fonction f est impaire alors

a, =0, VneN

nmwx

Ofl ) sin (T) dr, Vn e N*

NI[\D

et la série de Fourier associée a f s’écrit sous la forme

> [pusin (77|

n>1

4.3.2 Représentation d’une fonction par une série de Fourier

Théoréme 4.1 (Dirichlet) Soit f: R — R périodique de période T = 2l, de classe C' par

morceauz. Alors la série de Fourier associée o f converge simplement sur R et on a

f(x) sif est continue en x

+Z [“”COS( >+b sin <mzm>] ") Fzo+0)+ f(zo —0)

n>1
2

si f est discontinue en x
De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot f est continue.
Démonstration. Ce théoréme est admis. =

Remarque 4.6 Si la fonction f est continue, T—périodique, de classe C* par morceaux,

alors elle est représentable sur R par sa série de Fourier, c-a-d

—I—Z[a,mos( >+b sm<mlm>}, VreR

n>1
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Exemple 4.1 Considérons la fonction f : R — R périodique de période 2, définie par :

si0<zxr<l1
f(z) =

stl1<x<?2

=8

Les conditions de Dirichlet sont vérifiées puisque

1. Les discontinuités de f sont les points de la forme xy = k,k € Z et sont de premiére
espéce car

fA+0)=f1)=5f1-0)=1

N —

2. La fonction f est partout dérivable sauf aux points xy. En ces points nous avons :

—f(1-0 — f(1+0
FU—0) = tim JWSEZ0 g g ) L@ 2SO0
Alors f est développable en série de F ourier.
Les coefficients de Fourier : on al =1 alors :
2 1 2 1
ap= [ f(z)de = [axde+ [=dz =1
0 0 12
[ wcos (mra)da + [ Leos(nraydo = CV 1 v e
a, = [ xcos(nrx)dx —cos (nmx)dr = ————, Vn
0 12 w2n?
b f in (nr) d +f21 in (n7x)d ()™ - ¥n € N
n = [ xsin (nmx) dx —sin (nmx) de = ————, Vn
0 12 2mn
Donc la série de Fourier associée o f est
(
1/4 stz =0
1 —1)"ttq —1)" g x si0<z<l
5t (% cos (nmx) + ( )2 sin (nwz) | =
=1 T m 3/4 siz=1
[ 1/2 stl<x<2
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Chapitre 4. Séries de Fourier

Remarquons que pour x =0 ona

Donc

n>1
Remarque 4.7 Une des particularités des séries de Fourier est le calcul des sommes de

certaines SEries NUMEriques.

4.3.3 Développement en série de Fourier des fonctions non pério-
diques

Théoréme 4.2 Soit f : [a, 8] — R une fonction intégrable et vérifiant les hypothéses sui-

vants :

1. Vz € [, B], les valeurs f (x+0), f (x — 0) existent et finies.

2. Vx € |o, ], les valeurs f' (x +0), f' (x — 0) existent et finies.
Alors :

i/ Pour tout x € |a, 5[ on a :

f(ZL“—FO)‘gf(I—O) _ %"‘Z {ancos(Qnﬂx) b sin <;n_7rz>}

ii/ Pour o ou 5 on a :

fla+0)+f(B-0) ao 2nma . [ 2n7a
5 —E—l—gllancos(ﬁ_a)—i—bnsm(ﬁ_a)}
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Ou 5
2 2nmw
an—ﬂ_a({f(x)cos(ﬁ_a)dx, Vn e N
2 B 2nmx .
bn—ﬁ_ac{f(m)sm< _a>dx, Vn e N

Remarque 4.8 Soit f : [0,]] — R est une fonction continue est possédant des dérivées
f' (x+0), f (x—0) dans [0,1]. Pour développer f en série de Fourier qui contient que des
cosinus ou bien des sinus, il suffit de la prologer sur |-, 1] en fonction fi paire ou fy impaire,

par exemple comme suit :

i (z) = f (=) st —1<x<0 oubien  f(x) = —f(—x) st —1<x<0

f(z) si0<z<l| f(z) si0<zx<l|

et d’appliquer ensuite o f1 ou a fo le théorémel[].3

4.3.4 Egalité de Parseval

Théoréme 4.3 Soit f une fonction développable en série de Fourier et périodique de période

T >0, alors pour tout « € R on a

a+T
2
g 2 2y _ 2 2 _ 2
7+Z(an+bn) == / fayde =2 el
n>1 o ne”L
Remarque 4.9 Si f est de période 21 on a
2m
ag 2 | p2) — 1 2 () d

n>1 0
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