Chapitre 3

Séries entiéres

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une famille particuliere des séries de fonc-
tions qui est constituée de fonctions de puissances et généralise les fonctions poly-
nomes : ce sont les séries entiéres. Nous verrons que cette famille particuliére joue un role

important en mathématiques, comme la résolution de certaines équations différentielles.

3.1 Définition d’une série entiére

Définition 3.1 On appelle série entiére toute série de fonctions (> f,,) dont le terme général
est de la forme f, (x) = a,x™ ou (a,) désigne une suite réelle ou complexe et xo et x sont

des nombres réels ou complexes (xq fizé).

Remarque 3.1 On peut avoir deux autres formes des séries entiéres

1. Le cas ou le terme général de la série de fonctions est donné par f, (x) = a, (x — z0)"
et xg est un nombre réel ou complexe fizé. Pour étudier ce type Il suffit d’utiliser le

changement de variable X = x — x.

2. Le cas ou le terme général de la série de fonctions est donné par f, (x) = a,z®" et «
est un nombre rationnel fizé. Pour étudier ce type Il suffit d’utiliser le changement de
variable X = x®.

Pour unier la présentation des résultats suivant, on se place dans le cas d’une variable réelle.
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Chapitre 3. Séries entieres

3.2 Domaine de convergence

Comme pour les séries de fonctions, I’étude ce base toujours sur la détermination du domaine

de convergence de la série entiére c-a-d

+00
A=<z eR: Z a,x" converge

n=0

Remarque 3.2 Pour les séries entiéres, le domaine de convergence n’est jamais vide car il

contient au moins le point x = 0.

Lemme 3.1 (Lemme d’Abel) Soit > a,z" une suite entiére.
n>0

1. Si le terme général de la série ) a,x™ est borné en un point xo # 0 alors :
n>0

e La série entiére Y a,x™ est absolument convergente pour tout x € R tel que |z| <
n>0

|$0L
e La série entiére Y a,z™ est normalement convergente dans chaque intervalle [—r,r| C

n>0
]— |370\ ) WOH-

2. Si la série Y a,a™ est divergente en un point xy # 0 (i.e Y a,xf diverge) alors la

n>0 n>0
série entiére Y a,x™ est divergente pour tout v € R tel que |x| > |xo].
n>0

Démonstration. La suite (a,2( ),y st bornée,

M > 0,Yn € N : |a,xg| < M

1. Pour |z| < |zo] :

" n z "
n n n
lant"| = |anzy—| = |anzg| | —| <M |—
n Zo To
n
La série >, |—| est une série géométrique de raison |—| < 1, donc convergente.
n>0 | L0 Lo

d’apres le théoréme de comparaison, la série ) |a,z™| est convergente et par suite la

n>0

série Y a,z" est absolument convergente.
n>0
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Maintenant si on considére le nombre réel positif r < |zo| et soit |z| <7 .

n

n n
lapx™| = |apzg—| = |anxy] Tloam| B <m| -
Zo i) i)

n

r . L. P 3N
Comme ) M |—| est une série numérique convergente, la série entiére Y a,x™ est
n>0 Lo n>0

normalement convergente.

2. Soit zg # 0 tel que la série Y a,z{ est divergente.

n>0
Supposons que pour tout |z| > |zo| la série entiére Y a,z" est convergente. Soit z; € R
n>0
tel que |z| > |z1| > |zo|, alors d’aprés ce qui précéde la série > |a, x| est convergente.

n>0

Remarque 3.3 Sil existe xo € R* tel que la série Y a,xy converge alors, la série entiére
n>0

> a,x™ est absolument convergente pour tout x € R tel que |x| < |zo].
n>0

en effet, la convergence de Y a,z{ implique que ngrfooanxg = 0, ce qui entraine ’existence
n>0

d’un nombre réel M > 0 tel que
lanzg| < M, VneN.

Théoréme 3.1 Pour toute série entiére Y anx”, il existe un nombre R > 0 fini ou infini
n>0

tel que

1. La série Y a,z"™ converge absolument pour tout |x| < R
n>0

2. La série Y a,x™ diverge pour tout |z| > R.
n>0

3. Si R > 0, pour tout 0 < r < R, la série Y a,x" converge normalement pour tout
n>0

lz| <.

Remarque 3.4 Ce qui précéde ne donne aucun renseignement sur ce qui se passe lorsque

|z| = R, alors suivant la série considérée, on verra qu’elle peut converger ou diverger.
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Définition 3.2 Le nombre R, fini ou infini, caractérisé par les propriétés 1 et 2 et 3 du

théoréme s’appelle le rayon de convergence de la série Y a,z", il est donné par

n>0

R =sup {r € R, :supla,r"| < +oo}
neN

L’intervalle ouvert |—R, R[ s’appelle l'intervalle de convergence de la série ) an,x™.
n>0

Exemple 3.1 :

Ezxzemple 3.2 1. La série géométrique Y x" converge absolument si |x| < 1 et diverge si
n>0

|z| > 1. Donc R = 1.

n

x
2. La série Y, — converge absolument si |x| < 1 et diverge si |x| > 1. Donc R = 1.
n>0 T

Remarque 3.5 Le rayon de convergence d’une série entiére ne dépend pas des premiers
termes de la série. On peut modifier un nombre fini de coefficients sans modifier le rayon de

convergence.

Théoréme 3.2 Soit Y a,z™ et > b,a™ deux séries entiéres de rayons respectifs R, et Ry.
n>0 n>0

de sommes S, et Sy a linterieur des intervalles de convergence.

1. La série entiére somme Y c,z"

n>0
et pour somme S, vérifiant :

, QUec ¢, = Gy + by, a pour rayon R. > min (R,, Ry),

Se(x) =S, (2)+ Sy (z), Vo e&]—min (R4, Ry),min (R,, Ry)].

Si de plus R, # Ry, alors R, = min (R,, Ry).

n
2. La série entiére produit y | w,z", avec w, = Y abn_k, a pour rayon R,, > min (R,, Ry),
n>0 k=0

et pour somme S. vérifiant :

Sw () =S, (x) .Sy (x), Va € l]—min(R,, Rp),min (R,, Ry)].
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Démonstration.

1. Si|z| < min (R,, Ry), alors les deux séries > a,x™ et Y b,2™ sont absolument conver-
n>0 n>0

gente, donc > (a, + b,) 2" l'est aussi.on en déduit que R, > min (R,, R;).
n>0

Maintenant on va montrer que si R, < R, on a R, = R,. Et pour ceci on suppose

R. > R,, alors il existe un réel = tel que R, < |z|] < R, et > ¢,z convergente.
n>0

Ce qui conduit & la convergence de Y b,z" et par suite »_ (¢, —by) 2™ = > a,a”
n>0 n>0 n>0

convergente, ce qui contredit la supposition que R, < |x|.

2. Si |z| < min (R,, Ry), alors les deux séries > a,z” et Y b,z" sont absolument conver-
n>0 n>0

gente, donc > w,x™ 'est aussi.on en déduit que R,, > min (R,, Ry). -
n>0

Remarque 3.6 Si R, # Ry, on n’a plus nécessairement R, = min (R, R}).

Proposition 3.1 Soit la série entiére > a,x™. On suppose que :
n>0

dng € N/¥n > ng : a, # 0.

Si la limite liI}_l ntl) _ € R,, le rayon de convergence R est donné par
n——+oo A,
1/l 510 <l < +o0
R=4¢ +o00 sil=0
0 st 1 = ~400
Démonstration. Il suffit d’appliquer le critére de D’Alembert. u

Proposition 3.2 Soit la série entiére > a,x™. Si la limite lilil Yla,| =1 € R, le rayon

de convergence R est donné par :

1/1 510 <[l <400
R=< 400 sil=0

0 st 1 =400

Démonstration. Il suffit d’appliquer le critére de Cauchy. ™
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Proposition 3.3 (D’Hadamard) Le rayon de convergence de la série entiére > a,x" est
n>0

égal au nombre R défini par R =

1
lim sup /] a,|

n—-+o0o
Exemple 3.3 :
(=2)"
1. ——=x", ona
anzl n
TR TR Y D T ) S L Y
n—+oo | ay, n—too | (n+1) (—2)
alors R =1/2.
1\"
2. 3 (1+—) ", on a
n>1 n
TZ2
. . n 1
lim {/|a,| = lim (1+—) = e,
n—-+0o n—-+00 n
alors R =1/e.
3 _1 nin
5 o BECEVT g
n>1 n

-1

1 ; 1 nin

Re—'  — tmspifBECEUTY
lim sup {/|ay| n—+oco n

n—-+o0o

3.3 Propriétés des séries entiéres

Théoréme 3.3 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors :
n>0

1. Sa somme S est une fonction continue sur |—R, R].

2. La série entiére dérivée Y na,x" ' obtenue & partir de la série initiale par dérivation
n>1

terme a terme, a le méme rayon de convergence R et de plus

S (z) = Znanx”_l, Vo € |-R, R|.

n=1
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Qn

3. La série entiére primitive x™ obtenues a partir de la série initiale par intégra-
n>0 T

tion terme a terme, a le méme rayon de convergence R et de plus

/S(t)dtzz ‘f:lx", Vz € ]-R, R|

Corollaire 3.1 Soit > a,x" une série entiére de rayon de convergence R # 0, alors sa
n>0

somme S est indéfiniment dérivable dans lintervalle de convergence c-a-d
S eC* (=R, R])

De plus
0
, VYneN

Corollaire 3.2 Soit > a,z" et > b,z" deux séries entiéres et de sommes respectives S, et
n>0 n>0

Sp. Alors si S, = Sy sur un intervalle |a, 5[ contenant 0 on a
a, =b,, VYnéeN.

Théoréme 3.4 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R € R et de somme

n>0
S.

1. Sila série Y a,R" est convergente alors
n>0

+oo
lim S (z) = ) " anR".
n=0

z—R

2. Si la série > (—1)" a,R"™ est convergente alors
n>0

+o00
zl—iElRS< )= Z; (_1)n an "
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Exemple 3.4 Soit la série entiére Y, (—1)" —. On a

n>1 \/H

T Y DT Vi —1 — R=1.
n—+0o | Gy n—+oo | /m 4+ 1 ( 1)
Et comme la série >, (—1)" —= converge (d’aprés Leibniz) alors
n>1 \/ﬁ
+oo +oo e
Z(—) T—}g{ > (1) 7

3.4 Fonctions développables en séries entiéres

Définition 3.3 Une fonction f définie sur un intervalle contenant 0 est dite développable
en série entiére autour de 0, s’il existe r > 0 et une série entiére Y a,z" définie sur|—r,r],

n>0
telle que :

f(x) = Zanx”, Vo e ]—rr|.

n=0
Définition 3.4 Une fonction f : x — f(x) définie sur un intervalle contenant xq est dite
développable en série entiére autour de o, si la fonction X — f(X 4+ x9) (o0 X = x — x¢)

est développable en série entiére au voisinage de 0. On aura alors :

f(x)=f(X+a) = Zanx—xo , Vrelrg—ryze+r].

Proposition 3.4 :

1. Si f est développable en série entiere Y a,x™ définie sur Uintervalle |—r,r[, alors f

n>0
est de classe C*® (|—r,r[) et on a
() (0
ay, = At ), VneN
n!
+00
2. Si f est développable en série entiére Yy a, (x — xo)" sur Uintervalle Jxg — r,xo + 7|
n=0
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alors f est de classe C*® (Jxg — r,x0 4+ 1[) et on a

a, = (x — x0)"

I £ (4
Zf (o)

n!
n=0

Remarque 3.7 S'il existe, un développement en série entiére d’une fonction f au voisinage

d’un point xq , alors ce développement est unique.

Définition 3.5 Soit f une fonction de classe C* au voisinage du point xq, alors la série
entiére » S (o)

' (x — x0)" est appelée développement en série de Taylor de [ en xg.
n=0 n:

. . +o00 f(n) (0)
Pour xy = 0 la série entiére obtenue "
n=0 n:

est appelée développement en série de

Maclorin de f en 0.
Remarque 3.8 [l existe des fonctions de classe C*° mais pas développable en série entiére.

Exemple 3.5 Soit la fonction

et sz #0
0 six =0

On a f € C* (R*). De plus
f™M0)=0 Vn>1,

don 5 100)

n=0 TL'
Ainsi cette fonction n’est pas développable en série entiére autour de 0.

2" = 0 pour tout x, mais f # 0 sur R.

Théoréme 3.5 Soit f une fonction de classe C*® (|—r,r[), vérifiant la condition suivante :
M >0,Yn > 1,Va € |—r,r[: |[f™ (2)] < M
Alors, pour tout x € |—r,r|, la fonction f est somme de la série entiére

f(n)
Z
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qui est de rayon de convergence supérieur ou égale a 1.

3.5 Applications

3.5.1 Développement de certaines fonctions en série de Taylor

Les développements en séries entiéres des fonctions élémentaires sont tout simplement les
développements limités vus en premiére année.

Ils se déduisent presque tous de trois développements a connaitre :

1 +o0o ~R 1
- —nzzjox ol R =
+oo o
o _ Y ol R = 400
n:()’l'L!
oo —-1)... — 1
(1+x)" :1+Za(a ) ?a n )x” ot R=1
n=1 n'

Notons que pour trouver la série de Taylor d'une fonction on applique différentes méthodes :
e On présente la fonction donnée sous forme de la somme des fonctions simples, dont les

séries de Taylor sont connues.

e On applique parfois changement de variables, dérivation et intégration des séries.

Exemple 3.6 Donner le développement en séries entiéres de chaque fonction ci-dessous :

5 —2x
1. -
I = 55 1%
On a
5 —2x 1 1
= +
22 —-5r+6 2—x 33—z
De plus
1 1 1 1t rxp\n
— - =S (E) Vel < R =2
25—z 2\1-2/2 2,;)(2) ol < B
1 1 1 1 £ s\
=— = - — Vizg| < Ry =3
53—z 3\1-2/3 3;0<3> ol < B
Alors

=456 A5G - Bl

V|z| < min (R, Ry) =2
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2 + 22
On a

In (“—”"2) I (Q(H—m) — 2+ In(1442/2) — %111(1 — 2a2)

V1— 222 V1 — 222
T

oo (=) /22\" 121
—1In2 ~—— (= 3 = (22)"
t +nZ::1 n 2) +22n<x)

+oo (1 n—1
g S ]
n=1

:1112—|—J§O (=1)

n=1 n2n

Pour déterminer le rayon de convergence, on pose

(_1)n—1 + 2277,—1

Cp =

n2m
alors
. Cn
R = lim =1/2
n—+400 | Cpyq
Donc

oo (1] n—1 22n—1
g(m):an—i—Z( .+ 2

n=1 n2n

n

Vix) <1/2

3.5.2 Résolution des équations différentielles a 1’aide des séries

entiéres

On peut parfois utiliser les séries entiéres pour résoudre les équations différentielles ceci

est due en exprimant leurs solutions au moyen des développement en séries entiéres. Afin

d’expliquer cette technique considérons 1’équation différentielle suivante :

v +p@)y +q@)y=f(z).
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On cherche la solution de cette équation vérifiant la condition initiale

Si les fonctions p, q, f se décompose en séries entiéres convergentes dans un voisinage du point

0, alors il existe une solution unique de ’équation différentielle sous forme d’une série entiére

> anz™ qui converge au voisinage du point 0.
n>0

En dérivant la série entiére deux fois consécutivement et on remplagant les expressions de

v, y",p,q, f dans I’équation différentielle, on présente cette équation sous forme d’une égalité

de deux séries entiéres. De cette égalité on détermine les coefficients inconnus de la série

entiére.

Exemple 3.7 Soit [’équation différentielle

xy"—kxy’—ky:l

Soit la série solution de l’équation différentielle

n=0
En dérivant la série solution, on obtient
+o0
/ _ n—1
y (z) = E na,x
n=1

En dérivant pour la deuxiéme fois

“+oo

Yy’ (z) = Zn (n—1)a,z"?

n=2

12

(3.1)

(3.3)



Chapitre 3. Séries entieres

En substituant les formules[3.3 et[3.3 dans U'équation différentielle[3.1], on trouve :

400 +o0 +oo
' +zy +y=1 = > nn—1)ax" '+ > na,z"+ > az" =1
i A=
= Y n(n+1)a,12"+ > naz" + Y apx” =1
n=0 n=0 n=0
+o00
= Y [n(n+1)ap1 +(n+1)a,]a" =1
n=0
Par identification
ag = 1 apg = 1
— a
n(n+1)ap1 +(n+1)a, =0, VneN* anH:ﬁ, Vn € N*

Par ailleurs, on montre facilement par récurrence que

an = (=1)"" B ypeN

(n—1)!
d’ot
+o0 a
(o) =1+ X (U

en mettant a1z enfacteur

xn—l

y(@)=T+az) (=)' 1)

et en changeant ["indice de sommation

xn

+o0o
y(z) =1+ alxz (-1)" o
n=0 ’

ce qui donne facilement

y(x) =14+ axze™ VreR.
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