
Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Soient K l�un des corps R ou C et E une partie non vide de K. On considère l�ensemble

des fonctions dé�nies sur E et à valeurs dans K, noté par F (E;K).

2.1 Suites de fonctions

Dé�nition 2.1 Une application f : N ! F (E;K) s�appelle suite de fonctions sur E, on la

note par (fn)n2N ou fn.

Pour tout x �xé dans E, la suite (fn (x))n2N est une suite numérique .

Exemple 2.1 :

� fn (x) =
cosnx

n2
; 8n � 1;8x 2 R.

� gn (x) = (�1)n
einx

n
; 8n � 1;8x 2 R.

2.1.1 Convergence simple d�une suite de fonctions

Dé�nition 2.2 Soit (fn)n2N une suite de fonctions de E dans K.

On dit que la suite (fn)n2N converge simplement vers f sur D � E si pour tout x 2 D, la

suite numérique (fn (x))n2N converge vers f (x) et on écrit :

ffn ! fg () f8� > 0;8x 2 D; 9n0 = n0 (�; x) : 8n � n0 =) jfn (x)� f (x)j < �g :
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

- La fonction f s�appelle la limite simple de la suite (fn)n2N sur D.

- Le plus grand sous-ensemble D � E des points x 2 D tel que la suite (fn (x))n2N converge

dans K, s�appelle domaine de convergence simple de la suite (fn)n2N.

Exemple 2.2 Soit la suite de fonctions (fn)n2N où

fn : R ! R

x 7! e�nx

On a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

e�nx =

8>>>><>>>>:
0 si x > 0

1 si x = 0

+1 si x < 0

donc la suite (fn)n2N converge simplement sur R+ vers la fonction f dé�nie par

f (x) =

8><>: 0 si x > 0

1 si x = 0

On remarque que la fonction f n�est pas continue par contre les fonctions fn sont continues.

Exemple 2.3 Soit la suite de fonctions (gn)n2N où

gn : R ! R

x 7! sinnx

n

On a

lim
n!+1

gn (x) = lim
n!+1

sinnx

n
= 0;

donc la suite (gn)n2N converge simplement sur R+ vers g = 0.

On remarque que toutes fonctions gn sont continument dérivables sur R, mais la suite des

dérivées
�
g
0
n

�
n�a pas de limite, c-à-d :

lim
n!+1

g0n (x) = lim
n!+1

cosnx n�existe pas.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Remarque 2.1 La convergence simple ne conserve pas les propriétés des fonctions : conti-

nuité, intégrabilité, dérivabilité.

2.1.2 Convergence uniforme d�une suite de fonctions

Dé�nition 2.3 Une suite de fonctions (fn)n2N (où fn 2 F (E;K)) est dite uniformément

convergente sur D � E vers la fonction f si :

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 D; 8n > n0 =) jfn (x)� f (x)j < �:

C-à-d :

lim
n!+1

kfn � fk1 = lim
n!+1

sup
x2D

jfn (x)� f (x)j = 0;

et on écrit fn � f sur D.

De plus l�ensemble D sera dit le domaine de convergence uniforme de la suite de fonctions

(fn)n2N.

Pour prouver la convergence uniforme d�une suite de fonctions (fn) sur l�ensemble D d�après

la dé�nition 2.3, on doit suivre les étapes suivants :

1. Trouver la fonction f par l�étude de la convergence simple.

2. Détermination de la suite (un) telle que un = sup
x2D

jfn (x)� f (x)j.

3. Montrer que lim
n!+1

un = 0:

Ceci justi�e que la convergence uniforme est plus di¢ cile à véri�er que la convergence simple.

Remarque 2.2 Dans la dé�nition de la convergence simple, n0 dépend de x et de � par

contre dans la dé�nition de la convergence uniforme, n0 dépend seulement de � et commun

pour tous les x de D, ce qui est traduit graphiquement qu�à partir d�un certain rang n0, les

courbes des fonctions fn s�insèrent dans une bande de largeur 2� autour de la courbe de f .

Proposition 2.1 La limite unifome (simple) d�une suite de fonctions si elle existe elle est

unique.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Proposition 2.2 Soit (fn)n2N une suite de fonctions (où fn 2 F (D;K)).

1. (fn)n2N converge uniformément vers f sur D ssi il existe une suite positive (Wn)n2N

convergente vers zéro véri�ant :

jfn (x)� f (x)j �Wn 8n 2 N;8x 2 D.

2. (fn)n2N ne converge pas uniformément vers f sur D ssi il existe une suite (xn)n2N de

D telle que lim
n!+1

jfn (xn)� f (xn)j 6= 0.

Démonstration. C�est évident car :

1. Ona lim
n!+1

kfn � fk1 = lim
n!+1

sup
x2D

jfn (x)� f (x)j � lim
n!+1

Wn = 0.

2. Ona 0 < lim
n!+1

jfn (xn)� f (xn)j � lim
n!+1

sup
x2D

jfn (x)� f (x)j = lim
n!+1

kfn � fk1

Exemple 2.4 Soit (fn)n2N une suite de fonctions dé�nies sur [0; 2�[ par :

fn (x) =
cosnx

n2
:

On a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

cosnx

n2
= 0:

De plus

sup
x2[0;2�[

jfn (x)� f (x)j = sup
x2[0;2�[

���cosnx
n2

��� � 1

n2
:

Alors

lim
n!+1

sup
x2[0;2�[

jfn (x)� f (x)j � lim
n!+1

1

n2
= 0:

Donc

lim
n!+1

kfn � fk1 = 0:

Ce qui traduit la convergence uniforme de la suite (fn)n2N.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Exemple 2.5 Soit (gn)n2N une suite de fonctions dé�nies sur [0; 1] par :

gn (x) =
2nx

1 + x2n2
:

On a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

2nx

1 + x2n2
= 0 = g (x) :

Posons xn =
1

n
2 [0; 1], alors

lim
n!+1

jgn (xn)� g (xn)j = lim
n!+1

����gn� 1n
����� = 1:

Donc la suite (gn)n2N ne converge pas uniformément sur [0; 1].

Proposition 2.3 La convergence uniforme d�une suite de fonction (fn)n2N implique sa conver-

gence simple.

L�inverse n�est pas toujours vrais.

Démonstration. Supposons que la suite de fonctions (fn)n2N converge uniformément sur

D.

fn � f sur D () lim
n!+1

kfn � fk1 = 0:

() 8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8n > n0 =) kfn � fk1 < �:

() 8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8n > n0 =) sup
x2D

jfn (x)� f (x)j < �:

() 8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 D; 8n > n0 =) jfn (x)� f (x)j < �:

Exemple 2.6 Soit fn (x) = xn;8x 2 [0; 1] :

La suite de fonction (fn) converge simplement sur [0; 1], puisque on a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

xn =

8><>: 0 si x 2 [0; 1[

1 si x = 1

Mais

sup
x2[0;1]

jfn (x)� f (x)j = sup
x2[0;1[

jxnj = 1;
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

donc la convergence n�est pas uniforme.

Si on restreint à l�intervalle [0; a] où 0 < a < 1 on aura :

8n 2 N : (n �xé) sup
x2[0;a]

jxnj = an;

et comme

lim
n!+1

sup
x2[0;a]

xn = lim
n!+1

an = 0:

donc fn � 0 sur [0; a] ;8a 2 ]0; 1[.

On sait qu�une suite numérique de nombres réels ou complexes converge ssi est une suite de

cauchy, ce qui conduit au résultat suivant :

Théorème 2.1 (Critère de Cauchy uniforme) Soit (fn)n2N une suite de fonctions (où

fn 2 F (E;K)) et soit D � E. Alors pour que la suite (fn)n2N converge uniformément vers

une fonction f sur D il faut et il su¢ t que :

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 D;8m > n > n0 =) jfm (x)� fn (x)j < �:

Démonstration.

1. Supposons que fn � f sur J alors

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 D;8n > n0 =) jfn (x)� f (x)j < �=2:

Par suite 8x 2 D; 8m > n > n0 on a

jfm (x)� fn (x)j � jfm (x)� f (x)j+ jfn (x)� f (x)j

< �=2 + �=2 = �

2. Supposons que (fn)n2N véri�e la condition de Cauchy :

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 D; 8m > n > n0 =) jfm (x)� fn (x)j < �;
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alors pour tout x 2 D, la suite (fn (x))n2N est une suite de Cauchy ce qui implique

qu�elle est convergente c-à-d lim
n!+1

fn (x) = f (x). Comme

8m > n > n0 =) jfm (x)� fn (x)j < �

Si

m! +1;8n > n0 =) jfn (x)� f (x)j < �

Mais x 2 D est arbitraire et n0 ne dépent pas de x, donc

8n > n0 =) sup
x2J

jfn (x)� f (x)j < �

i.e fn � f sur D.

Proposition 2.4 Soient fn; gn 2 F (E;K), si les deux suites de fonctions (fn)n2N et (gn)n2N
convergent uniformément sur D � E vers f et g (resp) alors la suite (�fn + �gn)n2N converge

uniformément sur D � E vers la fonction �f + �g (8�; � 2 K).

Démonstration. C�est évident car on a :

k(�fm + �gm)� (�fn + �gn)k1 � j�j kfm � fnk1 + j�j kgm � gnk1

Remarque 2.3 La suite du produit (fngn)n2N n�est pas nécessairement uniformément conver-

gente.

Exemple 2.7 Soit la suite de fonctions (fn)n2N telles que

fn (x) = x+
1

n
; 8x 2 R:
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

On a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

x+
1

n
= x = f (x) ; 8x 2 R:

Alors fn ! f sur R. En plus, on a

8x 2 R; jfn (x)� f (x)j �
���� 1n
���� =) fn � f sur R:

Mais la suite (f 2n) ne converge pas uniformément vers f
2 sur R puisque

sup
x2R

��f 2n (x)� f 2 (x)
�� = sup

x2R

����2xn+ 1n2

���� = +1
2.1.3 Théorèmes fondamentaux sur la convergence uniforme des

suites de fonctions

Théorème 2.2 (de continuité) Soient I � R un intervalle (ouvert, fermé ou semi ou-

vert) non réduit à un point et (fn)n2N une suite de fonctions continues sur I, convergente

uniformément vers une fonction f sur I alors f est une fonction continue sur I.

De plus

8a 2 I lim
n!+1

�
lim
x!a

fn (x)
�
= lim

x!a

�
lim

n!+1
fn (x)

�
: (2.1)

Démonstration. Si fn � f sur I alors

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 I;8n > n0 =) jfn (x)� f (x)j < �=3: (2.2)

De plus si fn est continue en x0 2 I alors

8� > 0;9� = � (�) ;8x 2 I : jx� x0j < � =) jfn (x)� fn (x0)j < �=3: (2.3)

De (2:2) et (2:3) on déduit 8x 2 I : jx� x0j < � :

jf (x)� f (x0)j � jfn (x)� f (x)j+ jfn (x)� fn (x0)j+ jfn (x0)� f (x)j

< �=3 + �=3 + �=3 = �
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

d�où la continuité de f en tout x0 2 I.

Montrons l�égalité (2:1).

1. Si a 2 I alors d�après la continuité des fonctions fn et f en a, on a

lim
x!a

f (x) = f (a) ; lim
x!a

fn (x) = fn (a) ;

donc

lim
x!a

�
lim

n!+1
fn (x)

�
= lim

x!a
f (x) = f (a) = lim

n!+1
fn (a) = lim

n!+1

�
lim
x!a

fn (x)
�
:

2. Si a =2 I on pose

efn (x) =
8><>: lim

x!a
fn (x) Si x = a

fn (x) Si x 2 I

c-à-d efn est le prolongement par continuité de fn sur I, donc la fonction efn est continue.
Montrons sa convergence uniforme sur I. On a

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 I; 8m > n > n0 =) jfm (x)� fn (x)j < �; (2.4)

par passage à la limite quand x! a on aura

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8m > n > n0 =)
���ffm (a)� efn (a)��� < �; (2.5)

on déduit que
� efn (a)� est une suite de Cauchy.

De (2:4) et (2:5) on peut écrire

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 I;8m > n > n0 =)
���ffm (x)� efn (x)��� < �

ce qui veut dire que efn converge uniformément vers ef sur I, donc
lim

n!+1

�
lim
x!a

fn (x)
�
= lim

x!a

�
lim

n!+1
fn (x)

�
:
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Remarque 2.4 :

1. Si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonction discontinue

alors la convergence n�est pas uniforme. Voir l�exemple 2.6

2. Il peut arriver que les fonctions fn étant continues et f soit continue, sans que la

convergence soit uniforme.Voir l�exemple 2.5

Théorème 2.3 (de Dini) Soit (fn)n2N une suite de fonctions réelles continues et simple-

ment convergente vers une fonction f continue sur [a; b].

Si la suite (fn)n2N est croissante, alors sa convergence est uniforme sur [a; b].

Démonstration. On pose por tout x 2 [a; b] :

Rn (x) = f (x)� fn (x) � 0;

alors

Rn+1 (x) = f (x)� fn+1 (x) ;

et comme

fn (x) � fn+1 (x) ;

on aura (Rn (x)) est une suite décroissante et minorée par 0 i.e

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8n > n0 =) Rn (x) = jf (x)� fn (x)j < �; 8x 2 [a; b] :

Exemple 2.8 Soit la suite de fonctions dé�nie sur [0; 1] par

fn (x) = 1�
x

n3

� Les fonctions fn sont des fonctions polynomiales donc continue sur [0; 1].
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� La suite (fn)n2N est décroissante

n3 � (n+ 1)3 =) 1

(n+ 1)3
� 1

n3
=) 1� x

n3
� 1� x

(n+ 1)3
=) fn (x) � fn+1 (x)

� La suite (fn)n2N converge simplement vers une fonction continue sur [0; 1] :

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

1� x

n3
= 1

Alors d�après le théorème de Dini la convergence est uniforme.

Théorème 2.4 (d�intégration) Soit (fn)n2N une suite de fonctions intégrables sur l�inter-

valle [a; b] � R, convergente uniformément vers une fonction f sur [a; b]. Alors :

1. f est une fonction intégrable sur [a; b].

2. lim
n!+1

bR
a

fn (x) dx =
bR
a

lim
n!+1

fn (x) dx =
bR
a

f (x) dx.

Démonstration. D�après la convergence uniforme on a :

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 [a; b] ;8n > n0 =) fn (x)�
�

2 (b� a)
< f (x) < fn (x)+

�

2 (b� a)
:

La fonction fn étant intégrable, il existe une subdivision � = fx0 = a; x1; :::; xp = bg de [a; b]

tel que :
pP
i=1

(Mni �mni) (xi � xi�1) <
�

2
:

où Mni = sup
[xi�1;xi]

fn ; mni = inf
[xi�1;xi]

fn:

En notant :

Mi = sup
[xi�1;xi]

f ; mi = inf
[xi�1;xi]

f

par suite pour 1 � i � p :

mni �
�

2 (b� a)
� mi �Mi �Mni +

�

2 (b� a)
;
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ce qui donne

pX
i=1

(Mi �mi) (xi � xi�1) �
pX
i=1

(Mni �mni) (xi � xi�1) +
�

2
< �;

ainsi f est intégrable sur [a; b]. De plus

������
bZ
a

fn (x) dx�
bZ
a

f (x) dx

������ �
bZ
a

jfn (x)� f (x)j dx � kfn � fk1 (b� a)! 0;

alors

lim
n!+1

bZ
a

fn (x) dx =

bZ
a

f (x) dx:

Exemple 2.9 Soit (fn)n2N une suite de fonctions dé�nies et continues sur [0; �] par : fn (x) =
sin x

n
, on a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

sin x

n
= 0 = f (x) :

De plus

sup
x2[0;2�[

jfn (x)� f (x)j = sup
x2[0;�]

����sin xn
���� � 1

n
:

Ce qui donne la convergence uniforme de la suite (fn)n2N sur [0; �] vers la fonction nulle,

cependant

lim
n!+1

�Z
0

fn (x) dx = lim
n!+1

�Z
0

sin x

n
dx = lim

n!+1

2

n
= 0 =

�Z
0

0dx:

Remarque 2.5 La condition de la convergence unifome est su¢ sante mais pas nécessaire

pour que

lim
n!+1

bZ
a

fn (x) dx =

bZ
a

f (x) dx:

Exemple 2.10 Soit (fn)n2N une suite de fonctions dé�nies et continues ( intégrables) sur

[0; 1] par : fn (x) = nx (1� x2)
n, on a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

nx
�
1� x2

�n
= 0 = f (x) :
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De plus

lim
n!+1

1Z
0

fn (x) dx = lim
n!+1

1Z
0

nx
�
1� x2

�n
dx = lim

n!+1

n

2n+ 2
=
1

2
;

alors que
1Z
0

f (x) dx =

1Z
0

0dx = 0

Donc d�après le théorème d�intégration la suite de fonctions (fn)n2N n�est pas convergente

uniformément sur [0; 1].

Corollaire 2.1 Sous les hypothèses du théorème précédent, on pose

Fn (x) =

xZ
a

fn (t) dt ; F (x) =

xZ
a

f (t) dt ; x 2 [a; b] .

Alors la suite des primitives (Fn)n2N converge uniformément vers F sur [a; b].

Démonstration. Pour x 2 [a; b] on a

jFn (x)� F (x)j �
xR
a

jfn (t)� f (t)j dt

�
bR
a

jfn (t)� f (t)j dt

� kfn � fk1 (b� a)! 0

Théorème 2.5 (de dérivation) Soient I � R un intervalle non réduit à un point et (fn)n2N
une suite de fonctions de I dans K. On suppose que :

1. Pour tout n, la fonctions fn est dérivable (resp. C1) sur I.

2. 9x0 2 I, tel que la suite numérique (fn (x0))n2N converge.

3. La suite des dérivées (f 0n)n2N converge uniformément vers une fonction g sur tout in-

tervalle fermé, borné [a; b] � I.

Alors : la suite (fn)n2N converge uniformément sur tout intervalle fermé, borné [a; b] � I vers

une fonction f dérivable (resp. C1) sur I et l�on a f 0 = g.
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Autrement dit

lim
n!+1

f 0n =

�
lim

n!+1
fn

�0
Démonstration. Comme il existe x0 2 I tel que lim

n!+1
fn (x0) existe (noté f (x0)), on peut

écrire

lim
n!+1

jfn (x0)� f (x0)j = 0

D�autre part on sait que

fn (x) = fn (x0) +

xZ
x0

f 0n (t) dt �!
n!+1

f (x0) +

xZ
x0

g (t) dt (convergence simple)

puisque
xZ

x0

f 0n (t) dt�
xZ

x0

g (t) dt sur [a; b] (convergence uniforme)

c-à-d ona

lim
n!+1

xZ
x0

f 0n (t) dt =

xZ
x0

g (t) dt

donc la suite (fn)n2N converge uniformément vers une fonction f sur [a; b] dé�nie par

f (x) = f (x0) +

xZ
x0

g (t) dt

et par dérivation on obtient

f 0 (x) = g (x) =

xZ
x0

g0 (t) dt car g est continue sur [a; b] .

Remarque 2.6 :

1. La convergence uniforme sur [a; b] d�une suite de fonctions (fn)n2N dérivables, n�im-

plique pas que la suite des dérivées (f 0n)n2N converge simplement.

2. La limite uniforme d�une suite de fonctions dérivables peut être non dérivable.
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Exemple 2.11 Soit la suite de fonctions (fn)n2N� dé�nie sur R par :

fn (x) =
sinnxp

n
8n 2 N�

on a

sup
x2R

jfn (x)j = kfnk1 =
1p
n
�!
n!+1

0

donc (fn)n2N� converge uniformément vers f = 0 sur R.

Mais la suite (f 0n)n2N� diverge pour tout x 2 R puisque f 0n (x) =
p
n cosnx n�a pas de limite

à l�in�nie.

Exemple 2.12 Soit la suite de fonctions (fn)n2N� dé�nie sur R par :

fn (x) =

r
x2 +

1

n2
8n 2 N�

on a

lim
n!+1

fn (x) = lim
n!+1

r
x2 +

1

n2
= jxj = f (x)

et

jxj �
r
x2 +

1

n2
� jxj+ 1

n
=)

r
x2 +

1

n2
� jxj � 1

n
�!
n!+1

0

donc (fn)n2N� converge uniformément vers f sur R.

Mais la fonction jxj est non dérivable au point 0.

2.2 Séries de fonctions

Dans ce qui suit, considérons la suite de fonctions (fn)n2N dé�nies sur un ensemble non vide

E � K et à valeurs réelles. Associons à cette suite, la suite de fonctions (Sn)n2N dé�nie par :

Sn (x) =

nX
k=0

fk (x) ; 8x 2 E:
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� Le couple (fn; Sn) constitué des deux suites (fn)n2N et (Sn)n2N, s�appelle série de fonctions

sur E et se désigne par
P
n�0

fn ou
P
fn:

� Le terme fn s�appelle le terme général de la série
P
fn et la suite (Sn)n2N s�appelle la suite

de la somme partielle d�ordre n de cette série.

2.2.1 Convergence simple d�une série de fonctions

Dé�nition 2.5 (Convergence simple) :

� La série de fonctions
P
fn est dite convergente en x0 2 E, lorsque la série numériqueP

fn (x0) est convergente, c-à-d la suite numérique (Sn (x0))n2N converge.

� La série de fonctions
P
fn est dite simplement convergente sur une partie D � E si la

série numérique
P
fn (x) est convergente en tout point x 2 D, ce qui est équivaut à la

convergence simple se la suite (Sn)n2N sur D. et dans ce cas D s�appelle le domaine de

convergence simple.

� Si D est non vide, on dé�nit une fonction

S : D ! R

x ! S (x) = lim
n!+1

Sn (x) =
P
n�0

fn (x)

qu�on appellera somme simple des série de fonctions
P
fn. On écrit :

f
P
fn ! Sg () f8� > 0;8x 2 D; 9n0 = n0 (�; x) : 8n � n0 =) jSn (x)� S (x)j < �g

()
�
8� > 0;8x 2 D; 9n0 = n0 (�; x) : 8n � n0 =)

���� +1P
k=n+1

fk (x)

���� < �

�
() f8� > 0;8x 2 D; 9n0 = n0 (�; x) : 8n � n0 =) jRn (x)j < �g :

Où (Rn) s�appelle le reste d�e la série de fonctions
P
fn.

Remarque 2.7 Pour étudier la convergence simple des séries de fonctions, on peut utiliser

tous les critères établis sur la convergence des séries numériques.
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Exemple 2.13 Etudions la convergence simple de la série de fonctions

X x2n

n3
;8x 2 R:

On a

lim
n!+1

fn+1 (x)

fn (x)
= lim

n!+1

x2(n+1)

(n+ 1)3
:
n3

x2n
= x2;

alors d�après D�Alembert la série
P x2n

n3
converge simplement si jxj < 1 et diverge si jxj > 1.

Pour jxj = 1, la série devient
P 1

n3
converge d�après Riemann.

Donc le domaine de convergence simple est [�1; 1].

Théorème 2.6 (Condition nécessaire de convergence simple) Si la série de fonctionsP
fn est simplement convergente vers une fonction S sur D � E; alors la suite de fonction

(fn)n2N converge simplement sur D vers la fonction nulle. C-à-d

X
fn! S sur D ) fn! 0 sur D:

Dé�nition 2.6 (Convergence absolue) On dit que la série de fonctions
P
fn est abso-

lument convergente sur D si la série de fonctions
P
jfnj est simplement convergente sur

D.

Remarque 2.8 Il est immédiat que toute série de fonctions absolument convergente sur D

est simplement convergente sur D.

2.2.2 Convergence uniforme d�une série de fonctions

Dé�nition 2.7 La série de fonctions
P
fn est dite uniformément convergente sur une partie

D � E, lorsque la suite de fonctions (Sn)n2N est uniformément convergente vers la fonction

S sur D, et on écrit f
P
fn � Sg sur D. Dans ce cas D s�appelle le domaine de convergence

uniforme et S s�appelle la somme uniforme de la série
P
fn. i.e :

f
P
fn � Sg sur D () Sn � S sur D
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Formellement, la convergence uniforme s�exprime par :

f
P
fn � Sg sur D () f8� > 0;9n0 = n0 (�) ;8x 2 D : 8n � n0 =) jSn (x)� S (x)j < �g

() lim
n!+1

sup
x2D

jSn (x)� S (x)j = 0

() lim
n!+1

kSn � Sk1 = 0:

Remarque 2.9 La convergence uniforme d�une série de fonctions
P
fn sur D nécessite sa

convergence simple sur D.

Exemple 2.14 Considérons la série de fonctions (
P
xn)n2N, qui est série géométrique de

raison x 2 R, alors sa suite de sommes partielles est donnée par

Sn (x) =
nP
k=0

xk =

8><>:
1� xn+1

1� x
si x 6= 1

n+ 1 si x = 1

Alors la série (
P
xn)n2N converge simplement sur D = ]�1; 1[ vers la fonction S où S (x) =

1

1� x
:

Cependant la convergence n�est pas uniforme sur ]�1; 1[ car

kSn � Sk1 = sup
x2]�1;1[

jSn (x)� S (x)j = sup
x2]�1;1[

����1� xn+1

1� x
� 1

1� x

���� = sup
x2]�1;1[

���� xn+11� x

���� = +1:

Par contre, pour tout a 2 ]0; 1[, on a

8x 2 [�a; a] : jSn (x)� S (x)j � an+1

1� a
�!
n!+1

0

ce qui implique la convergence uniforme de (
P
xn)n2N sur [�a; a].

Proposition 2.5 Si les séries de fonctions
P
fn et

P
gn convergent uniformément vers les

fonctions f et g sur D, alors 8�; � 2 K, la série
P
(�fn + �gn) converge uniformément vers

�f + �g sur D.

Théorème 2.7 (Critère de Cauchy pour la convergence uniforme des séries de fonctions)

Soit (fn)n2N une suite de fonctions (où fn 2 F (E;K)) et soit D � E. Alors pour que série
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de fonctions
P
fn converge uniformément vers une fonction S sur D il faut et il su¢ t que :

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8x 2 D; 8m > n > n0 =)
���� mP
k=n+1

fk (x)

���� < �:

Ou bien :

8� > 0;9n0 = n0 (�) : 8m > n > n0 =) sup
x2D

���� mP
k=n+1

fk (x)

���� < �:

Proposition 2.6 (Condition nécessaire de convergence uniforme) Si la série de fonc-

tions
P
fn est uniformément convergente vers une fonction S sur D � E; alors le terme

général fn converge uniformément sur D vers la fonction nulle. C-à-d :

X
fn � S sur D ) fn � 0 sur D:

Démonstration. Il su¢ t d�appliquer le critère de Cauchy pour la convergence uniforme sur

la suite des sommes partielles (Sn).

On a

sup
x2D

jfn (x)j = sup
x2D

jSn (x)� Sn�1 (x)j ;

et d�après le critère de Cauchy pour la convergence uniforme, ona

lim
n!+1

sup
x2D

jSn (x)� Sn�1 (x)j = 0;

donc

lim
n!+1

sup
x2D

jfn (x)j = 0;

ce qui prouve la convergence uniforme de le suite (fn)n2N vers zéro sur D.

Remarque 2.10 :

1. On peut trouver des séries de fonctions qui ne converge pas uniformément sur D et son

terme général converge uniformément vers la fonction nulle sur D.

2. Si une suite de fonction (fn)n2N ne converge pas uniformément vers 0 sur l�ensemble

D, alors la série
P
fn ne converge pas uniformément sur D.
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Proposition 2.7 Si les séries de fonctions
P
fn et

P
gn convergent uniformément vers les

fonctions f et g sur D, alors 8�; � 2 K, la série
P
(�fn + �gn) converge uniformément vers

�f + �g sur D.

Théorème 2.8 (Critère d�Abel pour la convergence uniforme) La série de fonctions

(
P
fngn)n2N converge uniformément sur l�ensemble D, si

1. 9M > 0=8n 2 N;8x 2 D :

���� nP
k=0

fk (x)

���� �M:

2. La suite de fonctions (gn)n2N est monotone et converge uniformément vers 0 sur D.

Théorème 2.9 (Critère de Leibniz pour la convergence uniforme) Soit (fn)n2N une

suite de fonctions à valeurs positives sur E (c-à-d 8x 2 E : fn (x) � 0). La série alternée de

fonctions (
P
(�1)n fn)n2N converge uniformément sur l�ensemble D � E, si la suite (fn)n2N

est décroissante et converge uniformément vers la fonction nulle sur D.

2.2.3 Convergence normale d�une série de fonctions

Dé�nition 2.8 La série de fonctions (
P
fn)n2N est dite normalement convergente sur une

partie D � E, si la série numérique
�P

sup
x2D

jfn (x)j
�
n2N

est convergente.

Exemple 2.15 Etudions la convergence normale de la série de fonctions

X x2n

n3
;8x 2 R:

On a

sup
x2[�1;1]

jfn (x)j = sup
x2[�1;1]

����x2nn3
���� = 1

n3
;

et
P 1

n3
converge, donc

P x2n

n3
converge normalement sur [�1; 1].

Exemple 2.16 Etudions la convergence normale de la série de fonctions

+1X
n=1

e�n
2x

n
; 8x 2 R+ et n 2 N�:
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On a

sup
x2R+

jfn (x)j = sup
x2R+

�����e�n
2x

n

����� = 1

n
;

et
+1X
n=1

1

n
diverge alors

+1X
n=1

fn

!
converge ne converge pas normalement sur R+:

Remarque 2.11 La convergence normale nécessite la convergence absolue.

Proposition 2.8 (de Weierstrass) Soit (
P
fn)n2N une série de fonctions sur E.

� S�il existe une série numérique à termes positifs et convergente
P
un telle que

8n 2 N; 8x 2 D : jfn (x)j � un;

alors la série (
P
fn)n2N converge normalement sur D.

� S�il existe une série numérique à termes positifs et divergente
P
vn telle que

8n 2 N; 8x 2 D : vn � jfn (x)j ;

alors la série (
P
fn)n2N ne converge pas normalement sur D.

Proposition 2.9 Si la série de fonctions (
P
fn)n2N converge normalement sur l�ensemble

D, alors elle converge uniformément sur D.

Démonstration. Supposons que la série de fonctions (
P
fn)n2N converge normalement sur

l�ensemble D, alors la série
P
sup
x2D

jfn (x)j converge, donc véri�e la condition de Cauchy c-à-d

8� > 0;9n0 2 N : 8n > m � n0 =)
nP

k=m+1

sup
x2D

jfk (x)j < �:

Et comme

sup
x2D

���� nP
k=m+1

fk (x)

���� � nP
k=m+1

sup
x2D

jfk (x)j ;

donc

8� > 0;9n0 2 N : 8n > m � n0 =) sup
x2D

���� nP
k=m+1

fk (x)

���� < �:
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Ce qui signi�e que la série
P
fn véri�e le critique de Cauchy d�où la convergence uniforme.

Remarque 2.12 On peut trouver des séries de fonctions qui converge uniformément sans

être normalement convergente.

Exemple 2.17 Soit la suite de fonctions constantes donnée par :

fn (x) =
(�1)n

n
;8n 2 N�

La séries de fonctions
P
fn est uniformément convergente sur R, mais elle n�est pas norma-

lement convergente car

P
n�1sup

x2R
jfn (x)j =

X
n�1

sup
x2R

1

n
=
P

n�1
1

n

et
P

n�1
1

n
diverge.

2.2.4 Propriétés des sommes des séries de fonctions

Les théorèmes fondamentaux sur la convergence uniforme des suites de fonctions vus au

précédement peuvent être appliqués aux suites des sommes partielles de séries de fonctions

et conduisent aux résultats suivants :

Théorème 2.10 (de continuité) Soient I � R un intervalle (ouvert, fermé ou semi ou-

vert) non réduit à un point et (
P
fn)n2N une série de fonctions continues sur I, convergeant

uniformément sur I alors sa somme est une fonction continue sur I. i.e

8x0 2 I;
P

n�0

�
lim
x!x0

fn (x)

�
= lim

x!x0

�P
n�0fn (x)

�
:

Théorème 2.11 (d�intégration) Soit (
P
fn)n2N une série de fonctions convergente uni-

formément sur l�intervalle [a; b]. Si les fonctions fn (8n 2 N) sont intégrables sur [a; b], alors
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1. La somme S de la série est intégrable sur [a; b]. De plus

P
n�0

�Z b

a

fn (x) dx

�
=

Z b

a

�P
n�0fn (x)

�
dx:

2. La série des primitives
P

n�0

xR
a

fn (t) dt converge uniformément sur [a; b] vers
xR
a

S (t) dt.

Exemple 2.18 Comme dans le cas de la série géométrique, on a les séries :

1

1 + x
=
X
n�0

(�1)n xn et
1

1 + x2
=
X
n�0

(�1)n x2n;

convergent uniformément sur chaque intervalle [a; b] � ]�1; 1[. Alors pour jxj < 1, on peut

donc les intégrer terme à terme de 0 à x comme suit

ln (1 + x) =
P

n�0 (�1)
n x

n+1

n+ 1
=
P

n�1 (�1)
n+1 x

n

n

arctgx =
P

n�0 (�1)
n x2n+1

2n+ 1

Théorème 2.12 (de dérivation) Soit (
P
fn)n2N une série de fonctions continument déri-

vable sur l�intervalle [a; b], si

1. 9x0 2 [a; b], tel que la série numérique
P
fn (x0) converge.

2. La série des dérivées de fonctions
�P

f
0
n

�
est uniformément convergente vers une fonc-

tion T sur [a; b].

Alors : la série (
P
fn)n2N converge uniformément vers une fonction continument dérivable

S sur [a; b] et l�on a

S 0 =
X
n�0

fn

!0

=
X

f
0

n = T:

Corollaire 2.2 Soit (
P
fn)n2N une série de fonctions où fn 2 Cm ([a; b]) ;m � 1: Si

1. Pour tout k 2 [0;m� 1], Les séries de fonctions
P
f
(k)
n sont simplement converge sur

[a; b].

2. La série de fonctions
�P

f
(m)
n

�
est uniformément convergente sur [a; b].
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Alors :

� Toutes les séries de fonctions
P
f
(k)
n (0 � k � m� 1) sont uniformément convergente.

� La somme S de la série (
P
fn)n2N est de classe Cm ([a; b]) et l�on a

S(k) =
X

f (k)n ; 0 � k � m:

Exemple 2.19 Considérons la série de fonctions suivante :

X
n�1

ne�nx; 8x 2 [1;+1[

On a

8x � 1 : ne�nx � ne�n

et
P

n�1 ne
�n converge ( car lim

n!+1
n2ne�n = 0), donc

P
n�1 ne

�nx converge normalement sur

[1;+1[.

D�autre part les fonction fn (x) = e�nx sont de classe C1 sur [1;+1[.

Alors d�après le théorème de dérivation, la série
P

n�1 e
�nx converge et

X
n�1

�
e�nx

�0
=

X
n�1

e�nx

!0
;

d�où

�
X
n�1

ne�nx =

�
e�x

1� e�x

�0
:

Par conséquent X
n�1

ne�nx =
e�x

(1� e�x)2
:
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