Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

S oient K 'un des corps R ou C et E une partie non vide de K. On considére I’ensemble

des fonctions définies sur E et a valeurs dans K, noté par F (F,K).

2.1 Suites de fonctions

Définition 2.1 Une application f: N — F (E,K) s’appelle suite de fonctions sur E, on la

note par (fn),cy 0U fn-

Pour tout x fixé dans F, la suite (f, (¢)),cy €st une suite numérique .

Exemple 2.1 :
o fule)= 2 vn>1¥reR.
n
e g,(x)=(-1)" ¢ , Vn>1,VxreR.
n

2.1.1 Convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 2.2 Soit (f,,), . une suite de fonctions de E dans K.
On dit que la suite (fy),cy converge simplement vers [ sur D C E si pour tout x € D, la

suite numérique (f, ()),cy converge vers f (x) et on écrit :

{fo = f} <= {Me>0,Vx € D,Ing =no(¢,2) :Yn>nyg = |fu(x) — f(x)| <¢€}.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

- La fonction f s’appelle la limite simple de la suite (fy), ey sur D.
- Le plus grand sous-ensemble D C E des points v € D tel que la suite (f,, (7)),cy converge

dans K, s’appelle domaine de convergence simple de la suite (fy), cn-

Exemple 2.2 Soit la suite de fonctions (f,),cy 0

fn: R - R
On a
0 six >0
li = 1 e — T =
. iglmfn (z) im e 1 sizx=0

+0o0 st <0

donc la suite (fy),cy converge simplement sur Ry vers la fonction f définie par

0 ssx>0
f(z)=

1 stx=0

On remarque que la fonction f n’est pas continue par contre les fonctions f, sont continues.

Exemple 2.3 Soit la suite de fonctions (gn),,cy O

g R — R
sin nx
€T —
n
On a
. . sinnx
lim ¢, (z) = lim =0,
n—-+4oo n—-+4o0o n

donc la suite (g,),cy converge simplement sur Ry vers g = 0.
On remarque que toutes fonctions g, sont continument dérivables sur R, mais la suite des
L., ’ . . N
dérivées (gn) n’a pas de limite, c-a-d :
lim g, (r) = lim cosnz n'existe pas.
n—-+00 n——+0o00
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Remarque 2.1 La convergence simple ne conserve pas les propriétés des fonctions : conti-

nuité, intégrabilité, dérivabilité.

2.1.2 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 2.3 Une suite de fonctions (fn),cn (00 fr € F (E,K)) est dite uniformément

convergente sur D C E wvers la fonction [ si :
Ve > 0,3ng =ng(€) : Vo € D,Vn >ny = |fu(x) — f(2)| <e

C-a-d :
sup [ fn () = f (2)| = 0

lim || fn = fllo =
n—+00 z€D

lim
n—-+00
et on écrit f, = f sur D.

De plus l’ensemble D sera dit le domaine de convergence uniforme de la suite de fonctions

(fn)nen-

Pour prouver la convergence uniforme d’une suite de fonctions ( f,,) sur 'ensemble D d’aprés

la définition 2.3}, on doit suivre les étapes suivants :

1. Trouver la fonction f par I’étude de la convergence simple.

2. Détermination de la suite (u,) telle que w,, = sup |f, () — f (z)|.
xeD

3. Montrer que lim u, = 0.

n—-4o0o

Ceci justifie que la convergence uniforme est plus difficile & vérifier que la convergence simple.

Remarque 2.2 Dans la définition de la convergence simple, ng dépend de x et de € par
contre dans la définition de la convergence uniforme, ng dépend seulement de € et commun
pour tous les x de D, ce qui est traduit graphiquement qu’a partir d’un certain rang ng, les

courbes des fonctions f, s’insérent dans une bande de largeur 2¢ autour de la courbe de f.

Proposition 2.1 La limite unifome (simple) d’une suite de fonctions si elle existe elle est

unique.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Proposition 2.2 Soit (f,,), .y une suite de fonctions (ou f, € F (D,K)).

1. (fn)peny converge uniformément vers f sur D ssi il existe une suite positive (W), o

convergente vers zéro vérifiant :
|fu (@) = f(x)] <W, VneNVzeD.

2. (fn)pen ne converge pas uniformément vers f sur D ssi il existe une suite (xy), oy de

D telle que lirf |fo (xn) — f (xn)] #0.

Démonstration. C’est évident car :

1. Ona lim | f, — fl|,, = lim sup|f, (z) — f(z)| < lim W, =0.
n—-4o0o n—+00,c D

n—-4o00

2. Ona 0 < nEIJPoo |fo (20) — [ (2n)] < nETooSgg |fo(2) = f(2)| = lm |f0— fll u

n—-+o0o

Exemple 2.4 Soit (fy),cy une suite de fonctions définies sur [0,2x] par :

coSNx
fo(z) = o
On a
cosnx
li n = 1i =0.
L ) = B =
De plus
cosSnxT 1
sup |fn(x) — f(x)] = sup ’_—
x€[0,27r[| n( ) ( )| z€[0,2n] n? n?
Alors
1
lim sup |f,(x)— f(x)] < lim — =0.
Jim s £, () = £ (@) < Jim o
Donc

li n — = 0.
dim 1fo - fl

Ce qui traduit la convergence uniforme de la suite (f,),,cx-
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Exemple 2.5 Soit (g,), oy une suite de fonctions définies sur [0, 1] par :

( ) 2nx
(1) = ————.
g 1+ 22n?
On a
. ) 2nx
i o (@) =t e = 0= 9 (@),

1
Posons x, = — € [0, 1], alors
n

n—-4o0o n—-+oo

Donc la suite (gn), ey ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Proposition 2.3 La convergence uniforme d’une suite de fonction (f,), oy implique sa conver-

gence simple.

L’inverse n’est pas toujours vrais.

Démonstration. Supposons que la suite de fonctions (f,), oy converge uniformément sur

D.
= fswr D <— hI_P | fn— fllo=0.

< VYe>0,3Ing=ng(€) :Yn>ny = ||fn— fll, <€
<= Ve >0,3Ing=ng(€) : Vn >ng = sup|f.(z) — f(2)] <e.
rzeD
< Ve>0,3Ing=mnp(c) :Vx € D,Vn >ng = |f,(z) — f(2)] <e.
Exemple 2.6 Soit f, (z) = 2", Vz € [0,1].

La suite de fonction (f,) converge simplement sur [0,1], puisque on a

0 sizel01]

lim f,(x)= lim 2" =
n—-4oo n—-+oo .
1 six=1

Mais

sup |f, (z) — f(x)| = sup [2"] =1,
z€[0,1] z€[0,1]
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

donc la convergence n’est pas uniforme.

Si on restreint a lintervalle [0,a] ot 0 < a <1 on aura :

Vn € N: (n fixté) sup |z"| = a",

xz€[0,a)
et comme
lim sup 2" = lim o" = 0.
n~>+oox€[07a] n—+0o0

donc f, = 0 sur [0,a],Va €0, 1].

On sait qu’une suite numérique de nombres réels ou complexes converge ssi est une suite de

cauchy, ce qui conduit au résultat suivant :

Théoréme 2.1 (Critére de Cauchy uniforme) Soit (f,,), . une suite de fonctions (o
fn € F(E,K)) et soit D C E. Alors pour que la suite (f,),cy converge uniformément vers

une fonction f sur D il faut et il suffit que :

Ve > 0,3ng =ng(e) : Ve € D,Vm >n>ny = |fm(x) — fu(2)] <€

Démonstration.

1. Supposons que f, =% f sur J alors

Ve > 0,3ng =ng(€) : Vo € D,Vn >ny = |f, (z) — f(z)] < €/2.

Par suite Vo € D,Vm >n > ng on a

[ (@) = fo (@) < | fon () = S (@) + | f () = (2)]
<€/2+€/2=c¢

2. Supposons que (f,), oy Vérifie la condition de Cauchy :

Ve > 0,3ng =ng(e) : Ve € D,Vm >n>ny = |fim (x) — fu (2)] <e,
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

alors pour tout x € D, la suite (f, (x)),cy est une suite de Cauchy ce qui implique

qu’elle est convergente c-a-d lir}rl fn(z) = f(x). Comme

Vm>n>ny = |fm(x) — fu(z)| <€

Si

m — +00,Yn >ny = |fn(x) — f(2)] <e

Mais x € D est arbitraire et ng ne dépent pas de x, donc

Vn >nyg = sup|fn(z) — f ()] <e
zeJ

ie f, = fsur D. |

Proposition 2.4 Soient f,, g, € F (E,K), si les deuz suites de fonctions (fn),cn €t (9n)nen

convergent uniformément sur D C E vers f et g (resp) alors la suite (ofy, + Bgn),cn cONVErge

uniformément sur D C E wvers la fonction af + g (Yo, 5 € K).

Démonstration. C’est évident car on a :

[(efm + Bgm) = (fn + Bgn)lloo < el [[fm = Full o + 181 1gm — gnll m

Remarque 2.3 La suite du produit ( fngn), ey 1'est pas nécessairement uniformément conver-

gente.

Exemple 2.7 Soit la suite de fonctions (fy),cy telles que

1
fn(a:):x—i—ﬁ, Vo € R.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

On a
1
lim f,(z)= lim o+ —=2=f(z), VreR

n—-+o0o n—-+4oo n

Alors f, — f sur R. En plus, on a
1
Ve e R, |f,(z) — f(2)] < ‘ﬁ‘ = fn= f surR.

Mais la suite (f?) ne converge pas uniformément vers f* sur R puisque

7 | T T

sup  20) = 2 o) = sup |22

z€R n

2.1.3 Théorémes fondamentaux sur la convergence uniforme des

suites de fonctions

Théoréme 2.2 (de continuité) Soient I C R un intervalle (ouvert, fermé ou semi ou-

vert) non réduit & un point et (f,),cy une suite de fonctions continues sur I, convergente

uniformément vers une fonction f sur I alors f est une fonction continue sur I.

De plus
Vael lim (limfn (a:)) = lim ( lim f, (:1:)) :

n—-+oo \r—a r—a \ Nn—-+00

Démonstration. Si f,, = f sur [ alors
Ve > 0,3Ing=mng(€) : Ve € I,¥n >ng = |fu(x) — f(2)| <¢€/3.
De plus si f,, est continue en xy € I alors
Ve>0,30=0(e),Ve €1 :|x—x9| <0 = |fu(x) — fn(x0)] < €/3.
De et (2.3) on déduit Vo € T : |z — x| < 0 :

[f (@) = f(zo)l < @) = F @)+ [fo (2) = fu (20)| + | fn (20) = [ (2)]
<€/3+€/3+¢€/3=¢
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

d’ott la continuité de f en tout xg € I.
Montrons I’égalité (2.1]).

1. Si a € I alors d’apres la continuité des fonctions f,, et f en a, on a

lim f («) =/ (@), mf, () = fu(a),

r—a

donc

lim ( lim f, (x)) =limf (z) = f(a) = lim f,(a) = lim (limfn (x)) :

r—a \ n—-+00 T—a n—-+o0o n—+oo \r—a

2. Sia ¢ I on pose

~ lim f, (z Siz=a
o= { =
fn (2) Sizel

c-a-d ﬁl est le prolongement par continuité de f, sur I, donc la fonction ﬁl est continue.

Montrons sa convergence uniforme sur 1. On a
Ve >0,3ng=ng(e) : Ve € I,Ym >n>ny = |fm(x) — fu(2)| <k, (2.4)
par passage a la limite quand x — a on aura
Ve >0,3ng =no () :Ym >n>ng = |fm(a) — fn(a)] <, (2.5)

on déduit que (fn (a)) est une suite de Cauchy.

De (2.4)) et (2.5) on peut écrire
Ve > 0,3ng =no(€) : Vo € [,Ym >n >ng = ’};(x)—ﬁ(m)‘ <€

ce qui veut dire que f,, converge uniformément vers f sur I, donc

Jim (1 0) = iy i 1o 0)). .
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Remarque 2.4 :

1. Si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonction discontinue

alors la convergence n’est pas uniforme. Voir l'exemple 2.6

2. 1l peut arriver que les fonctions f, étant continues ef f| soit continue, sans que la

convergence soit uniforme. Voir l'exemple 2.5

[]

Théoréme 2.3 (de Dini) Soit (f,), oy une suite de fonctions réelles continues et simple-
ment convergente vers une fonction f continue sur [a,b].

St la suite (f),cy €St croissante, alors sa convergence est uniforme sur [a,b].

Démonstration. On pose por tout z € [a,b] :

alors

Rn+1 <I> = f (I) - fn—i-l (J}) )

et comme

fu (@) < foga (@),

on aura (R, (x)) est une suite décroissante et minorée par 0 i.e

Ve >0,3ng =ng(€e) :Vn>ng = R, (x) =|f(z) — fu(z)| <€, Vzx€la,b]. u

Exemple 2.8 Soit la suite de fonctions définie sur |0, 1] par

e Les fonctions f, sont des fonctions polynomiales donc continue sur [0, 1].
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

o La suite (fy),cy est décroissante

1 1
n<(n+l) = —— <= = 1_%§1_

(77,+1)3 —nd n m = f” (‘7:) < fn+1 ($)

o La suite (fy),cn converge simplement vers une fonction continue sur [0,1] :

lim f,(z)= lim 1—— =1

n—-400 n—-4o00 n3
Alors d’aprés le théoréme de Dini la convergence est uniforme.

Théoréme 2.4 (d’intégration) Soit (f,), .y une suite de fonctions intégrables sur linter-

valle [a,b] C R, convergente uniformément vers une fonction f sur [a,b]. Alors :

1. f est une fonction intégrable sur [a,b].
b b
2. ligl [ fo(x)dx = [ hrf fo(x)de = [ f(2)dz.
Démonstration. D’aprés la convergence uniforme on a :

€ €

m<f(x)<fn(x)+2

Ve > 0,3ng =ng (€) : Vo € [a,b],Yn >ng = f, (z)— So—a)

La fonction f,, étant intégrable, il existe une subdivision ¢ = {z¢ = a, 21, ..., x, = b} de [a, ]|

tel que :
L €
Z (Mm - mm) («Tz - QJifl) < 5
i=1
[2_1,24] [i—1,24]
En notant :

M;= sup f , m;= inf f

[@i—1,7;] [Zi—1,mi]

par suite pour 1 < < p:
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

ce qui donne

p p
; (M; —my) (x; — 2i—1) < ; (My; = my,) (2 — 1) + % <¢,
ainsi f est intégrable sur [a, b]. De plus
b b b
[h@is= [ @] < [15,0) - f@lde <15~ £l 6-a) 0

alors
b

lim /b £ (2) dz = / f (@) da.

n—-+o00
a

Exemple 2.9 Soit (f,,), oy une suite de fonctions définies et continues sur [0, 7| par : f, (x) =
sin

, on a
sinx
De plus
sin x 1
sup |f, (z) — f (z)| = sup < -
z€[0,27] z€lo,x] | T n

Ce qui donne la convergence uniforme de la suite (f,),cy sur [0,7] vers la fonction nulle,

cependant

™ . 2
lim /fn (2)dr = lim [ 200z = lim = =0= /Oda:.
0

n—-+o00 n—-+o0 n n—+oom
0 0

Remarque 2.5 La condition de la convergence unifome est suffisante mais pas nécessaire

pour que

n—-+o0o

lim /b fo (@) dz = /b f (z) da.

Exemple 2.10 Soit (fy,),cy une suite de fonctions définies et continues ( intégrables) sur

0,1] par : fn(z) = nz (1 —22)", on a

lim f,(z)= lim nz(1—2%)"=0=f(2).

n—-+00 n—-+oo
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De plus
1

1
lim /fn (z)dz = lim [ nz(1-2%)"dz=
0

n 1

lim = —,
n—too2n +2 2

n—-+o00 n—-+00
0

alors que

/f(a:)d:v:/l()dx:()

0

Donc d’apres le théoréme d’intégration la suite de fonctions (f,),cy n'est pas convergente

uniformément sur [0, 1].

Corollaire 2.1 Sous les hypothéses du théoréme précédent, on pose
F@=[hod . F@=[fod . celal.

Alors la suite des primitives (F},), oy converge uniformément vers F' sur [a, b].

Démonstration. Pour z € [a,b] on a

Théoréme 2.5 (de dérivation) Soient I C R un intervalle non réduit a un point et (f,),cn

une suite de fonctions de I dans K. On suppose que :
1. Pour tout n, la fonctions f, est dérivable (resp. C') sur I.
2. Jug € 1, tel que la suite numérique (f, (o)), ey converge.

3. La suite des dérivées (f),), oy converge uniformément vers une fonction g sur tout in-

tervalle fermé, borné [a,b] C I.

Alors : la suite (fp), oy converge uniformément sur tout intervalle fermé, borné [a,b] C I vers

une fonction f dérivable (resp. C') sur I et l'on a f' = g.
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Autrement dit

lim f = ( lim fn>

n—-4o0o n—-—4oo

Démonstration. Comme il existe xy € I tel que lim f, (z¢) existe (noté f (xy)), on peut
n—-+00

écrire

lim |f, (w0) — f (w0)| =0

n—-4o0o
D’autre part on sait que

xT

fn () = fn (x0) +/f7’1 (t)ydt — f(x0) +/g(t) dt (convergence simple)

n—-+00
o

puisque
x

/ £ dt = / g (t)dt sur [a,b] (convergence uniforme)

o o

c-a-d ona

73&]ﬂ®ﬁ=jﬂmﬁ

x0

donc la suite (f,),cy converge uniformément vers une fonction f sur [a, b] définie par

T

ﬂ@zf@w+/g®ﬁ

o

et par dérivation on obtient

f(x)=g(x) = /g' (t)dt car g est continue sur [a,b].

zo

Remarque 2.6 :

1. La convergence uniforme sur [a,b] d’une suite de fonctions (fy),cy dérivables, n'im-

plique pas que la suite des dérivées (fy,), .y converge simplement.

2. La limite uniforme d’une suite de fonctions dérivables peut étre non dérivable.
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Exemple 2.11 Soit la suite de fonctions (f,) définie sur R par :

neN*

o) = Slf/gx Vn € N*

on a

1
sup | fn (7)) = || fulloo =—F—= — O
up | (1) = il = 7=

donc (fn),en= converge uniformément vers f =0 sur R.
Mais la suite (f},),cn+ diverge pour tout x € R puisque f, (x) = y/ncosnz n’a pas de limite

a linfinie.

Exemple 2.12 Soit la suite de fonctions (fy) définie sur R par :

neN*

/ 1
fn(x): 3324‘@ Vn € N*

. ) 1
i fu0) = i =l = 0
1 1 1 1
lz] <22+ = < p|+ - = 2P+ 5 -7 <= — 0
n n n n n——+oo

donc (fn),en- converge uniformément vers f sur R.

on a

et

Mais la fonction |z| est non dérivable au point 0.

2.2 Séries de fonctions

Dans ce qui suit, considérons la suite de fonctions (f,), o définies sur un ensemble non vide

E C K et a valeurs réelles. Associons a cette suite, la suite de fonctions (S,),,cy définie par :

Su(x) =Y fulz), VzeE.
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Définition 2.4 :

o Le couple (fy,Sy) constitué des deux suites (fy),cn €t (Sn) s’appelle série de fonctions

sur E et se désigne par > f, ou > fn.

n>0

neN’

o Le terme f, s’appelle le terme général de la série ) f, et la suite (Sy), oy s appelle la suite

de la somme partielle d’ordre n de cette série.

2.2.1 Convergence simple d’une série de fonctions
Définition 2.5 (Convergence simple) :

e La série de fonctions Y f, est dite convergente en xo € E, lorsque la série numérique

> fn (w0) est convergente, c-a-d la suite numérique (S, (70)),cy converge.

e La série de fonctions Y f, est dite simplement convergente sur une partie D C E si la
série numérique Y f, (z) est convergente en tout point x € D, ce qui est équivaut a la
convergence simple se la suite (Sy), oy sur D. et dans ce cas D s’appelle le domaine de

convergence simple.

e Si D est non vide, on définit une fonction

S: D — R
r — S(z)= lim S,(z)= > f.(2)

n—-4o00 n>0

qu’on appellera somme simple des série de fonctions > f,. On écrit :

Dofa— S <= {Ve>0,Vz € D,3Ing=ng(,2) :Vn>ng = [S, () — S (z)] <€}
£ flo|<e}

— {V€>O,Vx€D,E|ng:n0(e,x) Vn >ny =
k=n+1

< {VYe>0,Vx € D,Ing =ng (¢,2) : Yn > ny = |R, (z)] < €}.

Ou (R,,) s’appelle le reste d’e la série de fonctions Y, f,.

Remarque 2.7 Pour étudier la convergence simple des séries de fonctions, on peut utiliser

tous les critéres établis sur la convergence des séries numériques.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Exemple 2.13 FEtudions la convergence simple de la série de fonctions

2n
Z x—g,vx e R.
n
On a
2(n+1) 3
lim @ o, s
n—-+00 fn (5{)) n—-+00 (n + 1) x2n

2n
x
alors d’aprés D’Alembert la série ) , — converge simplement si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.
n

Pour |z| =1, la série devient ) — converge d’aprés Riemann.
n

Donc le domaine de convergence simple est [—1,1].

Théoréme 2.6 (Condition nécessaire de convergence simple) Sila série de fonctions
> fn est simplement convergente vers une fonction S sur D C E, alors la suite de fonction

(fa)nen converge simplement sur D wvers la fonction nulle. C-a-d
an—> S sur D = f,— 0 sur D.

Définition 2.6 (Convergence absolue) On dit que la série de fonctions > f, est abso-

lument convergente sur D si la série de fonctions > |f,| est simplement convergente sur

D.

Remarque 2.8 Il est immédiat que toute série de fonctions absolument convergente sur D

est simplement convergente sur D.

2.2.2 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 2.7 La série de fonctions >, f,, est dite uniformément convergente sur une partie
D C E, lorsque la suite de fonctions (Sy,),cy est uniformément convergente vers la fonction
S sur D, et on écrit {> f, = S} sur D. Dans ce cas D s’appelle le domaine de convergence

uniforme et S s’appelle la somme uniforme de la série > fp. i.e :

S fu=S} surD < S, =S sur D
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Formellement, la convergence uniforme s’exprime par :

{3 /=S5 surD < {Ve>0,3Ing=ng(e),Yr € D:VYn>ng = |S,(x) — S (x)| < e}

<= lim sup|S, (z) —S(x)|=0

n—+00zep

[e.e]

= lirf |Sn — S|l =0.

Remarque 2.9 La convergence uniforme d’une série de fonctions > f, sur D nécessite sa

convergence simple sur D.

Exemple 2.14 Considérons la série de fonctions (3 a™), oy, qui est série géométrique de

ratson x € R, alors sa suite de sommes partielles est donnée par

1 — :L,n+1

n — siz#1
Su0) = Sat=d 1o
k=0 n—+1 six =1
Alors la série (Y a™),cn converge simplement sur D = |—1,1] vers la fonction S ou S (v) =
1
1—x

Cependant la convergence n’est pas uniforme sur |—1,1[ car

1— xn-l—l 1 xn—‘—l
Sp =8|l = sup |S,(x)—S(x)]= sup — = sup =400
H H x6]71,1[| ( ) ( )| ze]-1,1] I—x I—x ze]-1,1] -z
Par contre, pour tout a € |0,1[, on a
an+1

Vo € [~a,a): |S, () - S (2)] <

% 0
1—a n—+o

ce qui implique la convergence uniforme de (Y "), o sur [—a,al.

Proposition 2.5 Si les séries de fonctions >, f, et > gn convergent uniformément vers les
fonctions f et g sur D, alors Vo, 5 € K, la série Y (af, + Bgn) converge uniformément vers

af + Bg sur D.

Théoréme 2.7 (Critére de Cauchy pour la convergence uniforme des séries de fonctions)

Soit (fn),ey une suite de fonctions (ou f, € F (E,K)) et soit D C E. Alors pour que série
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de fonctions >, f, converge uniformément vers une fonction S sur D il faut et il suffit que :

Ve >0,3ng=mng(e) : Yz € D,VYm>n>ny = | Y. fr(z)] <e
k=n+1
Ou bien :
Ve >0,3ng=ng(e) : Vm >n>ny = sup| >, fr(z)| <e
€D |k=n+1

Proposition 2.6 (Condition nécessaire de convergence uniforme) Sila série de fonc-
tions > fn est uniformément convergente vers une fonction S sur D C E, alors le terme

général f, converge uniformément sur D vers la fonction nulle. C-a-d :

an:?SSW“D = fn=0 sur D.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le critére de Cauchy pour la convergence uniforme sur
la suite des sommes partielles (.S,,).

On a

sup | f, ()] = sup Sy, (2) — Sp-1 (2)]
zeD zeD

et d’apres le critere de Cauchy pour la convergence uniforme, ona

lim sup |Sn (CL’) - Sn—l ({L‘)| = 07

n*)+OO$ED

donc
lim sup|f, (z)] =0,
n—+00;ep
ce qui prouve la convergence uniforme de le suite (f,), oy vers zéro sur D. n

Remarque 2.10 :

1. On peut trouver des séries de fonctions qui ne converge pas uniformément sur D et son

terme général converge uniformément vers la fonction nulle sur D.

2. Si une suite de fonction (f,),cy ne converge pas uniformément vers 0 sur l’ensemble

D, alors la série Y f, ne converge pas uniformément sur D.
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Proposition 2.7 Si les séries de fonctions >, f, et > g, convergent uniformément vers les
fonctions f et g sur D, alors Vo, B € K, la série Y (af, + Bgn) converge uniformément vers

af 4+ Bg sur D.

Théoréme 2.8 (Critére d’Abel pour la convergence uniforme) La série de fonctions

(2° fagn)nen converge uniformément sur 'ensemble D, si

1. AM >0/¥Yn e N,Vz € D : < M.

z fi ()

2. La suite de fonctions (gn)neN est monotone et converge uniformément vers 0 sur D.

Théoréme 2.9 (Critére de Leibniz pour la convergence uniforme) Soit (f,), oy une
suite de fonctions a valeurs positives sur E (c-a-dVx € E : f, (x) > 0). La série alternée de
fonctions (3 (—1)" fn),en converge uniformément sur l'ensemble D C E, si la suite (f),,cx

est décroissante et converge uniformément vers la fonction nulle sur D.

2.2.3 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 2.8 La série de fonctions (3 fn),cn €5t dite normalement convergente sur une

partie D C E, si la série numérique (Z sup | fn (3:)]) est convergente.
zeD neN

Exemple 2.15 FEtudions la convergence normale de la série de fonctions

2n
Z%,VQ]GR.
n
On a
2" 1
sup |fn (x)|= sup |—|=—,
e = =

1 x2n
et > 3 converge, donc Y —3 converge normalement sur [—1,1].

Exemple 2.16 Ftudions la convergence normale de la série de fonctions

+oo _p2,

Ze , Ve e Ry etn e N
n

n=1
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On a
—TLZ.’L' 1
sup | f ()] = sup = -,
:EE]R+ $€R+ n
+00 1 +00
et g — diverge alors g fn | converge ne converge pas normalement sur R .
n
n=1 n=1

Remarque 2.11 La convergence normale nécessite la convergence absolue.

Proposition 2.8 (de Weierstrass) Soit (D fn),cy une série de fonctions sur E.

o S’il existe une série numérique a termes positifs et convergente » . u, telle que
Vn e NVe € D |f, ()] < up,

alors la série (3 fn),en converge normalement sur D.

o S’il existe une série numérique & termes positifs et divergente Y v, telle que
Vn e N,Ve € D :v, <|f,(2)],

alors la série (3 fn),en M€ converge pas normalement sur D.

Proposition 2.9 Si la série de fonctions (Y fn),cn converge normalement sur l’ensemble

D, alors elle converge uniformément sur D.

Démonstration. Supposons que la série de fonctions () f,,),, oy converge normalement sur
I'ensemble D, alors la série > sup | f,, (z)| converge, donc vérifie la condition de Cauchy c-a-d

zeD

Ve>0,3dng e N:Vn>m>ng = > sup|fi(z)| <e
k=m-+1xeD

Et comme

< S suplfi (@),

k=m-+ lzeD

i Jr (2)

k=m+1

sup
zeD

donc

Xn: fi ()

k=m+1

Ve > 0,dng e N:Vn >m >ny = sup
zeD

< €.
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Ce qui signifie que la série > f,, vérifie le critique de Cauchy d’ou la convergence uniforme.

Remarque 2.12 On peut trouver des séries de fonctions qui converge uniformément sans

étre normalement convergente.

Exemple 2.17 Soit la suite de fonctions constantes donnée par :

folz) = (_;)n,vn e N*

La séries de fonctions >, f,, est uniformément convergente sur R, mais elle n’est pas norma-

lement convergente car

1 1
anlslég fo ()] =) sup— = 2onz1s

n>1 zeR N
L.
et anlﬁ diverge.

2.2.4 Propriétés des sommes des séries de fonctions

Les théoréemes fondamentaux sur la convergence uniforme des suites de fonctions vus au
précédement peuvent étre appliqués aux suites des sommes partielles de séries de fonctions

et conduisent aux résultats suivants :

Théoréme 2.10 (de continuité) Soient I C R un intervalle (ouvert, fermé ou semi ou-
vert) non réduit a un point et (Y fn), ey une série de fonctions continues sur I, convergeant

uniformément sur I alors sa somme est une fonction continue sur I. i.e

Vi€ T Sy (i fa(o) = lim (0fa ).

xg T—To

Théoréme 2.11 (d’intégration) Soit (Y f,),cy une série de fonctions convergente uni-

formément sur Uintervalle |a,b]. Si les fonctions f, (¥n € N) sont intégrables sur |a,b], alors
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1. La somme S de la série est intégrable sur [a,b]. De plus
b b
S ([ 50)e) = [(Sohu ) o

2. La série des primitives Y, - [ fn () dt converge uniformément sur [a,b] vers [ S (t)dt.

Exemple 2.18 Comme dans le cas de la série géométrique, on a les séries :

1 n ., n 1 n _.2n
T2 D et s =) ()

n>0 n>0

convergent uniformément sur chaque intervalle [a,b] C |—1,1[. Alors pour |z| < 1, on peut

donc les intégrer terme a terme de O & x comme suit

" anrl gl "
In(l1+z)= ano (—1) = znZI (=D)"" —
n T 1 n

n x2n+

Théoréme 2.12 (de dérivation) Soit (D f,), oy une série de fonctions continument déri-

vable sur lintervalle |a,b], si

1. 3z € [a,b], tel que la série numérique Y f, (x¢) converge.
2. La série des dérivées de fonctions (Z f;) est uniformément convergente vers une fonc-

tion T sur |a, b].

Alors : la série (Y fn),en converge uniformément vers une fonction continument dérivable

S sur [a,b] et l'on a

s = an> => f.=T.

n>0

Corollaire 2.2 Soit (Y fn),cy une série de fonctions ou f, € C™ ([a,b]) ,m > 1. Si

1. Pour tout k € [0,m — 1|, Les séries de fonctions ) f,gk) sont stmplement converge sur

la, b].

2. La série de fonctions (Z j}gm)> est uniformément convergente sur [a,bl.
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Alors :

e Toutes les séries de fonctions » fék) (0 <k <m—1) sont uniformément convergente.

o La somme S de la série (Y fn), ey est de classe C™ ([a,b]) et l'on a

SE=N"fP 0<k<m.
Exemple 2.19 Considérons la série de fonctions suivante :

Zne’”x, Vo € [1,+00]

n>1

Ver>1:ne ™ <ne ™

—n : 20, ,—N —nx
et Y ,~,ne”" converge ( car nEI_Pwn ne " =0), donc ), ., ne™"" converge normalement sur

[1, +00].

nT

D’autre part les fonction f, () = e ™ sont de classe C* sur [1,+o0].

Alors d’apres le théoréme de dérivation, la série Y ., e ™" converge et

n>1 n>1

d’ot

Par conséquent
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