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Preface

Ce cours de mécanique des fluides approfondie est destiné aux étudiants de Master 1
énergétique conformément a la derniére offre de formation adopté par le Ministére de
I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique en Algérie. Grace a ce
cours, l'étudiant peut approfondir ses connaissances sur certains phénomenes
classiques mais assez complexes en mécanique des fluides qui ne font pas partie du
contenu de la méme matiéere en Licence, et également sur la formulation
mathématique décrivant ces phénomenes, ainsi que la maniére de les simplifier et de
les résoudre.

Ce cours est consacré exclusivement aux écoulements incompressibles idéaux et
réels, et il est scindé en cing chapitres. Le premier chapitre est réservé a
I’établissement des équations de mouvement. Le second chapitre traite la théorie des
écoulements potentiels bidimensionnels. Le troisieme chapitre contient quelques
exemples des écoulements visqueux simples dont les équations gouvernantes
possédent des solutions exactes. Le quatrieme chapitre présente des notions de base
sur la théorie de la couche limite ainsi que les différentes approches de résolution de
ce type d’écoulement. Le cinquiéme chapitre aborde la modélisation des écoulements
turbulents. Une annexe est incluse a la fin de ce cours, dans laquelle figurent
quelques exercices d'application.
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Chapitre 1
Equations de transport

1. Description du mouvement

La description du mouvement d'un fluide est la formulation mathématique décrivant
son mouvement dans l'espace et dans le temps sans considération des causes
provoquant celui-ci.

1.1. Description lagrangienne

Elle consiste a suivre chaque particule fluide P se trouvant a l'instant t, au point de
coordonnées (x,,Y,,Z, ), dans son mouvement au cours du temps. Donc, a l'instant t
la particule P se trouve en un point de I'espace dont les coordonnées s'écrivent :
X=X(X0,y0,20,t) y=y(X0'yo'ZO!t) Z=Z(X0,y0,20,t) (1.1)

On appelle (x,,Y,,2,,t) les variables de Lagrange. Les composantes de la vitesse et
de I'accélération de la particule fluide P a l'instant t sont par conséquent :

u= = w=E (L2)
d?x d?y d?z
ey B = e ST (13)

1.2. Description eulérienne

Elle consiste a observer en chaque point M de 1’espace de coordonnées (x, Y, z), le

passage des particules fluides P au cours du temps. Donc, a linstant t les
composantes du vecteur vitesse que possede la particule fluide P en passant par le
point M s'écrivent :

u=u(x,y,zt) v=v(x,y,z,t) w=w(x,Yy,z,t) (1.4)

On appelle (x, y,z,t) les variables d'Euler. Cette description est la plus utilisée en
mécanique des fluides, cependant, elle présente I'inconvénient d'introduire des termes
non linéaires dans 1'expression de l'accélération (voir : Dérivée particulaire et
acceélération).
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2. Dérivée particulaire et accélération

Soit la fonction f = f(x,y,z,t), la différentielle totale de cette fonction est donnée
par :

df =idt+§dx+ﬁdy+qdz (1.5)
ot OX oy oz

D’ou la dérivée totale est :

df of of dx of dy of dz of
L g A A E

= + =
d ot oxdt oydt ozdt ot

+ @hihﬁﬁ -(%T+ﬂi+%@ (1.6)
x oyt e )l Ta T
of of o, df of

— = 4 Vf-—="+§-Vf avec — =0 1.7
dt 6t+ dt at+q dt | (L.7)

Ce type de dérivée s'appelle une deérivée particulaire, et elle est désignée par le
symbole :

D o0 =

—=—4+\0d-V 1.8

= @) (L8)

Pour calculer l'accélération d'une particule fluide de vitesse q(r,t)=q(x,y,zt), il

faut tenir compte du fait que pendant I'intervalle de temps At, la particule se déplace
a une autre position r + Ar =r +gAt (voir Figure 1.1). Par conséquent, I'accélération

de la particule est definie par :

a< lim q(r + gAt,t + At)—q(r,t)

At—0 At (19)

r + gAt

Figure 1.1 : La particule située a l'instant t en r passe a l'instant t + At en r + gAt

En utilisant la notation du systeme de coordonnées cartésiennes, le premier terme
dans cette expression s’écrit :
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q(r + QAL t + At) = q(X + UAL, y + VAL, Z + WAL, t + At) (1.10)
En utilisant le développement en série de Taylor pour cette derniére, on obtient :
q(X +UAL, y + VAL, Z + WAL, t + At) = g(X, Y, Z,t) +- -

---+a—th+@uAt+@vAt+a—qut+O(At2) (1.11)
- ox ey

Ou encore avec le systeme de coordonnées polaires :

q(r +gAL t + At) = q(r,t)+%m +%um +%qvAt +Z—gwm +o(at?)  (112)

Par la substitution de ce développement dans I'expression de I'accélération, on aura :

a=lim qlr+aat t+At)-q(r,t) G PR BPRCL B (1.13)
A0 At o ox ey ez
aq Dq

a= A4 @vg =23 1.14
p @Vl =4 (1.14)

— Changementconvectif
Tauxde  ddau déplacement
:larliiltIOH des particulesfluides
oca

Cette équation est vectorielle avec trois composante, dont les expressions dans

chacune des trois directions du systeme cartésien sont données par :
Du ou ou ou ou

a, = =—+ +V—+W—

oy A (1.15a)
Dt ot ox oy o

ay:m:@+u@+v@+wﬂ (1.15b)
Dt ot ox oy oz

a :—:—+u—+v@+w— (1.15¢)

3. Tenseurs (gradient des vitesses, déformation et rotation)
3.1. Translation

Une translation pure est un mouvement dans lequel toutes les particules subissent le
méme déplacement. En notant par X la position d’une particule fluide a un instant
donné, X' sa position & un instant ultérieur et par &(t) le déplacement (indépendant

de la position) :

X' =X+4a(t) (1.16)
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La figure représente la translation d’un élément fluide, dont le volume matériel initial
conserve sa forme. Le mouvement de translation s’effectue sans déformation. Toutes
les particules matérielles ont au méme instant le méme vecteur vitesse défini par :

. di -
qt) = =a) (117)
t
Ya
D' C'
Dl__f-_cC
1
A' | B'
1
| X
A B -

Figure 1.2 : Mouvement de translation en 2 dimensions

3.2. Rotation

Une rotation pure est un mouvement dans lequel toutes les particules tournent d’un
méme angle autour d’un axe donné.

Ya Ya

instant t instant t+dt
-(ou/oy)dydt '
dx C
[ >
D C dt S N
—_— D' |
B
dy 2
y 4o\ | (@v/ox)dxdt
A B g A X

Figure 1.3 : Mouvement de rotation en 2 dimensions
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Pour déterminer le taux rotation autour de lI'axe Oz, on considére le déplacement de
la ligne fluide AB (voir Figure 1.3). Si v est la vitesse du point A dans la direction
y, donc la vitesse du point B est v+(dv/éx)dx. Le déplacement du point B
pendant I’intervalle de temps dt est vdt+(év/ox)dxdt et le segment fluide AB subit
donc une rotation d’angle d@ = (6v/éx)dxdt/dx =(ov/éx)dt . On peut donc exprimer
le taux de rotation instantané du segment fluide AB par :

do_(v/oxdt _ ov (1.18)
dt  dt o

De méme, le taux de rotation instantané du segment fluide AD est
—(6u/ey)dt/dt = —éu/dy . Le taux de rotation moyen autour de I'axe Oz est donc
exprimeé par :

N 119)
2\ ox oy

Pour un mouvement de rotation tridimensionnel, ce résultat peut étre généraliseé :

o, ifw ) o Lo aw) 1w ou (1.20)
2\ oy oz 2oz ox 2\ ox oy

Les composantes du taux de rotation instantané Q) sont obtenues en prenant la moitié
du rotationnel du champ des vitesses @ (appelé vecteur tourbillon ou vorticité de
I'écoulement) :

—_—

- 1- 1
Q=="rotf=—VxG=—w 1.21
,ro=2Vxa=20 (1.21)

Si le rotationnel des vitesses est nul rﬁotﬁ =0, I'écoulement est appelé irrotationnel et
le champ de vitesse dérive d'un potentiel @ :

G =grad®d = Vd (1.22)

3.3. Dilatation

La dilatation ou déformation normale est observée lorsque la vitesse des particules
change dans la direction du mouvement. La Figure 1.4 représente une dilatation pure
dans la direction des x.

Si u désigne la vitesse du point A, la vitesse du point B sera u +(au/ax)dx. Apres

un temps dt, la longueur du segment A'B’' sera dx+(8u/8x)dxdt. Le taux de

déformation normale dans la direction x est défini comme étant la variation relative
de longueur du segment AB par unité de temps :
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b [dx+@dxdtj—dx _ (1.23)
dxdt OX OX

De méme, si on a une dilatation pure dans la direction y, le taux de déformation
normale est donc: ov/dy .

y instant t y instant t+dt
A A
dx dx+(ou/ox)dxdt
—> —p]
D C a | ______
—) , 1
D : C'
dy i
ol
A B A B' X

Figure 1.4 : Dilatation en 2 dimensions suivant I'axe des x

3.4. Cisaillement

Le cisaillement ou la déformation angulaire est associé a une variation de la vitesse
dans la direction normale au mouvement. Considérons par exemple la déformation
représentée sur la Figure 1.5.

y instant t y instant t+dt
t * (ousay)dydt
<—X> >
D C d  [____
./. ﬁ Dl
‘/
7/
/,/' dy |
- y B'i I (dv/ox)dxdt
A B g A X

Figure 1.5 : Cisaillement sans rotation

Si u est la vitesse du point A, alors u+(au/8y)dy représente celle du point D.
Pendant I’intervalle de temps dt le point A parcourt la distance udt, alors que le
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point D parcoure la distance udt +(Au/dy)dydt. Dans ces conditions le segment
AD pivote autour de A a la vitesse angulaire :

1 (ou ou
w(gdydq - (1.28

De la méme maniére si la vitesse du point B differe de celle du point A, le segment
AB pivote autour de A avec une vitesse angulaire: ov/Ox. La vitesse de
déformation (le taux de déformation) de 1’angle BAD est donc la somme de ces deux
vitesses angulaires: ov/ox +ou/dy .

Si ov/ox =au/ody, la direction de la bissectrice principale est conservée et la rotation
moyenne Q, =1(v/ox—0u/dy) est nulle. La particule fluide subit donc un
cisaillement pur.

Si ov/ox # ou/dy, la particule fluide subit a la fois une rotation et une déformation.

Si ov/ox =—0u/dy, la particule fluide subit une rotation pure.

3.5. Mouvement général d'une particule fluide

Dans le cas géenéral un mouvement quelconque peut étre décomposé en : translation,
dilatation, déformation angulaire (cisaillement) et rotation. Pour cela, considérons un
mouvement bidimensionnel quelconque de I'élément fluide ABCD (voir Figure 1.6).
Le vecteur vitesse au point A et au point C a pour composantes respectivement :

~ u - u+2&dx+2dy
qA={V} e { gyt } (1.25)

oV v
v+ &dx+Sdy

A l'instant t+dt le point A est passé en A’ et le point C est passé en C’, et leurs
coordonnées sont respectivement :

) _{x+udt} ] _{x+dx+(u+g—‘;dx+%“dy)dt}
=

ry = 1.26
Ay +vdt y+dy+(v+%dx+%dy)dt (1.26)

En ajoutant et en retranchant 1(v/ox)dydt & la premiére coordonnée, et
1(6u/éy)dxdt a la second, Les coordonnées du point C’ peuvent se réécrire sous la
forme :

- X+dx + udt + Zdxdt +
-, =
© ly+dy + vdt + Zdydt +

Y p —
Coordonnés Translation Dilatation
initiales
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(0“ +& )dydt +

v b (8 %x)dydt}
+ @4 agxdt + L2 — X dxdt
2 ( }j 2 (5X Gy)j (1.27)
%/—/
Déformation angulaire Rotation
(Cisaillement)

Le raisonnement précedent se généralise facilement au cas tridimentionnel, ce qui
donne :

X+dx + udt + Zidxdt + (% (@“ +2 )dy +3 %)dz)dt
o =qy+dy + vdt + &dydt + (%(0 +‘7“)dx+ ( +f7W)d )dt
z+dz + wdt + 2dzdt + ( + 2 )dx + 1 ( )dy)dt

— — —

Coordonnés Translation Dilatation Déformation angulaire

initiales (Cisaillement)
-2y + (- @)k

1 u
+ (E(&_O)d)H' (———)dz)dt
T Y
Rotation
V 4

|
|
|
|
|
|
;
y+vdt . |
D A
yHdy e c i |
| |
| |
| |
: :
_______ |
’ A ° | X
o) X x+dx  x+udt g

Figure 1.6 : Mouvement général d'une particule fluide en 2 dimensions
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Maintenant, si on prend la différence de vitesse entre le point C et le point A dans
le cas tridimensionnel, telle que :

dx+°“dy+5“dz a % 4 1fdx
dg=0. G, = 2dx+2dy+2dz =| 2 2 2 \dyi=T.dr (1.29)
W dx+ 5 dy + 2dz % 5 Fldz

La signification physique du tenseur gradient des vitesses T peut étre démontrée en
le composant en une partie asymétrique Q etune partie symétrique D selon :

o ) 16-%)

— oz OX
T=| 3#3-3) o -ia-g)|+
HE-%) iy-3) o
;:Tenseurdestauxderotation
& 3E+3) @)
iG55 3Eey) (1.30)
3@+ sle+g) %

D: Tenseur des taux de déformation

Le tenseur Q contient les trois composantes de la vitesse angulaire d'une particule
fluide, par conséquent, il décrit le mouvement de rotation pure de la particule.

Le tenseur D contient les élongations de la particule fluide dans les trois directions
du repére qui correspondent aux éléments diagonaux; alors que les éléments non
diagonaux représentent la déformation angulaire pure de la particule fluide dans les
trois plan du repére cartésien.

4. Théoreme de transport de Reynolds
4.1. Systéeme et volume de controle

Un systéeme (systeme fermé) est défini comme une quantité de matiére dont la forme
peut changer durant un processus mais aucune masse ne traverse ses limites. [Rq. : la
notion du systeme utilisée souvent dans la thermodynamique et la mécanique des
solides]

Un volume de contrdle est un volume imaginaire limité par une surface fermée
appelée surface de contrdle. Le volume et la surface de contrdle peuvent étre fixes ou
mobiles. Le fluide peut entrer et sortir du volume de contréle a travers la surface de
controle. [Rq. : la notion du volume de contrdle utilisée dans la mécanique des
fluides]
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Limite
mobile \ l |
N | Systeme

—

Limite

\
=

Figure 1.7 : System fermé

Volume de contr6le

Fluide en |
| écoulement |

Figure 1.8 : Volume de contréle

4.2. Formulation du théoréme

Le théoréme de transport de Reynolds nous permet de passer de l'approche du
systtme a l'approche du volume de contréle. Pour établir la formulation de ce
théoreme, on considere I'écoulement unidimensionnel d'un fluide dans un divergent,
dont le volume de contrdle considéré comme étant fixe se trouve entre les sections
droites (1) et (2). A l'instant t le systéme coincide avec le volume de contrdle, donc
tous les deux sont identiques (voir Figure 1.92a) :

Bsy(t) =By ¢ (t) (1.31)

ou B est une grandeur physique extensive (masse, énergie, quantite de
mouvement...etc.). Pendant l'intervalle du temps At, le systeme se déplace dans le

10
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sens de I'écoulement; et au cours de ce déplacement AB, entre dans le volume de
contréle (zone I) et AB, sort du volume de controle (zone 1), (voir Figure 1.9b), on
aura donc :

By (t+At)=B, o (t+At)—AB, (t+At)+ AB (t + At) (1.32)
En soustrayant la premiére equation de la deuxieme et divisant par At, on obtient :

By (t+ A1)~ By (t) B, (t+A)-B, ()

At At
B[t +At)+ AB, (t + At) (1.33)
At At
Prenant la limite lorsque At — 0, on obtient :
dB .
v _Buc g o,p, (1.34)
dt dt
Ou encore sous la forme :
dB
Por 9 pdv + [ ph(g-i)ds (1.35)
dt dtviec. scC.

dol b=B/m représente la grandeur intensive correspondante, B, et B,

représentent le flux de B respectivement entrant et sortant a travers la surface de
controle.

Volume ) Systéme, Volume Systeme,
de controle,  g(t) de controle, S(t+At)
Ve(t) Ve(t+At)

Zone (1)
(a) instant t (b) instant t+At

Figure 1.9 : Systeme mobile et volume de contrdle fixe

11



Chapitre 1 Equations de transport

5. Bilan de masse, de quantité de mouvement et d’énergie
5.1. Equation de continuité

L'équation de continuité (conservation de masse) peut étre obtenue en remplacant la
grandeur extensive B dans le théoreme de transport de Reynolds par la masse m, on
obtient ainsi :

dm

Por 9 v+ [ola-n)as (136)

Et comme la masse du systéme est constante (dmSyS Jdt = 0), I"équation de continuité

forme intégrale s'écrit :

d I
— [pdV + [p(G-fi)dS =0 (1.37)
dtvec. s.C.
Taux devariation Débitmassique
delamasse traversantlaS.C.

contenuedans
leVv.C.

La forme différentielle (locale) de I'équation de continuité peut étre établie en
utilisant une forme alternative de I'équation précédente pour un volume de contréle
fixe :

Vjc %”dv + Sjcp(q fi)dS =0 (1.38)

Avec le théoréeme de Green-Ostrogradsky qui permet de transformer une intégrale
surfacique en une intégrale volumique, le deuxieme terme de cette équation s’écrit :

Jpld-m)ds = [V(ea)dv (1.39)

Substituant cette expression dans I'équation précédente, il s'ensuit que :
| (G_p N(pq))dv =0 (1.40)
vie.\ ot

Etant donné que le volume V est arbitraire, lI'intégrande doit étre nul :

aa’lt) +V(pG)=0 ou encore % +pVG =0 (1.41)

5.2. Equation de quantité de mouvement

L'équation de conservation de la quantite de mouvement peut étre obtenue a partir de
la seconde loi de Newton pour un systeme de masse m soumis a des forces externes,
telle que :

12



Chapitre 1 Equations de transport

d(m
( dC:)Sys _ z Fext
Considérant un volume de contréle fixe, et remplagant la grandeur extensive B dans

le théoreme de transport de Reynolds par la quantité de mouvement mg, on obtient :

d(rr:jq)Sys _ [ padV + J-pq( )dS :zlfext (1.43)
t dtve

(1.42)

Dans la plupart des cas, deux types de forces agissent sur le fluide contenu dans le
volume de contr6le : les forces massiques (volumiques) et les forces surfaciques qui
agissent par intermédiaire de la surface de contrble. Ces deux forces sont exprimées
respectivement par :

Fu = [ pldv (1.44)
V.C.
Fo=| PAdS avec P - - pI= + r (1.45)
S.C. — —
Tenseurdes  Tenseurdescontraintes Tenseurdes

contraintes associéesa la pression contraintes visqueuses

En remplagant par ces deux expressions dans I'équation précédente, on obtient
I'équation de conservation de la quantité de mouvement forme intégrale :

o LAadV + [pa(d- s = [ pfdV + [PAAS (1.46)

d tvc. Ve

Ou encore sous la forme :

— [padv + qu( A)dS = [pfdv — [pAdS + [zAdS (1.47)
d tve. ve. s.C. s.C.

Taux devariation DebltmasmquedelaQ"‘e Forcesdupoids  Forcesdepression  Forcesvisgqueuses

delaQ™ dem"! deM"! traversantlaS.C.

contenuedansleV.C.
Pour un volume de controle fixe, nous avons :
9 pgav = | %dv (1.48)

dtve. v.C.

On utilise a nouveau le théoreme de Green-Ostrogradsky, les intégrales surfaciques
de I'équation précédente s'écrivent comme suit :

Jpa(@ s = [V(pdqiv (1.49)

avec qq représente un produit dyadique.

[ pAdS = [VpdV (1.50)
S.C. V.C.

MdS = [VzdV (L51)
S.C. V.C.

13



Chapitre 1 Equations de transport

En remplagant chaque terme par son expression dans I'équation de conservation de la
quantité de mouvement, et étant donné que le volume V est arbitraire, I'intégrant
doit é&tre nul, il s'ensuit que :

‘%Tpc‘)w(pqq): o —Vp+Vr (1.52)
Cette equation peut se simplifier a l'aide de I'équation de continuité (1.41), comme :

p%qw(qﬁ)q:pﬂ%pﬁi (1.53)

5.3. Equation d'énergie
L'éguation de conservation de I'énergie peut étre obtenue a partir du premier principe
de la thermodynamique, tel que :

dEg,, . .
—F —Q+W (1.54)
dt
Considerant un volume de contrdle fixe, et remplagant la grandeur extensive B dans

le théoréme de transport de Reynolds par I'énergie E, on obtient :

dEs, d o -
=— [pedV + [pe(G-fi)dS =Q+W (1.55)
dt dtvec. scC.
Ou:
e = 4 + < (1.56)
énergie totale énergie inteme énergiecinétique
parunitéde masse  parunitédemasse  par unitéde masse
Q= [gdV - [@-idS (1.57)
V.C. S.C.

—
sourcede flux de chaleur
chaleurinteme  conductif

W= [pf -GdV + [Pri-GdS +W (1.58)
V.C S.C.

autre

travail des travail des
forces volumiques  forces surfaciques

Supposons que W

autre

=0, et en remplagant par (1.57) et (1.58) dans (1.55), on
obtient :

d [pedV + [ pe(@-A)dS = [qdV — [@-AdS + [ pf -GdV + [PAi-GdS (1.59)
dtve. sc. v.e. sc. v.e s.c.

Ou encore sous la forme :
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d [pedV + [pe(G-A)dS = [gdV — [@-AdS + [ of -Gdv
dtvec. s.C. v.C. s.C. v.e
_ (1.60)
— [ph-qgdS + [zn-qdS
S.C. S.C.

Pour un volume de contrdle fixe, nous avons :
d o(pe)
— dv = [ —==2dV 1.61
dt V.J.c/.oe vf[c. ot ( )

On utilise le théoréme de Green-Ostrogradsky, les intégrales surfaciques de
I'équation précédente s'écrivent comme suit :

Lpel@-n)ds = [V(peq)dv (1.62)
- [p-nds = —VIj(ﬁdV (1.63)
- jc pﬁ -gds = - Jj(pd)dV (1.64)
SC?ﬁ qds = Cﬁ(?-q)dv (1.65)

En remplagant chaque terme par son expression dans I'équation de conservation de
I'énergie, et étant donné que le volume V est arbitraire, lI'intégrande doit étre nul, il
s'ensuit que :

De o0 =N o o oo o o -
pa=%®+v(peq)=q—w+pf -q—V(pq)+V(r~q) (1.66)

En remplacant I'expression (1.56) dans cette équation, nous obtenons :

DU D(g?) . =. = . =/ _ »(= 4)
= — |2 |=q-V f-G—V V- 1.67
th+th[2j G-Vo+pf-G-V(pd)+Vic-d (1.67)

En multipliant I'équation de quantité de mouvement (1.53) par ¢, on aura :

DG f.q-q-p+q-vr (1.68)
ot 2 )7 '
En remplacant par (1.68) dans (1.67), on obtient aprés arrangement :

D . =. S P I
p—:q—V¢>—p-Vq+V(r-q)—q-Vr (1.69)

Dt [N WY Ay —

dissipation dénergie
dueaux forces visqueuses

On désigne par @ la dissipation d'énergie due aux forces visqueuses, et on exprime
la densité de flux de chaleur conductif par la loi de Fourier, I'équation (1.69)
devient :
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~

p%=q+€(ﬁﬁ)— p-V§+d (1.70)

Sachant que I'enthalpie est définie par h =0+, I'¢quation (1.70) peut s'écrire sous

la forme :
Dh #(=~ ) Dp
—=G+VKVT |+ —+® 171
P 9 Dt 47
Avec :
Dh DT 1 Dp 3
—=C, —+—(-fAT+1)=%  avec =-1|Z 1.72
Dt p Dt p( ﬂT )Dt ﬁ p(cT)p ( )
On obtient ainsi :
DT ~(=~ ) Dp
——=q+VKVT ]+ fT —+® 1.73
’ Dt a d Dt (1.73)

Dans le cas d'un fluide newtonien, la fonction de dissipation visqueuse est donnée
par :
®= ,u(Z(a—”)2 +2(%)2 +2(%)2 +(ﬁ+"—“ +(@+ﬂ +("—”+@)Z...

ox x oy y T a ' ax

2@ aR) (q74)

ox oy

6. Fluide visqueux newtonien
6.1. Définition

La viscosité est une mesure de la résistance a la déformation d'un fluide sous I'action
de contrainte de cisaillement. Elle est la cause des frottements internes qui entrainent
la dissipation d’énergie mécanique en chaleur. Elle dépond de la pression et de la
température du fluide.

6.2. Expérience

Soit I'écoulement visqueux stationnaire entre deux plans paralléles distant de o, dont
I’'un est fixe et ’autre mobile avec une vitesse U. Pour que U soit constante, on
applique une force constante F paralléle aux plans (voir Figure 1.10). L'expérience
montre que la force F est proportionnelle a la vitesse U, proportionnelle a la surface
du plan mobile A, et inversement proportionnelle a la distance 4, ainsi :

UxA F U
Ou encore —oCc —

o A o

F o
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Chapitre 1 Equations de transport

Etant donné que le rapport F/A exprime la contrainte de cisaillement, et le rapport
U/ représente le gradient de la vitesse (ou le taux de déformation), on peut écrire :

du

T oC—

dy
Les fluides dont la contrainte de cisaillement est linéairement proportionnelle au taux
de déformation sont appelés fluides newtoniens (air, eau, huiles...) ; et le coefficient
de proportionnalité est appelé viscosité dynamique x :

T= ﬂd_u (Loi de Newton pour un écoulement unidimensionnel) (1.75)
dy
y r' N
u=u F
Z A
P ——
' =0

Figure 1.10 : Ecoulement (viscosimeétre) de Couette

6.3. Loi de Newton généralisée

Pour genéraliser la loi de Newton en 3 dimensions, il faut qu'elle soit satisfaisante
aux conditions suivantes :

a) lorsque le fluide est au repos, la contrainte exercée sur le fluide est due seulement

a la pression thermodynamique p- —pT t7;

b) le tenseur de contraintes visqueuses 7 est lindairement li¢ au tenseur gradients des
vitesses '?;

c) aucune contrainte de cisaillement n'agira dans un mouvement de rotation pure ;

d) le fluide est isotrope, c'est a dire, ses propriétés doivent étre scalaires.

Ces conditions conduisent a la relation suivante :

. ou.
Ty = U o, +—1 +ﬂ,auk 5”
oX;  OX OXy

j i

(1.76)
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Ou hien sous forme tensorielle :

7 =2uD+A(Va)l (1.77)
Ou A4 est la seconde viscosité liee a la viscosité dynamique u et la viscosité de

dilatation « par la relation :

K=A+2u (1.78)

7. Equations de Navier-Stokes

A partir de I'équation de quantité de mouvement, on peut déduire I'équation de
Navier-Stokes en tenant compte de I'nypothese d'un fluide newtonien isotrope qui
stipule que le tenseur des contraintes visqueuses est proportionnel au tenseur des taux
de déformation :

7 =2uD+A(Va)l (1.79)

ou u et A sont respectivement la viscosité dynamique et la seconde viscosité. Les
forces visqueuses peuvent donc étre exprimées par :

Vz =249D+Av(Vd) (1.80)

En faisant recours a l'expression du tenseur des taux de déformation D (1.30), la
relation précédente peut s'écrire comme :

V= 1Aq + (u+ 2)V(V) (1.81)

En introduisant maintenant I'nypothese de Stokes (pour un gaz monoatomique)
reliant la viscosité dynamique a la seconde viscosité par la formule :

34+2u=0 (1.82)

Les forces visqueuses se mettent alors sous la forme suivante :
V7= 1AG + gﬁ(ﬁq) (1.83)

Et I'équation de quantité de mouvement devient :

—

p%q + (G- V)d = pf —Vp+ 4G +§6(ﬁq) (1.84)

Cette équation sous forme vectorielle est appelée équation de Navier-Stokes. La
projection de cette équation sur les trois axes du repére cartésien nous donne :

@+ma_u+pva_u+mva_u— f _@4_...
Pa o Ty T e TP T
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o’u o°u d°u) u o (-
+ + + +=—IVq 1.85a
‘{axz oy aﬁ] 38x( Q) s
@+m@+p\/@+m@— f _@_{_...
Pa o oy e P Ty
+ 62v+62v+62v +ﬂi(€q) (1.85b)
Mo "oy a2 ) 3y |
a_W+ma_Vv+p\/@+p\N@— f _@4_...
Pa P Py e =P
o’w  o°w o°w) u 0 (=
+ + + +=—I\V§g 1.85¢
#(8x2 oy 822j 3az( a) @850

Lorsque le fluide est incompressible, la divergence du vecteur vitesse s'annule
(@d = O) d'aprés I'équation de continuité, et donc le dernier terme dans ces équations
disparait :

A (o=l o=
p5q+p<q ~V)q = pf = Vp+ LAG (1.86)
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Chapitre 2
Fluide parfait et ses applications

1. Ecoulements potentiels
1.1. Définition

Un écoulement est irrotationnel lorsque le rotationnel de son champ de vitesse
g= (u,v, w) est égal au vecteur nul en tous points de fluide :

i j k
g =Vxg=lz & £ =(2-2f-(2-2)j+(2-3K=0 (2.1)
u VvV W

Etant donné que le rotationnel d'un gradient est toujours égal au vecteur nul, Les
écoulements caractérisés par la relation (2.1) sont appelés écoulements potentiels, car
le champ de vitesse dérive d'un potentiel de vitesse ¢, tel que :

G=gradg=Vg 2.2)

Pour les fluides idéaux, si I'écoulement est irrotationnel a un instant donné (eg.:
initialement en repos ou loin en amont d'un corps placé dans un écoulement
uniforme), il le restera a tout instant selon le théoréme de Kelvin. Donc, tout
écoulement irrotationnel d'un fluide idéal est un écoulement potentiel. Cependant
pour les fluides réels, le caractére irrotationnel d'un champ de vitesse peut avoir lieu
seulement suffisamment loin d'obstacles ou de frontieres (voir Figure 2.1).

Ecoulement potentiel (irrotationnel)
——

Ecoulement
uniforme

Ecoulement visqueux (rotationne

Ecoulement visqueux (rotationnel)

—_—
Ecoulement potentiel (irrotationnel)

Figure 2.1 : Zone de I'écoulement potentiel
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1.2. Potentiel de vitesse

L'écoulement des fluides idéaux est régi par les équations d'Euler (équations de
Navier-Stokes sans forces visqueuses) :

p%qup{ﬁ(q?J—qx(@xq)}:pf—@p (2.3)

ou: (G-vj=v ( ]qx(qu)

Pour un écoulement irrotationnel, Vx§=0 et §=V4¢, et en présence de forces de

volume conservatives, c'est-a-dire dérivent d'un potentiel, f =—gVh, I'équation
d'Euler (2.3) peut se réécrire sous la forme différentielle suivante :

(64/5) ( ]+@+ gdh=0 (2.4)
ot 2 o,
L'intégration (spatiale) de I'équation (2.4) nous donne :
2
% T j% +gh=C(t) (Pour un écoulement compressible) (2.5)
o,
Ou encore :
o9 . . .
ot + ? + = + gh= C( ) (Pour un écoulement incompressible) (2.6)
Yo

Ou C(t) est une fonction ne dépend que du temps et non de la position dans le fluide

(differemment du cas dun écoulement rotationnel). Pour un écoulement
incompressible, p = const, I'équation de continuité se réduit a :

VG =0 (2.7)

Et étant donné que le champ de vitesse d'un écoulement irrotationnel dérive d'un
potentiel, équation (2.2), cela conduit par conséquent a I'équation de Laplace
suivante :

V=0 (2.8)

Donc, pour determiner le champ de vitesse d'un écoulement potentiel incompressible,
il suffit de satisfaire I'équation de Laplace (2.8) et les conditions aux limites
appropriées qui portent sur la composante normale de la vitesse par rapport aux
parois solides (condition d'imperméabilité) :
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% _
o (2.9)

ou n est la coordonnée normale a la paroi solide. Sur les limites libres (free-stream),
des conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann peuvent étre imposées.

Aprés avoir résolu I'équation (2.8), le champ de vitesse peut étre obtenu a partir de
I'équation (2.2), et la pression a partir de I'équation (2.6) en déterminant d'abord la
constante C(t) a l'aide d'une condition aux limites sur la pression p.

1.3. Fonction de courant

Pour un écoulement incompressible (rotationnel ou irrotationnel) bidimensionnel, la
fonction de courant y est définie dans le plan (x, y), telle que :

G=Vyxk (2.10)

On constate que I'équation de continuité (2.7) est automatiquement satisfaite par le
champ de vitesse (2.10). Si I'écoulement est irrotationnel, la substitution de (2.10)
dans (2.1) donne I'équation de Laplace pour v :

aXZ 8y2
Avec les conditions aux limites suivantes: y = const le long d'une surface solide; et

conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann sur les limites libres (free-
stream).

2 2
va, 20V OV (2.11)
7%

Rq. : pour un écoulement incompressible irrotationnel bidimensionnel, nous pouvons
également utiliser I'équation (2.11) avec les conditions aux limites appropriées au
lieu de I'équation (2.8) afin de déterminer le champ de vitesse.

1.4. Lignes de courant et lignes équipotentielles

Les équations (2.2) et (2.10) peuvent s'écrire sous la forme suivante :

w22 _% y=99__ov 2.12)
ox oy oy OX

Les équations (2.12) sont appelées équation de Cauchy-Riemann. Pour illustrer la
relation entre les lignes de courant et les lignes équipotentielles graphiquement, nous
écrivons la différentielle totale des fonctions y et ¢ respectivement :

oy oy
dy =—dx+—d 2.13
V=" o (2.13)
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Chapitre 2

_ 99 4y, 9P
do = B dx + Y dy (2.14)

Dans la méme ligne de courant (y =const) nous avons dy =0, et en substituant

(2.12) dans (2.13) on obtient :

d v
—vdx+udy =0 donc (_y = - (2.15)
dX w=const u
— Pente devecteur
Pentedelatangente vitesse g

d'unelignedecourant

De méme, dans une ligne équipotentielle (¢ =const) nous avons d¢ =0, par

substitution de (2.12) dans (2.14) on obtient :

donc

(ﬂj — (2.16)
dx #=const v

udx+vdy=0

Pentedelatangente
d'uneligneéquipotentelle

—— -Equipotentie”e

|

Ligne de courént’\\\

Figure 2.2 : Lignes de courant et lignes équipotentielles

Multipliant (2.15) et (2.16), nous obtenons :

98-
dx w=const dx #=const

D'apres (2.17), nous pouvons donc conclure que les lignes de courant et les lignes
équipotentielles sont orthogonales en tout point d'intersection entre elles (voir Figure

(2.17)

2.2).
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1.5. Débit volumique

Soit 1’écoulement incompressible plan (x,y) ; le débit volumique entre les points A

et B, pour une épaisseur d’unité est donné par :

avec  G(u,v) et di(dx,dy)  (2.18)

Il

> ——y
o]l
=)

Le vecteur normal & dl est donné par :

i=sinai —cosa ] =97 -] (2.19)

o.lo.

Le debit peut se réécrire comme suit :

Q=

)>'—.UU

(U|+VJ) dyi — de :Tudy vdx
A

(2 dy + 2 dx)= Idl/f W~V (2.20)

Il
J>"—.CU

La différence entre deux valeurs de la fonction de courant y représente donc le débit

volumique entre les deux lignes de courant correspondants pour une épaisseur
d’unité dans la direction Oz.

Figure 2.3 : Ecoulement incompressible entre deux lignes de courant

1.6. Potentiel complexe

Etant donné que le potentiel de vitesse ¢ et la fonction de courant y vérifient les
équations de Cauchy-Riemann (2.12), il existe un potentiel complexe F(z) défini
comme une fonction de la variable complexe z = x+1y, telle que :
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F(z)=¢(xy)+iv(xy) (2.21)
On appelle vitesse complexe W(z), la fonction :
w(2)= Ty y) i, y) @22)

Rq. : cette approche a I'inconvénient d'avoir la solution avant de savoir quel était le
probleme en premier lieu. En outre, elle ne peut pas étre généralisée aux écoulement
potentiels tridimensionnels.

Voici donc quelques écoulements potentiels bidimensionnels élémentaires :

a) Ecoulement uniforme

Pour un écoulement uniforme de vitesse U faisant un angle « avec l'axe des x
(Figure 2.4a), le potentiel complexe F(z) est une fonction linéaire de z, tel que :

F(z)=U_e""z=U_(cosa —isina)x+iy) (2.23)
Donc on obtient :

{¢(x, y)=U_(xcosa + ysina)

w(x,y)=-U_(xsina—ycosa) (2.24)

b) Source ou puits

Dans ce type d'écoulement de débit volumique Q (Figure 2.4b), le potentiel
complexe F(z) est proportionnel au logarithme de z, tel que :

F(z)=+2Inz (2.25)
Donc on obtient :
p(x.y)=+2In(x?+y?f (2.26)
w(x, y)=+Zarctan(2)

Le signe (+) désigne un écoulement de source, et le signe (-) désigne un écoulement
de puits. Lorsque la source ou le puits se trouve au point z,, I'équation (2.25) sera :

F(z)=+2In(z-2z,) (2.27)
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c¢) Tourbillon ponctuel

Dans cet écoulement d'intensité de tourbillon T" (Figure 2.4c), le potentiel complexe
F(z) est proportionnel au logarithme de z dont la constante de proportionnalité est
imaginaire, tel que :

F(z)=—-iLInz (2.28)

Donc on obtient :

{cfﬁ(x, y)= %arCta”(y) ) (2.29)
w( )= In(x +y?)

Si T' >0 le tourbillon tourne dans le sens positive (sens antihoraire), et si I' <0 le
tourbillon tourne dans le sens négative (sens horaire). Lorsque le centre du tourbillon
se trouve au point z,, I'équation (2.28) sera :

F(z)=—iLIn(z-z,) (2.30)

d) Doublet

C'est I'écoulement induit par une source et un puits d'intensité respective Q et —Q

disposés de part et d'autre de I'origine sur une droite faisant un angle « avec l'axe
des x (Figure 2.4d), tel que :

_Q i) Qpfs  mia)_ Q 1+ /2
F(z)=2In(z+e“)-2In(z-ce )_Z”In(—l—ae‘“/zj (2.31)

Maintenant si on fait tendre vers zéro la distance 2¢ entre la source et le puits, le
développement en série de Taylor au voisinage de & =0, en négligeant les termes
d'ordre 2 et plus, nous donne :

F(z):%ln(uz‘feiaj (2.32)

z

Puisque & <<1, (2.32) peut s'approximer comme suit :

F(z)= Q;ezm (2.33)

Définissant | =Qe&/z comme l'intensité du doublet et @ comme son orientation, le

potentiel complexe correspondant s'écrit :

F(z)= Ie: (2.34)
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Donc on obtient :

¢(x y)= | XCOSa + ySina

2 2

R (2.35)
Xsina — ycosa
X, y)=1I
‘//( y) X2 +y?2
Lorsque le doublet se trouve au point z,, I'équation (2.34) sera :
F(z)= ¢ (2.36)
z-1z,

(© Tourbillon ponctuel (d) Doublet

Figure 2.4 : Ecoulements potentiels élémentaires
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1.7. Méthode de superposition

L'éguation de Laplace est linéaire, il est donc possible de former de nouvelles
solutions de cette équation en appliquant le principe de superposition des solutions.
L'exemple qu'on va voir est I'écoulement potentiel permanent autour d'un cylindre
circulaire de rayon a.

a) Ecoulement autour d'un cylindre circulaire sans circulation

Considérons le potentiel complexe obtenu par superposition d'un écoulement
uniforme de vitesse U, dans la direction x et d'un doublet placé a I'origine (z, =0),

d'angle d'orientation (a = 0) et d'intensité 1 , tel que :

F(z):Uwz+l (2.37)
z
F(z):[Uwr+l)cose+i(Uwr—ljsine (2.38)
r r
Potentieldevitesse ¢ Fonctiondecourant y

L'intensité du doublet peut étre déduite a partir de la condition aux limites sur la
surface du cylindre r =a qui coincide avec la ligne de courant  =0:

1 .

W(a,@)z(uwa——jsmezo donc | =U_a’ (2.39)
a

Donc la fonction de courant pour un écoulement potentiel permanent autour d'un

cylindre circulaire (sans circulation), est donnée par :

z//(r,e):Um(r—a—:jSinH (2.40)

Et les vitesses sont exprimées par :

2

2
vr(r,e):Um(l—?—Z]cose et v,(r,8)= —um(u ?—stinH (2.41)

Rq. : a l'infini r — oo, I'écoulement devient uniforme.

Etant donné que l'objectif de telle étude porte principalement sur la détermination des
efforts aérodynamique exercées par le fluide en mouvement sur I'obstacle, il convient
de déterminer la distribution de pression en tout point de la surface du cylindre
r =a. D'apres I'équation de Bernoulli (en supposant que les forces de volume sont
négligeables) :
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2
p+2U%=p, +2U? ona: p_pw+{1—(uij }%Ui (2.42)
Donc:
U@0))
p(a,6)=p, +§U§{1—(U""—’J }_ p, +2U2({L-4sin?0) (2.43)

L'équation (2.43) montre une distribution symétrique du coefficient de pression par
rapport a l'axe des x et l'axe des y, cela implique que la résultante des efforts

exercées par I'écoulement sur le cylindre est nulle (Paradoxe de d'Alembert).

b) Ecoulement autour d*un cylindre circulaire avec circulation

Considérons maintenant le potentiel complexe obtenu par superposition d'un
écoulement autour d'un cylindre circulaire sans circulation (2.37) et d'un tourbillon
ponctuel d'intensité T' placé & l'origine (z, = 0), tel que:

F(z):Uwz+l—iLlnz+ic (2.44)
7 2

Ou la constante ¢ a été ajoutée pour vérifier la condition (a, &)= 0. Il s'ensuit alors
que :

w(r,@):um(r—a—:jsine—Lln[LJ (2.45)

27 a

Et:

2 2

a a“ | . r
v (r,8)=U_|1-—-|cosé et vy(r,@)=-U_|1+— [sin@+— (2.46
(r0)-U.[1-%] e.0)=-0. 1% Jsno T e

La distribution de pression sur la surface du cylindre est donc :

seor-p.-qurf 209 |

U

o0

2
. T
=p, +2U2{1-4]sin@- 2.47
poo 2 oo{ ( 4 ||waj } ( )

La force exercée par I'écoulement sur un cylindre de profondeur unité s’exprime par :

F =—p(a,6)idl = —azjﬂ p(a, 9)(cos€T +siné@ ])d@ (2.48)

C
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Il en résulte que :

F=—pU,T] (2.49)

Donc, une intensité de tourbillon T" <0 assure une portance positive, alors que la
trainée demeure nulle a cause de la symétrie de la distribution de pression par rapport
alaxedes y.

Figure 2.5 : Ecoulement potentiel autour d'un cylindre circulaire
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Chapitre 2 Fluide parfait et ses applications

2. Ondes d’interfaces (écoulement a surface libre)
2.1. Définition

Les ondes d'interface sont les ondes se propageant a la surface de contact entre deux
fluides non-miscibles. Dans le cas des ondes se déplagant sur la surface libre de I'eau
soumise a la gravité, I'écoulement peut étre considéré comme idéal irrotationnel, et
donc I'équation a résoudre est celle de Laplace pour le potentiel de vitesse ¢.

Cependant, la position de la surface libre est a priori inconnue et il s'agit de la
déterminer a tout instant.

n(%.0) Surface libre
1 Patm

N AN
No /T N ST &

Y x<

(0%¢/0x%) + (6°¢/0y%) = 0 h

‘y_)-oo Y

Profondeur infinie Profondeur finie

Figure 2.6 : Ecoulement & surface libre

2.2. Modele général

Considérons le cas bidimensionnel dans le plan (x, y), I'écoulement loin de la surface
libre est régi par:

2 2
99,99 _g (2.50)
ox° oy
En considérant I'écoulement incompressible, I'équation de Bernoulli pour la surface
libre s'écrit comme suit :

2
09 94" Pam gy _ (2.51)
yo,

ot 2
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Ou la constante C = p,,,/p peut étre déterminée a partir de la condition initiale
lorsque I'eau est au repos, dont p=p,,, 0¢/ot=0, q=0 et y=0, donc (2.51)
devient :

2
aat_¢+7+gy7:o (a la surface libre y = 7(x,t)) (2.52)

L'équation (2.52) est appelée condition dynamique. la seconde condition stipule
qu'une particule de fluide qui se trouve a un certain moment sur la surface libre
restera toujours sur la surface libre; donc la composante v de la vitesse de cette
particule est donnée par :

v=41_01,,91

a la surface libre y = n(x,t 2.53
by ( y =n(xt)) (2.53)

L'équation (2.53) est appelée condition cinématique. Une autre condition est
imposée au plan inférieur limitant la couche d'eau (ou tres loin au-dessous de la
surface libre si le domaine est étendu a une profondeur infinie), telle que :

v=0 (@y=-h)ou(@ay——x) (2.54)
Donc le modele en terme du potentiel de vitesse s’écrit :

2 2
¥, _
ox° oy

@) Loy T2
at ), 2|\ex),, \oy

y=n

(2.55)
o Jl%%j on
o)., ot (ax),., o
U
ay y=—h

2.3. Modele linéaire (onde de faible amplitude)

La linéarisation du modele (2.55) peut étre obtenue en supposant que 1'amplitude de
1'onde 7 est assez faible (relativement a la longueur d'onde) pour que: (i) le terme
quadratique dans la condition dynamique soit négligeable; et (ii) le terme non-
linaire dans la condition cinématique soit également négligeable, on aura donc :

o¢

[gjw +gn=0 (2.56)
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Puisque 7 est trés petite, le développement en série de Taylor du premier terme au
voisinage de y =0 donne:

2
() 5) A58) (2]
a y=n a y=0 dyat y=0 ot y=0
La condition dynamique a la surface libre (2.56) devient :
8¢j
— 1 +gn=0 (2.58)
[ ot y=0

De méme, le développement du terme & gauche de la condition cinématique en série
de Taylor au voisinage de y =0, nous donne :

o) _(0¢ ) Lol z(%j 2.59
[ayjyzn (aylzf”(ayzl_f )=y (259

Et en négligeant le second terme a droite de la condition cinématique (car
on/ox — 0), on obtient :

(%] _on (2.60)
&), o
Maintenant en éliminant » des deux conditions (2.58) et (2.60), on obtient :
2
[a—fJ + g(@J 0 (2.61)
at y=0 ay y=0

Donc, le modéle linéaire s’écrit :

SN

8)2( +2yi?20
9% _o 2.62
jg[ @yj 252

).
y=—h

Bl
NN
ASS

)

7~ N /7 N
2/
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Chapitre 3
Dynamique des fluides réels

1. Ecoulements unidirectionnels (paralléles)

Un écoulement est dit unidirectionnel lorsqu'une seule composante du vecteur vitesse
est non nulle et les lignes de courant sont, a chaque instant, des droites paralléles a la
direction de 1’écoulement. Considérons un écoulement laminaire incompressible sans
forces de volume partout paralléle a I'axe des x, dont le vecteur vitesse est de la
forme :

g=u(x,y,zti

L'éguation de continuité pour un écoulement incompressible s’écrit :

divd:a—u+@+a—w=0 (3.1)
ox oy oz

Puisque v=w=0, on déduit que ou/ox=0, ce qui montre que la composante
u=u(y,zt) ne dépend pas de x. Cela nous permet de simplifier les équations de
Navier-Stokes, qui s'écrivent dans ce cas comme sulit :

op o o

+F-_"T_-0 implique que = p(x,t 3.2
N o plique g p=p(xt) (3.2)
u_ op, [0°u & 3.3)
Pa™ ox Mo o '

1.1. Ecoulement entre deux plans paralléles en mouvement relatif

Considérant I'écoulement permanent, incompressible, laminaire et bidimensionnel
d'un fluide newtonien entre deux plans paralléles. Le plan inférieur est fixe et le plan
supérieur se deplace parallelement a lui-méme a une vitesse constante U, (voir
Figure 3.1). L'équation différentielle régissant I'écoulement est :

d?u dp
—_— — 3.4
H a2 dx (3.4)
Avec les conditions d’adhérence :
u(0)=0 u(h)=U, (3.5)
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La forme générale de la solution de I'équation (3.4) est obtenue aprés l'intégration de
celle-ci deux fois par rapporta y:

1d
uly) =g G +C: (36)

Les constantes d'intégration C, et C, sont determinées immediatement en tenant
compte des conditions aux limites aux parois. La solution finale est donnée par :

u(y):_h_d_p(l_V_J N Up% (3.7)

Ecoulementde Couette

Ecoulementde Poiseuilleplan

Le profil de vitesse, donné par (3.7), apparait comme la superposition du profil
correspondant a un écoulement sans gradient de pression (écoulement de Couette), et
du profil correspondant a un écoulement entre deux plans fixes (écoulement de
Poiseuille plan). L'expression (3.7) peut encore s'écrire sous la forme :

M=¥(1— K[l—XD (3.8)

U, h h

Ou K =%$ est un gradient de pression adimensionnel. D'aprés la Figure 3.1 on
constate que, si K <1, la vitesse est partout positive; et si K >1, I'écoulement au
voisinage du plan inférieur se fait dans la direction opposée au mouvement du plan
supérieur. Le gradient de pression imposé est alors suffisamment grand pour
compenser, dans cette région, I'effet di au déplacement du plan supérieur.

ylhy Plan mobile
02 04 06 08 1 12 14 u/J

B =]

h K=3 K=-3

>

Plan fixe

Figure 3.1 : Ecoulement entre deux plans paralléles en mouvement relatif

35



Chapitre 3 Dynamique des fluides réels

1.2. Ecoulement de Poiseuille dans un tube cylindrique

Nous considérons maintenant I'écoulement axisymétrique dans un tube de section
droite circulaire de rayon R (voir Figure 3.2). Compte tenu de la symétrie du
probléme, on se limite & des profils de vitesse de la forme u(r), oo r=4y? +z2.

Pour un écoulement stationnaire, I'équation (3.3) s'écrit dans les coordonnées
cylindriques sous la forme :

ﬁi(rd_uj:@ (3.9)
rdr{ dr dx

La forme générale de la solution de I'équation (3.9) est obtenue aprés l'intégration de
celle-ci deux fois par rapporta r:

1.dp
ulr)=—-—=-r"+C,Inr+C 3.10
()= " tGMnr+C, (3.10)

La constante C, est nécessairement nulle car & r =0, la vitesse u(0) a une valeur
finie, et la constante C, est déterminée en utilisant la condition d'adhérence a la
paroi du tube u(R)=0. La solution finale est donnée par :

1 dp 2 2

ulr)=———\R“ —r 3.11
()= o ® ) (311

r/R‘

0.5

U/Umax
02 04 06 08 i
0.5

Figure 3.2 : Ecoulement de Poiseuille dans un tube cylindrique

Connaissant la distribution de la vitesse dans la section droite du conduit, on peut
déterminer le débit Q circulant dans le tube et le coefficient de frottement f définis
respectivement par :
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Q= Iu(r)Z;zrdr = —72-\: % (3.12)
‘ (—dp/dx)D, _ 64 (3.13)

2
2 A Re,

Ou D, est le diamétre hydraulique du conduit, et T =Q/zR?> est la vitesse
moyenne.

1.3. Ecoulement de Couette cylindrique

Considérons un écoulement permanent incompressible entre deux cylindres coaxiaux
de rayons R, et R, tournant autour de leur axe avec des vitesse angulaires
respectives w, et @, (voir Figure 3.3). On suppose que 1’écoulement est uniquement
provoqué par la rotation de cylindres et qu’aucun gradient de pression extérieur n’est
appliqué. On choisit le systéme de coordonnées cylindriques (r,¢9, x) avec X comme
axe de rotation.

L'écoulement se fait dans le plan (r,0). En outre, I'écoulement est axisymétrique

donc il est indépendant de 8. L'équation de continuité s'écrit dans les coordonnées
cylindriques sous la forme :

. 10 lov, ov
divg==—(rv, )+ =—2+-—2=0 3.14
a rar( ) r o0  ox (314)

Etant donné que v, =0 et dv, /06 =0, I'équation (3.14) se réduit a :

10 L

—a—(rvr )=0 celaimplique que v, == (3.15)
ror

Or, les conditions aux limites sur les parois de cylindres imposent que
v,(R)=V,(R,)=0, il vient alors que v, =0 partout dans le fluide. L'équation de
Navier-Stokes selon & donne :

ﬂ[azve +1%_v_9]:0

o> ror r?

Ou plus simplement :

Q(E orv, )) _0o (3.16)
or\r or

En intégrant cette équation deux fois par rapport a r, on obtient:

Vv, :Clr+% (3.17)
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En appliquant les conditions aux limites, v, (R, )= R,m, et v,(R, )= R,, , la solution
finale est donnée par :

_ R22w2 - Rlza)l n R12R22(w1 _a)z)l

vV, = r = (3.18)
? RZ —R? RZ_RZ r
VolwiR1 4
i ¥R = Ra/R1 w = wRw1R1
=
yv: 2.0
w=1.5 /
1 ]
W= 0.5 \\—_\_‘
y\/: 0.0
r/Ry
01 1.5 YR =2 =

Figure 3.3 : Ecoulement de Couette cylindrique

1.4. Premier probléme de Stokes (probléme de Rayleigh)

Soit une plaque plane infinie (y =0 et —oo < X < +o0) limite un demi-espace (y > 0)
occupé par un fluide initialement au repos. A l'instant initial (t =0) la plaque est
brusquement mise en mouvement de translation uniforme a la vitesse U, et le fluide
est mis en mouvement parallele (voir Figure 3.4). L'écoulement se fait dans le plan
(x, y) et est supposeé invariant dans la direction du mouvement, donc le gradient de

pression longitudinal est nul. Dans ces conditions, I'équation de Navier-Stokes (3.3)
se réduit a :

2
u_,o0u (3.19)
ot oy
La condition initiale et les conditions aux limites sont pour ce probléme :
u(y,0)=0
u(0,t)=U,, t>0 (3.20)

u(oo,t)—>0, t>0
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Nous cherchons u sous la forme auto-semblable u=U,f(;), dont analyse

dimensionnelle nous permet de définir la variable de similitude n:y/(zﬁ).
L'éguation (3.19) peut donc se transformer en :

f"(n)+2nt'(7)=0 (3.21)

avec comme conditions aux limites f(0)=1 et f(c0)=0. En intégrant I' équation
(3.21) deux fois par rapport a 77, on obtient la solution suivante :

f(n7)= %Clerf (n)+C, (3.22)

En appliquant les conditions aux limites, on aura :
f(7)=1—erf (17) = erfe(y) (3.23)

Ou erf(r) et erfc() désignent respectivement la fonction d'erreur et la fonction

d'erreur complémentaire. La variation de la vitesse sous la forme auto-semblable est
donc donnée par :

u=U,erfc(y) (3.24)

t>0

Figure 3.4 : Premier probleme de Stokes

2. Ecoulement a faible nombre de Reynolds (écoulement de Stokes)

Etant donné que le nombre de Reynolds représente le rapport des forces d'inertie aux
forces de viscosité, I'écoulement a faible nombre de Reynolds (écoulement de
Stokes) est celui ou les forces d'inertie sont négligeables devant les autres forces.
Cela nous permet d'omettre le terme d'advection de I'équation de Navier-Stokes pour
avoir I'équation de Stokes :
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o0 o= =
paq = pf —Vp+ 1A (3.25)

L'équation de Stokes (3.25), décrivant I'écoulement d'un fluide newtonien
incompressible a faible nombre de Reynolds, est valable pour les situations
suivantes :

- Les dimensions géométriques caractéristiques de I'écoulement sont petites ;
- Ecoulements caractérisés par une tres faible vitesse (écoulement rampants) ;
- Ecoulements de fluides avec une viscosité élevée.

L'équation de Stokes peut s'écrire sous d'autres formes alternatives. En prenant, par
exemple, la divergence de (3.25) on obtient :

Vip=0 (3.26)
Lorsqu'on prend le rotationnel de (3.25) on obtient :

ow 9
—=uV'w 3.27
P =H (3.27)
OU w=0u/dy —ov/ox est la vorticité. Pour un écoulement stationnaire, 1’équation

précédente peut s’écrire sous la forme :

Viy =0 (Equation biharmonique) (3.28)

3. Lubrification hydrodynamique

Tout mouvement relatif (glissement) entre deux surfaces est confronté au frottement
et par conséquent l'usure des pieces en mouvement. Une réduction importante de
frottement peut étre obtenue lorsque ces deux surfaces sont separées par un film
mince de fluide visqueux (lubrifiant), dont I'écoulement produit est a faible nombre
de Reynolds.

Considerons I'écoulement newtonien incompressible permanent et bidimensionnel
dont les forces massiques sont négligeables, entre deux plaque distant de h(x), I'une
est fixe et Iégérement inclinée (patin) et I'autre est mobile (glissiére) avec une vitesse
U, (voir Figure 3.5). L'écoulement du film induit par le mouvement de la glissiére
est régi par les équations de Stokes :

ML N (3.29)
OX oy
Ye v
L h
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Y it 3.30
o Mo THS (3.30)
—
Up
/1? 'UL:T?

2 2

Qﬁzy9§+y9% (3.31)
oy OX oy
Uph Up
3 #E

— L o
Patin
A
o
y hy h(x) b
Xy y'2
Glissiére Up

——

Figure 3.5 : Ecoulement induit par le mouvement de glissiere par rapport au patin

Etant donné la condition h/L <<1, I'analyse d'ordre de grandeur des termes dans les
équations précédentes nous permet de négliger (azu/ax?-‘) devant (azu/ayz), et
(6p/oy) devant (ép/éx), cela conduit & :

dp(x) _  *ulx.y) (3.32)
dx oy*®

Avec les conditions aux limites suivantes :

u(x,0)=U, u(x,h(x))=0 (3.33)

L'intégration de (3.32) nous donne :

u :igyz +C,y+C, (3.34)

En appliquant les conditions aux limites (3.33), la solution est par conséquent :

1 dp 2 yj
Uu=———hy-y°)+U,|1-= 3.35
2o W Y’) ( ’ (3.35)
Le débit volumique par unité de longueur est donc donné par :
h 1 dp,; h
=fudy=——"—h"+U, = 3.36
Qv g y 12/1 dX P 2 ( )
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D’ou:
d U
d—z _ Gy(h—;’ - 2%) (3.37)

D(I%lp = —6—”h(IX)(U—§ - Q—Z,jdh (3.38)
P a h h h
Donc
L BT B 211
p(X) pl - a L UP[h(X) hlj—i_Qv(h(X)z h12 J} (339)

Etant donné que les deux extrémités du systéme se trouvent a la méme pression,
p, = p,, I'équation (3.39) permet de déterminer la valeur du débit :

h.h
Y 1112 3.40
Qv P ( hl + h2 j ( )
Substituant (3.40) dans (3.39), on obtient finalement la distribution de pression :
30 p, — 896 [ (0, =) a4
L@ h(x)’ (h, +h,)
2500 T T T T T T T
2000 |
o 1500 .
2
a 1000F .
500 .
0 I | 1 | | 1 | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/L

Figure 3.6 : Distribution de p(x) — p1 pour Up =10 m/s ; x=10*kg/sm ; L=0.1m;
h1=0.2mm; h,=0.1 mm
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Chapitre 4
Couche limite dynamique

1. Développement de la couche limite
1.1. Définition

La couche limite est une région qui se développe dans d'un écoulement de fluide
visqueux, au voisinage d'une surface solide supposée fixe. Les effets dus a la
viscosité sont restreints a cette région dans laquelle la vitesse tangentielle a la surface
solide varie rapidement de zéro immédiatement sur celle-ci (condition d'adhérence) a
une valeur relativement élevée donnée par I'écoulement a I'extérieur de la couche
limite (voir Figure 4.1). Cette variation de vitesse se produit sur une épaisseur mince
o appelée épaisseur de la couche limite.

_——
——
—_
—
—

5(¢) — Coniche limite

Lignes de courant

Corps solide

Figure 4.1 : Développement d’une couche limite le long d’une surface solide

1.2. Epaisseurs de la couche limite

L'épaisseur de la couche limite & est une valeur de y pour laquelle la vitesse
u(x, y) tend asymptotiquement vers U (x) la vitesse de I'écoulement extérieur avec
une précision donnee, soit :
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u(x,5(x))=0.99U, (x)

D'autres épaisseurs caractérisant la couche limite dynamique peuvent étre introduites
également. L'épaisseur de déplacement ¢, (5° dans d'autres réf.) qui représente la
déviation vers le haut des lignes de courant due a la distorsion du profil de la vitesse
u(x,y), elle est donnée par :

5, = T(l— ijdy (4.1)
0 U,
L'épaisseur de quantité de mouvement &, (& dans d'autres réf.) qui représente une

épaisseur associée a la perte de flux de quantité de mouvement due au frottement
visqueux, elle est donnée par :

zu u
o,=[—|1-—1d 4.2
2 =] U, ( Uej y (4.2)
Le rapport entre I'épaisseur de déplacement et I'épaisseur de quantité de mouvement
représente le facteur de forme H =6, /5, .

1.3. Equations de la couche limite

Pour dériver les équations de la couche limite, on considére ici 1’écoulement
permanent et bidimensionnel (x,y) d’un fluide incompressible et sans effet de forces
massiques au Vvoisinage d'une plaque plane (voir Figure 4.2); dans ce cas les
équations de continuité et de Navier-Stokes s'écrivent :

8u+@:o

x oy

y“ Ue(X) N
i _Frontiere de la
== >/~ couche limite
=77 0(x)
7 Y u(x,y) X
Plaque plane

Figure 4.2 : Couche limite sur une plaque plane
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ou_ou_ 1op V{azu @]

U—+V—=—"" V| —+
ox oy poax o2 oyl

o ov  1lop v 0°v
U—+V —=———"+V — +—
ox oy poy \ox* oy
Les conditions aux limite pour I'écoulement considéré sont :
u(x,0)=0  v(x0)=0  u(x,0)=U,(x)

L'analyse d'ordre de grandeur nous permet d'estimer a priori les termes parus dans les
équations précédentes. Pour cela on utilise deux échelles caractéristiques de
I’écoulement :

- & I'épaisseur de la couche limite (perpendiculaire a I'écoulement);
- L une longueur caracteéristique dans la direction paralléle a I'écoulement supposée
trés grande devant &, telle que §/L <<1.

Si U et V désignent une vitesse longitudinal typique et une vitesse transversale
typique respectivement, les termes dans I'équation de continuité peuvent étre estimés
par :

ou ov
— +

OX oy
u v
5

Pour que I'équation de continuité soit satisfaite, ces deux termes doivent étre du
méme ordre, V/6 ~U/L, ce qui implique que l'ordre de grandeur de la vitesse
transversale est donné par :

V ~ éU
L
En tenant compte de cela, les ordres de grandeur des termes de I'équations de Navier-

Stokes suivant X sont :

M an UDEE Y
ou ou 1op d°u 0
U&'FV@Z—;&'FVE'FVW
T Ty R
L Lo L? Vs?

Les deux premier termes sont du méme ordre de grandeur % Le terme (II1) est

beaucoup plus petit que le terme (IV) et donc peut étre négligé, 12 ~ (£)° <<1. Les
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termes (1), (1) et (1V) doivent avoir le méme ordre de grandeur pour que les effets de
viscosité seraient présents dans cette équation, soit :

U 2 U - 1 H . 5 —1
~v— il s'ensuit que: T T Sav2

De la méme maniere, on peut estimer I'ordre de grandeur des termes de I'équations de
Navier-Stokes suivant y :

N v lop o v
Uu—+v—-=

5y o oy

X X

Us  Oro p ; ——

u=2  Usu yUst Us 1
L LL L2 "L

Des deux équations de Navier-Stokes, les gradients de pression dans la direction

longitudinale et transversale ont respectivement comme ordre de grandeur: %%~U—L2

et %%~%%, cela implique que: (%%)/(%%)~%<<1. C'est-a-dire que dans une

couche limite, la pression ne varie pratiquement pas dans la direction transversale, et
I'équation de Navier-Stokes suivant y se réduit a:

®_o
oy

Le gradient de pression dans la direction longitudinale est imposé par I'écoulement
non visqueux a l'extérieur de la couche limite et est donné par (d'apres I'équation de
Bernoulli) :

1dp U du,

pdx ¢ dx

donc p = p(x)

Eventuellement, la couche limite peut étre décrite par les équations suivantes :

ou ov

—+—=0
ox oy
ou  ou du, %
u—+v—=U, +v—
ox oy dx oy®

2. Equation de Blasius (solution auto-similaire)

Nous considérons le probleme d'une plaque plane placée dans un écoulement
paralléle a celle-ci et uniforme de vitesse U, =const. Dans ce cas, le gradient de

pression dans la direction longitudinale est nul et les équations de la couche limite
s’écrivent :
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ox oy
2
ua—u+v8—u:v6—l2J (4.4)
Y
Avec les conditions aux limites :
u(x,0=0  v(x0)=0  u(x,x0)=U, (4.5)

Il est commode dans cette approche d'introduire la fonction de courant y , telle que :

_oy ve v (4.6)
oy OX

En substituant (4.6) dans (4.3)-(4.5), I'équation de continuité est bien évidemment

u

. 2 2 ' 4 . .y .
satisfaite, 5% — <% =0, et I'équation de la quantité de mouvement devient :

2 2 3
dy oy oyoy _ oy @.7)

oy oxoy ox oy’ oy®
Et les conditions aux limites deviennent :

W (v 0)= W (\ 0)= OV (s o)
mumm 8y(x,o)o ay(x,)ue

Blasius a montré qu'une solution f(n) dite auto-similaire, qui dépend d'une seule
variable n(x, y) dite variable de similitude, peut étre obtenue en choisissant la
transformation suivante :

(4.8)

u.\? ,
n= y(;j = x)"* f(n) (4.9)

On doit maintenant exprimer les dérivées de y par rapport a x et y dans I'équation
(4.7) en fonction de f et n. Notons d'abord que :

on_ 1 (U 1g an (U,”
OX 2 X

Donc, on trouve :

12 12
aa_'/’:i(‘“ej f+(wex)”25—’7f'=1[wej (f-nf)
X 2\ X OX 20 X

W w22t —u, it
oy oy
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2
0 v _Uea—nf”:—lzuef”

oxoy  ° ox 2 X
2 12
0 g%
oy oy WX
831// _U (&jﬂza_n fm_U_ezfm
3~ e -
oy w ) oy WX

Substituant ces expressions dans I'équation (4.7), on obtient :

1U¢? 1U¢Z u?
_ e f!f”__ e f_ flfﬂ: e flﬂ 4.10
R S (-t === (4.10)
Aprés simplification, il en résulte par conséquent I'équation de Blasius :
" 1 14
f +§ff =0 (4.11)

Les conditions aux limites pour la fonction f(r;) peuvent étre déduites a partir de
celles définies pour la fonction de courant w/(x, y) comme :

f(0)=0 f'(0)=0 f'(c0) =1 (4.12)

L’équation de Blasius peut étre résolue numériquement, dont la solution est illustrée
dans le tableau ci-apres pour quelques valeurs de 7 :

n f f’ fr
0.0 0.00000 0.00000 0.33206
1.0 0.16557 0.32978 0.32301
2.0 0.65002 0.62977 0.26675
3.0 1.39681 0.84604 0.16136
4.0 2.30574 0.95552 0.06423
5.0 3.28327 0.99154 0.01591

A y=45,nous avons - = f'=0.99, ce qui correspond an=491(n=5 d’aprés le
tableau) ; cela conduit a partir de I’expression de 77 a:
5 491

X Re

(4.13)

X Nl

Les épaisseurs de déplacement et de quantité de mouvement peuvent Eétre
déterminées également a partir de la solution de 1’équation de Blasius ; on obtient
ainsi :
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o -t~ o S
- febel e o %0

X

La contrainte de cisaillement a la paroi est définie par :

pUe f”(O) — C. = Tp _ 0.664

Re? 1pUd Re:

— ou
Tp_'u@/

3. Equation de Von Karman (méthode intégrale)

On peut obtenir une équation trés pratique pour la couche limite laminaire avec
gradient de pression, par intégration par rapport & y entre O et h(x) (distance
normale a la paroi, supérieure a &) de tous les termes des équations de la couche
limite.

Equation de continuiteé :

h(x) Su h(x) Qv
—dy+ —d 0 4.14
P+ —dy= (4.14)
Equation de quantité de mouvement (forme conservative) :
h(x) a(UZ) h(x )8(vu) h(x) X 82y
——2dy + U, Y, d +v —d 4.15
g o W £ Y ([ y I y (4.15)

Etant donné que v(O): 0, l'intégration de I'équation de continuité donne :
h(x) Au
— 4.16
vh)=-1= (4.16)

En appliquant la regle de Leibniz pour la dérivation d'une intégrale sur la premiére
intégrale de I'équation (4.15), et sachant que u(h)=U_(x), on obtient aprés
réarrangement :
h(x) olu 2 h(x)
olu )dyzi i uzdy—U:% (4.17)
dx o dx

En tenant compte des conditions aux limites et de I'équation (4.16), la deuxiéme
intégrale de I'équation (4.15) nous donne :

T gy ) utn) -0, T Loy
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En appliquant de nouveau la regle de Leibniz sur l'intégrale du membre droit, on
aura:

h(x) h(x)
a(vu) d dh
dy =v(h)-u(h)=-U, | — [udy-U, —
dh , d "
=U?—-U,— [ud 4.18
S Yo Juay (4.18)

0

Le deuxiéme terme du membre droit de I'équation (4.15) s'écrit :

h(x) A2
v gyt 1(8u/8y )y, — 1(8u/dy), - (4.19)
0 Oy p — P

En substituant les équations (4.17) - (4.19) dans I'équation (4.15), on obtient :

d 4 0 du .
— [u®dy-U,— [udy— [ U dy =——2 4.20
ax ) U W TYeg Judy= JU S gy = (4.20)

En appliquant maintenant la régle de Leibniz de dérivation d'un produit de fonctions
sur le deuxiéme terme du membre gauche de I'équation (4.20), on aura :

d h(x) d h(x) dU h(x)
U,— [udy=— [U udy ———= fud 4.21
¢ dx g y dx £ Uy dx £ y (421)

En remplacant par (4.21) dans (4.20), on obtient apres réarrangement :

(x) ()
L uz | 21 Ylay +ueOIUe 1= oy = 2o (4.22)
0 Ue Ue dx o Ue P

Prenant h(x)— oo, et & l'aide des définitions de I'épaisseur de déplacement et de
I'épaisseur de quantité de mouvement, I'équation (4.22) peut s'écrire comme :

d

&(Uj@)w du i

e =P (4.23)
dx Jo)

e

En développant le premier terme et en divisant par U2, on obtient I'équation de Von
Karman :

C
d52+(2+H)dU852=_f (4.24)
dx U dx 2

e

Ou: o&,=Hs, et C,=1,/ipU?
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4. Méthode de Pohlhausen (profil de vitesse approche)

Cette méthode consiste a représenter le profil de vitesse sous une forme approchée
satisfaisant au moins partiellement les conditions aux limites du probleme. Dans ce
qui suit, nous considérons par exemple un profil de vitesse de type polynéme du
troisieme ordre :

Ui=a+b(%j+c(%j +d(%) (4.25)

Les dérivées premiere et seconde de ce profil par rapport a y, sont respectivement :

LU by Y (4.26)
U oy 6 o B

2
L OU_2 6q Y (4.27)

Les constantes a, b, ¢ et d peuvent étre déterminées a l'aide des conditions aux
limites suivantes :

uo) _,  ue)_, (%“J _0 [@jw (4.28)

Ce qui nous donnent :
a=0 b=23 c=0 d=-1

Par conséquent, le profil de vitesse (4.25) s’écrit :

u_ E(Xj _ i[l)a (4.29)
u, 2ls) 2ls '

e

Par la suite ce profil peut étre utilisé pour calculer I'épaisseur de la couche limite, en
calculant tout d'abord I'épaisseur de la quantité de mouvement :

o= Jo (- =l -10F 6 10 -10F by - o w0

0

Et le coefficient de frottement :

au

T :'U(W)o:§ v
P pUl 26U,

N[~

C, = (4.31)

Maintenant, les expressions (4.30) et (4.31) sont substituées dans I'équation de Von
Karman qui s'écrit dans le cas d'un gradient de pression longitudinal nul comme suit :
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C
ds, _Cr (4.32)
dx 2
On obtient ainsi :
39ds_3 v
280 dx 26U,

Soit :

o’ 280 v.
dx 13 U,

(4.33)

Comme &(0)=0, l'intégration de (4.33) donne :

5 4641
X Re:

(4.34)

En utilisant le profil de la vitesse (4.29) et la relation (4.34), on obtient :

S5, 174 5

X  Re

0.646 _ 0.646

2
Y 1 oF 1
X Re? Re:

1

2
X
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Chapitre 5
Ecoulements turbulents

1. Distribution universelle de vitesse (loi de la paroi)

La distribution universelle de vitesse est une relation semi-empirique qui représente
une bonne approximation du profil de la vitesse longitudinale prés de la paroi pour la
plupart des écoulements turbulents. Ce profil est divisé généralement en plusieurs
régions : sous-couche visqueuse ; couche tampon ; couche logarithmique et couche
défectueuse.

Couche externe

.«———————— Couche interne

\i
A

40 [ >l >le > _
Sous-couche Couche Couche
visqueuse  tampon logarithmique
30l «—— Couche défectueuse i

10
Figure 5.1 : Profil de la vitesse longitudinale d’une couche limite turbulente

On considére le probleme d’une couche limite turbulente incompressible sans
gradient de pression sur une plague plane lisse, et on définit deux grandeurs

adimensionnelles y* et u” telles que :

. L et ut=— (5.1)
v u

y
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Ol u, = \/g est la vitesse de frottement. Les lois de la distribution universelle sont

exprimées par :

u" =y’ (Sous-couche visqueuse) (5.2)
u"=5Iny*"-3.05 (Couche tampon) (5.3)
u"=<lny" +B (Couche logarithmique) (5.4)
u"=ilny" +B+ Z%Sinz(gﬁ) (Couche défectueuse) (5.5)

Ou k=04-0.41, B=5-5.5 et IT=0.44-0.6. Les lois (5.2) - (5.4) décrivant la
variation de la vitesse dans ce qu’on appelle la couche interne peuvent E&tre
remplacées par la loi de la paroi de Spalding :

y+:u++em[em+ g ) _(KW)J (5.6)

2 6

2. Loi de puissance 1/7¢me

Une approximation tres simple du profil de la vitesse dans la couche limite turbulente
a été proposée par Prandtl sous forme d’une loi de puissance un-septiéme :

u X%
-2 5.7

e

Cette loi peut donner des approximations satisfaisantes dans la plupart (90 %) de la
couche limite sauf au voisinage de la paroi; car selon cette loi la contrainte de
cisaillement pariétale est infinie (ce qui est faux). Cependant, elle peut aider a
déterminer facilement (contrairement a la loi logarithmique) les épaisseurs de
déplacement et de quantité de mouvement de la couche limite turbulente, telles que :

() gy 22
51£[1 (J de L5 (5.8)

5, = j(%)(l— (%Udy =15 (5.9)

3. Echelles de turbulence

D’aprés Richardson et Kolmogorov, les instabilités dans un écoulement turbulent
créent de grands tourbillons au sein de cet écoulement et auxquels ce dernier
transmet de 1’énergie cinétique ; ces grands tourbillons se brisent en tourbillons de

54



plus petite taille, qui eux-mémes se brisent en tourbillons encore plus petits. Ce
processus de transfert d’énergie continu, sans aucune intervention de la viscosité (car
le nombre de Reynolds a ces échelles est important), jusqu’a ce que la taille des
tourbillons devient si petite que le nombre de Reynolds (basé sur cette taille) est
d’ordre unité. A ce moment-la, les forces visqueuses deviennent importantes, et
I’énergie de ces tourbillons est dissipée en chaleur par frottement.

Injection d’énergie

G
Transfert

= Q0000

OQQOQ;DBQO@

Dissipation visqueuse

Figure 5.2 : Cascade d’énergie dans un écoulement turbulent

Pour déterminer la plus petite échelle (a partir de laquelle la viscosité devient le
facteur principal de dissipation de 1’énergie) dans un écoulement turbulent, on
considere un écoulement de longueur et vitesse typiques (caractéristiques) | et U
respectivement. Etant donné que les caractéristiques des grands tourbillons sont de
méme ordre que celles de 1’écoulement, on peut donc estimer que 1’énergie (par unité

de masse) de ces tourbillons est proportionnelle a U ?, et le temps de leur rotation est
I/U ; donc le taux de transfert d’énergie de ces tourbillons aux plus petits tourbillons

serait proportionnel a U3/I..

D’autre part, la taille des plus petits tourbillons (la plus petite échelle) » dépond

seulement de la viscosité cinématique du fluide v et du taux de dissipation d’énergie
par frottement &, ce qui conduit a I’aide de 1’analyse dimensionnelle a :

3 \V4 2
n-~ [V—j u, ~ (vg)]/4 t, ~ (K] (5.10)

& &
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Ou 7, u, et t, sont respectivement les échelles de Kolmogorov de longueur, de

vitesse et de temps. A 1’échelle de Kolmogorov, le taux de transfert d’énergie dans la
cascade turbulente (estimé précédemment comme étant proportionnel a U*/l) est

¢gal approximativement au taux de dissipation d’énergie par frottement ¢, il s’ensuit
alors que :

7~ Re;¥* u, ~U Re;™* t, ~ & Re¥? (5.11)

4. Champ moyen et fluctuations

Dans le processus de modélisation statistique de la turbulence, il est utile de
présenter chaque grandeur ¢ de I'écoulement comme la somme d'une valeur

moyenne ¢ , et d'une fluctuation ¢', telle que :
p=p+¢ (Décomposition de Reynolds) (5.12)

Pour les écoulements turbulents stationnaires, ¢ représente la moyenne temporelle
définie par :
t+T

#(r)=tim = T(r, )t (5.13)

'[—)ooT t

Pour les écoulements instationnaires, un autre type de moyenne plus général est
utilisé. Dans ce cas, ¢ représente la moyenne stochastique de la grandeur ¢ mesurée
sur un ensemble d'expériences identiques, telle que :

F(r1)=lim <3411 (5.14)

N —o

#(r.t)

Figure 5.3 : Grandeur moyenne et fluctuante dans un écoulement stationnaire et
instationnaire
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Ou ¢(r,t) est la moyenne stochastique, ¢,(r,t) est la grandeur mesurée dans la i*™

expeérience, et N est le nombre d'expériences réalisées. La définition de la moyenne
(temporelle et stochastique) implique les régles suivantes :

f'=0 f=f af=af frg=f+g
& of — B
- = f :f— =f—+ r o~
5 s g g g g g

5. Equations de Reynolds
5.1. Equations du mouvement moyen

On considére I'hypothése d'un écoulement incompressible de fluide newtonien, dont
les équations de mouvement s'écrivent en notation indicielle :

au,

=0 k=123 (5.15)
OX

ou, ouu 1lop o4
— ==tV
ot 0X, P OX OX,

L4, i=123 (5.16)

Rg. : l'indice i désignant la direction et il varie d'une équation a l'autre, alors que
I'indice k désignant la sommation et il varie dans la méme équation.

La décomposition de Reynolds pour les composantes du vecteur vitesse et la pression
s’écrit :

u=u-+u’ p=p+p (5.17)

En substituant (5.17) dans (5.15) et (5.16), on aura :

o +u) _, (5.18)
an

— r - r \i+ 2 = ’ 2 (= '
a(@, +ui)+a(uk +u )@, +ui)=_la(p+ Y )_H/a (@ :‘Ui)+gi (5.19)
ot X, L OX X,
En prenant maintenant la moyenne dans le temps des équations instantanées (5.18) et
(5.19), tous les termes ne faisant intervenir qu'une fois les fluctuations (u; et p')

disparaissent, et on obtient pour le champ moyen :
ou,

=0 5.20
o (5.20)
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ou, o@y) 1ép 0O, olugu?)
L, o@m) 1 Lo - du) (5.21)
ot OX P OX OX —— OX
k N l N k Forcemoyenne k
Forcemoyenne Forcemoyenne  Forcemoyenne devolume TensionsdeReynolds

dinertie depression deviscosité

Rg. : les tensions de Reynolds introduisent 6 inconnues supplémentaires (car le
tenseur de Reynolds est symétrique). On a donc un probléeme de fermeture dont il

faut établir un modele permettant de déterminer les termes ujuj .

5.2. Equations du mouvement fluctuant

!

Pour obtenir les équations associées aux tensions de Reynolds R; =uu’ , if faut faire
le suivant :

- soustraction les équations de quantité de mouvement moyennes (5.21) des
équations de quantité de mouvement instantanées (5.19) ;

' H H 14 H H 4 ro.
- multiplier (scalairement) I'équation qui en résulte par u’ ;
- réécrire la méme équation en inversant les indice i et j ;

- combiner les deux équations précédentes, et prendre la moyenne définie
précédemment.

Apres réarrangement, il vient :

za(inj)+ G(UkRij)z_(Rjk a, ]_ o) 1ol pf)+ ourp)
ot OX, OX, OX, OX, Pl OX OX;
Advection deR; Productiordestruction Trans&%té?gﬁsion) Diffusionspatialepar p’
(ou!  ou' 0°R,; ou’ ou’
N e Al T (PR 2 - y M (5.22)
pLoX; OX OX, OX,, OX,
M M

Productioridestruction par p’ Diffusionvisqueuse  Dissipation turbulente

Maintenant I'équation de I'énergie cinétique turbulente définie comme étant la demi-
trace du tenseur de Reynolds, k =1(R,, +R,, +R,,), peut étre déduite de (5.22),

nous obtenons ainsi :

o), o@k)_ _, am 1ouuuy)  1alup)
ot o, " ox, 2 X, p X
Advectiondek Productiondestruction  Transport(diffusion) turbulent  Diffusionspatialepar p’
2 ' '
S L (5.23)
X X, OX,

Diffusionvisqueuse  Dissipation turbulente

58



Chapitre 5 Ecoulements turbulents

Rq. : dans I'équation (5.23) les deux indices | et k désignant la sommation.

6. Hypothése de Boussinesq (viscosité turbulente)

La loi de comportement d'un fluide newtonien incompressible reliant le tenseur des
contraintes visqueuses au champ (moyen) de vitesse s’écrit :

ou. auj
! /{ax e J (5.24)

Par similitude, Boussinesq a proposé de relier le tenseur de Reynolds au champ
moyen de vitesse par :

— ou, ou;
—ouu’ = il BT 5.25
PUU] ut(axh 8xi] (5.25)

]

L'équation (5.25) fournit cependant une énergie cinétique turbulente nulle k =0;
donc, la relation suivante est plutot utilisée :

_ ou, ou; 2
Cou = | M T2 s 5.26
PEE 'ut[c’ix. ox ] 3'0k I (5.26)

j i
Ou la viscosité turbulente x, (= pxv,) n'est pas une propriété du fluide mais dépend

de I’écoulement, dont v, (comme la viscosité cinematique du fluide v) est supposée
étre le produit d'une longueur et d'une vitesse :

M, ~ pxlongueur x vitesse

7. Modéle de la longueur de mélange de Prandtl

Le modele de la longueur de mélange a été développé pour un écoulement
stationnaire incompressible bidimensionnel de type couche limite, dont la seule

contrainte de Reynolds qui intervient est —u'v’ :

ou _eu  du, o oluv)
u—+v—=U, +v —
x o ox oy’ oy

(5.27)

En utilisant I'nypothese de Boussinesq (5.26), cette contrainte peut s'exprimer par :

—u'Vv' =v, % (5.28)

Prandtl suppose que sous l'effet de la fluctuation de la vitesse transversale v', une
particule fluide se trouvant initialement a vy, traverse une distance I
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perpendiculairement au sens principal de I'écoulement tout en gardant sa QU de M“
dans la direction des x (voir Figure 5.4). La fluctuation turbulente u’ pourrait étre
considérée comme la différence entre la vitesse moyenne de cette particule T(y) et la

vitesse moyenne de son nouvel environnement T(y +1 ) (i.e. la vitesse moyenne de
la lame y=+1_ ou se trouve cette particule apres qu'elle traverse la distance +1 ),
telle que :

I=la(y£1,)-a(y) =1, (5.29)

u

>
oy

y“

Y <

Figure 5.4 : Longueur de mélange I et fluctuations turbulentes u', v'

Prandtl suppose également que u’ et v’ sont du méme ordre :

, ou
|V | = C1 X Im E (530)
Et supposant que :
—uV'=c, x '] v (5.31)

En substituant (5.29) et (5.30) dans (5.31), on obtient le modele de la longueur de
mélange :

a (5.32)

ou les constantes ¢, et ¢, sont incluses dans la longueur de mélange, et la valeur
absolue est abandonnée pour s'assurer que ou/dy négative implique une contrainte
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turbulente z, =—u'v' négative. De (5.28) et (5.32), on obtient la relation de la
viscosité cinématique turbulente :

ou

oy

Pour la couche limite turbulente, on utilise généralement un modéle de longueur de
mélange a deux régions, interne et externe, tel que :

(5.33)

_ 12
Vt_lm

1

_L(l L@jz
|  =0.41y|1—e 260 7% our <
mi y p Y=y, (5.34)

l,. =0.096 pour y>y.

Ou vy,, est la distance & la surface solide pour laquelle la viscosité turbulente calculée

avec | . est égale a celle calculée avec |, .

8. Modéles de turbulence a deux équations

Afin de modéliser les écoulements turbulents avec une meilleure représentation des
différents aspects de ce phénoméne complexe, il a fallu développer ce que l'on
appelle le modéle a deux équations, dont I'une est une équation de transport pour
I'énergie cinétique turbulente k, l'autre est une équation de transport pour une
grandeur physique représentant la dissipation de la turbulence, soit ¢ ou bien w,
telles que :

2
k=1u? s w=— (5.35)
271

8.1. Modéle k-&

Le modele standard k-& est le plus utilisé parmi les modeles statistiques (reposant sur
I’hypothése de la viscosité turbulente), cependant il s'applique uniquement a
’extérieur de la sous-couche visqueuse (soit a partir de y, = y,u./v ~50), et il
s’écrit comme suit :

ok ok 0 ok ou.

o = +9 et 5.36
Pa ek, T ax, lu k”t)axj ok, P (536

o¢ oe 0 oe ou. ¢ &?

%2 g 95 _ 00,4 9u)% lic p ME o & 5.37
p@t Yox.  ox. (v ‘“ut)éx. a1l ox; k 2P (5:37)

] ] ]
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k2
=pC,— (5.38)
Ou rfj est le tenseur de Reynolds donné par la relation (5.26), et les constantes du
model sont :

C,=009 C,=144 C,=192 4 =10 4 =0.769

Pour rendre compte de la présence d’une sous-couche visqueuse au voisinage d’une
surface solide (ou le nombre de Reynolds est relativement faible), on doit utiliser une
version modifiée de ce modele appelée « Modele k- a faible nombre de Reynolds »
et donnée sous la forme générale suivante :

8k ok 0 ok ou.
0 — =— | (u+3 1 )— |+7L L — pe+ L 5.39
+ pU x T ax, (u kﬂt)axj g PEtL (5.39)
oe oe 0 oe . OU; &
— o — =— +9 +C . f.7
P o o (e gut)axj afi7] xK
82
-C., fzp? +L, (5.40)
k2
lut = pC,u f,u ? (541)

Les constantes de ce modéle sont les mémes que celles du modéle standard, alors que
les fonctions sont données selon Launder et Sharma par :

f, =1.0 f, =1-0.3exp(- Re?) f —exp( 34/(+ 7% f )
2 _ 2
Re; :E L, =-2 [ﬂJ L, =2 M(azgl]
ve j Xj

Rg. : les modeles k-¢ sont moins sensibles que le modéle k- aux conditions aux
limites de I’écoulement libre, donc il est préférable de les utiliser dans la région loin
de la paroi.

8.2. Modéle k-m

Le modele k-w est egalement populaire et tres utilisé dans la modélisation statistique
de la turbulence, dont la premiére (et la plus simple) version proposée par Wilcox se
formule comme suit :
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ok _ ok 0 ok . OU. .
— o —=— +0 —_— 4T, — = ak 5.42
P A, x o ((ﬂ klut)axj] i P (5.42)
ow _ Ow 0 ow w , OU, )
— 4+ o0, —=— + — |+a, —7. — — 1) 5.43
P 8t puj ﬁxj an ((:u O_wlﬂt)axj] 1 k le ﬁxj ﬂlp ( )
k
MHe=p— (5.44)
(0]
Ou les coefficients du modeéle sont :
%Z% ﬁlZ% ﬂ*:Cy:%) lez% 0@1:%

Rq. : ce modele est plus fiable que le modele k-¢ dans la région prés de la paroi, donc
il est préférable de ’utiliser dans cette région.

8.3. Modeéle SST

Pour béneficier des avantages des modeéles k-¢ et k-w, Menter a propose de les
utiliser simultanément, chacun dans la zone de I'écoulement turbulent ou il est
signalé comme étant le plus fiable. Cette modélisation zonale utilise le modéle k-
de Wilcox pres des parois solides et le modéle standard k-¢ loin de ces parois solides.
Cela est effectué en utilisant la relation &= "wk pour transformer le modéle

standard k-¢ en une formulation k-w, telle que :

ok ok 0 ok . Ou. .
p Pl = (u+0kzut)—]+fi-—'—ﬂ pak (5.45)
ot b ox, ax,.{ X, b ox,
a_C()_'_pU a_a)—i ( + 0 )a_a) + Qrt@_ﬂ a)z...
p 8t J@Xj BXJ :u a)2:ut GXJ 2 k ij 6Xj 2p
- 2poc,, 0w oK (5.46)
@  OX; OX;
Sachant que :
a, =0.44 B,=00828 p"=C, =13 o, =1 o,, =0.856

Rq. : (i) il faut mentionner que 1’équation (5.46) est obtenue apres avoir négligé la
viscosité moléculaire dans le terme additionnel (appelé en anglais : cross-diffusion
term), et également négligé un autre terme additionnel qui n’affecte pas
significativement la solution d’apres [Hoffmann et Chiang]. (ii) le coefficient o,

doit avoir une valeur de 1/1.3 = 0.769, mais dans toutes les références il prend la
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valeur 0.856, qui est une valeur probablement corrigée pour s’assurer que
a,=M(p,,p ,0,,)=C,-1=044.

Maintenant le modéle k-o (équations 5.42-5.43) et le modele standard k-¢ transformeé
(équations 5.45-5.46) sont combinés a 1’aide d’une fonction de pondération F,, dont
le nouveau modeéle s’écrit comme suit :

ok ok 0 ok |, au,

—+pu +7 - aK 5.47
el ax((u owt)aJ g PP (5.47)
Prat TP ax Tax | MO e Tk axJ :

)P0z O 0K

+2(1-F, ~ 7
)] Xj Xj

(5.48)
Les constantes de ce modéle ¢ ={a,B,0,,0,} seront déterminées a partir de la
relation suivante :

¢=F¢ +(1-F)g, (5.49)

La fonction de pondération F, est congue de telle fagon qu’elle prenne la valeur 1 au

voisinage des parois solides et par conséquent le nouveau modele (5.47)—(5.49) sera
identique au modeéle k-w (5.42)—(5.43) ; et elle prenne la valeur O loin des parois
solides et par conséquent ce nouveau modele sera identique au modéle standard k-¢
transformé (5.45)—(5.46). Cette fonction est donc définie comme suit :

F = tanh(argf) (5.50)

_ 2002 dw ok -20
max(wza;’gx,lo )

arg, = mln(max(ﬂcd i?d%“) ‘é‘;‘k ;k) CD

ko

Ou d est la distance a la paroi la plus proche. Dans ce modéle la viscosité turbulente
est exprimée par la relation suivante :

0.310k
= 5.51
= max(0.310, OF, ) G51)
— 2 2Jk 500
F, = tanh(argz) arg, = max(ﬁmd de)

Rq.: (i) il est recommandé de prendre la constante o, égale a 0.85 dans le modeéle

SST au lieu de %. (ii) Menter a défini le terme Q dans la relation (5.51) une fois
comme étant le taux de déformation (x2) [Menter 1993] et une autre fois comme
étant la valeur absolue de la vorticité [Menter 1994].
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Annexe
Exercices d’application

Chapitre 1

E1.1: On considére le champ de vitesse d'un ecoulement bidimensionnel permanent
et incompressible, tel que q:(uo +bx)7—by] ; ou U, et b sont des constantes.
Calcule I'accélération des particules fluides.

E1.2: L'eau du robinet s'écoule verticalement vers le bas en chute libre dont
l'accélération d'une particule d'eau a tout instant est (0,0, g).

1. Détermine la vitesse de cette particule a I'aide de la description Lagrangienne ;

2. Détermine la vitesse de cette particule a I'aide de la description Eulérienne.

E1.3 : Une particule fluide de dimensions axa est déformée aprés un certain temps
en un rectangle de longueur 2a tout en restant alignée avec l'axe des x et I'axe des
y . Quelle sera la hauteur de cette particule si I'écoulement est incompressible ?

E1.4: Pour les champs de vitesse suivants identifie le type de mouvement et de
déformation que subissent les particules fluides lors de 1’écoulement :

1. G=U, +bx)i —byj 2. G =—ayi +axj
3. q.z_kryyziﬂ—kkxziyzJ7 4. q’zmxziyzr+mx2iy2]

E1.5 : Etablis I'équation de continuité, en utilisant le bilan de masse dans un volume
(cubique) élémentaire infinitésimal Axx Ay x Az .

E1.6 : Ecris I'équation de conservation de I'énergie sous forme enthalpique, sachant
que : p%=Q'+§(E§T)— pva + @ et h=0+

P
el

E1.7 : Pour un écoulement idéal, permanent et incompressible, établis I'équation de
Bernoulli a partir de I'équation d'Euler.

Chapitre 2

E2.1: Détermine la fonction de courant et le potentiel de vitesse qui correspondent
aux champs de vitesse suivants :

1. q=a(x2—y2)i‘—2axyj? 2. G=2x+y)i —(x+2y)j 3.4=—xi+yj
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E2.2 : Le champ de vitesse d’un écoulement source est défini par v, =< et v, =0.
On demande de déterminer le débit volumique sortant de cette source.

E2.3 : Soit le potentiel complexe F(z):Um(z2 + az)f. Trouve les équations a partir
desquelles on peut déterminer y et ¢.

E2.4 : Soit le potentiel complexe F(z)=U_z+cInz+il

1. Détermine ¢ et 1 pour que le point d’arrét P, se trouve a (r,,z) et w =0 sur la
ligne de coutant passant par le point d’arrét P, ;

2. Trace les lignes de courant =0 ; £ ; £ ; 3%,

Sachantque r, =1met U _ =1m/s

Chapitre 3

E3.1: Soit I'écoulement laminaire permanent incompressible et unidirectionnel d'un
fluide newtonien entre deux conduites circulaires coaxiales.

1. Détermine le profil de la vitesse ;

2. Détermine le débit volumique et déduire la vitesse moyenne de I'écoulement.

E3.2 : Soit I'écoulement plan unidirectionnel a surface libre d'un fluide visqueux
d'épaisseur "e™ sur une plaque inclinée d'un angle « par rapport a I'horizontale.
Détermine le profil de la vitesse.

Rz "y >

IRt T 1
E3.1

E3.3: Montre que, pour un écoulement laminaire permanent incompressible et
visqueux entre deux plans infinis mobiles (u(0) =V et u(s)=U) distant de ¢, le
débit volumique par unité de longueur et les contraintes de cisaillement sur chaque
plan s'expriment respectivement par:

QZ_%%"‘ (U +V) To:ﬂ(%_%%) Ta““( _V+2(i1 dx)

E3.4 : Un cylindre de rayon R tourne autour de son axe avec une vitesse de rotation
constante o dans un fluide newtonien au repos loin du cylindre.
1. Quel est la force provoquant le mouvement du fluide ?
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2. Si I'écoulement est permanent, incompressible et unidirectionnel suivant 6, avec
forces massiques négligeables, simplifie les équations de mouvement pour obtenir
celles régissant cet écoulement :

5_p+1£(pmr)+1_a(pug)zo
ot ror r oo

2 2

au, o, ou Uy ou Uy  1op ﬁ(lﬁ(rur)}r%a u _%% o
ot o r 80 r p or or\ror r< oo r< oo

2

Ny 4y, Lo Lo Mo UYy 1P, Q(EQ( Ue)j"'iza Uy, 2 | g
ot o r o6 r pr 060 or\ror r< oo re oo

3. Determine la vitesse de I'écoulement u,, ;

4. Détermine la distribution de pression p, sachant que p(r — )= p

0 *

Fluide
E3.4

N/

Chapitre 4

E4.1 : Soit I'écoulement laminaire permanent et incompressible sur une plaque plane.
1. Applique la conservation de masse dans le volume de contréle (ligne interrompue)
et donne I'expression de la hauteur h ;

2. Qu'est-ce qu'elle représente ?

g i E4.1
U, . V.C. Ligne de courant U
1 e { — 1n
J - Ecoulement extérieur | f ¥
W= T =
= > —~"" Couche limite ) |79

@]
<

E4.2 : On considere I'écoulement sur une plaque plane horizontale dont le profil de
la vitesse u(x, y) peut étre approximé par la fonction suivante u(x, y) = asin(wy).
1. Détermine les constantes a et w ;

/ - o
2. Détermine %, %2 H et 2~
HU,,
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E4.3: Soit I'écoulement de type couche limite sans gradient de pression sur une
plaque plane horizontale de largeur unité, dont le profil de vitesse est approximé par
la fonction linéaire u(x,y)=ay+b.
1. Détermine les constantes a et b ;
2. Détermine F, la force de frottement s'exercant sur la surface de la plaque en

fonctionde p,U_et 5.

Chapitre 5 :

E5.1 : Dans un écoulement turbulent et tres prés de la paroi solide, la vitesse varie
linéairement avec la distance a la paroi et le gradient de la vitesse peut donc
s’exprimer par g = fn(u,,v), montre qu’a partir de I’analyse dimensionnelle cela

conduit & une relation similaire a (5.2).

ES5.2 : Dans un écoulement turbulent et suffisamment loin de la paroi solide, 1’effet
de viscosité est négligeable et le gradient de la vitesse peut donc s’exprimer par

g—; =21fn(y,u,), montre qu’a partir de I’analyse dimensionnelle cela conduit a une
relation similaire a (5.4).

E5.3 : Sachant que la turbulence a la plus petite échelle dépend seulement de la
viscosité cinématique du fluide v et du taux de dissipation d’énergie &, démontre
les relations des échelles de Kolmogorov (5.10) en utilisant 1’analyse dimensionnelle.

E5.4 : Si la moyenne temporelle ¢ d'une grandeur physique ¢ =¢ + ¢’ dans un
écoulement turbulent est définie par la relation (5.13), démontre les regles suivantes:

lg=¢ 2.4'=0 3.6, b, =0 b, +4 -4

E5.5 : La distribution de vitesse d'un écoulement turbulent établi dans un tube de
rayon R est approximativement décrite par %) = (%)7 oubienpar u* =1Iny" +B.

1. Détermine la vitesse moyenne U en utilisant les deux approximations ;
2. Déduis le rapport des vitesses u_ /U .

ES.5

7

Umax

v u®)

\
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