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 مقدمة:

ؼ و الطموحات و ما يرافق ذلك من ابؼخاطر ىدابسبب تعقد التًكيبة التنظيمية و التسيتَية و تشابك الأ
التي تواجهها ابؼؤسسات ، لم يعد متخذ القرار فيها قادرا على برمل ىذه الأعباء بالاعتماد على ما يتمتع من صفات 

التي تعتمد التفستَ  للئدارةو قدرات موروثة و مؤىلبت مكتسبة ، حيث ابذو الفكر التسيتَي بكو ابؼعطيات ابغديثة 
التي تواجهها ابؼؤسسات في الواقع العملي ، من أجل ترشيد القرار و جعلو و الكمي للظواىر و ابؼشكلبت  العلمي

، على الرغم من أف العديد من ابؼتغتَات يصعب السيطرة عليها و اخضاعها  متماشيا مع ما ىو مطروح من برديات 
 صر البشري و العوامل ابؼؤثرة فيو.ا ترتبط بالعنلى أساس رقمي ، لأنهللطرؽ العلمية و برليلها و التعامل معها ع

وضمن ىذا السياؽ، بقد أف رياضيات ابؼؤسسة كتطبيق علمي للطرؽ الرياضية في حل بـتلف ابؼشاكل 
و الاقتصادية التي تواجو متخذ القرار و القابلة للتكميم بالدرجة الأولى، اذ أف الأصل فيها ىو بناء بماذج  التسيتَية

لتصوير ابؼشكلبت الواقعية ثم حلها و اختيار ابغلوؿ البديلة و بعدىا اختيار ابغل الأمثل و تطببيقو على أرض الواقع. 
 أداة مهمة تقدـ وصفا دقيقا للظواىر الاقتصادية و برديدا رياضيات ابؼؤسسة تعتبر ،و بذلك نستطيع القوؿ أف

للمشكلة ابؼراد دراستها اذا تم بناء بموذج رياضي و تهيئة بياناتو بشكل صحيح يساعد على الوصوؿ الى القرار 
نقل و وفي ىذا الصدد بكصي بؾموعة من النماذج نذكر منها بموذج البربؾة ابػطية، بموذج ال الأنسب الواجب ابزاذه.

، و ىي النماذج التي تم تناوبؽا في ىذه ابؼطبوعة ابؼوجهة لطلبة السنة الثانية ليسانس علوـ بموذج البربؾة غتَ ابػطية 
بذارية وعلوـ التسيتَ  و ابؼعدة وفق البرنامج الوزاري ابعديد، بحيث اعتمدنا البساطة و الوضوح في اخراج ىذه ابؼادة  

 الرياضية التي تثقل كاىل الطالب غتَ ابؼتخصص في الرياضيات من جهة ، و ربط من خلبؿ الابتعاد عن البراىتُ
ىدفنا في ذلك اتقاف الطالب  ابؼفاىيم و القواعد النظرية بأمثلة تطبيقية و بؾموعة من التمارين المحلولة من جهة أخرى.
 مكنة في لل ما ىو متاح. لاستخداـ بعض النماذج الرياضية في حل ابؼشكلبت للوصوؿ الى أحسن الوضعيات ابؼ

 وصف المقياس: 
ضم القسم الاوؿ و ابؼتعلق قد تأطرت مكوناتها في قسمتُ حيث مضامتُ ابؼطبوعة ،ف بغرض تغطية

تسهل للطالب الولوج الى ،اضرات على سبعة فصوؿ ، أولو مدخل للبربؾة ابػطية  الذي يشكل خلفية نظرية بؽا بالمح
لنموذج الرياضي لتطبيقات البربؾة ابػطية ، أما الفصل الثالث و الرابع فقد أوضحا الفصل الثاني ابؼوسوـ بػصياغة ا

  طرح الفصل ابػامس في ابهاد ابغل الأمثل للبرامج ابػطية ، في حتُ يقتي الرسم البياني و السمبلبكس على التوالي طر 
دى قدرتو على ابغفاظ على أمثليتو و مفكرتي الثنائية و برليل ابغساسية  من خلبؿ مسابنتهما في ابهاد ابغل الأمثل 

ابغالات  من نقل باعتبارهالتناوؿ الفصل السادس بموذج  ، كما  في حالة حصوؿ أي تغتَ في مكونات البرنامج ابػطي
فقد   الفصل السابعأما ، في وجود بؾموعة من القيود  ابػطية مثليةالألوصوؿ الى ابؽادفة  ل ابػاصة للبربؾة ابػطية 

مع العلم ، أف  البرامج الرياضية ابؼهمة ابؼطبقة في المجالي الاقتصادي و التسيتَي.  كإحدى  خصص للبربؾة غتَ ابػطية 
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اكتسابو من ىذا يعرض بشكل مركز و دقيق ما بهب على الطالب لخص كل فصل من ىذه الفصوؿ كاف متبوعا بد
 الفصل.

على قسيمو حسب بؿتويات القسم الأوؿ ، بحيث اشتمل أما القسم الثاني ابػاص بالتطبيقات ، فقد تم ت
على  توقتًحة من أجل مساعدسلسلة بسارين  مو  الطالب ، لإمكاناتفي قالب سهل و بسيط مراعاة  بؿلولةبسارين 

 ضرورة  معوأف لا يبقي خيالو حبيس الأمثلة و ابؼسائل النظرية ،   النماذج ابؼعروضة في بـتلف الفصوؿترسيخ و فهم 
الاستعانة بدختلف ابؼراجع ابؼتوفرة في مكتبة الكلية و عبر شبكة الانتًنت  والتي تتناوؿ  تلك النماذج بشكل معمق و 

بفا جعلنا نركز على أسبوع على الأكثر في تلقي ابؼادة ،  15، لأف ىذه ابؼطبوعة أخذت بعتُ الاعتبار مدة مفصل 
 الأساسيات و نتجنب التفاصيل.

تكوف ىذه ابؼطبوعة عونا لأبنائنا الطلبة و أكوف قد وفقت بتقدنً الأحسن و أف   أرجو أف  ،في الأختَ 
في المجاؿ الااقتصادي و التسيتَي، في بؾاؿ النماذج الرياضية ابؼطبقة  مو احتياجاته هممعلوماته امنه وف يستوفمرجعا 

 تلقى اىتماما من زملبئنا الأساتذة بتقدنً  الانتقادات البناءة الكفيلة بتحسينها مستقبلب. و أف
 أىداؼ المقياس: 

 ينتظر من الطالب بعد اكماؿ تدريس ىذا ابؼقياس أف يكوف قادرا على:
  ،التسويق....الخ. بمذجة ابؼشاكل التسيتَية و الاقتصادية كمشكلة بزطيط الانتاج، ابػلط 
  ابغل الأمثل بيانيا لنماذج البربؾة ابػطية ذات ابؼتغتَين.ابهاد 
 .ابهاد ابغل الأمثل بالطريقة ابؼبسطة بعميع أنواع البرامج ابػطية 
 .التفستَ الاقتصادي بؼكونات ابغل الأمثل 
 .بناء و تفستَ البرامج الثنائية للبرامج الأصلية 
  نامج ابػطي.اجراء برليل ما بعد الأمثلية في حالة تغتَ مكونات البر 
    كل أنواع مسائل النقل لابزاذ القرار الأمثل.التعبتَ الرياضي  وحل 
   حالات البربؾة غتَ ابػطية.ابهاد أمثلية ابغل لكل 
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 :المهارات المستهدفة
 بعد قراءة ىذا الفصل سيكوف الطالب قادرا على:

 فهم متطلبات تطبيق البربؾة ابػطية في ابؼشاكل الادارية. 
 برديد بنية وصيغ  بموذج البربؾة ابػطية. 
 .الافتًاضات الأساسية لنموذج البربؾة ابػطية فهم 
 ادراؾ استخدامات البربؾة ابػطية. 

 

 محتوى الفصل:
I . طبيعة البربؾة ابػطية 
 .تاريخ البربؾة ابػطية.1
 .مفهوـ و بنية البربؾة ابػطية.2
 .فرضيات البربؾة ابػطية.3
 .متطلبات البربؾة ابػطية.4
II ابػطيةالبربؾة وخطوات  تطبيقات  ،: صيغ 
 .صيغ البربؾة ابػطية.1
 ..تطبيقات البربؾة ابػطية.2
 .خطوات استخداـ البربؾة ابػطية.3
III.تقييم أسلوب البربؾة ابػطية. 

 ابؼلخص
 
 

 تمهيد:
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ابؼختلفة ،لأف  تعتبر البربؾة ابػطية من أكثر الأساليب الرياضية استخداما و أبنية  في القرارات التسيتَية
ابؼشكلبت التسيتَية و ابهاد ابغل الأمثل للصيغة الرياضية و  نفائدتها تكمن في قدرتها على التعبتَ رياضيا عن كثتَ م

الذي سيعد أساسا لابزاذ القرار الرشيد . بؽذا سنحاوؿ من خلبؿ ىذا الفصل اعطاء فكرة عن مفهوـ وطبيعة البربؾة 
 تطبيقها بالإضافة الى مراحل استخدامها، ومزاياىا و بؿدداتها.ابػطية ، وتطورىا، و بؾالات 

I :طبيعة البرمجة الخطية . 
 

 1. تاريخ البرمجة الخطية:
تعتبر البربؾة ابػطية من أىم التطورات العلمية التي توصل اليها الانساف في النصف الثاني من القرف العشرين ، 

الادارية بشكل علمي و بدنظور بىتلف عن الطريقة التي كانت تعالج  حيث مكنت متخذ القرار من النظر الى ابؼشاكل
 بها الأمور من قبل  بفا نتج عن ذلك برقيق في الأرباح و وفرة في ابػسائر.

الأوؿ الذي وضع لبنة   Leonid Kantorovichومن الناحية التاربىية ، يعتبر عالم الرياضيات السوفياتي 
أوؿ بؾلة  في البربؾة ابػطية بعنواف "الطرؽ الرياضية في تنظيم و بزطيط  1939بنائها  من خلبؿ تقدنً في سنة 

    1الانتاج" في جامعة لينينقراد .
من الأوائل الذين قاموا بدحاولات في استخداـ البربؾة ابػطية   George Stieglerكما يعتبر ايضا العالم 

،حيث حاوؿ آنذاؾ دراسة ابغد الأدنى للنفقات اللبزمة للفرد لتأمتُ الكميات الكافية بغياتو و ابؼكونة  1945ـ عا
من تسعة مقومات غذائية أساسية ) فيتامتُ، حديد، بروتتُ...( بوصل عليها من سبع و سبعوف مادة غذائية بـتلفة، 

ة الثانية و بعدىا في أوربا.  وقد قادتو ىذه الدراسة الى وضع مستهدفا بذلك مقارنة غلبء ابؼعيشة قبل ابغرب العابؼي
أوؿ بموذج رياضي خطي ، بؿاولا حلو بالطرؽ الرياضية ابؼعروفة في تلك الفتًة كطريقة لاغرانج ، و كتب حينها 

" بفا جعلو يقوؿ:" يبدو أنو لا توجد أية طريقة مباشرة لابهاد ابغد الأدنى لدالة خطية بزضع متغتَاتها لشروط خطية
  2يعيد المحاولة و التجريب للتقرب من حل ابؼسألة و التي تدعى الآف بدسألة التنظيم الغذائي.

 Georgeفقد شكلت نقطة بروؿ في تاريخ البربؾة ابػطية حيث بسكن العالم الأمريكي  1947أما سنة 
Dantzig الأمريكي بالاعتماد على ما  من التوصل الى حل بعض مشكلبت التخطيط و الصيانة في سلبح الطتَاف

. وقد تم ادخاؿ  1951( و التي نشرت لاحقا في سنة la méthode du simplexeيسمى بطريقة السمبلبكس)
تعديلبت و تطورات كثتَة عليها حتى تتلبءـ مع بصيع ابغالات ابؼمكنة للنماذج ابػطية التي رافقت التطورات 

 اعية في العالم. نالاقتصادية و الص
 :مفهوـ و بنية البرمجة الخطية. 2

                                                           
1
 Gerald  Baillargeon,  programmation linéaire appliqué, outille à l’aide de décession  , éditions SMG, Québec, 

1996, p24 

2 27، ص 1999،  دار وائل للنشر، عما ف، 1، ط خوارزميات و برامج حاسوبيةبحوث العمليات ، ابراىيم  نائب، انعاـ بقية،  
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 1يتكوف بموذج البربؾة ابػطية من ابؼكونات الأربع التالية:

 (المتغيراتles variables  :) بسثل ابػيارات ابؼتاحة بؼتخذ القرار، و قيمها في البربؾة ابػطية بردد ابغل الأمثل
nXXXXويرمز بؽذه ابؼتغتَات بػ ،  .....,,.........,, 321 

 ابؼتغتَات في ابؼسألة ابؼدروسة . عدد  nحيث 
 ىذه ابؼتغتَات تعبر عن أحد ابؼفاىيم التالية :

 . كميات إنتاج بؼنتجات معينة 
 . ساعات عمل في أقساـ معينة من مصنع أو شركة أو مؤسسة 
 . مبالغ من ابؼاؿ ابؼخصص لأنشطة أو فعاليات معينة 
 . ُكمية ابؼواد الأولية اللبزمة لتصنيع منتج معت 

 (دالة الهدؼla fonction objective :) وبرقيقػػػو،  إليونػػريد الوصػػوؿ  الذيىي دالة رياضيػة بسثػل ابؽػػدؼ
  يعبر عنها رياضيا  بػ 

nn XCXCXC  ............2211 J

n

J

J XCZ 



1

 

   .أعداد حقيقية تدعى بدعاملبت دالة ابؽدؼ   CJحيث 
 التي تعابعها البربؾة ابػطية إلى :تصنف الأىداؼ 

 تستخدـ ىذه الدالة عندما نسعى الى برقيػق أكػبر قيمػة بفكنػة كزيػادة الانتػاج الى اقصػى تعظيم دالة الهدؼ :
 حد بفكن. يرمز للدالة في ىذه ابغالة بػ : 

nn XCXCXCMaxZ  ...............2211 
 أدنى قيمة بفكنة كتقليل تكلفة  تستخدـ ىذه الدالة عندما نسعى الى ابغصوؿ على دالة الهدؼ: خفيضت

 الانتاج الى أدنى حد بفكن. يرمز للدالة في ىذه ابغالة بػ :
nn XCXCXCMinZ  ...............2211 

 (القيودles contraintes :)، بسثل بؾموعة المحددات أو العوائق التي بهب ابػضوع بؽا من أجل برقيق ابؽدؼ 
فهي تعبر عن ابؼوارد ابؼتاحة التي بهب أف تكوف بؿددة وقابلة للقياس . يتم التعبتَ عنها بصيغة رياضية على شكل 
متباينات أو معادلات من الدرجة الأولى اذ بيثل الطرؼ الأيسر ابؼتغتَات و معاملبتها ابػاصة أما الطرؼ الابين 

 ية: فيمثل قيمة ثابتة  ، كما تأخذ أحد الأشكاؿ التال

                                                           

  
1
 2000دار ابؼستقبل للنشر و التوزيع ، الأردف، ، 1طبحوث العمليات في العلوـ التجارية ,   ،علي العلبونة ، بؿمد عبيدات ،عبد الكرنً عواد   

 153.،ص 
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..,,.........2,1 mi                   i

n

j

jij bxa 
1

 

2,1.........,,..أو mi                 i

n

j

jij bxa 
1

 

2,1.........,,..أو  mi                   i

n

j

jij bxa 
1

       

 أنو في كلب الأشكاؿ : حيث
           n  :  ابػطي النموذجعدد ابؼتغيػرات في. 

           m عدد الشروط ابػطية (. : عػػدد قيػود ابؼسألة ( 
          aĳ يةنتدعى بابؼعاملبت التق : أعداد حقيقية. 

          : bi من قيود ابؼشكلة لبات اللبزمة لكل قيػدطأعداد حقيقيػة تعبر عن ابؼوارد ابؼتاحة أو ابؼت   
  عػدـ سػلبية( المتغيػراتnon négativité des variables:)  وىػذا يعػتٍ أنػو يسػتوجب أف تكػوف بصيػع

 ابؼتغتَات موجبة أو معدومة، ويعبر عنها رياضيا بػ: 

..,,.........2,1 nj                  0jx 
 فرضيات البرمجة الخطية:.3

موارد بؿدودة على عدد من  استخداـأسلوبا رياضيا لتوزيع أو ، أف البربؾة ابػطية بسثل ذكرنا فيما سبق 
ىذا ما يبتُ لنا و بفكن بؽا بفثلب في شكل ىدؼ بؿدود ,  استخداـالبديلة ,بالطريقة التي برقق أفضل  الاستخدامات

الأولى حيث يقصد ب  Alternatives), و فكرة البدائل )  Activité))بنا فكرة النشاط فكرتتُعلى تستند إلى  اأنه
تلك الوسائل ابؼختلفة التي بيكن أف أما الثانية فتعتٍ في بؾاؿ الأعماؿ تلك الطريقة التي بيكن أف يتم الإنتاج بها , 

فتًاضات الإتؤدي كل منها إلى برقيق ابؽدؼ المحدد, و في ىذه ابغالة تقوـ البربؾة ابػطية  في أساسها النظري على 
 1التالية : رئيسيةال
 ( التناسبيةproportionnalité:)  و يعتٍ ذلك أف كل نشاط قد يعتبر مستقلب عن الآخر , ذلك أف معيار

الإبقاز ىو حاصل بصع ابؼسابنات العوامل ابؼختلفة , كذلك فإف الكميات التي يتم إستخدامها من ابؼوارد 
بؼثاؿ  إذا كنا بكتاج إلى ابؼختلفة تتناسب  مع إحتياجات العوامل ابؼختلفة من كل من ىذه ابؼوارد. فعلى سبيل ا

وحدتتُ من ابؼواد الأولية لإنتاج وحدة واحدة تامة من منتج معتُ , فإننا بكتاج إلى أربعتُ وحدة من ابؼواد الأولية 
 لإنتاج عشرين وحدة من ىذا ابؼنتج, و ىذا الإفتًاض ىو أساس إفتًاض الإضافية. 

  (التجميعadditivité :)تداخل بتُ الأنشطة ابؼختلفة،  ما يستلزـ أف الاثر  دأنو لا يوج ويعتٍ ىذا الإفتًاض
كاف الربح المحقق من بيع وحدة واحدة من الكلي يتم ابغصوؿ عليو بجمع الأثار ابػاصة لكل متغتَ .فاذا مثلب  

                                                           
1
 Gerald  Baillargeon, opcit, p24 
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وحدات نقدية 5وحدات نقدية و الربح المحقق من بيع وحدة واحدة من ابؼنتج الثاني ىو 3ابؼنتج الأوؿ ىو 
فسيكوف ابغاؿ كذلك سواء تم بيع ابؼنتج الاوؿ بدفرده أو ابؼنتج الثاني بدفرده أو بنا معا ، فمن ابؼمكن مثلب أف 
يؤدي بيع ابؼنتج الأوؿ الى تغتَ اقباؿ الزبوف على ابؼنتج الثاني وفي ىذه ابغالة يتأثر الربح المحقق من مبيعات ابؼنتج 

في حالة بيع كل منهما بدفرده أو بيعهما معا ، فاذا كاف بيع الوحدة من  الأوؿ و الربح المحقق من ابؼنتج الثاني
 في حالة بيعو مع ابؼنتج الثاني. 3.5في حالة بيعو منفردا فقد يصبح   3ابؼنتج الأوؿ ىي 

 (قابلية التجزئةdivisibilité:)   يقصد بهذه الفرضية أف مستويات النشاط تتيح بؼتغتَات القرار أف تأخذ قيم
، أي ليس بالضرورة أف تكوف أعداد صحيحة ، بؽذا يعتبر بموذج البربؾة ابػطية بموذج مستمر . و اذا كاف كسرية 

من الصعب انتاج أجزاء من ابؼنتج فعند ذلك يتم اللجوء الى استخداـ الى أساليب أخرى كالبربؾة بالأعداد 
على قيم صحيحة لكل متغتَات الصحيحة التي تعتبر حالة خاصة من البربؾة ابػطية حيث تضمن ابغصوؿ 

 ابؼسألة.

 ( التأكد التاـcertitude:)   كافة عناصر ابؼشكلة بؿدودة ومؤكدة , فالشخص يفتًض النموذج ابػطي أف
القائم بتعريف ابؼشكلة  لا تواجهو عملية  التوقع حيث أنو يفتًض العلم التاـ بالظروؼ  و العلبقات التي سوؼ 

أف تكوف الأرقاـ ابؼوجودة في دالة ابؽدؼ )مسابنات العوامل ( و المحددات أو  تسود في ابؼستقبل, ,و منو بهب
القيود )إحتياجات العوامل و ابؼصادر ابؼتوفرة ( معروفة وثابتة و غتَ قابلة للتغيتَ أثناء فتًة معابعة ابؼشكلة موضوع 

 البحث . 

  متطلبات البرمجة الخطية:.4
لكي يتمكن متخذ القرار في ابؼؤسسة من تطبيق البربؾة ابػطية يتطلب الأمر توفر بصلة من الشروط أو          

 1ابؼتطلبات ، وابؼتمثلة في:
بهب أف يكوف ىناؾ ىدؼ بؿدد و معبر عنو بطريقة كمية , كما بهب أف يكوف ابؽدؼ واضحا  :  وجود ىدؼ 

ابؽدؼ برقيق أقصى  أرباح بفكنة أو  فوعادة ما يكو و دقيقا بحيث بيكن أف يتخذ شكل معادلة رياضية , 
 بزفيض التكاليف لأقل حد بفكن.

: بهب أف تكوف ىناؾ استخدامات متعددة أو متنافسة للموارد ابؼتاحة ، وىذا يعتٍ وجود عدد من توفر البدائل 
بامكاف ابؼؤسسة مثلب  المجاىيل و التي تشكل الغاية من حل النموذج الرياضي للبرنامج ابػطي . و يعتٍ ذلك أنو

أو كل ىذه السلع بؾتمعة أو بنسب معينة لأف وجود استعماؿ  Cأو السلعة  Bأو السلعة   Aانتاج السلعة 
 وحيد للموارد ابؼتاحة  يلغي وجود البدائل ومن ثم ابؼسألة ككل.

                                                           
 10-9ص  ص، 2013 الأردف، اليازوري، دار ، الإدارية العلوـ في الكمية الأساليبا لعزاوي ، بؿمد ابغميد، دباس بؿمد  1
. 
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وتعتٍ وجود نهايات بؿددة برد من الانطلبؽ الى ما لا نهاية في برقيق ابؽدؼ ابؼنشود ، فالتغتَ في  وجود قيود: 
 ابؼتغتَات بىضع الى نوعتُ من التقييدات وىي:

  انشاء ارتباط بتُ البدائل أي أف ابؼوارد ابؼتاحة للمؤسسة متوفرة بكمية بؿدودة و بالتالي فاف ابغد الأقصى بؼا ىو
 تلك ابؼوارد في فتًة زمنية معينة بيثل قيد بهب أخذه بعتُ الاعتبار عند وضع ابغلوؿ البديلة.متوفر من اي 

 احداث تقييد مباشر على البدائل نفسها ، ومثاؿ ذلك اذا كاف ىناؾ نوعاف من السلع تستهلكاف نفس ابؼادة ػ
يادة في الكمية ابؼنتجة من السلعة ابػاـ ، فاف ىذا القيد بىلق نوعا من الارتباط بتُ ىاتتُ السلعتتُ لأف أي ز 

 الأولى سيؤدي تلقائيا الى بزفيض عدد الوحدات ابؼنتجة من السلعة الثانية.

اذ بيكن النظر الي أف تكوف العلبقات بتُ ابؼتغتَات التي تتًكب منها ابؼشكلة خطية ، :  ينبغي العلاقة الخطية 
 ذلك من ناحيتتُ:

  الداخلة في تركيب النموذج ابػطي من الدرجة الأولى.ػ رياضيا: يعتٍ أف كل ابؼتغتَات 
 ناسب بتُ ابؼدخلبت و ابؼخرجات.اقتصاديا: تشتَ ابػطية الى التػ 

II البرمجة الخطية و خطوات تطبيقات،: صيغ 
 

 صيغ النماذج الخطية:.1
 1يأخذ البرنامج ابػطي بشكل عاـ أحد الصيغ التالية:         

  الصيغة النظامية أو(القانونيةla forme canonique:)   تتشكل ىذه الصيغة
من بموذج رياضي بوتوي اما على قيود من نوع أقل من أو يساوي اذا كانت دالة ابؽدؼ من نوع تعظيم، أو قيود من 

 نوع أكبر من أو يساوي اذا كانت دالة ابؽدؼ من نوع تصغتَ.

 طية كما يلي:و بيكنن اختصار الصيغة القانونية لنموذج البربؾة ابػ
 :  Maxأ/ في حالة  التعظيم 

       
 

                                  
..,,.........2,1 mi         

    
i

n

j

jij bxa 
1  

 

                               ..,,.........2,1 nj                  0jx 
 

 :  Minب/ في حالة التخفيض

                                                           
1
 Didier Smets, Programmation  linéaire et Optimisation, pp13,15 

J

n

J

J XCMaxZ 



1
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J

n

J

J XCMinZ 



1 

                               ..,,.........2,1 mi                 i

n

j

jij bxa 
1

 

                                       ..,,.........2,1 nj                  0jx 
 
 الصيغة القياسية أو المعيارية( la forme standard :) ىي الصيغة التالية للصيغة النظامية حيث تستخدـ

و يأخذ البرنامج ابػطي ىذه الصيغة اذا كانت بصيع القيود على شكل  لإبهاد ابغل الأولي في البرنامج ابػطي .
مساواة) معادلات( سواء كانت دالة ابؽدؼ من نوع تعظيم أو بزفيض. وبذلك تكوف الصيغة القياسية بالشكل 

 التالي:

                                             
J

n

J

J XCMaxZMinZ 



1

/ 

                                   ..,,.........2,1 mi                   i

n

j

jij bxa 
1

       

   
                            ..,,.........2,1 nj                  0jx 

 
 (الصيغة العامة أو المختلطةla forme générale ou mixte :) عادة ما تكتب البرامج ابػطية في

بداية وضعها على شكل صيغة عامة برتوي على قيود بـتلفة الابذاىات أي بعضها يكوف من نوع  أقل من أو 
يساوي أو أكبر من أو يساوي و أخرى من نوع ابؼعادلات.  وعلى ضوء ذلك تكوف الصيغة العامة لنموذج 

 البربؾة ابػطية ىو:

                                                      
J

n

J

J XCMaxZMinZ 



1

/ 

                                                                       
i

n

j

jij bxa 
1       
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                                              ..,,.........2,1 mi                   i
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j
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1

       

                                       ..,,.........2,1 nj                  0jx 
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العامة الى الصيغة ابؼعيارية أو القانونية ، وكذا الانتقاؿ من الصيغة وللئشارة، فانو بيكن الانتقاؿ من الصيغة 
 1القانونية الى الصيغة ابؼعيارية باستعماؿ بعض التحويلبت، أبنها:

 يكافئ رياضيا تعظيم الصيغة السالبة بؽذا التابع ، أي أف: Z. اف تصغتَ تابع ابؽدؼ 1
MinZ = Max-Z 

 ( ، أي أف:1-ذات ابذاه معتُ أف تستبدؿ بابذاه معاكس بضرب طرفيها في ) . بيكن لأي متًاجحة2
ax≥ b             -ax ≤  -b  

 . بيكن أف يستبدؿ كل قيد على شكل مساواة بدتًاجحتتُ متعاكستتُ، أي بدعتٌ:3
Ax = b                  ax ≤ b 

ax≥ b                                          
 
.بيكن أف بروؿ كل متًاجحة  الى معادلة عن طريق اضافة متغتَ جديد للطرؼ الأيسر من ابؼتًاجحة من نوع أصغر 4

 أو يساوي ،  وطرح متغتَ جديد من الطرؼ الأيسر للمتًاجحة من نوع أكبر أو يساوي. 
 :تطبيقات البرمجة الخطية.2

 الاقتصادية ابؼتغتَات  قيم عن البحث إلى تهدؼ التي الاقتصادية ابؼسائل كل في ابػطية البربؾة تستخدـ
 لذلك ، فلها تطبيقات  .معا بنا أو التقنية أو ابؼالية  القيود من بؾموعة وجود في الاستخداـ أمثلية إبهاد بهدؼ
  2 الأعماؿ، منها: عالم في ابؼشكلبت من الكثتَ بغل يوـ كل وما تزاؿ تظهر  لهرت عديدة
 يساىم أسلوب البربؾة ابػطية في التوزيع الأمثل للموارد ) ابؼادة ابػاـ، الآلات ،  :توزيع الموارد الانتاجية

 العمالة...الخ( على منتجات بـتلفة أو تقدنً خدمات متباينة .
 :تتًكز مشكلة بزطيط الانتاج في الاختيار الصحيح لأحجاـ بؿددة من عدد معتُ من  تخطيط الانتاج

 ت الانتاج و مستلزماتها.منتجات ابؼؤسسة ، مع مراعاة طاقا
 تساعد البربؾة ابػطية في برديد أنسب الاستثمارات بععل عائد الاستثمارات بؿققا تخطيط الاستثمار :

لأعلى ما بيكن من الأرباح، وذلك من خلبؿ عدد كبتَ من المجالات وتوزيع ىذه الامكانيات على أفضل البدائل 
 ابؼتاحة.

 ديد مسارات النقل التي برقق أعلى كفاءة توزيعية بفكنة ، منها التوزيع : بسكن البربؾة ابػطية من بر النقل
 الأمثل لسفن البضائع على ابػطوط ابؼلبحية بهدؼ برقيق التشغيل الأمثل.

 تتعلق ىذه ابؼشكلة في كيفية بزصيص العمالة للولائف ابؼختلفة داخل ابؼؤسسة.توزيع العاملين : 

                                                           
1
 Jean Pierre Védrine, Elisabeth Bringuier , Alain Brisard, Techniques quantitatives de gestion, Vuibert, paris , 

1985 , p69 

7، ص1992، ابؼكتب العربي ابغديث للنشر، القاىرة، ، البرمجة الخطية، التوزيع الأمثلي للموارد المحدودةبؿمد توفيق ماضي  2
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 الذي تتخذه الادارة في ىذه ابؼشكلة ىو كيف بيكن بزصيص : اف القرار تخصيص مساحات التخزين
 ابؼساحة المحدودة ابؼتاحة للتخزين على الاستثمارات ابؼختلفة بؽا لتحقيق أعلى مستوى كفاءة للتخزين و بأقل تكلفة.

 :يكوف ابؽدؼ ىو برديد حجم الأمواؿ التي بهب صرفها في بؾموعة بـتلفة من وسائل  التخطيط للإشهار
 القيود. نف من أجل ترويج السلع بفعالية وذلك برت عدد مالاعلب

  خطوات استخداـ البرمجة الخطية:.3
 تتلخص خطوات استخداـ البربؾة ابػطية في ثلبث نقاط أساسية: 

 :  تعد صياغة البرنامج ابػطي أىم خطوة في البحث عن الأمثليةصياغة أو بناء النموذج الرياضي للمسألة 
، اذ أنو بدجرد الانتهاء منها تصيح بقية ابؼراحل سهلة . لذا سيخصص الفصل ابؼوالي بؽا للتكلم عن بإسهاب. وعلى 
العموـ ، يقصد بها برويل ابؼسألة من واقع كلبمي مسرود في تعابتَ أدبية الى مسألة مصاغة في قالب رياضي واضح 

القيود تكوف اما في  نحالة تعظيم أو بزفيض ،  و عدد م متكوف من عدد من ابؼتغتَات بدالة ىدؼ تكوف اما في
 شكل معادلات أو متًاجحات أو الاثنتُ معا.

يتم التوصل الى حل لنموذج البربؾة ابػطية التي بست صياغتو بالاعتماد على أحد طرؽ و تقنيات  الحل: 
 ابغل و ابؼتمثلة في:

  ابػطية بالسهولة و الوضوح اذ أنو بالنظر الى الرسم البياني الذي الطريقة البيانية: يتمثل ىذا ابغل بؼشكلة البربؾة
سيتم التطرؽ اليها في الفصل بسثل فيو بصيع الشروط و ابؼتغتَات بيكننا أف بقد ابغلوؿ ابؼختلفة للمشكلة.)

 الثالث(
 (طريقة السمبلبكسsimplexeتعتمد ىذه الطريقة على تقييم الأركاف العملية ابؼوجودة في ابؼش :) كلة مثلها مثل

.)سيتم التطرؽ اليها بؼتخذ القرار  تطبيقها مع أي بموذج مهما كاف عدد ابؼتغتَات فيو نالطريقة السابقة ، اذ بيك
 في الفصل الرابع(.

 من ابغلوؿ: نوعتُ بيكن التمييز بتُ كما 
و قيود عدـ    ىو كل قيم متغتَات القرار التي برقق القيود الوليفية  :(Solution réalisable)الحل المقبوؿ 
 .سلبية ابؼتغتَات

نسمي حلبًّ أمثلًب كل حل مقبوؿ و الذي يعطي لدالة ابؽدؼ أمثل :  (Solution Optimale)الحل الأمثل 
  .Min، و أدنى قيمة في حالة Maxقيم، أي أعظم قيمة في حالة 

بعد خطوتي الصياغة و ابغل يأتي التفستَ  للنتائج و التحليل ما بعد الحل الأمثل:التفسير الاقتصادي  
اذا" ابػاصة بتقييم الآثار التي -الاقتصادي بؽذه النتائج ، كما يبقى للمحلل مواجهة تساؤلات بصيغة "ماذا
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سيتم التطرؽ اليها ) 1. تنتج عن تغتَات في عناصر بموذج ابؼشكل ابؼطروح ، وىذا ما يعرؼ بتحليل ابغساسية 
 (خامسفي الفصل ال

 بيانيا بيكن تلخيص ابػطوات السابقة كما يلي:
 : خطوات استخداـ البرمجة الخطية11الشكل رقم 

 

 

 
 
 

  

 

 

 

 

 Gerald baillargon, opcit,p06ابؼصدر: 

III.:تقييم  أسلوب البرمجة الخطية  
بيكن القوؿ بشكل عاـ ، أف البربؾة ابػطية ىي أداة فعالة و قوية في حل نطاؽ واسع من مشكلبت الأعماؿ ، 

 نذكر من بينها فيما يلي: اذ تعتبر الأكثر تطورا في الأساليب الكمية، ومع ذلك فقد تعرضت لانتقادات 
 2: أبنها نذكر ما يلي:  مزايا البرمجة الخطية 

                                                           
1
 Daniel Denoff, recherche opérationnelle, université du littoral, Dunkerque ,2003, p57 

 
2
 257ص  ،2004دار الوراؽ للنشر و التوزيع، عماف،  ، نماذج و تطبيقات،  مدخل الى الأساليب الكميةم، بقم عبود بق  

 

 برديد ابؼشكلة ابؼراد حلها

 برديد ابؼتغتَات

 صياغة القيود

 صياغة دالة ابؽدؼ

 ابغل الرياضي باستخداـ طرؽ البربؾة ابػطية

برليل حساسية ابغل الأمثل نتيجة تغتَات 
 بعض مكونات النموذج

 صياغة النموذج

 حل النموذج

الحساسية تحليل  
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 البربؾة ابػطية يتيح لنا  فاستخداـلعوامل الإنتاج في ابؼؤسسة , الأمثل  الاستعماؿىي إمكانية : الميزة الأولى
دراسة بصيع عوامل الإنتاج في ابؼؤسسة ابؼتعلقة بابؼشكلة من مواد أولية  و أيدي عاملة و الآلات ,  كما يعطينا 

 ف في ابؼشكلة ابؼعروضة .الأساس العلمي الإقتصادي للوصوؿ إلى أعلى الأرباح أو أقل التكالي
 برستُ نوعية القرارات ابؼتخذة في ابؼؤسسة , فالبربؾة ابػطية بذبر الإداري على أف يكوف موضوعيا  : الميزة الثانية

قراراتو على أساس شخصي , فالبيانات و ابؼعلومات التي بذمع لتكوين مشكلة البربؾة ابػطية و  بدلا من إبزاذ
حلها في بيانات موضوعية مرتبطة بابؼشكلة , وتساعد ابؼدير على التفهم الأكثر للمشكلة و إمكانية إبهاد ابغل 

 ابؼوضوعي بؽا .
  : ستَين و زيادة مهاراتهم , فابؼستَ عليو أف يتفهم النموذج البربؾة ابػطية تعد وسيلة لتعليم ابؼالميزة الثالثة

الأساسي للبربؾة ابػطية , وأف يقوـ بتحليل مشاكل ابؼؤسسة في بموذج البربؾة ابػطية و ىذا يزيد من معلومات و 
 قدراتو ابؼرتبطة بدشاكل ابؼؤسسة

 أساس بعض الشروط  و القيود ابػارجة  إمكانية تعديل ابغل الرياضي الذي تم التوصل إليو على : الميزة الرابعة
ابؼوارد ابؼتاحة  من مواد أولية و  باعتبارعن ابؼشكلة , فمن ابؼمكن مثلب أف نتوصل إلى ابغل الأمثل  بؼشكلة ما 

الأخرى ابػارجية كالطلب على ابؼبيعات بهب أف يدخل في   الاعتبارات, ولكن مراعاة  والآلاتأيدي عاملة 
ابؼنتجات ببعضها البعض فيما يسمى خط إنتاجي أي أف العميل يريد أف  ارتباطكلة التحليل , و كذلك مش

يرى بؾموعة كاملة من ابؼنتجات مرتبطة ببعضها البعض , و على ىذا قد تقرر ابؼؤسسة إنتاج عدد من ابؼنتجات 
لبحظة كل ىذه ذات الربحية الأقل بهدؼ ابغفاظ  على خط كامل للئنتاج طبقا بؼتطلبات العملبء , و بيكن م

 الأمور في تعديلبت تقدـ  على حل ابؼشكلة .
 1عيوب البرمجة الخطية:  
  بموذج البربؾة ابػطية أف تكوف العلبقات خطية بتُ كافة عناصر ابؼشكلة , بينما يلبحظ أف  استخداـيتطلب

بموذج البربؾة  استخداـمعظم العلبقات ابؼوجودة في ابغياة العملية علبقات غتَ خطية , الأمر الذي يصعب معو 
ابػطية بغل مثل ىذه ابؼشاكل , فوضعها في صورة خطية بهعلها بعيدة عن الواقع بدرجات متفاوتة فمثلب بخصوص 

ابػطية على وجو التقريب وليس شرطا مطلقا  ,فحتى بيكن أف نقابل  افتًاضشرط ابػطية فإنو يتطلب توفر صفة 
 نشأة نظاـ للمحاسبة التحليلية لتوفتَ ابؼعلومات. شرط ابػطية فإنو بهب أف يتوافر لدى ابؼ

  يقوـ بموذج البربؾة ابػطية على فرض عامل التأكد , و ىو فرض صعب القبوؿ في ابغياة العملية , لذا فقد
أستخدـ أسلوب برليل ابغساسية للتغلب على لاىرة عدـ التأكد التي تلبزـ ابغياة الاقتصادية , التي قد تضطر 

 في ابغصوؿ على ابغل الأمثاؿ . استخداماتها بإعداد النموذج إلى إعادة تغيتَ بعض القيم و الشخص القائم

                                                           
 80ص،2009 ،، عماف ، والتوزيع للنشر ابؼستَة دار ، 1ط، العمليات بحوث في مقدمة ، عبيدات سليماف ، الطراونة بؿمد   1
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  أسلوب التقريب بغل بموذج البربؾة ابػطية , وىذا بالنسبة للمشاكل التي  استخداـيصعب في بعض الأحياف
بموذج البربؾة ابػطية برت  ـاستخدامن دـ قابليتها للتجزئة, وقد أمكن  تكوف متغتَاتها منفصلة و التي تتسم بع

  .لروؼ ابؼتغتَات ابؼنفصلة ىذا بإتباع أسلوب بربؾة الأعداد الصحيحة
  القرارات و التي لا تأخذىا تقنية البربؾة  ابزاذالكيفية التي تؤثر بدرجة كبتَة على  الاعتباراتىناؾ بعض

لذلك بهب تعديل ابغل الأمثل بدا  ، لء التحػػػليقيما عددية, عند إجرابيكن إعطائها  ابػطية في ابغسباف نظرا لأنو لا
 في ابغسباف. الاعتباراتيضمن أخذ ىذه 

  بموذج البربؾة ابػطية ابغصوؿ على كمية ضخمة من ابؼعلومات و التي قد يصعب  استخداـقد يتطلب
 ابغصوؿ عليها في الظروؼ العادية في الوحدات الصغتَة و ابؼتوسطة.
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 تعتبر البرمجة الخطية من بين الأدوات الرياضية المهمة في مجاؿ اتخاذ القرارات التسييرية
التي تبحث عن ايجاد حلوؿ للمشاكل المتعلقة بتخصيص الموارد المتاحة و الامكانيات المحدودة 
على استخدامات مختلفة من أجل الحصوؿ على أفضل النتائج،  وىذا يتم من خلاؿ نمذجة المشكلة 
و جعلها في شكل برنامج رياضي يعكس مختلف القيود التي من قدرات المؤسسة بهدؼ الوصوؿ الى 

 تحقيق الهدؼ بنوعيو التعظيم و التخفيض. 
 بمعنى آخر أف نموذج البرمجة الخطية يتكوف من :

 .XJمتغيرات القرار: وه تعبر عن المجاىيل المراد تحديد قيمها ، حيث يرمز لها بالرمز 
  Zدالة الهدؼ: ىي دالة خطية على ضوئها يتم اختيار الحل الأمثل ، حيث يرمز لها بالرمز 

 في حالة التخفيض. MinZفي حالة التعظيم و  MaxZذ أحد الشكلين: الذي يأخ
القيود: ىي مجموعة من المحددات التي لا يستطيع متخذ القرار التحكم فيها و لكنو يحاوؿ 
الوصوؿ الى أفضل قرار في ظلها ، حيث يتم تجسيدىا في شكل متباينات و معادلات 

 رياضية.
 قيد عدـ السلبية: يشترط البرنامج الخطي أ تكوف المتغيرات غير سالبة أي موجبة أو معدومة.

و لكي يتمكن متخذ القرار في المؤسسة من تطبيق البرمجة الخطية يتطلب الأمر توفر جملة من 
 :الشروط أو المتطلبات ، والمتمثلة

 وجود ىدؼ محدد و معبر عنو بطريقة كمية.
 أي أف تكوف ىناؾ استخدامات متعددة أو متنافسة للموارد المتاحة. توفر البدائل ،

 وجود قيود تحد من الانطلاؽ الى ما لا نهاية في تحقيق الهدؼ المنشود.
 العلاقة الخطية التي تعكس اقتصاديا التناسب بين المدخلات و المخرجات.

:الملخص  
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الثاني: صياغة النموذج الرياضي لتطبيقات البرمجة الخطية الفصل 
 

 :المهارات المستهدفة
 بعد قراءة ىذا الفصل سيكوف الطالب قادرا على:

 فهم التطبيقات ابؼختلفة التي تستخدـ فيها البربؾة ابػطية. 
 البربؾة ابػطية انطلبقا من ابؼعطيات الواقعية. صياغة النموذج الرياضي لكل أنواع مسائل 
 تطبيق الافتًاضات الأساسية لنموذج البربؾة ابػطية 

 
 

 محتوى الفصل:
I .مراحل صياغة بموذج البربؾة ابػطية  

II .صياغة بعض بماذج تطبيقات البربؾة ابػطية . 
 .بزطيط الانتاج)حالة التعظيم(.1 
 .بزطيط الانتاج )حالة التخفيض(2 
 التسويق) التخطيط للئشهار(.3 
 .مسألة ابػلط.4 
 .النظاـ الغذائي.5 
 .مسألة النقل.6 
 .مسألة التخزين7 
 ابؼلخص

 صياغة نموذج البرمجة الخطية:
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 تمهيد: 
تعد مرحلة صياغة النموذج الرياضي من أىم و أعقد مراحل استخداـ البربؾة ابػطية  لكونها مرحلة عملية  

أكثر منها فنية ، تعتمد على القدرات العقلية بؼتخذ القرار بحيث لا يوجد على الاطلبؽ برنامج لصياغة ىذا النوع من 
موذج ابػطي من خلبؿ أمثلة عن بعض أىم تطبيقات البرامج. ومن خلبؿ ىذا الفصل سوؼ نستعرض كيفية بناء الن

 البربؾة ابػطية.
I::مراحل صياغة نموذج البرمجة الخطية  

معينة بشكل مسألة بربؾة خطية تقتضي الى تطوير بموذج رياضي بيثل مكونات  اف صياغة مشكلة تسيتَية
ابؼشكلة ابؼراد حلها ، و الذي يعتمد بدرجة كبتَة على الفهم  الدقيق للمشكلة التي يواجهها ابؼستَ بحيث يوفر لو 

 نوعتُ من ابؼعلومات، وبنا:
) ابؼشكلة( ، فمثلب في حالة البحث عن برقيق أقصى . معلومات خاصة  بابؽدؼ ابؼراد برقيقو من خلبؿ ابؼسألة أ/

ربح بكتاج الى ابؼعلومات ابػاصة بالربح الوحدوي مثلب، و اذا كاف ابؽدؼ بزفيض التكاليف بهب توفر معلومات 
 حوؿ التكلفة الوحدوية .

مكنة و التي يشتًط . معلومات تتعلق بالقيود ، و ىي بسثل ابؼعلومات ابػاصة بالاستخدامات وفق الامكانيات ابؼب/
فيها عدـ بذاوز الكميات ابؼتاحة ، فمثلب استخداـ ساعات العمل في العملية الانتاجية بهب أف لا تتجاوز عدد 
الساعات ابؼتوفرة أو عدد الوحدات التي بيكن انتاجها و التي بهب أف تفوؽ مستوى معتُ و الذي يتحدد من طرؼ 

 .ابؼؤسسة  و بهنبها الوقوع في خسارة مثلب
، فاف صياغة البرنامج ابػطي يستدعي برليل مشكلة الدراسة عبر ابػطوات التالية :  1وعلى العموـ

برديد ماىية النشاطات ابؼتعلقة بابؼسألة حيث بيكن بسثيل كل نشاط بواسطة متغتَ وحيد ، و التي بهب أف  
برديدىا يؤدي الى وضع بموذج  تتم بطريقة واضحة  و دقيقة مع تعريف وحدات القياس ابؼستعملة و أي خطأ في

خاطئ ، لذا تعتبر ىذه ابػطوة من أىم مراحل صياغة النموذج .و بشكل عاـ، فاف ىذه ابػطوة براوؿ الاجابة على 
 التساؤؿ التالي:

 عن ماذا نبحث أو ماىي المجاىيل التي تهدؼ المسألة الى ايجاد قيم لها؟
برديد ابؽدؼ ابؼنشود مع التأكد من استخداـ وحدة القياس برديد ابؼعيار ابؼتبع في قياس ابؼتغتَات ، أي  

نفسها ،  علما أنو بهب أف يكوف في النموذج ىدؼ واحد معبر عو رياضيا في صورة دالة ابؽدؼ سواء كانت 
 (.  وبتعبتَ آخر، فاف ىذه ابػطوة بذيب على التساؤؿ التالي:Min( أو بزفيض )Max)تعظيم

 المؤسسة الى تحقيقو؟ما ىو الهدؼ الذي تصبو 

                                                           
1
 Michel Nedzela, introduction a la science de la gestion, méthodes déterministes en recherche opérationnelle, 

2édition,presses de l’université du Québec , 1984, pp 72, 73 
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برديد قيود ابؼسألة من خلبؿ بناء بـتلف ابؼعادلات و ابؼتًاجحات التي تقيد القيم التي بيكن أف تأخذىا  
بـتلف ابؼتغتَات، و ذلك بإدراج كل من الكميات ابؼتاحة بؼختلف ابؼوارد و ابؼعبر عنها بالثوابت التي تكوف على 

ابؼوارد من طرؼ بـتلف ابؼنتجات في الطرؼ الأيسر من القيد. مع الاشارة الى ابعانب الأبين من القيد،  و استغلبؿ 
أف شرط عدـ السلبية بهب أف يعبر عنو بقيد أختَ في النموذج .بدعتٌ آخر،  اف ىذه ابػطوة بذيب على التساؤؿ 

 التالي:
 ما ىي القيود المفروضة على تحقيق ىدؼ المسألة؟

الة ابؽدؼ و القيود( . و في ابغقيقة بيكن بذاوز بعض الفرضيات اذا مراعاة توفر شرط خطية النموذج ) د 
 رأينا أنها لا تبعدنا بشكل كبتَ عن ابغل الأمثل .

 بصع كل ابؼعطيات على الشكل الرياضي للنموذج )دالة ابؽدؼ، القيود وشرط عدـ السلبية(. 
سياف أي عنصر من عناصر مراجعة الشكل النهائي للنموذج مع معطيات ابؼسألة و التحقق من عدـ ن 
 ابؼسألة.

اف اتباع ىذه الخطوات في صياغة النموذج الخطي سوؼ يقلل الى حد كبير من حجم الأخطاء التي 
يمكن أف نقع فيها . و قد تم التوسع فيها نظرا لأىميتها، الا أنو يمكن صياغة النموذج من خلاؿ الاجابة على 

 تطبيقها على  الأمثلة التوضيحية الموالية.الأسئلة الثلاثة السابقة و التي سوؼ يتم 
II-صياغة بعض نماذج تطبيقات البرمجة الخطية 
: 
 . تخطيط الانتاج  )حالة التعظيم(:.1

(، بحيث انتاج وحدة واحدة من  A ،Bتقوـ مؤسسة انتاجية بصناعة نوعتُ من لعب الأطفاؿ)  مثاؿ : 
ساعات عمل ، بينما 3يتطلب استعماؿ وحدتي قياس من مادة البلبستيك و تستغرؽ في ورشة التصنيع Aالنوع 

ساعات عمل بورشة التصنيع . 6وحدة واحدة من مادة البلبستيك و تستغرؽ   Bتتطلب الوحدة الواحدة من النوع 
 ورشة التصنيع، كما أف ساعة عمل في2400وحدة من مادة البلبستيك و 1000ويتوفر أسبوعيا  لدى ابؼؤسسة 

 وحدة نقدية. 30،  20على التًتيب ىو  Bو من النوع  Aالربح الوحدوي من النوع 
صياغة ابؼسألة في شكل بموذج البربؾة ابػطية من أجل برديد البرنامج الانتاجي الأمثل الذي يعظم أرباح  المطلوب:

 ابؼؤسسة.
 :الحل

 فهم ابؼسألة نضعها في شكل جدوؿ ) نعتمد على ىذه ابػطوة في ىذا التمرين فقط لتعلم ابغل  لتسهيل
 بسهولة(

  
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 الربح الوحدوي ورشة التصنيع مادة البلاستيك المنتوج/ الموارد

 و.ف20 ساA 2 3لعب نوع 
 و.ف30 ساB 1 6لعب نوع 

  سا2400 وحدة1000 كميات و ساعات العمل المتاحة أسبوعيا
 :بكاوؿ بناء النموذج الرياضي للمسألة من خلبؿ الاجابة عن الأسئلة الثلبثة السابقة 

 عن ماذا نبحث أو ماىي المجاىيل التي تهدؼ المسألة الى ايجاد قيم لها؟أولا/ تحديد المتغيرات : 
من خلبؿ نص ابؼسألة نلبحظ أف نشاط ابؼؤسسة يكمن في تصنيع نوعتُ من لعب الأطفاؿ بحيث أف ربح 
الوحدة الواحدة منهما معلوـ للمؤسسة ،في حتُ أف  عدد الوحدات الواجب انتاجها لكليهما و الذي بوقق 

 عبتَ عنها كما يلي:الربح الابصالي ىو المجهوؿ في ابؼسألة . و عليو فأف متغتَات ابؼسألة بيكن الت
 A: عدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من النوع X1ػ  
 Bعدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من النوع   : X2ػ 

 ثانيا/ تحديد دالة الهدؼ: ما ىو الهدؼ الذي تصبو المؤسسة الى تحقيقو؟
 ابؼمكن انتاجها من النوعتُ ، أي اف :اف ابؽدؼ الاساسي للمؤسسة ىو تعظيم الربح الناتج عن الوحدات 

 B+ ربح النوع  Aالربح الابصالي = ربح النوع 
( +) ربح الوحدة الواحدة من Aعدد الوحدات الواجب انتاجها من النوع × A=) ربح الوحدة الواحدة من 

B× عدد الوحدات الواجب انتاجها من النوعB 
 وعليو بيكن تربصة الصيغة اللغوية لدالة ابؽدؼ في شكل رياضي كما يلي :
MaxZ = 20 x1 + 30 x2 

 ما ىي القيود المفروضة على تحقيق ىدؼ المسألة؟ ثالثا/ تحديد القيود:
اف برقيق أعظم قيمة لدالة ابؽدؼ في ىذه ابؼسألة  بهب أف يتم في لل احتًاـ القيود ابؼفروضة على ابؽدؼ , و 

 ابؼتمثلة في :
 يتم التعبتَ عن ىذا القيد بطرفتُ:قيد مادة البلاستيك : 

بتعبتَ لغوي  ، ابؼنتوجتُ الذي بيثل بؾموع الوحدات التي يتطلبها انتاجطرؼ الاستخدامات ) الطرؼ الايسر(:. 1
 :نقوؿ

 Bعدد الوحدات من البلبستيك ابؼخصصة للنوع+  Aعدد الوحدات من البلبستيك ابؼخصصة للنوع
= 

عدد وحدات )( +Aعدد وحدات ابؼنتجة من × Aعدد وحدات البلبستيك ابؼخصصة لوحدة واحدة من )
 (Bعدد وحدات ابؼنتجة من×Bالبلبستيك ابؼخصصة لوحدة واحدة من 
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= 
2 x1 + x2 

الذي بيثل الوحدات ابؼتاحة من مادة البلبستيك  الواجب عدـ  .طرؼ ابؼتاحات أو الامكانيات) الطرؼ الأبين (2
 وحدة.1000بذاوزىا ) أي عدـ استخداـ أكثر بفا ىو متاح( و ابؼقدرة بػ 

 و بتًكيب طرفي القيد ) الاستخدامات و ابؼتاحات( تكوف العبارة الرياضية بؽذا القيد وفق الصياغة التالية:
2 x1 + x2≤ 1000 

  :بنفس الطريقة ابؼتبعة في صياغة القيد الأوؿ يتم التعبتَ عن قيد ساعات العمل :قيد ورشة التصنيع 
 و يساوي ىنا: طرؼ الاستخدامات:

 B+ عدد ساعات العمل ابؼخصصة للنوع  Aعدد ساعات العمل ابؼخصصة  للنوع 
= 

عدد ساعات العمل   )( +Aعدد وحدات ابؼنتجة من × A)عدد ساعات العمل ابؼخصصة لوحدة واحدة من 
 (Bعدد وحدات ابؼنتجة من ×Bابؼخصصة لوحدة واحدة من 

= 
3 x1+ 6 x2 

 ساعة عمل أسبوعيا.2400: الزمن ابؼتاح  و الذي لا بيكن بذاوزه بأي حاؿ من الأحواؿ ىو طرؼ ابؼتاحات
 وبتًكيب طرفي القيد ، نكتب: 

3 x1+ 6 x2≤ 2400 
  ابؼتغتَات ابؼستعملة في البرنامج تعبر عن مقادير فيزيائية ) وحدات( فلب قيد عدـ سلبية ابؼتغتَات: بدا أف

 بيكن أف تكوف اشارتها سالبة ، و عليو نكتب:
x1 , x2≥ 0 

 :كتابة البرنامج ابػطي بناء على ابػطوات السابقة بالشكل التالي 
MaxZ = 20 x1 + 30 x2  

2 x1 + x2≤ 1000 
3 x1+ 6 x2≤ 2400 
x1 , x2≥ 0 

 
  اصر ابؼسألة و مراجعتها مع النموذج، بيكن التحقق من توفر نالتأكد من عدـ ابناؿ أي عنصر من عبعد

 الفرضيات الأساسية للنموذج ابػطي: ) نستعملها في ىذا التمرين فقط من أجل التوضيح  بؽذه النقطة(
 تة.ػ الفرضية التناسبية: بؿققة لأف كل معاملبت دالة ابؽدؼ و ابؼعاملبت التقنية ثاب
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 ػ فرضية التجميع: بؿققة بحيث كل نشاط مستقل عن الآخر ، فكل منتج لا يدخل في انتاج منتج آخر.
 ػ فرضية قابلية التجزئة: بؿققة لأف ابؼتغتَات مستمرة) عدد وحدات(.

 
 تخطيط الانتاج) حالة التخفيض(:.2

من أجل تغذية   Mو  Nترغب احدى ابؼزارع في وضع خطة لإنتاج نوعتُ من الأعلبؼ بنا  مثاؿ: 
 بالكميات التي تظهر في ابعدوؿ التالي:   A , B, C, Dأربع عناصر : ماشيتها ، بحيث برتوي ىذه الأعلبؼ على 

 
 A B C D 

كغ من 1 Mغ100 يحتوي على غ400 /  غ500   
كغ من 1 Nغ100 / يحتوي على غ200  غ700   

 أف ابؼاشية على الأقل بهب أف تستهلك كل يوـ على الأقل: كما
بنا على Nو M . كما أف تكلفة النوعتُ Dكغ من  3.5و Cكغ من B  ،2كغ من A  ،0.6كغ من 0.4

 دج/كغ.4دج/كغ و 10التًتيب 
 ما ىو النموذج ابػطي الذي تقتًحو من اجل تغذية ابؼاشية بأقل تكلفة؟ المطلوب:
 الحل: 
 نفرض أف:المتغيرات:   تحديد 

X1عدد الكيلوغرامات الواجب انتاجها من العلف : M 
X2 عدد الكيلوغرامات الواجب انتاجها من العلف :N 
  :بيكن أف نكتبو كما يلي:كتابة البرنامج الخطي 

 
Min Z= 10 x1 + 4 x2                                                         

 A                   : 0.1 x1 ≥ 0.4قيد العنصر            
 B                   : 0.1 x2≥  0.6قيد العنصر           
 C     : ≥  2    0.4 x1 + 0.2 x2قيد العنصر           
 D    :   0.5 x1 + 0.7 x2≥  3.5قيد العنصر            
                        x1 , x2≥ 0شرط عدـ السلبية:                          

 
 



 

 
 

29 

  
 

 :التسويق)التخطيط للاشهار(.3
منتوج ابؼؤسسة ، فوضع ميزانية تقدر بػ  نأراد مدير اعلبنات مؤسسة ابؽقار اعطاء صورة حسنة ع مثاؿ : 
 دج للفتًة ابؼقبلة، ويبحث عن كيفية توزيعها ما بتُ الوسائل الاشهارية ابؼبينة في ابعدوؿ التالي:51000

 مؤشر الاتصاؿ العدد الاقصى للإعلانات تكلفة الاعلاف الواحد الوسائل
 100 30 3000 القناة الاولى
 80 20 2500 القناة الثانية

 15 30 200 الاذاعة
 40 20 1500 الجرائد

 كما فرضت ادارة ابؼؤسسة على مدير الاعلبنات الشروط التالية:
 الأقل.ػ بهب  عرض عشرة اعلبنات تلفزيونية على 

 دج.36000ػ ألا تتجاوز تكلفة الاعلبنات التلفزيونية 
 تشكيل النموذج ابػطي الذي بوقق ىدؼ ابؼدير و ابؼتمثل في تعظيم مؤشر الاتصاؿ. المطلوب:
 الحل: 
  :تحديد المتغيرات 

 القرار بػ: في ىذا ابؼثاؿ ، بيثل كل نشاط الاعلبف في مؤسسة اعلبمية معينة ، وعليو بيكن التعبتَ عن متغتَات
X1عدد الاعلبنات في القناة الأولى : 
X2عدد الاعلبنات في القناة الثانية : 
X3عدد الاعلبنات في الراديو : 
X4عدد الاعلبنات في ابعرائد : 


 بيكن أف نكتبو كما يلي:كتابة البرنامج الخطي:  

                    MaxZ= 100 x1 +80x2 +15x3 +40x4 

    3000x1 + 2500x2 + 200x3 + 1500x4 ≤ 51000قيد ابؼيزانية: 
        3000x1 + 2500x2 ≤ 36000قيد تكلفة الاعلبنات التلفزيونية: 

    x1 + x2 ≥         10                     قيد عدد الاعلبنات التلفزيونية: 

  x1  ≥                                        30 :  قيد اعلبنات القناة الأولى
 x2                                          20 ≥ قيد اعلبنات القناة الثانية:

 x3                                              30 ≥ قيد اعلبنات الراديو: 
   x4 ≥                                                20 قيد اعلبنات ابعرائد:

             ,x4  ≥ 0                                     x3 x1 ,x2 ,قيد عدـ السلبية:
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 :مسألة  الخلط  .4
يرغب مدير لأحد معامل تكرير النفط في برديد ابػليط الأمثل لنوعتُ من عمليات ابػلط ابؼمكنة في : مثاؿ 

 برديد ابؼدخلبت و ابؼخرجات ابػاصة بكل دورة انتاج كما يوضحها ابعدوؿ التالي:
 المخرجات المدخلات عملية الخلط

 -2-المنتوج -1-المنتوج -2-المادة الخاـ -1-المادة الخاـ
 9 6 4 6 1ابػلط
 5 5 6 5 2ابػلط

وحدة على التوالي. كما أوضحت حاجة السوؽ 200وحدة و 250اف الكمية القصوى ابؼتوفرة من مادتي ابػاـ ىي 
، و أف  -2-وحدة من ابؼنتوج 120وما لا يقل عن   -1-ابؼنتوج وحدة من 150أنو بهب انتاج مالا يقل عن 

 وحدة نقدية على التوالي. 5و  4الربح بالدورة الانتاجية الواحدة من عمليتي ابػلط الاولى و الثانية ىو 
 صياغة بموذج بربؾة خطية بؽذه ابؼسألة.  المطلوب:
 الحل:
   :تحديد المتغيرات 

لقرار ايريد مدير ابؼعمل ىنا تعظيم أرباحو من عمليتي ابػلط الأولى و الثانية و ليس من ابؼنتوجتُ  ، لذا فاف متغتَات 
 تتمثل في:

X1عدد دورات الانتاج لعملية ابػلط الأولى : 
X2عدد دورات الانتاج لعملية ابػلط  الثانية : 

 
  :بيكن أف نكتبو كما يلي:كتابة البرنامج الخطي 

                          MaxZ= 4 x1 +5x2   
              6x1 + 5x2 ≤ 250: -1-قيد ابؼادة ابػاـ
             4x1 + 6x2 ≤ 200    :-2-قيد ابؼادة ابػاـ

                 6x1 + 5x2 ≥ 150 :-1-ابؼنتوج قيد 
                  9x1 + 5x2 ≥ 120  :-2-قيد ابؼنتوج
   x1 , x2≥ 0:                        السلبية:قيد عدـ 
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 :النظاـ الغذائي. 5
تود ادارة ابػدمات في احدى ابؼؤسسات تأمتُ وجبة غذائية من قائمة بزتوي على ثلبثة أنواع من  مثاؿ: 

الأطعمة)ابغليب، البيض، ، اللحم( بحيث برتوي على كميات معينة من ثلبثة أنواع من الفيتامينات ، و تكوف تكلفة 
 وحدة بؽذه الأطعمة:الوجبة أقل ما بيكن. وابعدوؿ التالي يبتُ القيم الغذائية و تكلفة ال

 الكمية الأدنى الواجب توفرىا بيضة(1البيض)  كغ(1لحم)  لتر(1حليب) الفيتامين
A 10 15 10 20 
B 100 10 10 50 
C 20 100 10 10 

  1 3 2 تكلفة الوحدة
 بأقل تكلفة.: ما ىو بموذج البربؾة ابػطية الذي تقتًحو بؼساعدة ادارة ابػدمات على تأمتُ وجبة غذائية المطلوب

 الحل:    
   :تحديد المتغيرات 

 يتمثل القرار في ىذا ابؼثاؿ في برديد ابؼزيج الأمثل من الأطعمة الثلبثة ، لذا نفتًض أف :
X1عدد اللتًات  من ابغليب في الوجبة الغذائية : 
X2عدد الكيلوغرامات من اللحم في الوجبة الغذائية : 
X3عدد البيض في الوجبة الغذائية : 

  :بيكن أف نكتبو كما يلي:كتابة البرنامج الخطي 
   MinZ = 2x1 +3x2 +x3                                                                           

               A :10x1 +15x2 + 10x3 ≥ 20قيد الفيتامتُ 
            B : 100x1 + 10x2 + 10x3 ≥ 50قيد الفيتامتُ 
              C :20x1 + 100x2 + 10x3 ≥ 10قيد الفيتامتُ 

 ,x3 x1 ,x2                         0 ≤  ,:قيد عدـ السلبية 
 
 :النقلمسألة  .6

بحيث الطاقة   C,B,Aبستلك مؤسسة ثلبث مصانع لاتاج المحركات الكهربائية متواجدة في ابؼناطق  مثاؿ: 
وحدة. وتقوـ ىذه ابؼؤسسة ببيع منتوجها في  2500، 6000، 7000الانتاجية لكل مصنع على التًتيب ىي 

، 5500، 4000حيث يقدر الطلب ابؼتوقع في كل نقطة بيع على التًتيب   Y,Z,Wثلبث نقاط بيع ىي 
 وحدة.6000
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نقطة انطلبؽ) ابؼصنع( بكو نقطة وصوؿ معينة)نقاط تهدؼ ابؼؤسسة الى برديد عدد المحركات الواجب نقلها من كل 
البيع( وذلك بالأخذ بعتُ الاعتبار تكاليف القل ابؼختلفة لكل مسار ، وابعدوؿ التالي يبتُ تكاليف النقل الوحدوية 

 لكل مسار:
 W Z Y نقاط الانطلاؽ/نقاط الوصوؿ

A 76 55 82 
B 42 25 53 
C 31 19 20 

 صياغة البرنامج الذي يسمح باختيار ابؼسارات ابؼثلى التي بزفض تكاليف النقل الكلية الى أقل ما بيكن. المطلوب:
 الحل:

  :تحديد المتغيرات 
 تكمن نشاطات ابؼؤسسة في نقل المحركات من نقاط الانطلبؽ )ابؼصانع( بكو نقطة الوصوؿ) نقاط البيع(  حيث

 لتسهيل برديد ابؼسارات ، وعليو نفتًض أف: xjبدلا من الشكل   xijنستعتُ في ىذا ابؼثاؿ بابؼتغتَات من الشكل 
X11 عدد المحركات الواجب نقلها من مصنع :A الى نقطة بيعW 
X12  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعA الى نقطة بيعZ 
X13  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعA الى نقطة بيعY 
X21  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعB الى نقطة بيعW 
X22  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعB الى نقطة بيعZ 
X23  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعB الى نقطة بيعY 
X31  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعC الى نقطة بيعW 
X32  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعC الى نقطة بيعZ 
X33  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعC الى نقطة بيعY 
 :بيكن كتابة البرنامج بؼسألة بزفيض تكاليف النقل كالتالي: كتابة البرنامج الخطي 

+ 82x13+ 42x21+25x22+ 53x23+ 31x31+ 19x32+20x33 MinZ= 76x11+55x12 
                             A:  x11+x12 +x13 ≤ 7000الطاقة الانتاجية للمصنعقيد 

                              B:   x21+x22+ x23 ≤ 6000قيد الطاقة الانتاجية للمصنع
                           C :                x31+ x32+x33 ≤ 2500قيد الطاقة الانتاجية للمصنع 

                                       W:x11+ x21+ x31= 4000  نقطة البيعقيد 
                                       Y :x12+ x22+ x32=5500  قيد نقطة البيع  
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                                      Z:x13+ x23+ x33= 6000 قيد نقطة البيع   
 ,x21,x22, x23, x31, x32,x33≥0                x11,x12 ,x13 :قيد عدـ السلبية

 
 :التخزين .مسألة 7

تج احدى ابؼؤسسات منتوجا معينا وعليها برقيق ابؼتطلبات للؤشهر الثلبثة القادمة ، على أف الطاقة نت مثاؿ: 
 نقدية.وحدة 2000وحدة وكلفة انتاج الوحدة الواحدة ىي 18000الانتاجية الشهرية القصوى للمؤسسة ىي 

 
 جواف ماي أفريل الشهر

 18000 12000 6000 العدد ابؼطلوب
 

تعاني ابؼؤسسة من عدـ توفر مكاف للتخزين ، لذلك قامت بتأجتَ مكاف للتخزين حيث كلفة بززين الوحدة الواحدة 
 فالعلم أو.ف/ شهريا . و بهري حساب الكلفة على أساس العدد ابؼوجود في ابؼخزف في نهاية الشهر ، مع 250ىي 

 ابؼؤسسة لا بستلك أي بـزوف أولي ولا ترغب في الاحتفاظ بدخزوف معتُ .
 تشكيل النموذج ابػطي للمسألة من أجل بزفيض التكاليف المطلوب:
 الحل: 
   :نفرض أف متغتَات القرار ىي:تحديد المتغيرات 
X11عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر أفريل لتسليمها في نفس الشهر : 
X12عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر أفريل لتسليمها في شهر ماي : 
X13عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر أفريل لتسليمها في شهر جواف : 
X22عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر ماي لتسليمها في نفس الشهر : 
X23عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر ماي لتسليمها في شهر جواف : 
X33عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر جواف لتسليمها في نفس الشهر : 
  :يأخذ بموذج ىذه ابؼشكلة الشكل التاليكتابة البرنامج الخطي: 
  

 اف ابؽدؼ بؽذه ابؼسألة ىو تقليل التكلفة الكلية و ابؼرتبطة بتكلفة الانتاج و تكلفة التخزين وعليو بقد:
 

MinZ = 2000x11+ 2250x12+ 2500x13+2000x22+2250x23+2000x33     
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                         x11+ x12+ x13 ≤ 18000  قيد الطاقة الانتاجية لشهر أفريل:
 x22+x23                                18000 ≥ قيد الطاقة الانتاجية لشهر ماي:

                                      x33  ≤ 18000 قيد الطاقة الانتاجية لشهر جواف:
                                                 x11 = 6000    :قيد الطلب لشهر أفريل

                                        x12+ x22 = 12000قيد الطلب لشهر ماي: 
                               x13+ x23+ x33 = 18000قيد الطلب لشهر جواف: 

                             x11, x12, x13, x22,x23, x33 ≥ 0   : قيد عدـ السلبية
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تعد مرحلة صياغة النموذج الرياضي من أىم و أعقد مراحل استخداـ البرمجة الخطية  لكونها مرحلة عملية 
القدرات العقلية لمتخذ القرار بحيث لا يوجد على الاطلاؽ برنامج لصياغة أكثر منها فنية ، تعتمد على 

متطلبات تطبيق البرمجة الخطية في أية مسألة ، فاف النتيجة ىي  . فاذا ما توفرتىذا النوع من البرامج
 التيمحددة و خطوات ، عن طريق اتباع الحصوؿ على نموذج رياضي يصف النشاط موضوع البحث 

 على التساؤلات التالية  :تعكس الاجابة 
عن ماذا نبحث أو ماىي المجاىيل : تتجسد في سؤاؿ  طوة تحديد ماىية نشاطات المسألةخ

 التي تهدؼ المسألة الى ايجاد قيم لها؟   
ما ىو الهدؼ الذي تصبو خطوة تحديد المعيار المتبع في قياس المتغيرات: تتجسد في سؤاؿ  

 المؤسسة الى تحقيقو؟
تحديد قيود المسألة: تتجسد في سؤاؿ ما ىي القيود المفروضة على تحقيق ىدؼ  خطوة

 المسألة؟  
 

ملخصال  
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 الطريقة البيانية للبرمجة الخطية الفصل الثالث:

La méthode graphique 
 

 :المهارات المستهدفة 
 على: بعد قراءة ىذا الفصل سيكوف الطالب قادرا 

 ابهاد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي  مهما كاف نوع مسألة البربؾة ابػطية. 
 .ودلالتها بالطريقة البيانية   ابػطيالتمييز بتُ قيود  البرنامج  
 التمييز وحل بـتلف ابغالات ابػاصة بؼسائل البربؾة ابػطية. 

 

 

  محتوى الفصل:
I . البحث عن ابغل الأمثل بالطريقة البيانية. 

 اولا. في حالة التعظيم. 
 ثانيا. في حالة التخفيض. 

II ابغالات ابػاصة في الطريقة البيانية .. 
 . تعدد ابغلوؿ ابؼثلى.1 
 .عدـ وجود حلوؿ.2 
 .الابكلبؿ.3 
 لوؿ غتَ المحددة..ابغ4 

III. تقييم الطريقة البيانية . 
 ابؼلخص
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 تمهيد:
للمشكلة و ابؼتضمنة بطبيعة ابغاؿ بحث العلبقات ابؼنطقية كما أشرنا سابقا، فانو بعد صياغة النموذج 

ابؼتبادلة فيما بتُ العديد من ابؼتغتَات الواقعة برت تأثتَ قيود نوعية وكمية و غتَىا ،تأتي خطوة حلو التي تعتٌ بإبهاد 
الة في حالة تعظيم أو قيم  ابؼتغتَات التي بذعل دالة ابؽدؼ في أمثل قيمة بؽا دوف بذاوز حدود القيود سواء كانت الد

 في حالة التخفيض، وىذا يكوف   باستخداـ احدى أىم طرؽ البربؾة ابػطية  وبنا:
 (طريقة السمبلبكسméthode du simplexe) 
   الطريقة البيانية  التي تعتبر مدخلب لفهم طريقةsimplexe صعبة الى حد ما  معقدة و التي تكوف عادة،   

 الات ابغل الأمثل لنموذج البربؾة ابػطية.كما  تعطي تصورا عن صورة احتم
 بشيء من التفصيل .في ىذا الفصل  سيتم تناوؿ الطريقة البيانية أولا  لذا، 
 I. البحث عن الحل الأمثل بالطريقة البيانية : 

تعتمد الطريقة البيانية على التمثيل التصويري بؼسألة البربؾة ابػطية ولكنها لا تطبق الا على ابغالات البسيطة  
حيث أف التمثيل البياني لا بيكن أف يتجاوز السطح المحدد بدحوري الاحداثيات الأفقي و الرأسي، لذلك فاف 

التي تؤثر في ابزاذ القرارات كثتَة جدا تفوؽ ابؼتغتَين . كما استخدامها في ابغياة العملية معدومة لاف عدد ابؼتغتَات 
تعمل على رسم القيود على المحورين لتتكوف لدينا ما يسمى بدنطقة ابغلوؿ ابؼمكنة و التي تعتبر لأية مسألة بربؾة 

لمسألة ، أما ابغل خطية بدثابة بؾموعة بؿدبة ، وأف أية نقطة تقع داخل ىذه ابؼنطقة أو على بؿيطها بسثل حلب بفكنا ل
 الأمثل فيتمثل ىنا بوجود نقطة زاوية على بؿيط منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة .  

 و سنقوـ بتوضيح ابػطوات العملية للطريقة البيانية   وفقا لنوعي دالة ابؽدؼ بؼسائل البربؾة ابػطية:
 :أولا. في حالة التعظيم

البيانية وفقا للمثاؿ التوضيحي السابق  عن سنوضح ابػطوات الستة  الواجب اتباعها للحل  بالطريقة 
  1بزطيط الانتاج في حالة التعظيم:

كل متغتَ بأحد الإحداثيات ) الأفقي أو العمودي( ، وحسب مثالنا فاف ابؼسألة تتعلق بدتغتَين فقط   بسثيل 
( و ابػط العمودي لعدد لعب x1)Aحيث يتم بزصيص ابػط الأفقي من الرسم البياني لعدد لعب أطفاؿ نوع 

( . وىنا من الضروري أف يعلم الدارس أف الأخذ بعتُ الاعتبار بقيد عدـ سلبية ابؼتغتَات يطلب x2)Bأطفاؿ نوع 
 أف يقع ابؼتغتَين في الربع الأوؿ من الرسم البياني) أي ابعهتتُ ابؼوجبتتُ من المحورين(.

نة الى معادلة ، وذلك بإبهاد نقطتتُ لكل قيد يتم تعيتُ بسثيل كل قيد بخط مستقيم بعد برويلو من متباي 
أحدبنا على المحور الافقي و الآخر على المحور العمودي . وبشكل مبسط نأخذ ابعزء الأوؿ من القيد الذي يكوف 

 على شكل ابؼساواة ونضع أحد ابؼتغتَات مساو للصفر ، فنتمكن من برديد قيمة ابؼتغتَ الثاني و العكس صحيح. 
                                                           
1
 Amor Farouk Benghezal , programmation linéaire, 2édition, office des publications universitaires, Alger, 2006 , 

pp16,17 
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 مثالنا السابق يتم برديد احداثيات ابؼتغتَات على النحو التالي:   في
  x1 + x2≤    1000 2أ. نقاط القيد الأوؿ) مادة البلبستيك(:  

 x1 + x2 2            1000 =: بكوؿ ابؼتباينة الى مساواة 
الأولى ، و بنفس ، وىذه ىي النقطة x2= 1000و نعوض في معادلة القيد فتكوف قيمة  x1= 0نفرض أف 

 .x1= 500فنكوف قيمة  x2=0الأسلوب نستخرج النقطة الثانية بافتًاض أف 
 x1+ 6 x2≤ 2400 3ب. نقاط القيد الثاني) ورشة التصنيع( :     

،  x2= 400فاف قيمة  x1=0، فبافتًاض أف بنفس الاجراءات التي طبقت على القيد الأوؿ  يتم استخراج النقاط
 .x1= 800فاف قيمة  x2=0وبافتًاض أف 

 وبيكن تلخيص  النتائج في ابعدوؿ التالي:
 

 x1= 0 x2=0 القيود
2 x1 + x2=1000 1000 500 

3 x1+ 6 x2= 2400 400 800 
 

 و بيكن بسثيل ىذه النقاط بيانيا كما يلي: 
ثم برديد بؾاؿ ابغل للقيد حسب  رسم كل قيد على الرسم البياني بالتوصيل ما بتُ النقاط ابؼستخرجة ، 

 طبيعتو حيث:
  اذا كاف القيد من نوع أقل من أو يساوي فاف بؾاؿ ابغل يقع برت القيد بابذاه نقطة الأصل ) ابؼساحة

 الواقعة على يسار ابؼستقيم(.
 على  اذا كاف القيد من نوع أكبر من أو يساوي فاف بؾاؿ ابغل يقع فوؽ القيد نقطة الأصل) ابؼساخة الواقعة

 بيتُ ابؼستقيم( .
 . اذا كاف القيد من نوع مساواة فاف بؾاؿ ابغل يقع على القيد نفسو 

 
وبدا أف قيدي ابؼثاؿ من نوع أقل من أو يساوي فاف بؾاؿ ابغل لكل منهما يقع بابذاه نقطة الأصل  التي بيكن التعبتَ 

 دين:عنو بأسهم تتجو بكو  ىذا المجاؿ، و الشكل التالي يبتُ بسثيل القي
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 منطقة ابغلوؿ ابؼشتًكة التي تظهر من تقاطع ابػطوط ابؼستقيمة ابؼمثلة للقيود، فهي بسثل مساحة  برديد 

 تستجيب لشروط بصيع قيود ابؼشكلة.
(  DCوحسب الرسم البياني أعلبه ، فاف منطقة ابغل لقيد مادة البلبستيك ىي الواقعة الى أسفل و يسار ابؼستقيم ) 

ما منطقة القبوؿ ابؼمكنة لقيد ورشة التصنيع فهي ابؼنطقة الواقعة الى أسفل و يسار ( ، أOCDو المحددة بابؼساحة )
( . وبالتالي فاف منطقة القبوؿ ابؼشتًكة للقيدين معا تتحدد بابؼساحة  OAE( و المحددة بابؼساحة )AEابؼستقيم ) 

(OABC بيك )ن اعتبارىا حلب بفكنا ( حيث أف أي نقطة ضمن ىذه ابؼنطقة ابؼضللة )داخلها أو على حدودىا
 تتحقق فيو قيدي ابؼسألة .

  1ابهاد ابغل الأمثل الذي بهعل دالة ابؽدؼ في نهايتها العظمى باتباع احدى الطريقتتُ التاليتتُ: 
 :وىي طريقة بسيطة وسهلة جدا تقوـ على تعويض احداثيات نقاط أركاف منطقة ابغلوؿ  الطريقة الأولى

 ابؼمكنة بدالة ابؽدؼ ، ومن ثم اختيار النقطة التي تعطي أكبر قيمة لدالة ابؽدؼ . 
وحسب مثالنا ىناؾ أربعة نقاط بسثل أركاف منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة حيث تظهر نتائج اختبار ىذه النقاط في دالة 

 دؼ لتحديد نقطة ابغل الأمثل في ابعدوؿ التالي:ابؽ
 قيمة دالة الهدؼ احداثيات النقاط النقاط

0 o :( x1=0, x2=0)  MaxZO=0 
A A:( x1=0, x2=400) MaxZA=12000 
B B:( x1=400, x2=200) MaxZB=14000 
C C:( x1=500, x2=0) MaxZC=10000 

                                                           
1
، دار القلم للنشر و التوزيع، الامارات 1، طساليب بحوث العمليات ، الطرؽ الكمية المساعدة في اتخاذ القرارأعبد الستار أبضد بؿمد الآلوسي ،   

 .64، ص 2003العربية ابؼتحدة، 
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أي أف البرنامج الانتاجي  Bيتبتُ أف ابغل الأمثل يكوف عند النقطة  O,A,B,Cوبدقارنة ابغلوؿ ابؼختلفة عند النقاط 
مع برقيق أقصى ربح قدره  Bلعبة من نوع 200و  Aلعبة من نوع 400الأمثل للمسألة يتمثل في انتاج 

 وحدة نقدية .14000
  :الطريقة الثانية(  نرسم مستقيم لدالة ابؽدؼ على نفس ابؼعلم يدعى بابؼستقيم  ، ) و الذي يتم ابغصوؿ

 :بير بالنقطتتُ(  ، وعليو فابؼستقيم ) Z=0بجعل الدالة معدومة ،  أي أف  عليو
20 x1 + 30 x2=0 

x2 x1 
-200 300 

400 -600 
 ويكفي برديد نقطة واحدة فقط لكونو بير الزاما بنقطة ابؼبدأ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

نقوـ بتحريكو بصفة متوازية ابذاه رؤوس منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة وتكوف النقطة التي برقق   (  وبعد رسم ابؼستقيم)
 أكبر قيمة للدالة ىي آخر نقطة يصل اليها ابؼستقيم . وحسب ابؼثاؿ بقد أف آخر نقطة يصلها في منطقة ابغلوؿ 

 ،و بالتالي تشكل لنا ابغل الأمثل ، حيث بيكن لنا ابهاد احداثياتها اما :  Bابؼمكنة  ىي النقطة 
  ىندسيا بإنزاؿ شاقوؿ من ىذه النقطة على المحور الأفقي فنجد قيمةx1   وامداد مستقيم موازي للمحور

 .x2فنجد قيمة   Bالأفقي انطلبقا من النقطة 
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 منطقة الحلول
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 :حل معادلتي ابؼستقيمتُ باعتبارىا بسثل نقطة تقاطع القيدين 
2 x1 + x2=1000                                                             
3 x1+ 6 x2= 2400                                               

 . بذعلبف دالة ابؽدؼ في أعلى قيمة بؽاوبنا القيمتاف اللتاف   x2=  200و   =x1 400 وبحلها بقد أف
شرح ابغل الأمثل و التحقق منو من خلبؿ التعويض بإحداثيات ابغل في كل من دالة ابؽدؼ و قيود ابؼسألة   

 كما ىو مبتُ أدناه: 
 MaxZ=20 x1 + 30 x2       ػ دالة الهدؼ:

= 20(400)+ 30(200) = 14000           
 x1 + x2≤1000 2                 ػ القيد الأوؿ:

 2(400)+ 200 ≤ 1000                             
1000≤ 1000                                       

كمية مادة البلبستيك ابؼتاحة تساوي كمية مادة البلبستيك ابؼستغلة ، وىذا أف  كما   وعليو ، فاف القيد الأوؿ بؿقق 
 يعنتٍ أف ىذه ابؼادة قد استغلت بالكامل. 

 x1+ 6 x2≤ 2400 3          القيد الثاني:ػ 
3(400) + 6(200) ≤ 2400                   

2400≤2400                                 
زمن ورشة التصنيع ابؼتاح يساوي  الزمن ابؼستغل ، ما يعتٍ ذلك أف زمن أف كما   بؿقق  ثاني وعليو ، فاف القيد ال

 ورشة التصنيع قد استغل بالكامل.
 . x1=400   ،x2=200بؿقق ىو أيضا حيث قيمة اشارة ابؼتغتَات موجبة :    ػ قيد عدـ سلبية المتغيرات:

 .وبالتالي، فاف ىذا ابغل مقبوؿ نظرا لتحقيقو بصيع قيود ابؼسألة من جهة و تعظيمو للؤرباح من جهة أخرى 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 

 ملاحظات:
 يمر بالحل الأمثل و الذي (contrainte saturée)بالكامل بالقيد المشبع.يسمى القيد الذي استغل طاقتو 1
و التفرقة ( ، contrainte non saturée) أما القيد الذي لم يستغل طاقتو بالكامل بالقيد غير المشبع، 

 بينهما يفيد المسير في اتخاذ القرارات المتعلقة بالإجابة على السؤالين التاليين: 
 ػ ماىي الطاقات أو الموارد الواجب زيادتها أو الحصوؿ  على كميات اضافية منها؟         
 ػ ماىي الطاقات أو الموارد الواجب تخفيضها أو ايجاد استعمالات أخرى لها و بأي كمية؟         

تحقيق  دالة الهدؼ . في نقطة الحل الأمثل ليس شرطا الاستغلاؿ الكامل لطاقات موارد القيود ، بل يكفي 2 
   . أي أكبر قيمة في حالة التعظيم و أدنى قيمة في حالة التدنية
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  :ثانيا. في حالة التخفيض
 البيانية  مع استخدامها في حل مسائل التعظيم كما سبق تتشابو خطوات حل مسائل التخفيض بالطريقة 

الاشارة اليها في ابغالة السابقة، الا أف ىناؾ فارقتُ أساسيتُ نابذتُ عن اختلبؼ طبيعة كل من دالو ابؽدؼ  والقيود  
 في : . لذا فاف الفارقتُ يتمثلبف1بحيث نتعامل ىنا مع دالة من نوع بزفيض و قيود من نوع أكبر من أو يساوي

 .)منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة و التي تقع فوؽ مستقيمات معادلات القيود ) أي على بيتُ ابؼستقيم 
  ابغل الأمثل الذي يتواجد دائما في اقرب نقطة الى الاصل ضمن منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة لأنها تعطي أقل قيمة

 بفكنة لدالة ابؽدؼ.
في حل مسائل التعظيم و مسائل التخفيض سنعتمد على ابؼثاؿ  و لتوضيح الفروقات بتُ استخداـ طريقة ابغل البياني

 التوضيحي السابق ابؼتعلق بدسألة بزطيط الانتاج في حالة التخفيض:
 مثاؿ: 

 كتابة النموذج الرياضي للمسألة:  
 M : عدد الكيلوغرامات الواجب انتاجها من العلفX1 حيث:

X2              :  عدد الكيلوغرامات الواجب انتاجها من العلفN 
    Min Z= 10 x1 + 4 x2                       

 A                   : 0.1 x1 ≥ 0.4قيد العنصر 
 B                   : 0.1 x2≥  0.6قيد العنصر 
 C     : ≥  2    0.4 x1 + 0.2 x2قيد العنصر 
 D    :   0.5 x1 + 0.7 x2≥  3.5قيد العنصر 

                        x1, x2≥ 0شرط عدـ السلبية:                
بهاد النقاط ابؼمثلة لكل قيد بنفس القواعد التي تم شرحها في ذلك من خلبؿ ابسثيل كل قيد بخط مستقيم:  و  

 حالة  التعظيم) للتخلص من الفاصلة قمنا بضرب طرفي القيد في عشرة(
X1=4 مستقيم موزي للمحور العمودي.ىو  خط 
X2=6ىو خط مستقيم موازي للمحور الأفقي 

 
 
 
 

                                                           
 29، ص2004دار الوراؽ، الاردف،   ،1،ط بحوث العمليات و تطبيقاتها في ادارة الاعماؿبؿمود العبيدي، مؤيد عبد ابغستُ الفضل،   1

5x1+ 7x2= 35 
x2 x1 
5 0 
0 7 

4x1+ 2x2= 20 
x2 x1 
10 0 
0 5 
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ن خلبؿ التوصيل ما بتُ النقاط ابؼستخرجة ، ثم برديد بؾاؿ  ابغل لكل قيد  و رسم  القيود على ابؼعلم : م 

  ( ≥ابؼستقيم صعودا الى الأعلى على اعتبار اف اشارة القيود من نوع )التي تنحصر بتُ ابػط 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

برديد منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة: بسثل ابؼنطقة ابؼضللة وغتَ المحددة من الأعلى اذ برددت بابؼنطقة البعيدة عن  
 نقطة الأصل لكوف ابؼتًاجحات من نوع أكبر من أو يساوي  ومن ثم يوجد عدد غتَ منتو من ابغلوؿ في ىذه ابؼنطقة.

مثل على ابغدود الداخلية بؼنطقة ابغلوؿ ابؼمكنة ابهاد ابغل الأمثل:   كما نلبحظ في الرسم، يقع ابغل الا 
و x1=4التي بيكن برديد احداثياتها مباشرة من الرسم  و ابؼتمثلة في  Eالغتَ بؿددة ػ والتي بيكن برديدىا بالنقطة 

x2= 6 
بحيث تكوف التكلفة في Nكغ و من العلف 4ىي Mوبالتالي، فاف عدد الكيلوغرامات الواجب انتاجها من العلف 

 وحدة نقدية .64حدىا الأدنى بدقدار 
 II: الحالات الخاصة في الطريقة البيانية . 

 1بيكن أف نصادؼ عدة حالات خاصة أثناء ابهاد ابغل بالطريقة البيانية منها :
 ػ تعدد ابغلوؿ ابؼثلى.  
 ػ  عدـ وجود حلوؿ.  
 ػ  القيد الزائد عن ابغاجة.  
  ػ ابغلوؿ غتَ المحددة.  

                                                           
1
 38،40، ص ص 2006، ايتًاؾ للنشر و التوزيع، مصر، 1،طبحوث العملياتاليمتُ فالتو،   
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 منطقة الحلول
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  :الحلوؿ المثلى. تعدد 1
 التي ابؽدؼ لدالة نفسها القيمة تعطي ابؼمكنة ابغلوؿ منطقة في واحدة نقطة من أكثر ىناؾ تكوف عندما

 نوع من ابؽدؼ دالة تكوف حتُ  القيم أقل تكوف أو التعظيم نوع من ابؽدؼ دالة كوف حالة في القيم أعلى تكوف
 بزفيض. تسمى ىذه ابغالة  بابغلوؿ البديلة حيث بسنح بؼتخذ القرار بؾالا واسعا للبختيار وفقا بؼا يراه مناسبا. 

 أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي التالي باستخداـ الطريقة البيانية: مثاؿ: 
MaxZ= 5x1+ 10x2                 

2x1+ 4x2 ≤ 8 
5x1 + 2x2≤ 10 

X1, x2≥ 0 
 ىذه ابؼسألة بيانيا كما سبقت الاشارة اليو ، نتوصل الى الرسم البياني و جدوؿ منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة التاليتُ:بحل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 قيمة دالة الهدؼ احداثيات النقاط النقاط
A o :( x1=0, x2=0)  MaxZA=0 
B A:( x1=0, x2=2) MaxZB=20 
C B:( x1=1.5, x2=1.25) MaxZC=20 
D C:( x1=2, x2=0) MaxZD=10 

( ، MaxZ=20في دالة ابؽدؼ فانهما يعطياف نفس القيمة ) B،Cيلبحظ من ابعدوؿ أنو عند تعويض قيم النقطتتُ 
تكوف موازية لأحد قيود ما يعتٍ أف ابؼسألة برتوي على أكثر من حل أمثل ، ويعود السبب في ذلك أـ دالة ابؽدؼ 

 ابؼسألة.

2 4 
A 

B 

C 

5x1+2x2=10 

x1 

x2 

Δ 

2x1+4x2=8 
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  :.عدـ وجود حلوؿ2
قد بودث أف لا نتمكن أصلب من برديد منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة نتيجة لتضارب في قيود البرنامج ، و ابؼثاؿ 

 التالي يبتُ ذلك: 
 أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي التالي باستخداـ الطريقة البيانية:مثاؿ:  

MaxZ= 2x1+ x2                
2x1 - x2 ≤ 2                         
3x1 - 4x2 ≥12                     
X1, x2≥ 0                                

نلبحظ أف القيدين متعاكستُ ولا يتقاطعا نهائيا ، وبذلك لا نستطيع ابغصوؿ  من خلبؿ ابغل البياني بؽذه ابؼسألة ،
على منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة . و اذا حدث و أف وقع متخذ القرار في مثل ىذه ابغالة فعليو اعادة الظر في صياغة 

 النموذج صياغة صحيحة أو اعادة النظر في القيود السابقة.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 :الانحلاؿ.3

ابغاجة اي انو لا يساىم في برديد في مثل ىذه ابغالة ،فاف أحد القيود الذي يشكل ابؼسألة يعتبر زائدا عن 
نقطة ابغل الأمثل ، اذ أف ابؼستقيم ابؼمثل بؼعادلة ىذا القيد يكوف بعيدا عن منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة ولا يؤثر بأي حاؿ 

 على ابغلوؿ .
 أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي التالي باستخداـ الطريقة البيانية:    مثاؿ:
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MaxZ= 5x1+ 9x2           
x1+2 x2 ≤4 
x1 + x2  ≤2 
X1, x2≥ 0 

 
برقق ابغل الأمثل حيث أف بقاء القيد الأوؿ  cباستعماؿ الطريقة البيانية بقد من خلبؿ الرسم البياني أدناه أف النقطة 

 .فقط أو الثاني فقط سيحقق لنا نفس ابغل الأمثل . وىذا يعي أف أحد القيدين يعتبر قيدا زائدا 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 :الحلوؿ غير المحددة .4

بردث ىذه ابغالة عندما تكوف منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة غتَ بؿددة من جهة واحدة على الاقل، الأمر الذي 
سيتًتب عنو زيادة في دالة ابؽدؼ الى مالا نهاية ومن بشة استحالة الوصوؿ الى ابغل الأمثل، عندئذ بيكن القوؿ أف كلب 

ف. ومن ابؼؤكد أف سبب لهور ىذه ابغالة ىو عدـ مراعاة من منطقة ابغلوؿ و القيمة ابؼثلى لدالة ابؽدؼ غتَ بؿددا
واحدا أو أكثر من القيود المحددة للنشاط أو أنو لم يتم تقدير كمية الطاقات ابؼتاحة بشكل جيد لأنو يستحيل أف 

 يكوف ىناؾ بموذج خطي حقيقي يعطي مالا نهاية من الربح مثلب.
 التالي باستخداـ الطريقة البيانية:أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي  مثاؿ:

MaxZ= 2x1+ x2           
x1≥ 2    
x2 ≤5    

, x2≥ 0  x1 

1 2 3 4 

2 

x1 

x2 

x1+2x2=4 
x1+x2=2 

 منطقة الحلول
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نلبحظ من الرسم البياني أدناه أف منطقة ابغل ابؼمكن مفتوحة من النهاية و ىي غتَ بؿددة ، فأية قيمة في ابؼنطقة 
 لانهائية.برقق دالة ابؽدؼ و بالتالي بيكن أف نقوؿ أف دالة ابؽدؼ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
III: تقييم الطريقة البيانية : 

 تتميز الطريقة البيانية بػ :المزايا: 
 .البساطة و سهولة الاستخداـ 
 .القدرة على توضيح بعض مفاىيم البربؾة ابػطية 

 يعاب على الطريقة على أنها:  العيوب:
 .َتستعمل فقط في حالة وجود متغتَين في النموذج ، وىذا لا يتوافق مع الواقع العملي للمست 
 .)تفتًض الاستغلبؿ التاـ للطاقات الانتاجية ) برويل ابؼتًاجحات الى معادلات 
 .تستخلص النتائج على الرسم البياني بصفة تقريبية وغتَ دقيقة 

 
 
 
 
 
 
 

2 
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x2 

x2=5 

 4 منطقة الحلول
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الخاصة لحل مسائل البرمجة الخطية لكونها تصلح فقط عندما يحتوي  تعد الطريقة البيانية من الطرؽ

النموذج على متغيرين فقط حيث أف التمثيل البياني لا يمكن أف يتجاوز السطح المحدد بمحوري 
 الاحداثيات الأفقي و الرأسي .وتتلخص خطواتها في :

 الخطوة الأولى: تمثيل كل قيد بخط مستقيم.
 قيود على معلم .الخطوة الثانية: رسم ال

 الخطوة الثالثة: تحديد منطقة الحلوؿ الممكنة.
 الخطوة الرابعة: ايجاد الحل الأمثل.

وتتشارؾ مسائل البرمجة الخطية من نوع التخفيض أو التعظيم في ىذه الخطوات، الا أف ىناؾ فارقين 
 في :  أساسيين ناتجين عن اختلاؼ طبيعة كل من دالو الهدؼ  والقيود  ، و المتمثلين

.تحديد منطقة الحلوؿ 
.ايجاد الحل الأمثل 

كما أف تطبيق ىذه الخطوات لا يمكننا من الوصوؿ  دائما الى الحل الأمثل ) وىي الحالة الطبيعية(، و  
 انما قد نتحصل  على احدى الحالات الخاصة و المتمثلة في:

 لأحد القيود. الخط الممثل لدالة الهدؼ يوازي الخط الممثل تعدد الحلوؿ المثلى:
 وجود قيد فائض لا يؤثر على نقطة الحل الأمثل.الانحلاؿ: 

 وجود منطقة حلوؿ ممكنة مفتوحة وبدوف نهاية. حلوؿ غير محددة:
 عدـ وجود منطقة حلوؿ ممكنة تحقق جميع القيود. عدـ وجود حلوؿ:

 

  ملخصال
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 للبرمجة الخطية الفصل الرابع:  طريقة السمبلاكس
La méthode du simplexe 

 :المهارات المستهدفة
 بعد قراءة ىذا الفصل سيكوف الطالب قادرا على: 

 كتابة الصيغة ابؼعيارية للبرنامج ابػطي انطلبقا من نوع القيود ودالة ابؽدؼ. 
 .  هما كاف نوع مسألة البربؾة ابػطيةالأولي للبرنامج ابػطي مابهاد ابغل  
 ابهاد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي  مهما كاف نوع مسألة البربؾة ابػطية. 
 برنامج ابػطي.قتصادي بؼكونات ابعدوؿ النهائي للالتفستَ الا 
 التمييز وحل بـتلف ابغالات ابػاصة بؼسائل البربؾة ابػطية. 

 الفصل:    محتوى
Iالبحث عن ابغل الأمثل بطريقة السمبلبكس :. 

 أولا. في حالة التعظيم. 
 ثانيا. في حالة التخفيض. 

IIالسمبلبكس . ابغالات ابػاصة في طريقة. 
 . تعدد اابغلوؿ ابؼثلى.1 
 . عدـ وجود حلوؿ.2 
 .الابكلبؿ) عدـ الانتظاـ(3 
 . ابغلوؿ غتَ المحددة4 
 ابؼلخص
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 تمهيد: 
كما لاحظنا في الفصل السابق ، أف الطريقة البيانية تستخدـ بؼعابعة ابؼشكلبت ذات ابؼتغتَين ، وأف دخوؿ  

متغتَ ثالث يتطلب استخداـ مستوى ثلبثي الأبعاد بفا يعقد استعماؿ ىذه الطريقة، و أف زيادة عدد ابؼتغتَات لأكثر 
حتُ نلبحظ أف واقع ابؼشكلبت التي تواجهها ابؼؤسسات  من ثلبثة بهعلها غتَ ملبئمة بؼعابعة وحل ابؼشكلبت ، في

تتصف بالتعقيد بفا بهعلها بحاجة الى عدد كبتَ من القيود و ابؼتغتَات التي بهب أف تؤخذ بعتُ الاعتبار عند ابزاذ 
بؾة القرار. لذلك كاف لابد من تطبيق طريقة أخرى تكوف ذات كفاءة عالية في استخراج ابغلوؿ ابؼثلى بؼشكلبت البر 

( أو بالطريقة méthode du simplexeابػطية مهما كاف عدد ابؼتغتَات فيها ، تعرؼ بطريقة السمبلبكس )
 ابؼبسطة التي سيتم تناوبؽا بشيء من التفصيل. 

 Iالبحث عن الحل الأمثل بطريقة السمبلاكس :: 

 Georgeتعود الى ابعهود ابؼبذولة من قبل العالم  اف البدايات التاربىية لتطبيق طريقة السمبلبكس 
Dantzing   وىي عبارة عن خوارزمية تبحث عن ابغل الأمثل بطريقة متدرجة  بدءا من ابغل ابؼمكن 1947عاـ ، 

الأولي وصولا الى ابغل النهائي الذي  لا بيكن برستُ دالة ابؽدؼ بعده على الاطلبؽ،  من خلبؿ فحص ذروات 
ات بشكل متسلسل و باستخداـ مفاىيم رياضية بسيطة وثابتة ، معتمدة بذلك على قاعدة الطريقة منطقة الامكان

 البيانية التي تنص على أف أي حل بؼسألة البرنامج ابػطي سيكوف على أحد أركاف منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة فقط.
 1ة:الأربع التالي وبيكن تلخيص ابػطوات التي تتضمنها طريقة السمبلكس في ابػطوات

 برويل النموذج ابػطي الى بموذج معياري 
 .ابهاد ابغل الأولي ابؼمكن 
 .اختبار أمثلية ابغل 
 .برستُ ابغل الى غاية بلوغ ابغل الأمثل 

وكل خطوة من ىذه ابػطوات تتم وفق عدة عمليات حسابية في جداوؿ تسمى بجداوؿ السمبلبكس ذات الشكل 
 العاـ التالي:

 
  (Cjمعاملبت دالة ابؽدؼ)

 bi V Ck (Xi, ei, Aiمتغتَات النموذج )

ابؼتغتَات  كمية ابؼوارد (aijمصفوفة القيود)
 الاساسية المجهولة

معاملبت دالة ابؽدؼ 
 ابؼقابلة للمتغتَات الاساسية

 Z =∑Ck bi  : ابؽدؼقيمة دالة  Δ C ==∑Ck aij -cj  سطر التقييم:

                                                           
1
 Michel Nedzela, opcit, pp145 ;148 
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سنعمل على توضيحها وفقا لنوعا دالة ابؽدؼ بؼسائل البربؾة  ولتبسيط خطوات ابهاد ابغل الأمثل بطريقة السمبلبكس
 ابػطية:

 :أولا. في حالة التعظيم
سنوضح خطوات تطبيق طريقة السمبلبكس في حالة التعظيم  انطلبقا من  ابؼثاؿ العددي الذي استخدـ في 

 شرح الطريقة البيانية ، رغبة في مقارنة النتيجة ابؼتًتبة عن ىاتتُ الطريقتتُ :
 :كاف البرنامج ابػطي ىو:  مثاؿ 

MaxZ = 20 x1 + 30 x2                        

2 x1 + x2≤ 1000 
3 x1+ 6 x2≤ 2400 
x1 , x2≥ 0 

 :تحويل النموذج الخطي الى نموذج معياري الخطوة الأولى 
بإضافة متغتَات جديدة غتَ سالبة تسمى بدتغتَات يتم ذلك من خلبؿ برويل بصيع ابؼتًاجحات  الى معادلات 

الى الطرؼ الأيسر للمتًاجحات ) أي الى الطرؼ الأقل من ابؼتًاجحة لكي  (Les variables d’écart)الفجوة 
و التي تعبر اقتصاديا عن الطاقة العاطلة أو غتَ ابؼستغلة حيث أف عائدىا يساوي الصفر )أي  تتحوؿ الى معادلة( ،

 وعليو يصبح النموذج ابؼعياري بؽذه ابؼسألة بالشكل التالي: .eفي دالة ابؽدؼ معدومة(. يرمز بؽا بالرمز  أف قيمتها
MaxZ = 20 x1 + 30 x2 + 0 e1 +0 e2                       

2 x1 + x2 + e1 = 1000 
3 x1+ 6 x2 + e2 = 2400 
x1 , x2 ,  e1, e2≥ 0 

  :الممكنايجاد الحل الأولي الخطوة الثانية 
يقصد بها اعداد جدوؿ ابغل الأولي  من خلبؿ تنظيم بيانات النموذج ابؼعياري في حالة التعظيم   كما ىو مبتُ في 
الشكل التالي ، مع مراعاة أف تكوف  متغتَات الفجوة كمتغتَات أساسية أما متغتَات القرار فتكوف خارج  خانة 

  ابؼتغتَات الأساسية) خارج الاساس(  :
 :1رقم  حلال جدوؿ

0 0 30 20  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1 1 2 1000 e1 0 
1 0 6 3 2400 e2 0 
0 0 30- -20 Z= 0 
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كما نلبحظ من ابعدوؿ أعلبه أنو ينالر نقطة الأصل في طريقة ابغل البياني ، وىي ابغالة التي تعبر عن عدـ وجود 
 .      ربحوبالتالي لم يتم برقيق أي (، x1=0, x2=0أي انتاج )أي 

 اختبار الأمثلية الخطوة الثالثة : 
(. Δ C≥0عندما تكوف بصيع قيم سطر التقييم موجبة أو معدومة )أي  Maxيتحقق شرط الأمثلية في مسائل التعظيم 

ووجود قيمة سالبة في ىذا السطر يعتٍ أف ىناؾ امكانية لتحستُ ابغل أي الانتقاؿ من حل مقبوؿ الى آخر أكثر 
قبولا و اقتًابا من ابغل الأمثل بهدؼ زيادة قيمة دالة ابؽدؼ .وفي مثالنا نلبحظ أف سطر التقييم للجدوؿ الأولي يضم 

 من خلبؿ اعداد جدوؿ جديد )ثاني(  بيثل حلب بؿسنا أكثر من قيمة سالبة، ما يعتٍ امكانية برستُ ابغل 
 الخطوة الرابعة: تحسين الحل 

 للقياـ بهذه ابػطوة ، يتطلب الأمر برديد ثلبثة عناصر و ابؼتمثلة في:
 (ابؼتغتَة الداخلةvariable entrante ىي تلك ابؼتغتَة خارج الأساس التي تتحوؿ إلى متغتَة أساس :)

) أكبر قيمة  أقل قيمة سالبة من قيم سطر التقييمموجبة يتم اختيارىا في حالة التعظيم عن طريق اختيار 
 .بعمود المحوربسثل ابؼتغتَة الداخلة  ، و يسمى عمودىا  x2بالقيمة ابؼطلقة(  . وحسب مثالنا ىذا فاف 

  َابؼتغت( ة ابػارجةvariable sortante)  ىي متغتَة أساس موجبة و التي تتحوؿ إلى متغتَة خارج الأساس :
( و aijk(  على عناصر عمود ابؼتغتَة الداخلة )bi)  يتم برديدىا من خلبؿ قسمة عناصر عمود الثوابت

 لأنو بوقق بصيع قيود ابؼسألة أي: أصغر حاصل قسمة موجباختيار 
Min bi/ aijk   َحيث تشتk  الى عمود ابؼتغتَة الداخلة 
 وعليو فاف:.  بسطر المحورو السطر الذي بوقق تلك النتيجة يسمى 

Min{ 1000/1=1000, 2400/6=400}=400 
  x2بسثل ابؼتغتَة ابػارجة التي ستحل مكانها ابؼتغتَة الداخلة   e2وىذا يعتٍ أف 

 (نقطة المحورpivot :)    ىي نقطة تقاطع عمود ابؼتغتَة الداخلة مع سطر ابؼتغتَة ابػارجة. وكما ىو واضح
 في مثالنا. 6فاف  نقطة المحور ىي الرقم 

 وبناءا على برديد العناصر الثلبثة السابقة بيكن تشكيل جدوؿ بظبلبكس جديد كما يلي:
  قسمة عناصر سطر المحور على نقطة المحور فنحصل على سطر اx2  يلي:كما 

x2 = 400     1/2     1     0       1/6  
 .جعل  كل عناصر عمود المحور أصفارا ماعدى نقطة المحور 
 (حساب بقية عناصر ابؼصفوفة و كذلك الثوابتbi :بالعلبقة التالية ) 

 [نفطة المحور ÷عنصر عمود المحور( ×) عنصر سطر المحور ]–القيمة الجديدة للعنصر = القيمة القديمة للعنصر 
 وفقا بؽذه العلبقة فاف قيم السطر الأوؿ ابعديد كما يلي:
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e1 = 600       3/2        0         1       -1/6 
 :    Δ C  و  Zابؼوالي ، كما نعيد حساب قيمة كل من    تائج في جدوؿ ابغل الثانينتلك الوبالتالي نسجل 

 :2رقم الحل جدوؿ
0 0 30 20  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

-1/6 1 0 3/2 600 e1 0 
1/6 0 1 ½ 400 x2 30 
5 0 0 -5 Z= 12000 

، وىو  12000الى  0نلبحظ أف ابغل ابؼتوصل اليو في ابعدوؿ الثاني قد برسن بحيث انتقلت قيمتو من 
وىذا ابغل يشتَ الى أف ابؼؤسسة بإمكانها .   Aنفس ابغل ابؼتوصل اليو بطريقة الرسم البياني الذي يظهر عند النقطة 

أجل برقيق ربح قدره ( من V) لأنها لم تظهر في عمود  x1  وعدـ انتاج أي وحدة من  x2 وحدة من 400انتاج 
عدد الوحدات غتَ ابؼستخدمة من مادة البلبستيك ىو  أف  فتبتُ e1 وحدة نقدية. و أما متغتَة الفجوة12000

ىو متغتَ غتَ أساسي لذا كانت قيمتو تساوي الصفر ، ما يعتٍ أف زمن   e2 وحدة ، في حتُ متغتَة الفجوة 600
 ورشة التصنيع قد استغل بالكامل.

 والسؤاؿ الذي يطرح نفسو الآف : ىل توصلنا الى الحل الأمثل؟
ىناؾ قيم أقل من الصفر في سطر التقييم فاف ابغل الأمثل لم يتحقق بعد ، بفا يتطلب الأمر وابعواب ىو أنو مادامت 

ابؼتغتَة   e1ىي ابؼتغتَة الداخلة و    x1اجراء خطوة أخرى لتحسينو باتباع نفس الاجراءات السابقة حيث تكوف 
نقطة المحور . و بذلك يكوف ابعدوؿ الثالث بعد اجراء التحويلبت ابؼشابهة    3/2ابػارجة في حتُ بسثل القيمة 

 للخطوة السابقة كما يلي:
 :3رقم الحل جدوؿ

0 0 30 20  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

-1/9 2/3 0 1 400 x1 0 
2/9 -1/3 1 0 200 x2 30 

40/9 10/3 0 0 Z= 14000 
نلبحظ أف بصيع عناصر سطر التقييم أكبر أو تساوي الصفر ، ما يعتٍ أنو لا توجد امكانية لتحستُ ابغل ،لذلك 

 فاف ىذا ابعدوؿ ىو جدوؿ ابغل الأمثل  حيث تكوف النتائج المحصل عليها كما يلي: 
x1 = 400 ,  x2= 200 ,  e1= 0,  e2= 0 , Z =140000 
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لتحقيق ربح   Bوحدة من لعب الأطفاؿ نوع 200و  Aعب الأطفاؿ نوع لوحدة من 400أي أنو سيتم انتاج 
وحدة نقدية ،و ىذا في لل استغلبؿ تاـ بؼادة البلبستيك و زمن ورشة التصنيع ) لأنو لا 14000أعظمي قدره 

 Bلها النقطة ( .و ىذه النتيجة نفسها  ابؼتوصل اليها في الطريقة البيانية و التي بسثVتظهر أي متغتَة الفجوة في عمود 
 من ابغل ابؼتوصل اليو من خلبؿ التعويض في القيود و دالة ابؽدؼ: وبيكن التحقق 
 Maxz= 20×400 + 30×200= 14000  MaxZ = 20 x1 + 30x2ػ دالة ابؽدؼ: 

2x1+x2≤1000×ػ القيد الأوؿ بؿقق:

   3x1+6x2≤2400××:  ػ القيد الثاني بؿقق    
فهي مساوية   e1, e2في ابغل النهائي موجبة أما قيم كل من  x1, x2ػ شرط عدـ السلبية بؿقق: فقيم كل من     

 للصفر لأنها غتَ موجودة في ابغل النهائي.
 
 

 

 

 

 

 

 

  :ثانيا. في حالة التخفيض
السمبلبكس مع استخدامها في حل مسائل التعظيم كما سبق تتشابو خطوات حل مسائل التخفيض بطريقة 

الاشارة اليها في ابغالة السابقة، الا أف ىناؾ فارقتُ أساسيتُ نابذتُ عن اختلبؼ طبيعة كل من دالو ابؽدؼ  والقيود  
 1 :بحيث نتعامل ىنا مع دالة من نوع بزفيض و قيود من نوع أكبر من أو يساوي. لذا فاف الفارقتُ يتمثلبف في

 كتابة الصيغة ابؼعيارية للنموذج الرياضي. 
 اختبار أمثلية ابغل. 

                                                           
1
 Michel Nedzela, opcit, p157 

  
. تكوف قيمة المتغير الأساسي سواء كاف متغير فجوة أو متغير قرار  في سطر التقييم لجداوؿ 1

 السمبلاكس  معدومة .
. اف دخوؿ أي متغير للحل أثناء عملية التحسين لا يعني بالضرورة بقاؤه في الحل الى غاية الوصوؿ 2

 ن لاحقة.الى الحل الأمثل ، بل قد يصبح متغير خارجي في أية عملية تحسي
. عند اختيار أحد المتغيرات الداخلة أو الخارجة ، قد نجد قيمتين أو أكثر متساوية ، عندئذ يتم 3

 .الاختيار بطريقة عشوائية. مع العلم أف احدى القيم ستؤدي الى الحل بشكل سريع
الحل من عدمها ، بل تمتد الى الافادة ببعض  . لا تقتصر معطيات سطر التقييم على ابراز أمثلية4

المعلومات المفيدة  في التوقع بأثر التغيرات التي تحدث في المعطيات الرئيسية للمسألة على النتيجة 
 النهائية) وىذا سيتم معالجتو في الفصل  الموالي( 

 ملاحظات  
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 ولتوضيح ىذه الفروقات سنعتمد على ابؼثاؿ التالي كحالة تطبيقية:
  مثاؿ:

دج و 3000قررت مؤسسة وطنية شراء نوعتُ من الآلات حيث تكلفة شراء النوع الأوؿ و الثاني على التًتيب ىو 
وحدة بالنسبة للآلة من النوع الثاني ، كما تريد 40وحدة يوميا و 60دج. بيكن لآلة من النوع الأوؿ أف تنتج 1000

 وحدة.100يق انتاج يومي لا يقل عن آلات من النوع الثاني وىذا لتحق3ابؼؤسسة شراء على الاقل 
 ابؼطلوب: برديد عدد الآلات الواجب شراؤىا من النوعتُ من لأجل برقيق أقل تكلفة.

 الحل:
 قبل تطبيق خطوات ابغل بطريقة السمبلبكس، فاف النموذج ابػطي بؽذه ابؼسألة بيكن كتابتو بالشكل التالي: 

 الأوؿ الواجب شراؤىا: عدد الآلات من النوع x1متغتَات القرار:  
                 2 x عدد الآلات من النوع الثاني الواجب شراؤىا : 

 النموذج ابػطي:   
  MinZ= 3000x1 + 1000 x2                        

60 x1 + 40x2≥ 2000 
x2≥ 3                    
x1 , x2≥ 0 

  معياريالخطوة الأولى: تحويل النموذج الخطي الى نموذج 
يتم ذلك من خلبؿ برويل بصيع ابؼتًاجحات  الى معادلات بطرح متغتَات فجوة  من الطرؼ الأكبر  ) أي الطرؼ 

( يرمز لو  variables artificielالأيسر للمتًاجحة( مع اضافة متغتَات جديدة تدعى بابؼتغتَات الاصطناعية )
وىي قيمة كبتَة جدا , وىذا لكي تتحقق   Mو وجوب الهارىا  في دالة ابؽدؼ بإشارة موجبة و بدعامل   Aبالرمز 

الى الصيغة ابؼعيارية بطرح فقط متغتَة الفجوة بىل بدبدأ عدـ سلبية  ≥مبادئ البربؾة ابػطية . اذ أف برويل القيد 
مساوية للصفر، وفي ىذه ابغالة تكوف قيمة متغتَة الفجوة  xnابؼتغتَات في ابغل الأولي الذي تكوف فيو قيمة ابؼتغتَات 

 تساوي  قيمة سالبة ، وىذا أمر غتَ منطقي.
 وبناءا على ذلك يصبح النموذج ابؼعياري بؼثالنا على الشكل التالي:

MinZ= 3000x1 + 1000 x2 +  0 e1 + MA1 +    0   e2 + MA2                 

60 x1 + 40x2- e1 + A1= 2000 
x2- e2 + A2= 3                    

x1 , x2, e1,e2, A1,A2≥ 0 
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  :ايجاد الحل الأولي الممكنالخطوة الثانية 
تكوين جدوؿ ابغل الأولي بنفس القواعد التي تم شرحها في حالة التعظيم مع وجود فارؽ أساسي يتمثل في أف  يتم

 متغتَات ابغل الأساس تصبح ابؼتغتَات الاصطناعية بدلا من متغتَات الفجوة. 
 و يكوف  ابغل الأولي  لنموذج حالتنا كما يلي:

 :1جدوؿ الحل رقم 
M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 0 1 -1 2  3 100 A1 M 
1 -1 0 0 1 0 3 A2 M 
0 -M 0 -M 3M-1000 3M-3000 Z= 103M 

 A2= 3و  A1=100و ابؼؤدية الى حل أولي أساسي بػ  x1=x2=0كما نلبحظ من ابعدوؿ أعلبه  ،أنو عندما 
 كبتَ جدا.  Mللمؤسسة على اعتبار أف رقم  ، وىي تكلفة باىضة 103Mيعطي قيمة لدالة ابؽدؼ قدرىا 

 اختبار الأمثلية الخطوة الثالثة : 
 اف الوصوؿ الى ابغل الأمثل في مسائل التخفيض مشروط بأف تكوف بصيع قيم سطر التقييم سالبة أو معدومة 

يعتٍ عدـ برقق وبدا أف قيم سطر التقييم في ابعدوؿ السابق ليست كلها سالبة أو معدومة ، فهذا (.. Δ C≤0)أي 
 ابغل الامثل ، لذلك نتابع البحث عن ابغل الأمثل من خلبؿ عملية التحستُ ابؼوالية.

 الخطوة الرابعة: تحسين الحل 
عملية التحستُ ابؽادفة الى بزفيض التكاليف عن طريق اخراج ابؼتغتَات الاصطناعية من ابغل ػ، يتطلب الأمر  لاجراء

تطبيق نفس  القواعد التي تم شرحها في حالة التعظيم مع وجود فارؽ وحيد و ابؼتمثل في برديد ابؼتغتَة الداخلة و التي 
 لك:تقابل أكبر قيمة موجبة في سطر التقييم. فيكوف بذ

 X2   3ابؼتغتَة الداخلة  لأف القيمةM-1000 .ىي الأكبر في سطر التقييم 
 A2 :ابؼتغتَة ابػارجة لأف 

Min{ 100/2, 3/1}=3 Min bi/ aijk  = 
   ىي نقطة المحور لانها بسثل نقطة تقاطع عمود ابؼتغتَة الداخلة مع سطر ابؼتغتَة ابػارجة. 1القيمة 
 المحور في ابعدوؿ ابعديد تصبح كالتالي: قيم سطر 

X2= 3     0     1      0       0      -1       0 
 . عمود المحور في ابعدوؿ ابعديد تصبح قيمو كلها أصفارا ما عدى نقطة المحور 
  بقية قيم ابؼصفوفة برسب بالعلبقة السابقة التي تطبيقها في حالة التعظيم ، أي يصبح سطرA1  :ىو 

 A1= 94      3      0       -1       1      2     0   
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 وبدوجب النتائج السابقة نتحصل على ابعدوؿ التالي:
 :2جدوؿ الحل رقم

M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 2 1 -1 0  3  94 A1 M 
1 -1 0 0 1 0 3 X2 1000 
0 2M-1000 0 -M 0 3M-3000 Z= 94M+3000 

 103Mنلبحظ من خلبؿ ىذا ابعدوؿ أف ابغل قد برس بحيث ابلفضت دالة التكاليف من القيمة 
، و لكنو لم يتم بعد الوصوؿ الى ابغل الأمثل نظرا لوجود قيم موجبة في سطر التقييم ، و بالتالي  49M+3000الى

التحويلبت اللبزمة بكصل على جدوؿ  وفق القواعد ابؼعموؿ بها سابقا . وباجراء  A1بؿل  X1بهب برسينو بإدخاؿ 
 ابغل الثالث بالشكل التالي:

 :3جدوؿ الحل رقم
M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 2/3 1/3 -1/3 0 1 94/3 x1 3000 
0 -1 0 0 1 0 3 X2 1000 

-M 1000 1000-M -1000 0 0 Z= 97000 
الوصوؿ الى ابغل الأمثل نظرا لوجود قيمة موجبة في سطر التقييم ، و نلبحظ من خلبؿ ىذا ابعدوؿ أنو يتم بعد 

وفق القواعد ابؼعموؿ بها سابقا . وباجراء التحويلبت اللبزمة بكصل على    x1 بؿل e2 بالتالي بهب برسينو بإدخاؿ
 جدوؿ ابغل الرابع بالشكل التالي:

 :4جدوؿ الحل رقم
M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 1 ½ -1/2 0 3/2 47 e2 0 
0 0 ½ -1/2 1 3/2 50 X2 1000 

-M 0 500-M -500 0 -1500 Z= 50000 
 

اذ لا بيكن ابهاد أية قيمة أخرى للمغتَات برقق   Δ C≤0واضح أف ابغل ابؼتوصل اليو ىو ابغل الأمثل لأف بصيع قيم 
 أدنى قيمة لدالة ابؽدؼ و برتـً في نفس الوقت بصيع القيود . و يتلخص ىذا ابغل في: 

 آلة. 50ػ عدد آلات النوع الثاني الواجب شراؤىا ىو 
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 ػ عدـ شراء أي آلة من النوع الأوؿ.
 دج.50000ػ أدنى تكلفة تتحملها ابؼؤسسة ىو 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :بطريقة السمبلاكس حل مسائل التعظيم و التخفيض  خطوات خلاصة:   01جدوؿ رقم 
 

 حالة التخفيض حالة التعظيم 
 القيود من شكل أكبر من أو يساوي القيود من شكل أقل من أو يساوي النموذج النظامي
اضافة متغتَة الفجوة الى الطرؼ الأيسر من القيد،  النموذج المعياري

 وتكوف معاملها  صفر في الة ابؽدؼ 
نطرح متغتَة الفجوة من القيد وتكوف معاملها صفر في 
دالة ابؽدؼ، مع اضافة متغتَة اصطناعية في القيد 

 في دالة ابؽدؼ M+كوف معاملبتها وت
 بصيع قيم سطر التقييم سالبة أو معدومة بصيع قيم سطر التقييم موجبة أو معدومة الحل الأمثل

أقل قيمة سالبة)أكبر قيمة بالقيمة ابؼطلقة( من  المتغيرة الداخلة
 قيم  سطر التقييم

 أكبر قيمة موجبة من قيم سطر التقييم

 قيمة موجبة نابذة عن قسمة عمود الثوابت على عمود ابؼتغتَة الداخلةأصغر  المتغيرة الخارجة
 نقطة تقاطع عمود ابؼتغتَة الداخلة مع سطر ابؼتغتَة ابػارجة نفطة المحور

 
عن حل النموذج النظامي الا  :  لا يختلف حل النموذج  المختلط بطريقة السمبلاكسملاحظة ىامة 

فيما يتعلق بمعالجة أنواع القيود الأخرى التي قد يتضمنها النموذج المختلط ، والتي يمكن أف نلخص القواعد 
 السابقة و الجديدة في الجدوؿ التالي: 

 

 
. عندما تضاؼ المتغيرات الاصطناعية في دالة الهدؼ من نوع تعظيم ، تكوف معاملاتها  بإشارة سالبة 1

 (M–)أي
لاتها الكبيرة اليو مرة أخرى بسبب معام.عندما تخرج المتغيرات الاصطناعية من الحل ، فإنها لن تعود 2

 التي تعمل عكس دالة الهدؼ.
 اذا خرجت المتغيرة الاصطناعية من خانة الأساس يمكن الاستغناء عن حساب عناصر عمودىا لأنها لا. 3

 .يمكن أف تدخل  الى الأساس مرة أخرى
   

  
ممممم

 ملاحظات
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 : قواعد تحويل أنواع القيود الى معادلات    02جدوؿ رقم    
 Minدالة  Maxدالة  الاجراء نوع القيد

≥ +e 0e 0e 
≤ -e + A 0e – MA 0e + MA 
= +A -MA +MA 

 ولشرح ىذه الحالة نأخذ المثاؿ التالي:
             MinZ= x1 + 3 x2             ليكن لدينا البرنامج ابػطي التالي:   مثاؿ: 

 x1 + x2≥ 4                
  2x1 + x2≤ 6                

x2= 3                      
x1 , x2≥                                                             

 خطوات حل أي بموذج خطي ، وذلك كما يلي: سحل ىذا النموذج ابؼختلط يأخذ نف
              MinZ= x1 + 3 x2  + 0 e1 +MA1+ 0 e2+ MA2            النموذج المعياري : 

 x1 + x2- e1 +A1 = 4                
  2x1 + x2 + e2 = 6                

x2 +A2 = 3                      
x1 , x2 , e1,e2, A1, A2≥ 0                                                               

M 0 M 0 3 1  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 1 -1 1 1 4 A1 M 
0 1 0 0 1 2 6 e2 0 
1 0 0 0 1 0 3 A2 M 
0 0 0 -M 2M-3 M-1 Z= 7M 
-1 0 1 -1 0 1 1 A1 M 
-1 1 0 0 0 2 3 e2 0 
1 0 0 0 1 0 3 x2 3 

-2M+3 0 0 -M 0 M-1 Z= M +9 
-1 0 1 -1 0 1 1 x1 1 
1 1 -2 2 0 0 1 e2 0 
1 0 0 0 1 0 3 x2 3 

2-M 0 1-M -1 0 0 Z=10 
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 .نلبحظ من خلبؿ ابعدوؿ الأختَ أف قيم سطر التقييم بصيعها معدومة أو سالبة، لذا فاف شرط الأمثلية قد برقق
 
IIالسمبلاكس . الحالات الخاصة في طريقة: 

 اف ما تناولناه سابقا حوؿ ابغالات ابػاصة في الطريقة البيانية ، بيكن توضيحو أيضا في طريقة السمبلبكس
 1وذلك كما يلي بالاعتماد على نفس الأمثلة: 

 . تعدد الحلوؿ المثلى) الحلوؿ البديلة(:1 
بردث ىذه ابغالة عندما بيكن ابغصوؿ على أكثر من حل ، ويتحقق ذلك عندما يكوف أحد ابؼتغتَات غتَ 
الأساسية ) ابؼتغتَات لم تدخل ابغل( يأخذ القيمة صفر في سطر التقييم للجدوؿ الأختَ من جداوؿ السمبلبكس . 

تكوين جدوؿ بظبلبكس جديد بنفس القواعد وبيكن ابغصوؿ على ابغل البديل باعتبار ذلك ابؼتغتَ متغتَة داخلة و 
 السابقة، وابؼثاؿ التالي يوضح ذلك:

 أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي التالي باستخداـ طريقة السمبلبكس: مثاؿ:
MaxZ= 5x1+ 10x2               

2x1+ 4x2 ≤ 8 
5x1 + 2x2≤ 10 

X1, x2≥ 0 
 بحل ىذه ابؼسألة كما سبقت الاشارة اليو ، نتوصل الى ابعدوؿ النهائي التالي: 

 جدوؿ الحل الأمثل  :
0 0 10 5  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1/4 1 ½ 2 X2 10 
1 -1/2 0 4 6 e2 0 
0 5/2 0 0 Z= 20 

 
 لم تدخل ابغل الا أفمتغتَة  x1 ، وأف x2=2 ; e2=6 , Z=20  :نلبحظ من ابعدوؿ أعلبه أف توليفة ابغل تتمثل في 

 قيمتها في سطر التقييم تساوي الصفر ، ما يعتٍ ذلك وجود حل بديل و الذي نتحصل عليو في ابعدوؿ التالي:
 
 

 
                                                           

1
 47،58بؿمود العبيدي وآخروف، مرجع سابق،ص ص    
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 جدوؿ الحل البديل:
0 0 10 5  

e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 5/16 1 0 5/4 X2 10 
1 -1/8 0 1 3/2 x1 5 
0 40/16 0 0 Z= 20 
 , x2=5/4:  توصلنا الى ابغل الأمثل بنفس قيمة دالة ابؽدؼ لكن بتوليفة جديدة و ابؼتمثلة فينلبحظ أنو قد 

x1=3/2,  
ملاحظة: اف عدد الحلوؿ البديلة يكوف حسب عدد الأصفار في سطر تقييم الجدوؿ النهائي للمتغيرات التي لم  

  (Vتدخل الحل ) أي لا تكوف ضمن عمود 
 
  عدـ وجود حلوؿ: .2

بيكن أف بكدد ىذه ابغالة بطريقة السمبلبكس عند بقاء ابؼتغتَ الاصطناعي في جدوؿ ابغل الأمثل كمتغتَ في 
 ابغل الاساسي ، وبيكن توضيحها في ابؼثاؿ التالي:

 أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي التالي باستخداـ الطريقة البيانية:مثاؿ:  
MaxZ= 2x1+ x2                   

2x1 - x2 ≤ 2 
3x1 - 4x2 ≥12 

X1, x2≥ 0 

 جدوؿ الحل الأمثل  :                  
-M 0 0 1 2  
A1 e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 ½ -1/2 1 1 X1 2 
1 -1 -3/2 -5/2 0 9 A1 -M 
0 M 3/2M+1 5/2M-2 0 Z= 2-9M 

ما بهعل قيمة الدالة غتَ بؿددة  في عمود ابؼتغتَات الأساسية ،  A1من ابعدوؿ نلبحظ بقاء ابؼتغتَ الاصطناعي 
رغم أف الدالة من نوع التعظيم، أي ليس بؽا معتٌ اقتصادي. وبذلك نقوؿ أف  (Z= 2-9Mوسالبة بقدر كبتَ)

 للمسألة ليس بؽا حل. 
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 . الانحلاؿ) أو عدـ الانتظاـ(:3
وقد يكوف ذلك في تظهر ىذه ابغالة عندما يكوف واحد أو أكثر من متغتَات ابغل الأساسي قيمتو صفر ، 

أحد مراحل ابغل أو يستمر الى نهاية ابغل أو بىتفي قبل الوصوؿ الى ابغل الامثل . و في حالة استمرار الابكلبؿ الى 
  نهاية ابغل لن تتحسن قيمة دالة ابؽدؼ. كما بيكن الاستدلاؿ عن حالة الابكلبؿ عندما تتساوى ناتج قسمة عمود

bi لة لأكثر من متغتَ ، ويتم الاختيار عشوائيا .  وابؼثاؿ التالي يبتُ ذلك:على قيم عمود ابؼتغتَة الداخ 
 أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي التالي باستخداـ طريقة السمبلبكس:    مثاؿ:

MaxZ= 5x1+ 9x2             
x1+2 x2 ≤4 
x1 + x2  ≤2 
X1, x2≥ 0 

 
 نتوصل الى جداوؿ ابغل التالية:   بتطبيق خطوات ابغل لطريقة السمبلبكس

0 0 9 5  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1 2 1 4 e1 0 
1 0 1 1 2 e2 0 
0 0 -9 -5 Z= 0 
1 ½ 1 ½ 2 x2 9 
1 -1/2 0 ½ 0 e2 0 
0 9/2 0 -1/2 Z= 18 
-1 1 1 0 2 x2 9 
2 -1 0 1 0 x1 5 
1 4 0 0 Z=18 

 
كمتغتَة خارجة نتيجة لوجود  قيمتتُ   e1أنو تم اختيار عشوائيا   نلبحظ من ابعدوؿ الأوؿ من جداوؿ السمبلبكس

تغتَ أساسي مك   e2متساويتتُ . كما بقد أف حالة الابكلبؿ لهرت في ابعدوؿ الثاني من ابغل حيث اصبحت قيمة 
 18يمة صفر ، واستمرت حتى نهاية ابغل و الوصوؿ الى ابغل الأمثل الا أف قيمة دالة ابؽدؼ لم تتحسن و بقيت بق

في ابعدولتُ الثاني و الثالث. ومن الناحية العملية ، تعتٍ ىذه ابغالة أف للنموذج الرياضي على الأقل أحد القيود زائدا 
 عن ابغاجة) و ىذا ما تم الهاره بالطريقة البيانية(.
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 :الحلوؿ غير المحددة .4
تظهر ىذه ابغالة عندما لا بقد قيمة موجبة في عمود ابؼتغتَة الداخلة أي أف كل القيم سالبة أو معدومة، و 

 التالي:ك. و بيكن توضيحها   ∞بالتالي يتعذر ابهاد ابؼتغتَة ابػارجة لأف حاصل القسمة يكوف سالبا أو مساريا لػ 
 أوجد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي التالي باستخداـ طريقة السمبلبكس: مثاؿ: 

MaxZ= 2x1+ x2               
x1≥ 2     

x2 ≤5        
, x2≥ 0    x1 

باستخداـ طريقة السمبلبكس بكصل على ابعدولتُ التاليتُ حيث نلبحظ أنو في ابعدوؿ الثاني من ابغل بسكنا من 
الا أننا لم نتمكن من برديد ابؼتغتَة ابػارجة لعدـ وجود حاصل قسمة موجبة لقيم عمود e1 برديد ابؼتغتَ الداخل وىو

bi  و بالتالي يتعذر علينا اكماؿ جدوؿ .∞على قيم عمود ابؼتغتَة الداخلة حيث كانت القيم اما سالبة أو مساوية لػ
 التحستُ . لذا نقوؿ اف للمسألة حلوؿ غتَ منتهية.

0 -M 0 1 2  
e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1 -1 0 1 2 A1 -M 
1 0 0 1 0 5 e2 0 
0 0 M -1 -M-2 Z= -2M 
0 1 -1 0 1 2 x1 2 
1 0 0 1 0 5 e2 0 
0 2+M -2 -1 0 Z= 4 

 بيكن تلخيص ابغالات ابػاصة بطريقتي الرسم البياني و السمبلبكس في ابعدوؿ التالي: 
 : الحالات الخاصة بطريقتي الحل البياني و السمبلاكس    03جدوؿ رقم   

 طريقة السمبلاكس الطريقة البيانية الحالات الخاصة
ابػط ابؼمثل لدالة ابؽدؼ يوازي ابػط ابؼمثل لأحد  تعدد الحلوؿ المثلى

 القيود
معامل أحد ابؼتغتَات غتَ الاساسية يساوي صفر 

 في سطر التقييم
واحد أو أكثر من ابؼتغتَات الاساسية يساوي  وجود قيد فائض لا يؤثر على نقطة ابغل الأمثل  الانحلاؿ

 صفر  في أحد مراحل ابغل أو في ابؼرحلة النهائية
 biعدـ وجود حاصل قسمة موجب لقيم عمود  وجود منطقة حلوؿ بفكنة مفتوحة وبدوف نهاية حلوؿ غير محددة

 على قيم عمود ابؼتغتَة الداخلة
 بقاء ابؼتغتَ الاصطناعي في جدوؿ ابغل الأمثل عدـ وجود منطقة حلوؿ بفكنة برقق بصيع القيود عدـ وجود حلوؿ
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أسلوب رياضي متقدـ في حل مشاكل البرمجة الخطية كونها تعالج المشاكل  تعد طريقة السمبلاكس
التي تحتوي على عدد كبير من المتغيرات ، وذلك من خلاؿ اعتمادىا على عدد من الجداوؿ حيث يتم 
الانتقاؿ من جدوؿ الى آخر مع تحسين قيمة دالة الهدؼ في كل مرة الى أف نصل الى الجدوؿ الأخير الذي 

 لحل الأمثل . لذلك ، تتلخص خطواتها الأساسية في:يعطينا ا
 تحويل النموذج الخطي الى نموذج معياري الخطوة الأولى:

 ية: ايجاد الحل الأولي الممكن.نالخطوة الثا
 الخطوة الثالثة: اختبار أمثلية الحل.

 الخطوة الرابعة: تحسين الحل الى غاية بلوغ الحل الأمثل.
الخطية من نوع التخفيض أو التعظيم في ىذه الخطوات، الا أف ىناؾ وتتشارؾ مسائل البرمجة 

 فارقين أساسيين ناتجين عن اختلاؼ طبيعة كل من دالو الهدؼ  والقيود  ، و المتمثلين  في :
.كتابة الصيغة المعيارية للنموذج الرياضي 
.اختبار أمثلية الحل 

دائما الى الحل الأمثل ) وىي الحالة الطبيعية(، كما أف تطبيق ىذه الخطوات لا يمكننا من الوصوؿ    
 و انما قد نتحصل  على احدى الحالات الخاصة و المتمثلة في:

 .معامل أحد المتغيرات غير الاساسية يساوي صفر في سطر التقييم تعدد الحلوؿ المثلى:
و في المرحلة واحد أو أكثر من المتغيرات الاساسية يساوي صفر  في أحد مراحل الحل أالانحلاؿ: 

 .النهائية
 على قيم عمود المتغيرة الداخلة. biعدـ وجود حاصل قسمة موجب لقيم عمود  حلوؿ غير محددة:
 .بقاء المتغير الاصطناعي في جدوؿ الحل الأمثل عدـ وجود حلوؿ:

 

ملخص ال  
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 يةػػػػيل الحساسػػػنائية و تحلػػ:الث صل الخامسػػػالف

Dualité et analyse de sensibilité 
 
 

 المهارات المستهدفة:
 بعد قراءة ىذا الفصل سيكوف الطالب قادرا على:

 فهم مفهوـ الثنائية في البربؾة ابػطية  فهما صحيحا  وجيدا. 
 تشكيل برنامج ثنائي انطلبقا من البرنامج الأولي. 
 التفستَ الاقتصادي للبرنامج الثنائي. 
 في حالة تغتَ أحد مكونات البرنامج ابػطي. برليل حساسية ابغل الامثل   

 

 :محتوى الفصل
I . ( الثنائية la dualité  ). 

 .صياغة البرنامج الثنائي .أولا 
 .اشتقاؽ ابغل الأمثل للبرنامج الثنائي من البرنامج الأولي ثانيا. 
 .التفستَ الاقتصادي للبرنامج الثنائي .ثالثا 

II.  ( برليل ابغساسية أو ما بعد الأمثلية ou L’analyse de sensibilité Poste Optimale) 
 .أولا.برديد مدى الأمثلية 
 برديد مدى الامكانيةثانيا. 
 ابؼلخص.
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 تمهيد: 
لقد كانت فكرتي الثنائية و برليل ابغساسية من أىم التطورات التي حدثت في البربؾة ابػطية ، بحيث ألهر 

مسألة مقابلة تسمى بابؼسألة الثنائية التي بستاز بطبيعتها الرياضية شأنها أف لكل مشكلة بربؾة خطية ىناؾ ىذا التطور 
في ذلك شأف ابؼسألة الأصلية ، وتتضمن فوائد متعددة منها سهولة التوصل الى ابغل الأمثل عندما يصعب حل 

سية فيمكن من ابؼسألة الأصلية و كذا اعطاء حقائق اقتصادية تساعد على تفهم أبعاد ابؼشكلة. أما برليل ابغسا
دراسة بـتلف التغتَات التي ستطرأ على ابغل الأمثل في حالة تغتَ مكونات النموذج ابػطي و على رأسها كمية ابؼوارد 
ابؼتاحة التي تتغتَ على ابؼدى القصتَ و معاملبت دالة ابؽدؼ التي تتغتَ في ابؼدى ابؼتوسط، و ىذا راجع لعدـ ثبات  

 لتغيتَ ، بفا يتطلب الأمر دراسة و برليل المجاؿ الذي يبقى فيو ابغل أمثلب. بؿيط ابؼؤسسة و تعرضو دائما ل
 
I  :( :الثنائيةla dualité )    

مشكلة بربؾة خطية من نوع تعظيم يتًافق مع مشكلة بربؾة خطية من نوع  :يشتَ لفظ الثنائية الى وجود 
فابؼشكلة الأصلية ) وىي بصيع ابؼسائل التي عابعناىا حتى بزفيض، بدعتٌ اف مشكلبت البربؾة ابػطية تكوف مزدوجة ، 

( و ابؼشكلة ابؼنالرة تدعى بابؼشكلة الثنائية أو ابؼقابلة )   problème primalالآف( تدعى بابؼشكلة الأولية )
problème dual  يل دالة ( ، فاذا كانت ابؼشكلة الأولى تتعلق بتعظيم دالة ابؽدؼ فاف ابؼشكلة الثنائية ستكوف تقل

وعليو، فاف كل  .  1ابؽدؼ بحيث تصاغ عادة من نفس البيانات التي تتضمنها ابؼشكلة الاولى و العكس صحيح
صيغة من ىذه الصيغ) صيغة ابؼشكلة الأولية و صيغة ابؼشكلة الثنائية( برمل تفستَات معينة بيكن استخدامها بغل 
مسألة بربؾة خطية واحدة بطرؽ بـتلفة بالرغم من أف النتائج و ابؼعلومات التي يتم ابغصوؿ عليها من حل مسائل 

    التتُ. البربؾة ابػطية ىي متشابهة في كلتا ابغ
 : لما يتم استخداـ المشكلة الثنائية؟ىو والسؤاؿ الذي يطرح نفسو ىنا  

  2اف اللجوء الى استخداـ ابؼشكلة الثنائية يتضمن فوائد عديدة منها:
  التوصل الى ابغل بصورة أسرع في بعض الأحياف من خلبؿ تقليص خطوات ابغل ، أي أف ابؼشكلة الثنائية تستلزـ

 قل تعقيد من ابػطوات اللبزمة  بغل ابؼشكلة الأولية أحيانا. خطوات رياضية أ
  اجراء برليل ما بعد الأمثلية و التوصل الى ابغل بصورة بـتصرة في حالة اضافة قيود جديدة للمشكلة أو اجراء

 تغيتَات في معاملبت ابؼتغتَات الاساسية.
 اد ابؼشكلة و بخاصة فيما يتعلق بأسعار الظل.اعطاء الكثتَ من ابغقائق الاقتصادية التي تساعد على تفهم ابع 

                                                           
1
 Amor Farouk Benghezal, opcit, p113 

2
 100، ص 2008، دار اليازوري للنشر و التوزيع، الأردف،  بحوث العملياتدلاؿ صادؽ ابعواد ، بضيد ناصر الفتاؿ،   
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لذا ، فاف صياغة البرنامج الثنائي وحلو بدلا من البرنامج الأولي يعد أمرا حكيما من قبل متخذ القرار, وىذا ما سيتم 
 التطرؽ اليو في النقاط ابؼوالية:
  أولا: صياغة البرنامج الثنائي

سيتم توضيح كيفية تشكيل الصيغة الثنائية وفقا لصيغتي البرامج ابػطية ، أي وفقا للصيغة القانونية و الصيغة 
 ابؼختلطة للبرنامج الأولي:

 1 . ثنائية الصيغة القانونية:1
 اذا كاف البرنامج الأولي في صيغتو القانونية التالية :

J

n

J

J XCMaxZ 



1

 

                    ..,,.........2,1 mi                   i

n

j

jij bxa



1

       

                    ..,,.........2,1 nj                  0jx 
 فاف برنابؾو الثنائي يكتب كما يلي:

YibMinW
m

i

i



1

/ 

    ..,,.........2,1 nj          i

m

i

iij cYa 
1

 

                                      ..,,.........2,1 mi                            0Yi 
 

وىذه الصيغة يتم ابغصوؿ عليها وفق خطوات معينة ، سيتم توضيحها فيما يلي بالاعتماد على ابؼثاؿ العددي الذي 
 2السمبلبكس في حالة التعظيم: استخدـ في شرح طريقة 

MaxZ = 20 x1 + 30 x2                        

2 x1 + x2≤ 1000 
3 x1+ 6 x2≤ 2400 
x1 , x2≥ 0 

 :دالة ىدؼ البرنامج الثنائي 
   :يكوف  عدد قيود البرنامج الأولي مساويا لعدد متغتَات البرنامج الثنائي بحيث نستخدـ الرمز عػدد المتغيرات

Y    في الصيغة ابؼقابلة بدلا منX  في الصيغة الأولية من أجل التمييز بينهما . فاذا  فرضنا أف بموذج مثالنا
 بوتوي على قيدين فاف عدد ابؼتغتَات في النموذج ابؼقابل سيكوف اثناف حيث بيثل كل قيد بدتغتَة واحدة ، أي:

                                                           

82، ص2006، ديواف ابؼطبوعات ابعامعية، ابعزائر، 2ط ، بحوث العملياتبؿمد راتوؿ ،     1
  

2
 Amor Farouk Benghezal, opcit, p115 
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Y1                 1000 2 x1 + x2≤ 
Y2                         3 x1+ 6 x2≤ 2400 

  :اف دالة ابؽدؼ للبرنامج الثنائي ىي عكس دالة ابؽدؼ للبرنامج الأولي، فاذا كانت دالة نوع دالة الهدؼ
ابؽدؼ في النموذج الأولي من نوع تعظيم فإنها تقلب الى نوع بزفيض في النموذج ابؼقابل و العكس صحيح. 

 . Minج الثنائي ستكوف من نوع وحسب مثالنا فاف دالة ابؽدؼ للبرنام
 :بسثل قيم الطرؼ الأبين لقيود البرنامج الأولي معاملبت دالة ابؽدؼ لكل متغتَ في  معاملات دالة الهدؼ

 البرنامج ابؼقابل على التًتيب. وعليو، بيكن كتابة دالة ابؽدؼ للبرنامج الثنائي بالشكل التالي:
MinW= 1000y1 + 2400y2 

 البرنامج الثنائي: قيود 
  :عدد ابؼتغتَات في البرنامج الأولي يكوف مساويا لعدد قيود البرنامج ابؼقابل ، و بالتالي فاف عدد عدد القيود

 قيود البرنامج الثنائي بؼثالنا سيكوف اثناف . 
 :تصبح معاملبت دالة ابؽدؼ للبرنامج الأولي  ثوابت القيود في البرنامج   المعاملات الفنية للقيود وثوابتها

ابؼقابل ، في حتُ  تقلب  مصفوفة ابؼعاملبت في البرنامج الأولي لتصبح الأعمدة صفوفا في البرنامج ابؼقابل، 
حسب في النموذج الأولي ىي عبارة عن معاملبت الصف في النموذج ابؼقابل. و  jأي أف معاملبت العمود 

 مثالنا تكوف كالتالي:
 مصفوفة الأولي                                  مصفوفة الثنائي 

(
           
            

)تصبػػػػػػح                                (
             
              

)       
 ل أصغر من او يساوي فإنها تتغتَ اذا كانت القيود في البرنامج الأولي على شك اتجاه القيود وعدـ السلبية:ػ

في البرنامج الثنائي الى أكبر من أو يساوي و العكس صحيح، مع اضافة شرط عدـ السلبية للمتغتَات 
 ابعديدة. 

 
 وبالتالي فاف قيود البرنامج الثنائي بؼثالنا تكوف :

2y1 +3y2 ≥20 
y1 + 6y2 ≥30 

y1, y2≥ 0 
 وبدوجب النتائج التي برصلنا عليها بتطبيق ابػطوات الآنفة الذكر ، بيكننا كتابة النموذج الثنائي بؼثالنا كما يلي: 
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 النموذج الأولي النموذج الثنائي
 Min W = 1000 y1+2400 y2      

2y1+3y2 ≥ 20 
y1+6y2≥  30 
y1, y2, ≥  0 

 

Max Z = 20 x1+30 x2     
2x1+x2 ≤ 1000 

3x1+6x2 ≤ 2400 
x1, x2 ≥  0 

 
 
 : . ثنائية الصيغة المختلطة2

،  ≥، ≤على متًاجحات من النوعتُ بوتوي ىو الذي  كما ىو معلوـ أف الشكل ابؼختلط للنموذج ابػطي 
 كما توجد معادلة على شكل مساواة ، ولكل منها معاملة خاصة لابهاد البرنامج الثنائي ،نذكرىا كالآتي: 

  حالة ظهور القيدi  في نموذج  ≤بإشارةMax: 
 .لتوضيح ىذه ابغالة، نعرض ابؼثاؿ التالي   

 ليكن لدينا بموذج البربؾة ابػطية التالي: مثاؿ:
Max Z = 10 x1+25 x2 +14 x3 

x1+3x2 +x3 ≤ 6500 
2x1+4x2 +8x3 ≥ 2150 

x1, x2, x3 ≥  0 
أقل ، لذا وجب برويلو إلى متًاجحة من الشكل   Maxنلبحظ أف القيد الثاني لا بوقق  الصيغة القانونية لدالة    

 (، فيصبح:1-بضرب طرفيها في القيمة ) أو تساويمن 
-2x1-4x2 -8x3 ≤ - 2151 

 وبتطبيق خطوات تشكيل النموذج الثنائي الآنفة الذكر  نتحصل على الصيغة  النهائية التالية :   
Min W = 6500 y1-2150 y2  

y1 - 2y2  ≥ 10 
3y1 - 4y2  ≥ 25 
y1 - 8y2  ≥ 14 

       y1, y2, y3 ≥0 
  حالة ظهور القيدi  في نموذج  ≥بإشارةMin: 

بضرب طرفيها في  ≤الى الشكل  ≥اذ بهب برويل ابؼتًاجحة من الشكل  شبيهة ىذه ابغالة بابغالة السابقة ، 
 ( . وللتوضيح نأخذ ابؼثاؿ التالي:1-القيمة )
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 ليكن لدينا بموذج البربؾة ابػطية التالي: مثاؿ:
MinZ= 15 x1+ 13 x2 + 23 x3 

4x1+ 2 x2 + 8 x3 ≥ 210 
3x1 + 3x2 + 5 x3 ≥ 240 
6x1 +7x2 + 6 x3 ≤ 160 

                                                x1, x3 ≥0 
 ( يكوف النموذج الثنائي بؽذا ابؼثاؿ كالآتي:1-بضرب القيد الثالث في )

MaxW = 210 y1+ 240 y2 -160 y3 
-4y1 + 3y2 - 6y3  ≥ -15 
2y1 + 3y2 - 7y3  ≥ 13 
8y1 + 5y2 - 6y3  ≥ 23 

y1, y2, y3 ≥0 
 ظهور القيد  حالةi  في النموذج الأولي: =بإشارة 

 .أدناه ثاؿابؼ فيتوضيح ىذه ابغالة، سنقوـ ب
 ليكن لدينا بموذج البربؾة ابػطية التالي: مثاؿ: 

Max Z = 120 x1+240 x2  
2x1 + 6x2  ≤ 60 
3x1 + 4x2  = 50 

       x1≥0, x2≥0, x3 ≥0 

كونو مكتوبا في صورة معادلة، لذا وجب برويلو إلى  Maxنلبحظ أف القيد الثاني بىالف الصيغة القانونية لدالة    
 متًاجحتتُ إحدابنا أقل أو تساوي و الأخرى أكبر أو تساوي، فيصبح:

3x1 + 4x2  ≤ 50 
3x1 + 4x2  ≥ 50 

لنموذج التعظيم فيجب ىي الأخرى تعديلها   القانونيةبزالف الصيغة  و بدا أف ابؼتًاجحة الثانية برقق ىي الأخرى   
 ( لتصبح من الشكل:1-و ذلك بضرب طرفيها في )

-3x1 - 4x2  ≤ -50 

 للنموذج الأولي كما يلي: لقانونيو بناء على ذلك يصبح الشكل ا   
Max Z = 120 x1+240 x2  
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2x1 + 6x2  ≤ 60 
3x1 + 4x2  ≤ 50 

-3x1 - 4x2  ≤ -50 
       x1≥0, x2≥0, x3 ≥0 

 أما النموذج ابؼقابل لو فيكوف كالتالي:

Min W = 60 y1+50 y2 -50 y3 
2y1+ 3 y2 -3 y3≥ 120 
6y1+ 4 y2 -4 y3≥ 240 

y1, y2, y3 ≥0 
برنامج ثنائي ، يجب أولا ايجاد صيغتو القانونية  ل النموذج ذو الصيغة المختلطة الى: قبل تحوينتيجة 

 وفقا للقواعد المذكورة أعلاه
 

 :ثانيا: اشتقاؽ الحل الأمثل للبرنامج الثنائي من البرنامج الأولي
أشرنا فيما سبق ، الى أف البرنابؾتُ الأولي و الثنائي يقابل أحدبنا الآخر و أف حل أحدبنا يغتٍ عن حل 
البرنامج الآخر . لذا بيكننا ابغصوؿ على قيم ابؼتغتَات و دالة ابؽدؼ للبرنامج الثنائي مباشرة وذلك من ابعدوؿ 

 وف ابغاجة الى حلو  بتطبيق خطوات طريقة السمبلبكس . الأختَ الذي بكصل منو على ابغل الأمثل للبرنامج الأولي د
 و لتوضيح ذلك  نستعتُ بدثالنا السابق   : 

 كانت الصيغة الأولية بؼشكلة البربؾة ابػطية ىي الآتي:  مثاؿ: 
Max Z = 20 x1+30 x2 

2x1+x2 ≤ 1000 
3x1+6x2 ≤ 2400 

x1, x2 ≥  0 
 اليو  للبرنامج الاولي:  ويشتَ ابعدوؿ التالي ابغل الأمثل ابؼتوصل
 جدوؿ الحل الأمثل للبرنامج الأولي:

0 0 30 20  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

-1/9 2/3 0 1 400 x1 0 
2/9 -1/3 1 0 200 x2 30 
40/9 10/3 0 0 Z= 14000 
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 أما الصيغة الثنائية بؽذه ابؼشكلة فكانت :
Min W = 1000 y1+2400 y2 

2y1+3y2 ≥ 20 
y1+6y2≥  30 
y1, y2, ≥  0 

وبعد برويل النموذج ابؼقابل الى الصيغة ابؼعيارية بإضافة ابؼتغتَات الاصطناعية و طرح متغتَات الفجوة للقيدين ، ثم 
 تطبيق خطوات طريقة السمبلبكس نتحصل على جدوؿ ابغل الأمثل كالآتي:

 جدوؿ الحل الأمثل للبرنامج الثنائي:
M 0 M 0 30 20  
A2 e2 A1 e1 y2 y1 bi V ck 

-1/3 1/3 2/3 2/3- 0 1 10/3 y1 1000 
2/9 -2/9 -1/9 1/9 1 0 40/9 y2 2400 

200-M -200 400-M 400- 0 0   W=14000 
 :المقارنة  

 من ابعدولتُ الأولي و الثنائي بقد أف: 
 :قيمة الدالتتُ  في البرنابؾتُ الأولي و الثنائي متساويتتُ حيث 

Z=W= 14000  . 
  القيم ابؼوجودة( في سطر التقييم للبرنامج الأولي و ابؼقابلة بؼتغتَات الفوارؽe1, e2 تساوي قيم ابؼتغتَات )

 :حيث ( في البرنامج الثنائيy1 , y2الاساسية )
e1= y1= 10/3      ,            e2= y2= 40/9 

 ( قيم ابؼتغتَات  الاساسية في البرنامج الأولي و التي تظهر في عمود الثوابتx1, x2 ) تساوي بالقيمة ابؼطلقة
 (، أي:e1, e2)بؼتغتَات الفجوة في البرنامج الثنائي و التي تظهر في سطر التقييم )

x1= e1= 400      ,            x2= e2= 200 
  باستبعاد أعمدة ابؼتغتَات الاصطناعية وابؼتغتَات التي دخلت ابغل فاف قيم السطر في مصفوفة معاملبت

 عمودا في مصفوفة معاملبت البرنامج الثنائي مع تغيتَ الاشارة، حيث: البرنامج الأولي تصبح
 مصفوفة الأولي                                            مصفوفة الثنائي        

(
 

 
           

                
)تصبػػػػػػح                                (

                  
 

 
              

) 
  :الاستنتاج 

 بيكن تعميم ىذه النتائج لأي زوج من ابؼسألتتُ الأولية و الثنائية كما يلي:
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 المسألة الثنائية المسألة الأولية
 على الترتيب متغيرات الفجوة ( x1,x2, ……     xnمتغيرات القرار على الترتيب )

 (y1,y2… ymمتغيرات القرار على الترتيب) على الترتيب متغيرات الفجوة
 قيم سطر التقييم قيم عمود الثوابت
 قيم عمود الثوابت قيم سطر التقييم
 قيمة دالة الهدؼ قيمة دالة الهدؼ

 
 ثالثا: التفسير الاقتصادي للبرنامج الثنائي

اف أبنية البرنامج الثنائي تكمن أساسا في ابؼعتٌ الاقتصادي بؼتغتَاتو حيث بسثل ىذه ابؼتغتَات مؤشرات مهمة 
ابؼستَ على ابزاذ القرارات الرشيدة ، كما أف ىذا التفستَ يعتمد بشكل مباشر على تفستَ البرنامج الأولي تساعد 

 حيث بسثل:
xj  مستوى النشاط :j (j=1,2 …….n ) 
cj وحدة الربح ) أو الكلفة( من النشاط :j. 
Z.الربح ) أو الكلفة( الكلي من بصيع النشاطات : 
biابؼتاحة من ابؼورد  :  الكميةi (i=1,2 …….m ). 
aij الكمية ابؼستهلكة من ابؼورد :i  لكل وحدة واحدة من النشاطj. 

J

n

J

ij Xa
1

 .iمن ابؼورد  n: الاستخداـ الكلي من قبل بصيع النشاطات 

 
  الثنائية: ودالة .التفسير الاقتصادي لمتغيرات1

تربطاف  البرنابؾتُ الأولي و الثنائي  بشكل مباشر و ابؼتمثلة في أف قيمة تطرقنا فيما سبق الى نتيجة مهمة 
 دالتيهما متساويتتُ في ابغل الأمثل أي :

J

n

J

J XC



1

Yib
m

i

i
1

 

ربح( و ( حيث أف الطرؼ الأبين بيثل الدينار )الyiوبالتالي بيكننا ابغصوؿ على تفستَ اقتصادي للمتغتَات  الثنائية )
bi  بسثل وحدات ابؼوردi   فاف متغتَات الثنائية تشتَ الى القيمة ابغدية للموارد أي أنها بردد للمستَ ابؼقدار الذي ،

بيكن بو زيادة أرباح ابؼؤسسة اذا استطاع زيادة الكمية ابؼتاحة من كل مورد من موارد الانتاج المحدودة بوحدة واحدة. 
ة بالكامل ىي التي سيكوف بؽا قيمة حدية في البرنامج الثنائي ، أما ابؼوارد التي لم تستغل مع العلم أف ابؼوارد ابؼستخدم

 بالكامل سوؼ لن تأخذ قيمة حدية  .
 أما التفستَ الاقتصادي لدالة ابؽدؼ للثنائية فيعتٍ ذللك ابغصوؿ على أدنى قيمة حدية ابصالية للموارد.
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 .التفسير الاقتصادي لقيود الثنائية:2
 :أشرنا فيما سبق الى أف كل قيد من قيود الثنائية بيكن اف يعبر بػ

i

m

i

iij cYa 
1

 

وىذا معناه، مسابنة مزيج ابؼوارد ابؼستخدمة في الربح و الذي على الأقل أف يساوي ما استخدمناه في الوحدة من 
  jالنشاط 

II  ( تحليل الحساسية أو ما بعد الأمثليةsensibilitéL’analyse de  ou  Poste Optimale:) 
يسعى متخذ القرار عادة إلى التوسع في بؾاؿ التحليل قصد ابغصوؿ على نتائج بـتلفة، فينصب اىتمامو     

 على معرفة ابغدود التي بيكن فيها إجراء التغيتَ في قيمة العوامل ابؼكونة للنموذج الرياضي دوف تغيتَ ىدفو.  
فمن ابؼعلوـ أف الإدارات عموما ترغب دائما في إجراء بعض التغيتَات على ابؼعاملبت ابؼختلفة لأي مشكلة ما    

)بموذج البربؾة ابػطية(، و بيكن معرفة أثر ىذه التغيتَات في ابؼعاملبت على ابغل الأمثل عن طريق حل ابؼسألة مرة 
يا مع عدد القيود و ابؼتغتَات. لذا بيكننا معرفة ىذا الأمر  اذا ىذا يتطلب إجراء حسابات كثتَة تتناسب طردو أخرى، 

ىو الاسم ابؼشتق من برليل تغتَ ابغل الأمثل وفقا لتغتَ ابؼعاملبت ابؼختلفة،  ، و ساسيةما قمنا باجراء  برليل ابغ
لى أنو " الأسلوب والذي يعرؼ ع  1،سواء كانت ىذه ابؼعاملبت: مواد أولية، أيدي عاملة، تكاليف، أرباح ... إلخ

الذي يهدؼ الى معرفة مدى حساسية ابغل الامثل ابؼتوصل اليو بؼختلف التغتَات التي قد بردث في عناصر النموذج 
 2الرياضي" . ويتم ذلك من خلبؿ دراسة بؿاور برليل ابغساسية و ابؼتمثلة في: 

 (:  وىو يهدؼ الى برديد ابغد الأعلى بؿور مدى الأمثلية )التغتَ في معاملبت متغتَات القرار في دالة ابؽدؼ
 و ابغد الأدنى بؼعاملبت متغتَات القرار في دالة ابؽدؼ و التي ضمن حدودىا يبقى ابغل أمثل .

  بؿور مدى الامكانية )التغتَ في ثوابت القيود(: و ىو يهدؼ الى برديد ابغد الأعلى و الأدنى التي ضمنها
 و يبقى ابغل أمثل .تبقى ابؼوارد ابؼتاحة برقق حلوؿ بفكنة 

 ولشرح ىذين المحورين سنستعتُ بالنموذج الرياضي التالي و جدوؿ حلو الأمثل: 
 ليكن لدينا البرنامج ابػطي التالي :مثاؿ:   

X1       كمية ابؼنتوج الأوؿ : 
X2           كمية ابؼنتوج الثاني : 
X3          كمية ابؼنتوج الثالث : 

                                                           
1
 .130مرجع سابق، ص سهيلة عبد الله سعيد،   
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MaxZ= 2 x1 +4x2 + 3x3 

              3x1 + 4x2 + 2x3 ≤60: -1-قيد ابؼادة ابػاـ
             2x1 + x2 +2x3 ≤ 40    :-2-قيد ابؼادة ابػاـ

           x1 + 3x2  + 2x3≤  80 :-3-ابؼادة ابػاـ  قيد 
 x1 , x2≥ 0قيد عدـ السلبية: :                         

 و يرفق مع ىذا البرنامج جدوؿ ابغل الأمثل التالي: 
0 0 0 3 4 2  

e3 e2 e1 x3 x2 x1 bi V Cj 
0 -1/3 1/3 0 1 1/3 20/3 x2 4 
0 2/3 -1/6 1 0 5/6 50/3 x3 3 
1 -1/3 2/3 0 0 5/3 80/3 e3 0 
0 2/3 5/6 0 0 11/6 Z=230/3 

 بؼتغتَات دالة ابؽدؼ.  برديد مدى الأمثلية 1ابؼطلوب: ػ
 برديد مدة الامكانية للمواد الأولية ابؼتاحة.2ػ          

 الحل:
 : أولا.تحديد مدى الأمثلية

 1لتحديد مدى الأمثلية نتبع ابػطوات التالية: 
حيث  cjنقوـ باستبداؿ معامل ابؼتغتَ الذي نبحث لو عن مدى الأمثلية بدعامل بؾهوؿ القيمة نرمز لو بالرمز  

j=1.2……..n و في مثالنا نبدأ بابؼتغتَات التي دخلت ابغل و لتكن  .x2   4حيث نستبدؿ  قيمة معاملها وىو 
 مقابل ابغل الأساسي. cjفوؽ متغتَات دالة ابؽدؼ و كذلك في  عمود  j cو نضعها في صف  c1بػ 

 جدوؿ ابغل التالي: نعيد حساب صف دالة ابؽدؼ و قيم سطر التقييم. وحسب مثالنا نتحصل على 
0 0 0 3 C2 2  
e3 e2 e1 x3 x2 x1 bi V Cj 
0 -1/3 1/3 0 1 1/3 20/3 x2 C2 

0 2/3 -1/6 1 0 5/6 50/3 x3 3 
1 -1/3 2/3 0 0 5/3 80/3 e3 0 
0 -1/3c2+2 1/3c2-1/2 0 0 1/3c2+1/4 Z=20/3c2+50 

                                                           
1
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و طرفها الأبين يساوي  cjيكوف طرفها الأيسر أي معامل في سطر التقييم بوتوي على  نكوف متًاجحات 
صفر  و باشارة أكبر من أو يساوي اذا كانت الدالة من نوع تعظيم و باشارة اقل من أو يساوي اذا كانت الدالة من 

ابغل أمثل أي أف بصيع قيم و التي ضمنها يبقى  cjنوع التخفيض . و دلالة ذلك أننا نبحث عن حدود التغتَ في 
سطر التقييم موجبة أو معدومة في حالة التعظيم و بصيع قيم سطر التقييم سالبة أو معدومة في حالة التخفيض.  

 وعليو تكوف متًاجحات مثالنا كالتالي:
1/3c2+1/4 ≥ 0 
1/3c2-1/2 ≥ 0 
-1/3c2+2 ≥ 0 

كحد أعلى و حد أدنى و التي بسثل مدى   cjالتي تكونت في ابػطوة السابقة  لتتحدد حدود  بكل ابؼتًاجحات 
 .  و حسب مثالنا نتحصل على ما يلي: cjالأمثلية للمتغتَ 

1/3c2+1/4 ≥ 0  ⇒ c2 ≥ -3/4 
1/3c2-1/2 ≥ 0  ⇒ c2 ≥    3/2 

-1/3c2+2 ≥ 0   ⇒  c2 ≤ 6 
حيث يبتُ ىذا   c2 ∈[3/2, 6] مجاؿ الأمثلية للمنتوج الثاني ىوومن خلبؿ المجالات أعلبه بيكننا القوؿ بأف 

و بقاء ابغل أمثل ، وخفض الربح لغاية القيمة   6المجاؿ بؼتخذ القرار امكانية زيادة ربح ابؼنتوج الثاني لغاية القيمة 
 ىاتتُ القيمتتُ فتوليفة ابغل الأمثل ستتغتَ.و بقاء ابغل أمثل ،   أما خارج بؾاؿ   1,5

 x3بنفس ابػطوات السابقة يتم حساب مدى الأمثلية للمتغتَات ابؼتبقية.  وفي مثالنا سنستبدؿ معامل ابؼتغتَ  
 السمبلبكس من جديد فنتحصل على ابعدوؿ التالي: و نعيد حساب جدوؿ c3بالرمز 

0 0 0 3 4 2  
e3 e2 e1 x3 x2 x1 bi V Cj 
0 -1/3 1/3 0 1 1/3 20/3 x2 4 
0 2/3 -1/6 1 0 5/6 50/3 x3 C3 

1 -1/3 2/3 0 0 5/3 80/3 e3 0 
0 -4/3+2/3c3 4/3-1/6c3 0 0 5/6c3-2/3 Z=80/3+50/3c3 

جدوؿ ابغل الأمثل لابد أف تكوف بصيع قيم سطر التقييم موجبة أو معدومة ،  ولكي يكوف جدوؿ السمبلبكس
 و بالتالي نتحصل على بصلة ابؼتًاجحات التالية: 

5/6c3-2/3 ≥ 0   ⇒ c3≥ 4/5 

4/3-1/6c3  ≥ 0   ⇒ c3 ≤ 8 
-4/3+2/3c3 ≥ 0   ⇒ c3≥ 2                      
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بحيث أي تغيتَ ضمن ىذا المجاؿ سيبقي ابغل الأمثل  c3 ∈[2,8] للمنتوج الثالث ىو فاف مجاؿ الأمثليةعليو، و 
 صابغا للبستعماؿ و لا يتطلب اعادة حلو من جديد .

حيث يكوف جدوؿ السمبلبكس ابعديد بعد     x1و بنفس الطريقة أيضا سيتم ابهاد بؾاؿ الأمثلية للمتغتَة 
 كالآتي:   c1استبداؿ معاملو بالرمز 

 
0 0 0 3 4 C1  

e3 e2 e1 x3 x2 x1 bi V Cj 
0 -1/3 1/3 0 1 1/3 20/3 x2 4 
0 2/3 -1/6 1 0 5/6 50/3 x3 3 
1 -1/3 2/3 0 0 5/3 80/3 e3 0 
0 2/3 5/6 0 0 23/6-c1 Z=230/3 

أما قيمتها ابغدية في السطر  2غتَ موجودة ضمن ابغل الأمثل  ومعاملها في دالة ابؽدؼ يقدر بػ   x1نعلم أف ابؼتغتَة 
، لذلك فاف ابغد الأدنى للربح ابؼتعلق بهذه ابؼتغتَة لكي يظهر في ابغل  11/6الأختَ من جدوؿ ابغل الأمثل تساوي 

دج . فلو نعيد ابغل 23/6+ = 11/6+ 2لو أي  الأمثل ىو أف لا يقل عن : الربح السابق + التأثتَ ابغدي ابؼقابل
 ضمن متغتَات ابغل .  x1أو أكثر سنجد ابؼتغتَة  23/6للنموذج السابق بحيث الربح الوحدوي بؽا ىو 

 أما بؾاؿ الأمثلية فيتحدد فقط بالعمود ابػاص بهذه ابؼتغتَة التي لم تدخل ابغل، أي :
23/6 -c1≥ 0   ⇒ c1 ≤ 23/6 

في ابغل النهائي بهب أف يكوف بؾاؿ   x1وبالتالي، فانو من أجل أف يبقى ابغل الأمثل صابغا و لا تظهر ابؼتغتَة 
 . c1 ∈]-∞,23/6[ الأمثلية للمنتوج الأوؿ  ىو

دخل الحل( فاف لا شيء يتغير في حالة كوف متغيرة خارج الأساس في الحل الأمثل) أي لم تنتيجة: 
 jc ≤القيمة المقابلة لها في سطر التقييم ليكوف بذلك  مجاؿ  أمثليتها ىو سطر التقييم ،قيمة عمودىا في الا 

 

 :ثانيا:تحديد مدى الامكانية
 :. أسعار الظل و الطاقات العاطلة1

كقاعدة عامة يفضل زيادة الاستثمار في ابؼوارد التي بستلك سعر الظل، وىي ابؼوارد التي برقق زيادة في قيمة 
دالة ابؽدؼ بدقدار سعر الظل مضروبا في الوحدات التي يقرر متخذ القرار زيادة الاستثمار فيها وتقع ضمن حدود 

 بيكن ابغصوؿ عليو جراء اضافة وحدة واحدة من مورد ما الامكانية . مع العلم أنو يقصد بأسعار الظل العوائد التي
 مولف في العملية الانتاجية ،  كما تتمثل في قيم ابؼقابلة بؼتغتَات الفجوة في سطر التقييم بعدوؿ ابغل الأمثل.  
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 العملية أما ابؼوارد التي لا بستلك سعر الظل فلب يفضل الاستثمار فيها لأنها تشتَ الى وجود طاقات غتَ مستغلة في
 الانتاجية ، حيث تتمثل في قيم متغتَات الفجوة في عمود متغتَات الأساس بعدوؿ ابغل الأمثل.

 :فاف أسعار الظل تتمثل فيوفي مثالنا السابق ، 
  متغتَة الفجوةe1   : حيث 

 :أي يصبح  5/6( فاف الربح يزيد بػ 1ضافة وحدة واحدة من ابؼورد الأوؿ ) ابؼادة ابػاـ ػ ا
 ابعديد = الربح القدنً + الربح الاضافي الربح

 دج 85= 5/6+  230/3الربح ابعديد=       
 وحدة ، أي تصبح1/3اضافة وحدة واحدة من ابؼورد الأوؿ يزيد ابؼنتوج الثاني بػ ػ 

 = الكمية القدبية + الكمية الاضافية x2الكمية ابعديدة لػ  
 وحدات  x2 =20/3  +1/3  =7الكمية ابعديدة لػ 

 :وحدة ، أي تصبح1/6بػ  لثابؼنتوج الثاينخفض  اضافة وحدة واحدة من ابؼورد الأوؿ ػ 
 = الكمية القدبية + الكمية الاضافية x3الكمية ابعديدة لػ  

 وحدة x3 = 50/3   - 1/6 =99/6الكمية ابعديدة لػ 
 :وحدة ، أي تصبح2/3بػ  3ة الكمية ابؼتبقاة من ابؼادة الأولي اضافة وحدة واحدة من ابؼورد الأوؿ يزيد ػ 
 = الكمية القدبية + الكمية الاضافية e3الكمية ابعديدة لػ     

 وحدة e3 = 80/3  +2/3 =82/3الكمية ابعديدة لػ 
  متغتَة الفجوةe2   : حيث 

 :أي يصبح  2/3( فاف الربح يزيد بػ 2) ابؼادة ابػاـ لثانيضافة وحدة واحدة من ابؼورد اػ ا
 الربح القدنً + الربح الاضافيالربح ابعديد = 

 دج232/3= 2/3+  230/3الربح ابعديد=       
 :وحدة ، أي تصبح2/3بػ  لثاضافة وحدة واحدة من ابؼورد الأوؿ يزيد ابؼنتوج الثاػ 

 = الكمية القدبية + الكمية الاضافية x3الكمية ابعديدة لػ  
 وحدات  x3 =50/3  +2/3  =52/3الكمية ابعديدة لػ 

 :وحدة ، أي تصبح1/3بػ  نيابؼنتوج الثاينخفض   ثانياضافة وحدة واحدة من ابؼورد الػ 
 = الكمية القدبية + الكمية الاضافية x2الكمية ابعديدة لػ  

 وحدة x2 = 20/3- 1/3 =19/3الكمية ابعديدة لػ 
 :وحدة ، أي تصبح1/3بػ  3من ابؼادة الأولية  الثاني تنخفض الكمية ابؼتبقاةاضافة وحدة واحدة من ابؼورد ػ 
 = الكمية القدبية + الكمية الاضافية e3الكمية ابعديدة لػ     



 

 
 

79 

  
 

 وحدةe3 = 80/3 – 1/3 =79/3الكمية ابعديدة لػ 
 أما الطاقات العاطلة فتتمثل في: 

  متغتَة الفجوةe3   وحدة غتَ مستغلة ، الأمر الذي بيكن  80/3بقد أف ابؼورد الثالث بوتوي على   حيث
 في القيد الثالث لنجد أف: x2   ،x3أف نتحقق منو من خلبؿ تعويض قيم 

3(20/3) + 2(50/3)=160/3 ⇒ 80-160/3= 80/3  
، بؽذا السب لا يفضل الاستثمار في ىذا ابؼورد  80/3و ابؼتبقي ىو  160/3لذا فاف ابؼستغل فقط ىو 

 لأف أي اضافة لو ا تؤدي الى زيادة الأرباح و ابما الى زيادة الطاقات العاطلة .
 . مدى الامكانية:2

يهدؼ مدى الامكانية برديد ابغد الأعلى و ابغد الأدنى لقيم الطرؼ الأبين ) الثوابت( الذي بوافظ على قيمة 
خلبؿ مدى الامكانية بيكننا برديد عدد الوحدات من أي مورد التي بيكن اضافتها أو  سعر الظل ، حيث من

 1التخلص منها دوف أف يؤثر ذلك في سعر الظل ابػاص بابؼورد . و لتحديد مدى الامكانية نتبع ما يلي:
 بكسب مدى التغتَ ابؼسموح بو للمورد  باستخداـ القاعدة التالية: 

(

 
 

 عمود   
في

جدوؿ ابغل الأمثل
)

 
 

+           

(

 
 

عمود معاملبت متغتَة الفجوة
في

جدوؿ ابغل الأمثل
)

 
  

الذي سيحدث في حدود ابؼورد ابؼتاح و يبقي ابغل بفكنا و أمثل.  وبتطبيق ذلك على  مقدار التغتَ bi Δويقصد بػ
 مثالنا بكصل على ما يلي:

 ػ بالنسبة للمورد الأوؿ:
20/3 + Δb1(1/3) ≥ 0   ⇒ Δb1  ≥ -20                    

50/3 +Δb1 (-1/6) ≥ 0   ⇒ Δb1 ≤ 100    ⇒ Δb1∈[-20,100] 
80/3+ Δb1(2/3) ≥ 0   ⇒ Δb1≥ -40                                   

 :لثانيبالنسبة للمورد ا
20/3 + Δb2 (-1/3) ≥ 0   ⇒ Δb2  ≥ -20                    

50/3 +Δb2 2/3) ≥ 0   ⇒ Δb2 ≤ 100    ⇒ Δb2∈[-25,2 0] 
80/3+ Δb2 (-1/3) ≥ 0   ⇒ Δb2≥ -40                                   
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 :لثالثبالنسبة للمورد ا
20/3 + Δb3 (0) ≥ 0 بؿقق   

50/3 +Δb3 0)  ] ∞+ ,Δb3 ∈],-80/3 ⇒    بؿقق ⇒   0 ≤ (
80/3+ Δb3 1) ) ≥ 0   ⇒ Δb3≥ -80/3                                   

و 80/3نلبحظ أف ابؼورد الثالث لا بيلك سعر الظل ، و لكي يدخل ابغل الامثل ينبغي خفض الاستثمار فيو بدقدار 
 التي تشكل الكمية الفائضة من ىذا ابؼورد و التي لهرت في عمود كميات جدوؿ ابغل الامثل.

 الكمية ابؼتاحة من للمورد لطرفي بؾاؿ التغتَ. ويكوف حسب مثالنا  كما يلي: بكسب بؾاؿ الامكانية باضافة 
 b1∈[-20+60,100+60]بؾاؿ الامكانية للمورد الأوؿ ىو 

 b2∈[-25+40,2 0+40]بؾاؿ الامكانية للمورد الثاني ىو 

 ] ∞ +,b3 ∈],-80/3+80 بؾاؿ الامكانية للمورد الثالث ىو
 

: اذا كانت متغيرة الفجوة ضمن مزيج الحل الأمثل ، فذا يشير الى وجود كمية اضافية من ىذا نتيجة       
المورد ، لذا فاف الحد الأعلى لا مكانيتها غير محدودة  و حدىا الأدنى يساوي الكمية الأصلية للمورد 

 مضافا اليها قيمة متغيرة الفجوة في عمود كمية الموارد لجدوؿ السمبلاكس.
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تعتبر المسألة الثنائية في البرمجة الخطية الصورة الثانية للمسألة التي تصاغ مباشرة من المعطيات التي 
حلها بدلا من ىذه و تأتي في غالب الأحياف في أسلوب أدبي و يطلق عليها المسألة الأصلية أو الأولية،  

الأخيرة يعد أحيانا تصرفا حكيما خاصة عندما ينطوي حل المسألة الأصلية على مجموعة من الصعوبات 
فالمسألة الثنائية تعتمد على نفس المعطيات المرتبطة بكثرة القيود أو ادخاؿ المتغيرات الاصطناعية.  
 ة و المعنى الاقتصادي ، حيث:الخاصة بالمسألة الأصلية الا أنها تختلف فيما يخص الصياغ

في المسألة  Minفي المسألة الثنائية تصبح على شكل   Maxدالة الهدؼ التي كانت على شكل
 الأصلية و العكس صحيح. 

 عدد المتغيرات في المسألة الثنائية ىو نفسو عدد القيود في المسألة الأصلية.
 القيود في المسألة الثنائية ىو نفسو عدد المتغيرات في المسألة الأصلية. عدد

 معاملات دالة الهدؼ في المسألة الثنائية ىو الطرؼ الأيمن للقيود في المسألة الأصلية.
 الطرؼ الأيمن لقيود المسألة الثنائية ىو معاملات دالة الهدؼ للمسألة الأصلية.

سألة الثنائية تمثل منقوؿ مصفوفة معاملات متغيرات القيود في معاملات متغيرات القيود في الم
 المسألة الأصلية. 

(في حالة ≤( في حالة التعظيم للمسألة الثنائية يصبح قيد من الشكل )≥قيد من الشكل ) 
 التخفيض للمسألة الأصلية.

يجب أولا ايجاد ، مسألة ثنائيةقبل تحويل النموذج ذو الصيغة المختلطة الى مع الاشارة ،الى أنو 
( ، أما اذا كانت معادلة 1-وذلك بضرب طرفي المتراجحة المخالفة لو في القيمة ) صيغتو القانونية

 ثم تعديل المتراجحة المخالفة للصيغة القانونية. ≥و ≤فوجب تحويلها الى متراجحتين من نوع
ثل على الحفاظ على أمثليتو أما تحليل الحساسية فيتم اللجوء اليو من أجل معرفة مدى قدرة الحل الأم

 في حالة حصوؿ أي تغير في مكونات البرنامج الخطي، حيث يضم محورين أساسين ىما:
التغير في معاملات متغيرات القرار في دالة الهدؼ(:  وىو يهدؼ الى تحديد الحد )مدى الأمثلية: 

من حدودىا يبقى الحل الأعلى و الحد الأدنى لمعاملات متغيرات القرار في دالة الهدؼ و التي ض
 .أمثل 

مدى الامكانية )التغير في ثوابت القيود(: و ىو يهدؼ الى تحديد الحد الأعلى و الأدنى التي 
 . ضمنها تبقى الموارد المتاحة تحقق حلوؿ ممكنة و يبقى الحل أمثل

 

  ملخصال
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 قلػػػػػػػػػػػموذج النػػػػل السادس: نػػالفص
Modèle de transport 

 المهارات المستهدفة:
 بعد قراءة ىذا الفصل سيكوف الطالب قادرا على:

 فهم مسائل النقل فهما صحيحا و جيدا. 
 التعبتَ الرياضي بؼسائل النقل. 
 حل كل أنواع مسائل النقل لابزاذ القرار الأمثل. 
 النقل.التمييز وحل بـتلف ابغالات ابػاصة بؼسائل   

 الفصل: محتوى
I بموذج النقل. .صياغة 

 أولا. جدوؿ النقل. 
 ثانيا. البرنامج ابػطي. 

II.حل بموذج النقل . 
 اولا. في حالة التخفيض. 
 ثانيا. في حالة التعظيم. 

III.في مسائل النقل ابػاصة ابغالات. 
 .الاخلبؿ بتُ العرض و الطلب.1 
 .عدـ الانتظاـ.2 
 .التوزيع بالطرؽ ابؼمنوعة.3 
 ابغلوؿ البديلة..4 
 .بزطيط الانتاج.5 
 . النقل بدراحل متعددة.6 
 ابؼلخص.
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 تمهيد: اص
يعتبر بموذج النقل من النماذج الرياضية ابؼشتقة أصلب من النموذج الرياضي العاـ للبربؾة ابػطية  باعتباره 

وجو ابػصوص أنو يهتم يهدؼ الى الوصوؿ الى الأمثلية في وجود بؾموعة من القيود  ابػطية ، وىذا يعتٍ على 
( الى مواقع أخرى ابؼنبعبالبحث عن أقل تكلفة أو أعلى ربح لنقل كميات من بؾموعة مناطق تدعى بدصادر العرض )

حيث قدـ  F.L.Hichcokمن قبل  1941تطويره لأوؿ مرة عاـ   ( . وقد تم ابؼصبتسمى بدصادر الطلب)
من قاـ بحلو  أوؿ  Dantzigدراسة بعنواف " توزيع الانتاج من عدة مصادر الى عدة مناطق بؿلية"، بينما يعتبر  

طريقة ابغجر ابؼتنقل و التي أجريا  عليها   cooperو Charnesكل من ، في حتُ  قدما  بأسلوب البربؾة ابػطية 
 .1بعض التحسينات لتصبح طريقة التوزيع ابؼعدؿ

I نموذج النقل: صياغة 
 من أجل بناء بموذج نقل يتطلب الأمر توفر البيانات الأساسية التالية: 

 سعة ابؼنابع معلومة أي أف نكوف على علم بالكميات ابؼتاحة في كل مركز عرض بيكن نقل السلع منو. 
 السلع اليو.سعة ابؼصبات معلومة أي أف نكوف على علم بالكميات ابؼطلوبة في كل مركز طلب بيكن نقل  
 تكلفة نقل الوحدة الواحدة من السلع من ابؼنابع الى ابؼصبات معلومة. 
 كمية الكميات ابؼعروضة في ابؼنابع متساوية مع الكميات ابؼطلوبة في  ابؼصبات.  

  :أولا: جدوؿ النقل
 يكوف كالتالي: الذي دوؿ النقلبجإف العرض الإنشائي بؼسألة النقل بيكن تلخيصو في جدوؿ شامل يسمى    

  : جدوؿ النقل  جدوؿ رقم
ai Dn ……. D2 D1 مصب/ منبع 

a1  
C1n 

x14 

…… 

…… 

C12 

x12 

C11 

x11 
S1 

a 2 
C2n 

x2n 

….. 

….. 

C22 

x22 

C21 

x21 
S2 

am 
Cmn 

Xmn 
…….. 

….. 

Cm2 

Xm2 

Cm1 

Xm1 
Sm 





m

i

n

j

j aib
11

 bn …… b 2 b 1 bi 

 124جع سابق  ، صر ، م العبيدي و آخروفبؿمود ابؼصدر: 

                                                           
1
 141دلال صادق الجواد و آخرون، مرجع سابق، ص  
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و التي بسثل ابؼنابع )مراكز العرض( Mكما نلبحظ أف الصيغة ابعدولية بؼسألة النقل عبارة عن مصفوفة عدد صفوفها 
التي بسثل ابؼصبات )مراكز الطلب( ، أما مربعاتها و التي تتشكل من خلبؿ تقاطع ابؼنابع مع  Nعدد أعمدتها 

وعلى الكمية   jالى ابؼصب iابؼصبات فتمثل خلبيا ابعدوؿ التي برتوي على  تكلفة نقل الوحدة الواحدة من ابؼنبع 
مثل في أف ما ىو معروض  في ابؼنابع يكوف .  كما أف الفرضية الأساسية بؽا تت  jالى ابؼصب iابؼنقولة من ابؼنبع 

مساويا بؼا ىو مطلوب من قبل ابؼصبات أي   



m

i

n

j

j aib
11

 ، وفي ىذه ابغالة يسمى بنموذج النقل ابؼتوازف.     

 وبشكل عاـ ، فاف:
Xij عدد الوحدات ابؼنقولة من ابؼنبع :i الى ابؼصبj. 
Cij(نقل الوحدة الواحدة من ابؼنبع  : تكلفة )ربحi الى ابؼصبj. 
Ai  عند ابؼنبع: عدد الوحدات ابؼعروضةSi. 
bj عدد الوحدات ابؼطلوبة عند ابؼصب :Di 

 البرنامج الخطي:ثانيا: 
مكونات جدوؿ النقل في شكل بموذج رياضي على اعتبار أف مسألة النقل من ابغالات ابػاصة بيكن تربصة 

 1، وذلك كما يلي: للبربؾة ابػطية
 بسثل متغيرات القرار   :Xij  الكميات الواجب نقلها من كل منبع الى كل مصب حيث عددىا يساوي حاصل

 ضرب عدد ابؼنابع في عدد ابؼصبات.  
 تتمثل في تدنية تكلفة النقل التي تساوي بؾموع تكلفة نقل الوحدة الواحدة من مركز العرض الى  :دالة الهدؼ

مركز الطلب في عدد الوحدات ابؼنقولة أو تعظيم الربح الذي يساوي ربح الوحدة الواحدة من مركز العرض الى 
 يعبر عنها رياضيا كما يلي:  .مركز الطلب في عدد الوحدات ابؼنقولة

XijCMaxZMinZ
n

J

ij

m

i





11

/ 
  

 :تضم مسألة النقل نوعتُ من القيود بنا: القيود 
مع الكمية ابؼتوفرة لذلك ابؼنبع. أي يعبر عنها حيث بهب أف تتساوى الكمية ابؼنقولة من كل منبع . قيود العرض: 1

 رياضيا كمايلي: 

∑       

 

   

  

                                                           
1
 126، 125جع سابق  ، ص ص ر بؿمود العبيدي و آخروف ، م   
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: حيث بهب أف بوصل كل مصب على كمية السلع تساوي حجم طلبو . و بذلك  بيكن التعبتَ قيود الطلب. 2
 عنها رياضيا كالتالي:

∑       

 

   

 

  :بدعتٌ أف بصيع الكميات ابؼنقولة بهب أف تكوف أكبر أو تساوي الصفر . أي:عدـ  سلبية المتغيرات 
0ijx 

بتموين ثلبث مناطق   (أولى، ثانية، ثالثة )بؽا ثلبث وحدات انتاجية التي  القصباوية تكلف مؤسسة مثاؿ: 
بـتلفة) الغربية، الوسطى، الشرقية( من السلعة التي تنتجها حيث تقدر الكمية ابؼطلوبة بؽذه ابؼناطق على التًتيب 

وحدة. كما يقدـ  250،700،500وحدة ، أما  الطاقة الانتاجية للوحدات على التوالي ىي  450،600،400
 ابعدوؿ أدناه  تكاليف النقل من كل وحدة الى كل منطقة:

  الغربية الوسطى الشرقية
 أولى 4 5 4
 ثانية 6 7 8
 ثالثة 4 3 2

 ابؼطلوب:  ػ بناء جدوؿ النقل بؽذه ابؼسألة.
 ػ كتابة النموذج ابػطي بؽذه ابؼسألة.           

 الحل:
 ابؼسألة بيكن توضيحها بيانيا كما يلي:بناء جدوؿ النقل بؽذه قبل 

 
 عرضمراكز ال                      لطلبمراكز ا

 وحدة500                                                       400                             
       

 وحدة700وحدة                                                        600                           

 
 وحدة250وحدة                                                         450                          

 
 
 

 الغربية أولى

الوسط ثانية
 ىى

شرقيةال ثالثة  

4 

5
 

4
 

6 
7 

8 

4 

3 

2 
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 معطيات ابؼسألة في جدوؿ النقل التالي:. بيكن ابصاؿ 1
  

ai الغربية الوسطى الشرقية  

500 
4 

x13 
5 

x12 
4 

x11 
 وحدة أولى

700 
8 

x23 
7 

x22 
6 

x21 
 وحدة ثانية

250 
2 

x33 
3 

x32 
4 

x31 
 وحدة ثالثة

1450/1450 450 600 400 bi 
 بيكن كتابة النموذج ابػطي للمسألة كما يلي: . 2

  :( حيث 9=3*3بدا أنو لدينا ثلبثة منابع و ثلبثة مصبات فاف عدد ابؼتغتَات ىو تسعة ) متغيرات القرار
 :  أي jالى ابؼصب iبيثل كل متغتَ الكمية ابؼنقولة من ابؼنبع 

x11الكمية ابؼنقولة من الوحدة الأولى الى ابؼنطقة الغربية :. 
 غاية اف نصل الى:نستمر في تسمية ابؼتغتَات بهذا الشكل الى 

X33 : .الكمية ابؼنقولة من الوحدة الثالثة الى ابؼنطقة الشرقية 
  :ىي من نوع بزفيض تكاليف النقل أي: دالة الهدؼ 

Min Z =4x11+5 x12+4 x13+6 x21+7 x22+8 x23+4 x31+3 x32+2 x33  

 تتضمن شقتُالقيود :: 
 قيود العرض:

x11 + x12 + x13 = 500           الأولى:قيد منبع الوحدة 

x21 + x22 + x23 = 700            يد منبع الوحدة الثانية:ق

x31 + x32 + x33 = 250          :قيد منبع الوحدة الثالثة 
  :الطلبقيود 

x11 + x21 + x31 = 400     :قيد مصب ابؼنطقة الغربية 
x12 + x22 + x23 = 600       قيد مصب ابؼنطقة الوسطى:

x13 + x23 + x33 = 450 :      قيد مصب ابؼنطقة الشرقية  

 

 :أي أف   عدـ سلبية المتغيرات                
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II:حل نموذج النقل : 
بعد أف يتم اعداد الصيغة ابعدولية بؼشكلة النقل ، فاف ابػطوة ابؼوالية تتمثل في ابهاد ابغل الأمثل من خلبؿ 

التي بسثل الكمية ابؼنقولة من مراكز العرض الى مراكز الطلب، بحيث تتطلب ىذه ابػطوة ابؼرور      البحث عن قيمة 
 ابغل الأمثل.  ابهاد بدرحلتتُ أوبؽا مرحلة ابهاد ابغل الأساسي الأولي و ثانيها مرحلة 

من خلبؿ ابؼثاؿ و  ومن أجل تبسيط خطوة ابغل الأمثل سنعمل على توضيحها وفقا لنوعي دالة ابؽدؼ لنموذج النقل
 :العددي السابق  

  :أولا: في حالة التخفيض
 
 . مرحلة ايجاد الحل الأساسي الأولي:1

بيثل ابغل الأساسي الأولي ابغل الذي عنده عدد ابػلبيا ابؼملوءة ) خلبيا الأساس( مساوية لمجموع عدد 
 ابؼنابع  وابؼصبات مطروح منها القيمة الواحد أي:

 m +n – 1=  الخلايا المملوءةعدد                 
 1ويتم التوصل الى ذلك باستخداـ ثلبث طرؽ أساسية ، وىي:

مراكز  ن تعتبر ىذه الطريقة من أسهل و أبسط الطرؽ حيث يتم التوزيع مطريقة الزاوية الشمالية الغربية:  1.1
تبدأ من أوؿ خلية في ابعدوؿ الى الأعلى و الى اليسار حيث يتم  العرض الى مراكز الطلب دوف أي منطق علمي، اذ

 اشباعها بالكامل باستخداـ العلبقة التالية: 
Xij=Min[ai, bj] 
كمية العرض و الطلب ابؼقابلتُ بؽذه ابػلية ، ثم أي أنو يتم اختيار الكمية )التي يتم وضعها في ابػلية ( الأقل بتُ  

انقاص كمية السطر في العرض و كمية الطلب في العمود بنفس الوحدات ابؼخصصة بؽذه ابػلية. و في حالة ما اذا 
أصبح العرض في السطر ) سطر ابػلية ابؼختارة( مساويا للصفر يتم التحرؾ الى الأسفل في العمود الى ابػلية التالية ، 

 حتُ اذا أصبح الطلب مساويا للصفر يتم الانتقاؿ الى اليمتُ في السطر الى ابػلية ابؼوالية ، أما اذا أصبح كل من  في
العرض  في السطر و الطلب في العمود مساوياف للصفر يتم التحرؾ الى الأسفل خلية واحدة ثم الى اليمتُ خلية 

بنفس الطريقة ليتم اشباع ابػلبيا كل حسب طلبو مع ضرورة مراعاة  وفي بصيع ابغالات يتم ملء ابػلية ابعديدة أخرى. 
  .ات العرض ابؼتوفرة في كل  ابؼنابعكمي

 وحسب مثالنا فاف ابغل الأساسي الأولي بطريقة الزاوية الشمالية الغربية  يكوف كالتالي:
 

                                                           
1
 Amor Farouk Benghezal, opcit, pp 173,176 
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ai الغربية الوسطى الشرقية  

500 
4 

 

5 

100 

4 

400 
 وحدة أولى

700 
  8 

200 

7 

500 

6 

 
 وحدة ثانية

250 
2 

250 

3 

 

4 

 
 وحدة ثالثة

1450/1450 450 600 400 bi 
 نلبحظ من ابعدوؿ أعلبه أف :

وحدة استنادا الى 400ػ أوؿ خلية ىي ابػلية التي تربط بتُ ابؼنطقة الغربية و الوحدة الأولى حيث تم توريع الكمية 
وحدة في 100بالتالي يتم تلبية احتياجات ابؼنطقة الغربية و يتبقى و ،   X11=Min[500,400] 400 =قاعدة :

 الوحدة الأولى.
 وحدة استنادا الى قاعدة100نقل الكمية  قة الوسطى و الوحدة الأولى حيث تمتم الانتقاؿ الى ابػلية التي تربط ابؼنطػ 

X12=Min[100,6 00 = 100    ، الأولىالوحدة لم يبقى أي  كمية في  و بالتالي. 
الى وحدة استنادا 500ثم تم الانتقاؿ الى ابػلية التي تربط بتُ ابؼنطقة الوسطى و الوحدة الثانية حيث تم نقل الكمية ػ 

وحدة في 200و يتبقى  وسطىو بالتالي يتم تلبية احتياجات ابؼنطقة ال،   X22=Min[700,5 00] =500   قاعدة
 .ثانيةالوحدة ال

وحدة استنادا الى 200حيث تم نقل الكمية  ثانيةو الوحدة ال قة الشرقيةابػلية التي تربط ابؼنطػ ثم تم الانتقاؿ الى 
 .الوحدة الثانيةو بالتالي  لم يبقى أي  كمية في ،    X23=Min[200,450 = 200 قاعدة

وحدة استنادا الى 250ػ ثم تم الانتقاؿ الى ابػلية التي تربط ابؼنطقة الشرقية و الوحدة الثالثة حيث تم نقل الكمية 
 ة.الوحدة الثالثو بالتالي  لم يبقى أي  كمية في ،    X33=Min[250,2 50 = 250 قاعدة

كما نلبحظ أنو بعد عمليات النقل السابقة أف بصيع القيم في السطور تساوي قيمة العرض ابؼقابل بؽا وأف بؾموع 
القيم ابؼوجودة في كل عمود تساوي الطلب ابؼقابل لو، ما يعتٍ أف التوزيع الأولي قد اكتمل لأنو تم تصريف كل 

 الي: العرض و تلبية كل الطلب ، لذا بهب التحقق من الشرط الت
 ) الشرط بؿقق(  1-3+ 3= 5أي   m +n – 1عدد ابػلبيا ابؼملوءة =    

 الزاوية الشمالية الغربية ىي:ومنو فاف تكلفة ابغل الأساسي الأولي باستخداـ طريقة 
Z=(400*4)+(100*5)+ (500*7)+ (200*8)+ (250*2)=7700 
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الدنيا، حيث يتم  تكلفة الالاعتبار   لأنها تأخذ بعتُتعتبر ىذه الطريقة أفضل من سابقتها طريقة أقل تكلفة:  2.1 
ملء ابػلية ذات الأقل تكلفة في ابعدوؿ باستخداـ نفس القاعدة السابقة، ثم الانتقاؿ الى ابػلية ابؼوالية و التي تكوف 

 يع كل العرض.حتى يتم تلبية كل الطلب و توز تساويها في التكلفة أو الأكبر منها مباشرة ، وىكذا نستمر في العملية 
 و بالعودة بؼثالنا بقد جدوؿ ابغل الأساسي الأولي حسب طريقة أقل تكلفة كما يلي: 

ai الغربية الوسطى الشرقية  

500 
4 

100 

5 

 

4 

400 
 وحدة أولى

700 
8 

100 

7 

600 

6 

 
 وحدة ثانية

250 
  2 

250 

3 

 

4 

 
 وحدة ثالثة

1450/1450 450 600 400 bi 
 من ابعدوؿ أعلبه أف:  نلبحظ

حيث تم نقل الكمية ابؼقابلة للخلية التي تربط بتُ ابؼنطقة الشرقية و الوحدة الثالثة  2أدنى تكلفة في ابعدوؿ ىي ػ 
 ة.الوحدة الثالثو بالتالي لم يبقى أي  كمية في ،    X33=Min[250,45 0 = 250 وحدة استنادا الى قاعدة250

إما  يتم النقل من  الوحدة الأولى الى ابؼنطقة الغربية أو  من الوحدة الأولى الى ابؼنطقة حيث  4التكلفة ابؼوالية ىي ػ 
الأكبر  الطلبالاختيار كاف للخلية التي تربط بتُ الوحدة الأولى و ابؼنطقة الغربية  بناءا على قاعدة  الشرقية،  الا أف 

و بالتالي يتم تلبية ،   X11=Min[500,400] 400 =وحدة استنادا الى قاعدة :400الكمية حيث تم  نقل  ، 
 وحدة في الوحدة الأولى.100احتياجات ابؼنطقة الغربية و يتبقى 

الكمية ، حيث تم  نقل  ابؼقابلة للخلية التي تربط بتُ الوحدة الأولى و ابؼنطقة الشرقية   4التكلفة ابؼوالية ىي ػ أما 
و بالتالي يتم تلبية احتياجات ابؼنطقة الغربية و ،   X13=Min[100,2 00] 100 =وحدة استنادا الى قاعدة :100

 .ة في الوحدة الأولىأي كمييتبقى لم 
حيث تم نقل الكمية   ،ابؼقابلة للخلية التي تربط بتُ الوحدة الثانية و ابؼنطقة الوسطى  7ػ التكلفة ابؼوالية ىي 

 وسطىو بالتالي يتم تلبية احتياجات ابؼنطقة ال،   X22=Min[700,6 00] =600   وحدة استنادا الى قاعدة600
 .ثانيةوحدة في الوحدة ال100و يتبقى 

حيث تم نقل الكمية و ابؼقابلة للخلية التي تربط بتُ الوحدة الثانية و ابؼنطقة الشرقية ، 8ػ التكلفة  ابؼوالية ىي 
 .بالتالي  لم يبقى أي  كمية في الوحدة الثانيةو ،    X23=Min[100,100 = 100 وحدة استنادا الى قاعدة100
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 التوزيع الأولي لأنو تم تصريف كل العرض و تلبية كل الطلب ، بهب التحقق من الشرط التالي: اكتمل ما وبعدما 
 ) الشرط بؿقق(  1-3+ 3= 5أي   m +n – 1عدد ابػلبيا ابؼملوءة =    
 تكلفة ابغل الأساسي الأولي باستخداـ طريقة أقل تكلفة ىي: و بالتالي فاف

Z= (400*4)+ (100*4)+ (600*7)+ (100*8)+ (250*2) =7500 
ملاحظة:  في حالة وجود خلايا لها نفس التكلفة يتم التوزيع في الخلية ذات أكبر كمية، أما في   

 حالة تساوي الكميات فيتم الاختيار عشوائيا .
في ابهاد ابغل الأولي حيث تتميز بقدرة الوصوؿ الى تعتبر ىذه الطريقة من أىم الطرؽ الثلبثة  :طريقة فوجل 3.1

ابغل الامثل بأسرع وقت بفكن الا أنها برتاج الى عمليات حسابية أطوؿ بفا برتاجو طريقتي الشماؿ الغربي و أقل 
 تكلفة.  و تتلخص خطواتها في الآتي:

  د حيث بسثل الغرامة الفرؽ بتُ أقل تكلفتتُ لكل سطر و لكل حساب الغرامات لكل سطر و لكل عمو
 عمود.

 .اختيار أكبر غرامة بؿسوبة من ابػطوة السابقة 
   التوزيع في خلية الأقل تكلفة  التي تقابل السطر أو العمود ذو الغرامة الأكبر ، وذلك باستخداـ قاعدة

Xij=Min[ai, bj] 
 ابؼشبعة حتي يتم تصريف كل العرض و تلبية كل الطلب. تكرار ابػطوات السابقة مع تفادي ابػلبيا 

 وبتطبيق ىذه الطريقة على حالتنا التطبيقية نتحصل على جدوؿ ابغل الأساسي الأولي: 
 

/   /  1    0    0 
 

6  1  1   1    1 
 
/   /  /  /    1 
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                                                   /7             6   
                                               /                  /6 

 نلبحظ من ابعدوؿ  أعلبه أف :
حيث تكررت في العمود الثاني و الثالث  ليتم اختيار  2  لأسطر و أعمدة ابعدوؿ بسثلت في القيمة الغرامة الأكبر ػ 

  250للخلية التي تربط بي ابؼنطقة الشرقية و الوحدة الثالثة، وملؤىا بالكمية ابػلية ذات الأدنى التكلفة  و ابؼوافقة 
ليتم  ةالوحدة الثالثو بالتالي لم يبقى أي  كمية في ،    X33=Min[250,45 0 = 250 استنادا الى قاعدةوحدة 

 الغاء السطر الثالث من ابعدوؿ لكونو مشبعا.
ليتم التوزيع في ابػلية ذات الأقل التكلفة و التي  4ػ الغرامة ابؼوالية بعد اعادة ابغسابات من جديد  بسثلت في القيمة 

 200 =استنادا الى قاعدة وحدة  200لكمية تربط بتُ  ابؼنطقة الشرقية و الوحدة الأولى ، وذلك با
X13=Min[500,2 00]   ،تالي تم تلبية طلب ابؼنطقة الشرقية ليتم الغاء عمودىا.و بال 

التي تكررت في العمود الأوؿ و الثاني  ليتم اختيار  2ػ الغرامة ابؼوالية بعد اعادة ابغسابات من جديد  بسثلت في القيمة 
  300ابػلية ذات الأدنى التكلفة  و ابؼوافقة للخلية التي تربط بي ابؼنطقة الغربية و الوحدة الأولى، وملؤىا بالكمية 

الوحدة الأولى ليتم و بالتالي لم يبقى أي  كمية في .    X11=Min[300,40 0 = 300 استنادا الى قاعدةوحدة 
 الغاء السطر الأوؿ من ابعدوؿ لكونو مشبعا.

ليتم التوزيع في ابػلية ذات الأقل التكلفة و التي  7ػ الغرامة ابؼوالية بعد اعادة ابغسابات من جديد  بسثلت في القيمة 
 600 =استنادا الى قاعدة وحدة  600الثانية ، وذلك بالكمية تربط بتُ  ابؼنطقة الوسطى و الوحدة 

X22=Min[700,6 00]   ،تالي تم تلبية طلب ابؼنطقة الوسطى ليتم الغاء عمودىا.و بال 
ليتم التوزيع في ابػلية ذات الأقل التكلفة و التي تربط بتُ  ابؼنطقة الغربية  و  6ػ الغرامة الأختَة بسثلت في القيمة 
وبالتالي تم   . X21=Min[100,1 00] 100 =استنادا الى قاعدة وحدة  100الوحدة الثانية ، وذلك بالكمية 

 مشبعا أيضا.  والوحدة الثانية لكوناشباع ابؼنطقة الغربية  ليتم الغاء عمودىا و سطر 
 التوزيع الأولي لأنو تم تصريف كل العرض و تلبية كل الطلب ، بهب التحقق من الشرط التالي: اكتمل ما وبعدما 

 ) الشرط بؿقق(  1-3+ 3= 5أي   m +n – 1عدد ابػلبيا ابؼملوءة =    
 تكلفة ابغل الأساسي الأولي باستخداـ طريقة فوجل ىي: و بالتالي فاف

Z= (300*4)+ (200*4)+ (100*6)+ (600*7)+ (250*2)= 7300 
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في حالة تساوي الغرامات يتم التوزيع في الخلية ذات الأقل تكلفة في الصف أو العمود ملاحظة:  
يتم التوزيع في الخلية التي تأخذ أكبر كمية ، أما اذا كانت  تينييو نتساوت التكلفتين الد المعني، ، واذا ما

    .الكميات متساوية فيتم الاختيار عشوائيا
 
     :الأمثل الحل ايجاد . مرحلة2

تعتمد مرحلة ابهاد ابغل الأمثل على مرحلة ابهاد ابغل الأساسي الأولي حيث يتم  اختبار ىذا الأختَ الذي 
وذلك بؼعرفة ما اذا كاف بيثل حلب أمثلب أـ بيكن ابهاد حل أفضل من ىذا الطرؽ السابقة ،  تم الوصوؿ اليو باحدى

 ابغل. ومن أجل ذلك يتم استخداـ احدى الطريقتتُ التاليتتُ: 
بزفيض تكلفة النقل الى اقل حد بفكن للوصوؿ الى ابغل على ىذه الطريقة تقوـ  طريقة الحجر المتنقل:: 1.2

، حيث يتم في كل مرحلة ادخاؿ متغتَ خارج الأساس والذي بيثل ىنا ابػلية  من خلبؿ مراحل متتابعة  الأمثل
عوض متغتَ الأساس و الذي بيثل ابػلية ابؼملؤة ،وىو نفس ابؼنهج الذي تقوـ  ) غتَ مشغولة أو غتَ مشحونة(الفارغة

الذي ىو يا يتم بواسطة ما يسمى بابؼسار ابؼغلق بػلبوىذا التغيتَ في ا .1عليو طريقة السمبلبكس لابهاد ابغل الأمثل
بحيث تقع ابػلبيا  ابؼشغولة و خلية واحدة غتَ مشغولة  عند الزوايا القائمة  عبارة عن مستقيمات عمودية و أفقية 

 لو، كما ينطلق  و ينتهي عند ابػلية الفارغة ابؼراد تقييمها.   
 قة:والأشكاؿ التالية توضح بعض ابؼسارات ابؼغل

 : بعض الأشكاؿ للمسار المغلق 02الشكل رقم  
                                                   

 
 
 

 Gerald Baillargon , opcit , p325ابؼصدر: 
 

و  و لتوضيح خطوات تطبيق ىذه الطريقة سنعتمد على جدوؿ ابغل الأولي الذي تم ابغصوؿ عليو بطريقة أقل تكلفة 
 ابؼستخدمة على مثالنا العددي السابق:

 
 
 

                                                           
1
  Jean Pierre Védrine et autres, opcit,  p76 
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 جدوؿ ابغل الأولي بطريقة أقل تكلفة : مثاؿ:  
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  أربعة خلبيا فارغة و ابؼتمثلة وحسب مثالنا بقد أف ىناؾ  ابػلبيا الفارغة ) غتَ ابؼشغولة( بعدوؿ النقل.برديد

 x12, x21, x31, x32في   
  خلية من ابػلبيا غتَ ابؼشحونة.برديد ابؼسار ابؼغلق الذي تنتمي اليو كل 
 (للخلية غتَ ابؼشحونة تعقبها اشارة )+( للخلية التي -وضع اشارة )+( للخلية التي تليها في ابؼسار ثم اشارة )

 تليها و ىكذا بعميع خلبيا ابؼسار ابؼغلق. ووفقا للهاتتُ ابػطوتتُ نتحصل علي  ما يلي:
 :x21خلية                                           :x12خلية

 
 
 
    

 : x32خلية                                                     :     x31خلية  
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  حساب التكلفة ابغدية لكل مسار وذلك بجمع تكلفة ابػلية التي برمل الاشارة ابؼوجبة و طرح تكلفة ابػلية
 التي برمل الاشارة السالبة، لنتحصل على احدى ابغالات الثلبثة: 

  من الصفر  والتي تعتٍ أف نقل كمية عبر ىذه ابػلية الفارغة سيؤدي الى زيادة تكلفة حدية أكبر
 التكاليف.

  سيمنح خطة نقل تكلفة حدية مساوية للصفر و التي تعتٍ أف نقل كمية عبر ىذه ابػلية الفارغة
 أخرى بنفس خطة النقل الأولى )حل بديل(

  ىذه ابػلية الفارغة سيؤدي الى خفض تكلفة حدية أقل من الصفر و التي تعتٍ أف نقل كمية عبر
 التكاليف، بفا يتطلب الأمر وجوب نقل أكبر كمية عبر ىذه ابػلية.

 وبناءا على ذلك ، فاف التكلفة ابغدية  للمسارات الأربعة ىي:

X12= 5-4+8-7= 2 
X21 = 6-8+4-4 =-2 
X31 = 4-2+4-4 =2 
X32= 3-2+8-7= 2 

  مطلقة( منسار ابؼغلق ابغاصل على أقل قيمة سالبة )أكبر قيمة اختيار ابؼبرديد متغتَ الأساس من خلبؿ 
 .x21تتمثل في خلية  فإنهاوحسب مثالنا  الأخرى.بتُ ابؼسارات 

 بؼختارا من خلبؿ اختيار أقل كمية في ابػلبيا التي بؽا اشارة سالبة في ابؼسار  خارج الأساس متغتَ برديد  .
 وحدة.100ذات الكمية   x23وىي بسثل في حالتنا ابػلية 

   خارج الأساس وذلك بإضافتها للخلبيا ابؼوجبة للمسار و طرحها من خلبيا السالبة للمسار. كمية متغتَنقل
 لتالي:اك x21وعليو تصبح القيم ابعديدة بػلبيا مسار ابػلية   

 
 

 
 

  حساب دالة ابؽدؼ في ضوء تعديل قيم ابؼتغتَاتxij  .: أي تصبح 
Z= (300*4)+ (200*4)+ (100*6)+ (600*7)+ (250*2)= 7300 

.و للتأكد 7300الى القيمة 7500نلبحظ أف ابغل قد برسن بحيث ابلفضت قيمة دالة ابؽدؼ من القيمة 
   ة ابؼوالية.بهب القياـ بابػطو  من أف ىذه النتيجة تعبر عن ابغل الأمثل
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  موجبة أو مساوية  التكلفة ابغدية للمسارات ابؼغلقة تكوف أفإلى غاية الوصوؿ إلى  السابقة ابػطواتر اتكر
ساراتها عدد ابػلبيا الفارغة أربعة و محسب مثالنا  أف  . وبذلك بقدو الذي يعتٍ الوصوؿ إلى ابغل الأمثل للصفر

 ابؼغلقة  تكوف كالتالي:
 :x23خلية                                      :x12خلية   

 
 
 
 

 
X23 ;8-4+4-6=2                                  x12 ;  5-4+6-7=0         

 :x32 خلية                                               : x31 خلية

 
 

                      
 
 

 

X32 ; 3-2+4-4+6-7=  0                                       x31 ; 4-2+4-4=2               

 ما نلبحظو أف التكاليف ابغدية للمسارات ابؼغلقة موجبة أو معدومة ، وأنو لا توجد أي تكلفة حدية سالبة ، ومنو لا
اليو ىو حل أمثل . وبذلك تكوف خطة النقل للمسألة  ف ابغل ابؼتوصلبيكن نقل أي كمية عبر ىذه ابػلبيا الفارغة وأ

 بالشكل التالي: 
 .1200وحدة من الوحدة الأولى الى ابؼنطقة الغربية بتكلفة قدرىا 300ػ يتم نقل الكمية  
 .800وحدة من الوحدة الأولى الى ابؼنطقة الشرقية بتكلفة قدرىا 200يتم نقل الكمية  ػ 
 .600الوحدة الثانية الى ابؼنطقة الغربية بتكلفة قدرىا وحدة من 100ػ يتم نقل الكمية  
 .4200وحدة من الوحدة الثانية الى ابؼنطقة الوسطى بتكلفة قدرىا 600ػ يتم نقل الكمية  

5 

+ 

4 

300- 
  7  

600------ 

6 

100+  

4 

200- 

5 

 

  4 

311+  
8 

+ 

7 

600 

6 

-100  

4 

200+ 

5 

 

4 

-300 
8 

 

7 

600 

6 

100 
  2 

250- 

3 

 

4 

+ 

4 

200+ 

5 

 

4 

300- 
8 

 

7 

600- 

6 

100+  
  2 

250- 

3 

+ 

4 

 



 

 
 

96 

  
 

 .500وحدة من الوحدة الثالثة الى ابؼنطقة الشرقية  بتكلفة قدرىا 250ػ يتم نقل الكمية  
 نقدية وحدة7300وىذا بتكلفة نقل ابصالية قدرىا 

 بيانيا بيكن توضيح ابغل الأمثل بالشكل التالي: 
 

 مراكز الطلب                      مراكز العرض
                                                                                     

       قيمة الدالة
                                                                                           

 
 

 
 

الا أنها أكثر سهولة و يسرا في ابغصوؿ تعتبر ىذه الطريقة مرادفة للطريقة السابقة ،  التوزيع المعدؿ:  طريقة  2.2
تكاليف النقل دوف ضرورة رسم  خارج الأساس الذي يساىم في بزفيض  على ابغل الأمثل  لقدرتها على برديد ابؼتغتَ

 1وذلك من خلبؿ اتباع ابػطوات التالية: ، بصيع ابؼسارات للخلبيا الفارغة 
 ( اضافة سطر يسمىI( و عمود يسمى )J واذا انطلقنا من ابعدوؿ الاولي بطريقة أدنى تكلفة بؼثالنا السابق .)

 فإننا نتحصل على ابعدوؿ التالي: 
 

ai الغربية الوسطى الشرقية  
J3 J2 J1 

500 
4 

100 

5 

 

4 

400 
I1 وحدة أولى 

700 
8 

100 

7 

600 

6 

 
I2 وحدة ثانية 

250 
  2 

250 

3 

 

4 

 
I3 وحدة ثالثة 

1450/1450 450 600 400 bi 
                                                           

1
 275علً العلاونة وآخرون، مرجع سابق، ص  

 الغربية أولى

الوسط ثانٌة

 ىى

 شرقية ثالثة

300

00 

100 600

2
0
0 

250 

Z=7300

0 

1800 

4200 

1300 



 

 
 

97 

  
 

   حساب معاملبت الصفوؼ و الأعمدة وفقا للعلبقة التاليةCij = Ii + ji   و التي تطبق الا على ابػلبيا
( التي تقابل السطر أو العمود الذي بووي أكبر عدد من Jj( أو )Iiابؼملوءة ، و ىذا بعد اعطاء القيمة صفر )

و بكسب   J3=0ابػانات ابؼملوءة. وبقد في مثالنا أف العمود الثالث بو أكبر عدد من ابػلبيا ابؼملوءة بؽذا سنضع 
 باقي  القيم  بتطبيق العلبقة لنجد ما يلي: 

C13= I1+ J3  ⇒4= I1+ 0 ⇒ I1= 4 
 C23= I2+ J3  ⇒8= I2+ 0 ⇒ I2= 8 
C33= I3+ J3  ⇒2= I3+ 0 ⇒ I3= 2 

C22= I2+ J2  ⇒7= 8+ J2 ⇒ J2 = -1 
C11= I1+ J1  ⇒4= 4+ J1 ⇒ J1 = 0 

  :تقييم ابػلبيا الفارغة ) غتَ الأساسية( وفقا للعلبقة التاليةEij= Cij- Ii-Ji   حيث بسثل Eij و التي  التكلفة ابغدية
 . وفي مثالنا بقد ما يلي:ابغل ) أي كل قيمها بهب أف تكوف موجبة أو معدومة( على أساسها يتحدد أمثلية

E12= C12- I1-J2 ⇒ E12= 5-4-(-1) ⇒ E12= 2 
E21= C21- I2-J1 ⇒ E21= 6-8-0 ⇒ E21= -2 
E31= C31- I3-J1 ⇒ E31= 4-2-0 ⇒ E31= 2 

E32= C32- I3-J2 ⇒ E32= 3-2-(-1) ⇒ E32= 2 
  ساسية ) الفارغة( التي تكوف فيها الأغتَ برديد متغتَ الأساس من خلبؿ اختيار ابػليةEij ت أقل قيمة اذ

لكل وحدة يتم توزيعها عبر تلك ابػلية. و في مثالنا سالبة ، أي أنها تعطينا أكبر بزفيض بفكن في تكاليف النقل 
 متغتَا داخلب  للحل. x21بيكن اعتبار ابػلية 

  مغلق انطلبقا من خلية متغتَ الأساس و وضع اشارة )+( للخلية غتَ ابؼشحونة تعقبها تشكيل مسار
ميع خلبيا ابؼسار ابؼغلق. وىو ما ( للخلية التي تليها في ابؼسار ثم اشارة )+( للخلية التي تليها و ىكذا بع-اشارة)

 بيكن توضيحو في الشكل التالي: 
 

 : x21 خلية                                       
 
 
 
 
 
 

4 

100+ 

5 

 

4 

400- 
8 

100- 

7 

600 

6 

+ 
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  متغتَ خارج الاساس  من خلبؿ اختيار أقل كمية في ابػلبيا التي بؽا اشارة سالبة  في ابؼسار ابؼغلق. برديد
 . x23ابؼقابلة للمتغتَة  100وفي مثالنا أقل كمية برمل اشارة سالبة ىي الكمية 

   خارج الأساس وذلك بإضافتها للخلبيا ابؼوجبة للمسار و طرحها من خلبيا السالبة نقل كمية متغتَة
 وعليو تصبح القيم ابعديدة بػلبيا جدوؿ النقل كالتالي:  للمسار.

ai الغربية الوسطى الشرقية  

500 
4 

200 

5 

 

4 

300 
 وحدة أولى

700 
8 

 

7 

600 

6 

100 
 وحدة ثانية

250 
  2 

250 

3 

 

4 

 
ثالثة وحدة  

1450/1450 450 600 400 bi 
  حساب دالة ابؽدؼ في ضوء تعديل قيم ابؼتغتَاتxij  : أي تصبح. 

Z= (300*4)+ (200*4)+ (100*6)+ (600*7)+ (250*2)= 7300 
.و للتأكد من أف 7300الى القيمة 7500نلبحظ أف ابغل قد برسن بحيث ابلفضت قيمة دالة ابؽدؼ من القيمة 

 .تعبر عن ابغل الأمثل بهب القياـ بابػطوة ابؼواليةىذه النتيجة 
  قيم تكرار ابػطوات السابقة إلى غاية الوصوؿ إلى أف تكوفEij  موجبة أو مساوية للصفر و للخلبيا الفارغة

و حساب  Jوعمود لػ  Iوبالتالي بقد أف جدوؿ النقل بعد اضافة سطر لػ  الذي يعتٍ الوصوؿ إلى ابغل الأمثل.
 ابؼعاملبت  :

ai الغربية الوسطى الشرقية  
J3=4 J2=5 J1=4 

500 
4 

200 

5 

 

4 

300 
I1=0 وحدة أولى 

700 
8 

 

7 

600 

6 

100 
I2=2 وحدة ثانية 

250 
  2 

250 

3 

 

4 

 
I3=-2 وحدة ثالثة 

1450/1450 450 600 400 bi 
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 على ابػلبيا الفارغة بقد ما يلي:    Eij= Cij- Ii-Jiعلبقة وبتطبيق 
E12= C12- I1-J2 ⇒ E12= 5-0-5 ⇒ E12= 0 
E23= C23- I2-J3 ⇒ E23= 8-2-4 ⇒ E23= 2 

E31= C31- I3-J1 ⇒ E31= 4-(-2)-4 ⇒ E31= 2 
E32= C32- I3-J2 ⇒ E32= 3-(-2)-5 ⇒ E32= 0 

ابؼتوصل اليو حل أمثل ، وىو نفس ابغل ابؼتوصل معدومة  فاف ابغل بػلبيا  الفارغة كلها موجبة و  Eijبدا أف كل قيم 
 اليو بطريقة ابغجر ابؼتنقل.
  ثانيا . في حالة التعظيم:

، و إبما يتعدى ذلك إلى حالة التعظيم أيضا و خفيضلا تقتصر استخدامات مسائل النقل على حالة الت    
الشروط، فيتم استبداؿ تكاليف نقل الوحدة ىي ابغالة التي يتم فيها البحث عن أعظم ربح أو عائد في وجود نفس 

ومن بشة التعامل معها على أنها مصفوفة تكلفة الا أنو لابد من  الواحدة بالربح المحصل عليو من نقل الوحدة الواحدة
  1مراعاة الاختلبفات التالية:

 .ابهاد ابغل الأولي 
 .برديد متغتَ الأساس 
 .أمثلية ابغل 

 على ابؼثاؿ التالي كحالة تطبيقية:ولتوضيح ىذه الفروقات سنعتمد 
نفرض أف مؤسسة بؽا ثلبث وحدات انتاجية ) تلمساف، عنابة، قسنطينة( ذات طاقة انتاجية مقدرة بػ  مثاؿ: 

( وقد كاف الطلب عليهما مقدر B.Aعلى التوالي. ىذه الوحدات تنتج نوعتُ من ابؼنتوجات )  190،190،120
 على التًتيب. 300، 200بػ 

توجتُ على الوحدات الانتاجية الثلبث اذا كانت الأرباح ابؼتوقعة لكل وحدة من نأوجد التوزيع الأمثل للم المطلوب:
 ابؼنتوج على ىذه الوحدات موضحة في ابعدوؿ التالي:

B A منتوج/وحدة 
 وحدة تلمساف 10 15
 وحدة عنابة 12 7
 وحدة قسنطينة 9 9

 
 الحل:

                                                           
1
 292علً العلاونة وآخرون، مرجع سابق، ص  
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 :الأولي. مرحلة ايجاد الحل الأساسي 1
في  التي تم شرحهايتم ابهاد ابغل الأولي بنفس الطرؽ الثلبثة ) الزاوية الشمالية الغربيةػ، أقل تكلفة، فوقل( 

طريقة التكلفة يتم اختيار أكبر خلية بقل تكلفة طريقة أأنو في حالة التخفيض مع وجود فارقتُ أساسيتُ يتمثلبف في 
يتم حساب الفرؽ بتُ أكبر رقمتُ لكل سطر و عمود و يلي ذلك اختيار ، وفي طريقة فوقل في ابعدوؿ لنبدأ ابغل بها

 . وحسب مثالنا يكوف كالتالي:أكبر فرؽ، ليتم بعدىا برديد ابػلية الكبرى
 

 :طريقة أقل تكلفة
ai B A  

120  15          
        120 

10 

 
 وحدة تلمساف

190 
7 

 

 12 

 عنابةوحدة  190        

190 9 

180 

   9       

 وحدة قسنطينة 10          

  500/500 
          300 200 bi 

 
نلبحظ أنو بعد عمليات النقل السابقة أف بصيع القيم في السطور تساوي قيمة العرض ابؼقابل بؽا وأف بؾموع القيم 
ابؼوجودة في كل عمود تساوي الطلب ابؼقابل لو، ما يعتٍ أف التوزيع الأولي قد اكتمل لأنو تم تصريف كل العرض و 

  تلبية كل الطلب ، لذا بهب التحقق من الشرط التالي:
 ) الشرط بؿقق(  1-2+ 3= 4أي   m +n – 1عدد ابػلبيا ابؼملوءة =    

 ومنو فاف ربح ابغل الأساسي الأولي باستخداـ طريقة أقل تكلفة ىي:
Z= (120*15)+(192*12)+(10*9)+(180*9)=5790 
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 :فوقل طريقة
 
 

       /     /5 
 

      /5      5 
 
0       0     0 

                                               6               2 
                                                2              3 
                                                9              9                                                                                                                                                                                         

بدا أف بؾموع  اقيم ابؼوجودة في كل عمود تساوي كمية الطلب ابؼقابل و كذا بؾموع القيم ابؼوجودة في كل سطر 
 بهب التحقق من الشرط التالي: تساوي كمية العرض ابؼقابل، فانو  

 ) الشرط بؿقق(  1-2+ 3= 4أي   m +n – 1عدد ابػلبيا ابؼملوءة =    
 ومنو فاف ربح ابغل الأساسي الأولي باستخداـ طريقة أقل تكلفة ىي:

Z= (120*15)+(192*12)+(10*9)+(180*9)=5790 
 

 . مرحلة ايجاد الحل الأمثل:2
اما بطريقة ابغجر ابؼتنقل  أو التوزيع ابؼعدؿ كما تم شرحهما في حالة التخفيض الا اف يتم  اختبار ابغل 

الاختلبؼ يكمن في برديد ابؼتغتَة الداخلة و التي بسثل ىنا ابػلية التي تعطي أكبر عائد حدي موجب ، وقياسا على 
ئد حدية سالبة.  فتختار مثلب في حالتنا ذلك بكصل على ابغل الأمثل بؼا تعطي بصيع ابػلبيا غتَ الداخلة في ابغل عوا

 التطبيقية على طريقة ابغجر ابؼتنقل لنحصل على ما يلي:
 
 
 
 

ai B A  

120  15          
       120  

10 

 
 وحدة تلمساف

190 
7 

 

 12 

 وحدة عنابة 190        

190 9 

190 

   9       

 وحدة قسنطينة 10              

  500/500 
          300 200 bi 
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 :X22 خلية                                                                   :    X11خلية           
               

 
 

  
 
 

X22 ; 7 -12+9-9=-5                                      
 

 
X11 ; 10-9+9-15=-5 

سالبة ، ما يعتٍ أنو لا توجد أي خلية بيكن عن طريقها برستُ ابغل بزيادة نلبحظ أف الأرباح ابغدية للخلبيا الفارغة 
ه ابؼسألة و الذي الارباح . وبذلك بيكن القوؿ أف ابغل الأولي ابؼتوصل اليو في ابؼرحلة السابقة بيثل ابغل الأمثل بؽذ

 يلي: بيكن تفستَه كما
 و. ف.1800عائد قدره و ب الى وحدة تلمساف  B ابؼنتوج منوحدة 120 الكمية  توزيعيتم  ػ 
 و. ف.2280الى وحدة عنابة و بعائد قدره   Aوحدة من ابؼنتوج 190يتم توزيع الكمية   ػ ػ 
 و. ف.90الى وحدة قسنطينة و بعائد قدره   Aوحدة من ابؼنتوج 10يتم توزيع الكمية   ػ 
 و. ف.1620الى وحدة  قسنطينة و بعائد قدره   Bوحدة من ابؼنتوج 180يتم توزيع الكمية   ػ 

 .و.ف 5790لتحصل ابؼؤسسة على ربح ابصالي قدره 
                             

 

 
 
 
 
 
 

      + 7 

 

 12          - 

        190 

9 

180-  

   9       

          10+ 

 15          
        
120- 

 10  

+ 

7 

 

 12 

        190 

9 

180+  

   9       

          10   - 

 تلمساف

 قسنطينة

 عنابة

A 

B 

120 

190 

10 

180 

Z=5790 

1800 

1710 

2280 
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م بطريقة أخرى و ىي تحويل ىذه الأخيرة الى مسألة النقل من نوع التعظي يمكن حل مسألة ملاحظة: 
نقل من نوع تخفيض من خلاؿ تحديد أعلى ربح في المسألة و طرح باقي الأرباح منو ثم حل المسألة 

 .الجديدة بنفس خطوات الحل السابقة الذكر
 

III :في مسائل النقل الحالات الخاصة:  
و من ابغالات ،ىناؾ بؾموعة من ابغالات ابػاصة التي بزتلف في طبيعتها عن ابؼشكلة التي تم التعامل معها 

 ابػاصة في بؾاؿ النقل نذكر ما يلي:
  .الاخلبؿ بتُ العرض و الطلب 
  .عدـ الانتظاـ 
  .التوزيع بالطرؽ ابؼمنوعة 
  ابغلوؿ البديلة 
  .بزطيط الانتاج 
  .النقل بدراحل متعددة 

  . حالة الاخلاؿ بين العرض و الطلب:1
، اذ كثتَا ما بقد عدـ توازف بتُ العرض و الطلب ، وىذا الأمر  مسائل النقل ابغالة الأكثر شيوعا في بسثل

يتطلب ابؼوازنة بينهما بغل مسألة النقل ، وذلك من خلبؿ اضافة سطر وبني اذا كاف العرض أكبر من الطلب أو 
ف الطلب أكبر من العرض بتكاليف صفرية و كمية تساوي الفرؽ بينهما ، ثم اكماؿ  اضافة عمود وبني اذا كا

 . و ابؼثاؿ التالي يوضح ذلك:1خطوات ابغل السابقة
 :تُالنقل التالي دوليأوجد ابغل الأولي بع مثاؿ: 

ai D3 D2 D1  

2000 
13 

 
12 

 
11 

 
O1 

2500 
23 

 
22 

 
21 

 
O2 

4500 
6000        2000 2400 1600 bi 

 
                                                           
1
 Amor Farouk Benghezal, opcit, p187 
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ai D3 D2 D1  

110 
3 

 
5 

 

2 

 
S1 

90 
2 

 

1 

 

3 

 
S2 

130/200 40 50 40 bi 
 

لذا بهب اضافة سطر وبني بتكاليف صفرية و   في ابعدوؿ الأوؿ  نلبحظ أف بؾموع الطلب أكبر من بؾموع العرض
عليو  ابؼوالي و نطبق ، فنحصل على جدوؿ النقل ابؼتوازف1500= 4500-6000بكمية تساوي الفرؽ بينهما أي 

 :طريقة زاوية الشمالي الغربي
ai D3 D2 D1  

2000 
13 

 
12 

400 
11 

1600 
O1 

2500 
23 

500 
22 

2000 
21 

 
O2 

1511 
0 

 

        1500  

0 0 

O 3 

6000 
6000        2000 2400 1600 bi 

Z=(1600*11)+(400*12)+(2000*22)+(500*23)+(1500*0)=77900 
 

وبني بتكاليف صفرية و  عمودلذا بهب اضافة   طلب في ابعدوؿ الأوؿ أكبر من بؾموع ال عرضنلبحظ أف بؾموع ال
ابؼوالي و نطبق عليو طريقة  ، فنحصل على جدوؿ النقل ابؼتوازف70= 130-200بكمية تساوي الفرؽ بينهما أي 

 أقل تكلفة لابهاد ابغل الأولي:
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ai D4 D3 D2 D1  

110 
  0    

 
71  

3 

 

5 

 

2 

40 
S1 

90 
0 2 

40 

1 

50 

3 

 
S2 

200/200 70 40 50 40 bi 
Z=(40*2)+(70*0)+(50*1)+(40*2)=210 

 
 . حالة عدـ الانتظاـ:2

سواء كاف في جدوؿ ابغل الأولي أو  m+n-1تظهر ىذه ابغالة عندما يكوف عدد ابػلبيا ابؼملؤة أقل من 
، بفا يتًتب على ذلك عدـ امكانية حساب بعض معاملبت الصفوؼ أو الأعمدة لتقييم أثناء مراحل التحستُ 

ىذه  ابؼشكلة يتم اشغاؿ احدى ابػلبيا ابػانات الفارغة ومن ثم عدـ امكانية الوصوؿ الى ابغل الأمثل . و بؼعابعة 
 ىي قيمة صغتَة جدا تؤوؿ الى الصفر( شريطة أف: €الفارغة بقيمة 

 توضع في ابػانة ذات الأقل تكلفة. 
 ية ابؼؤشر عليهم بػ "+"سأف لا تشكل مسارا مغلقا ، واذا شكلت مسارا بكاوؿ أف تكوف من ابؼتغتَات الأسا 

 . 1ابؼعروفةومن ثم نواصل ابغل وفقا للخطوات 
وضحة في ابعدوؿ ابؼالبيانات انطلبقا من  فروعها بكو ابؼخازف نقل السلعة من ل ابؼثلى طةابػ أوجد: مثاؿ   

 التالي :
ai B A المخازف/الفروع 

80 
 5          

         
4 

 
 الفرع الأوؿ

20 
             2 3         

 الفرع الثاني 

40 
    3 

  

  1         
 الفرع الثالث

  140/140   
        60 80 bi 

                                                           
1
 Amor Farouk Benghezal, opcit, p187 
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 بتطبيق طريقة زاوية الشماؿ الغربي بكصل على جدوؿ ابغل الأولي التالي:
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Z=(80*4)+(20*2)+(40*3)=480 
و بالتالي فابغل غتَ مقبوؿ ، بفا يتطلب  m+n-1= 3+2-1=4في حتُ أف  3نلبحظ أف عدد ابػلبيا ابؼملؤة 

لأنها تستوفي بالشروط السابقة الذكر ثم يتم ابهاد ابغل بطريقة التوزيع ابؼعدؿ مثلب  x31في ابػلية  €اضافة 
 يلي:  فنحصل على ما

 

 على ابػلبيا الفارغة بقد ما يلي:    Eij= Cij- Ii-Jiعلبقة وبتطبيق 
E12= C12- I1-J2 ⇒ E12= 5-0-6 ⇒ E12= -1 

E21= C21- I2-J1 ⇒ E21= 3-(-4)-4 ⇒ E21= 3 
ستكوف ابؼتغتَة الداخلة وانطلبقا    X12ما يعتٍ أف ابؼتغتَة ،   Eijل ليس أمثل لأف ىناؾ قيمة سالبة لػ نلبحظ أف ابغ

 منها يتم تشكيل ابؼسار لاختيار ابؼتغتَة ابػارجة  ، فنجد:

ai B A المخازف/الفروع 

80 
 5          

         
4 

80 
 الفرع الأوؿ

20 
  20           2 3         

 الفرع الثاني 

40 
    3 

40  

  1         
 الفرع الثالث

  140/140   
        60 80 bi 

ai B A المخازف/الفروع 
 =6 J2 J1=4 

80 
 5          

         
4 

80 
I1=0 الفرع الأوؿ 

20 
  20           2 3         

 I2=-4 الفرع الثاني 

40 
    3 

40  

  1         

             €       
I3=-3  الفرع

 الثالث
  140/140 

          60 80  bi 
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 :x12ابػلية 
 
 

 
  
 
 
 

 واعادة اختبار أمثلية ابغل بقد :  x32باختيار ابؼتغتَة ابػارجة و ابؼتمثلة في 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 ) الشرط بؿقق(  1-2+ 3= 4أي   m +n – 1عدد ابػلبيا ابؼملوءة =    نلبحظ أف ابغل مقبوؿ لأف
 :للخلبيا الفارغة ىي Eijقيم  و بالتالي فاف

E22= C21- I2-J1 ⇒ E21= 3-(-4)-4 ⇒ E21= 3 
E22= C32- I3-J2 ⇒ E21= 3-(-3)-5 ⇒ E21= 1 

 وعليو فاف ابغل أمثل وقيمة الدالة تساوي: 
Z=(40*4)+(40*5)+(20*2)+(40*1)=440 

 
 
 

 5          
        + 

4  

80- 
  20           2 3         

 

    3 

40-  

  1         

             €   +    

ai B A المخازف/الفروع 
 =5 J2 J1=4 

80 
 5          

        40   
4  

40 
I1=0 الفرع الأوؿ 

20 
2    
 
02      

3         
 I2=-3 الثاني الفرع 

40 
    3 

  

  1         

             40 I3=-3 الفرع الثالث 

  140/140 
          60 80  bi 
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  . حالة التوزيع بالطرؽ الممنوعة:3
لأسباب عديدة كعدـ رغبة بردث ىذه ابغالة عندما لا يتوفر امكانية التوزيع من منبع معتُ الى مصب معتُ  

مورد ما  التعامل مع زبوف ما أو العكس. وبيكن معابعتها ع طريق برميل ابػلية ابؼعنية بتكاليف كبتَة جدا يرمز بؽا 
 .  1أو تشطيبها من البداية و عدـ التعامل معها في بصيع خطوات ابغل ∞بالرمز
علمت أف ابؼورد الثاني لا بيكنو تزويد الزبوف الثاني الأمثل بؼسألة التخفيض التالية اذا  أوجد التوزيع: مثاؿ 

 بالسلعة :
ai F3 F2 F1  

400 
7 

 

2 

 

5 

 
C1 

200 
6 

 

1 

 

7 
C2 

151 
2 

 

 

6 10 

C 3 

750 
750      350 350 50 bi 

ابغل الأمثل ابغل بابػطوات ابؼعروفة ،فنحصل على جدوؿ  واصلثم ن ∞القيمة  x32في ىذه ابغالة نضع في ابػلية 
 التالي:

 
ai F3 F2 F1  

J1=7 J1=2 J1=5 

400 
7 

200 

2 

150 

5 

50 
I1=0 C1 

200 
6 

 

1 

200 

7 
I2=-1 C2 
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   I3=-5 C 3 
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750      350 350 50 bi 

 للخلبيا الفارغة بقد: Eijوبحساب قيم 

                                                           
1
 155فالتة لمٌن، مرجع سابق، ص   



 

 
 

109 

  
 

E21= C21- I2-J1 ⇒ E21= 7-5-(-1) ⇒ E21= 3 
E23= C23- I2-J3 ⇒ E23= 6-7-(-1) ⇒ E23= 0 

E31= C31- I3-J1 ⇒ E31= 10-5-(-5) ⇒ E31= 10 
 وعليو ، فاف ابغل أمثل و تكوف قيمة الدالة مساوية لػ:

Z=(50*5)+(150*2)+(200*7)+(200*1)+(150*2)=2450 
 .حالة الحلوؿ البديلة:4

يسمح بابغصوؿ على نفس قيمة دالة ابؽدؼ بفا يعطي تشتَ ىذه ابغالة الى وجود توزيع آخر بكيفية بـتلفة 
يراه مناسبا ، وذلك عندما تكوف نتائج تقييم ابػلبيا الفارغة ) مؤشرات  ما مرونة أكثر بؼتخذي القرار في اختيار

التحستُ( فيها ذات قيمة صفرية . وبيكن الوصوؿ الى ابغلوؿ البديلة من ابعدوؿ الامثل بنفس طريقة عملية 
 ، و ابؼثاؿ التالي يوضح ذلك:1التحستُ

 د حلب بديلب للمسألة:جانطلبقا من ابؼثاؿ السابق أو  مثاؿ:  
لب، وبالتالي نشكل قيمتها تساوي الصفر ما يعتٍ وجود حلب بدي X23المحسوبة بقد أف ابػلية  Eijبالرجوع الى قيم 

 نطلبقا منها لنتحصل على ما يلي:مسارا مغلقا ا
 :X23خلية 

7 

200-  

2 

+150  
6 

+ 

1 

-200  
 واعادة اختبار أمثلية ابغل بقد :  x13باختيار ابؼتغتَة ابػارجة و ابؼتمثلة في 

ai F3 F2 F1  
J1=7 J1=2 J1=5 

400 
7 

 

2 

350 

5 

50 
I1=0 C1 

200 
6 

200 

1 

€ 

7 
I2=-1 C2 

151 
2 

 

150 

∞ 

 
  10   

   I3=-5 C 3 

750 
750      350 350 50 bi 

                                                           

 
1
 140 ص،فالتو بؼتُ، مرجع سابق   
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 للخلبيا الفارغة بقد: Eijوبحساب قيم 
E13= C13- I1-J3 ⇒ E13= 7-0-7 ⇒ E13= 0 

E21= C21- I2-J1 ⇒ E21= 7-5-(-1) ⇒ E23= 3 
E31= C31- I3-J1 ⇒ E31= 10-5-(-5) ⇒ E31= 10 

 وعليو ، فاف ابغل أمثل و تكوف قيمة الدالة مساوية لػ:
Z=(50*5)+(350 *2)+(200*6))+(150*2)=2450 

 
 الانتاج: تخطيط .حالة5

تدور مسائل بزطيط الانتاج حوؿ منتج واحد يصنع على فتًات زمنية متتالية بؼقابلة احتياجات مسبقة ، اذ بيكن 
برويلها الى مسائل نقل باعتبار الفتًات الزمنية التي بودث فيها الانتاج كمنابع و الفتًات الزمنية التي ينقل فيها ابؼنتج  

 للتوضيح نورد ابؼثاؿ التالي: . و 1ة الانتاج أو التخزين معروفةكمنابع و تكوف تكلف
التالية، حيث يبتُ ابعدوؿ ابؼوالي كل  ستةتوج معتُ للؤشهر التاج منن: بزطط مؤسسة بوابة الصحراء لامثاؿ  

 البيانات ابؼتعلقة بذلك:
 

 جواف ماي أفريل مارس فيفري جانفي البياف
 1000 2000 3000 5000 2000 1000 الطلب

 9 8 7 7 8 10 تكلفة الانتاج للوحدة
 3000 4000 5000 4000 4000 3000 طاقة الانتاج

 دج شهريا.1كما قدرت تكلفة بززين الوحدة بػ 
 حتى تكوف التكاليف ) الانتاج والتخزين( في حدىا الأدنى.   طيط الانتاج خلبؿ الأشهر الستةابؼطلوب: بز

 الحل: 
 خطوات حل مسائل النقل برصل على جدوؿ ابغل الأمثل التالي: بتطبيق  
 
 
 
 
 
 

                                                           

 
1
،ريتشارد برونسوف، تربصة حسن حستٍ الغباري،     119، الدار الدولية للبستثمارات الثقافية، مصر،ص2ط بحوث العمليات، سلسلة ملخصات شوـ
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ai جانفي فيفري مارس أفريل ماي جواف وىمي  

3000 
     0 

2000 
15 14 13 12 

 

11 

 

10 

1000 
 جانفي

4000 
0 

1000 
12 11 10 9 

1000 

8 

2000 
 

 فيفري

4000 
11 10 9 8 7 

4000 
 

  
 مارس

5000 
0 

20000 

9 8 7 

 3000         

             

   
 أفريل

4000 
0 

2000 
9 8 

2000 
    

 ماي

3000 
0 

2000 
9 

1000 
     

 جواف

23000 
23000   9000 1000 2000 3000 5000 2000 1000 bi 

 بيكن شرح جدوؿ ابغل الأمثل كما يلي: 
 دج.10000نقس الشهر  وذلك بتكلفة انتاج قدرىا في وحدة في شهر جانفي و تسويقها 1000ػ سيتم انتاج 

وحدة في شهر فيفري و تسويقها في نقس الشهر  وشهر مارس  وذلك بتكلفة انتاج وبززين  2000ػ سيتم انتاج  ػ
 دج.25000قدرىا 

 دج.28000وحدة في شهر مارس و تسويقها في نقس الشهر  وذلك بتكلفة انتاج  قدرىا 4000سيتم انتاج  ػ
 دج.21000وحدة في شهر أفريل و تسويقها في نقس الشهر  وذلك بتكلفة انتاج  قدرىا 3000ػ سيتم انتاج 

 دج.16000وحدة في شهر ماي و تسويقها في نقس الشهر  وذلك بتكلفة انتاج  قدرىا 3000سيتم انتاج  ػ
 دج.9000انتاج  قدرىا وحدة في شهر جواف و تسويقها في نقس الشهر  وذلك بتكلفة 1000ػ سيتم انتاج 

 دج.109000وذلك بتكلفة ابصالية قدرىا 
 . حالة النقل بمراحل متعددة:6

بسيطة و ابما مكونة من بؾموعة مراحل بحيث يتم النقل في مرحلة في بعض ابغالات لا تكوف مسألة النقل 
 تائجها يتم تكوين ابؼسألة الثانية.نأولى و على اساس 
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بعد أف يتم نقل البضاعة من  (C1,C2,C3,C4) زبائنها أربع بتلبية طلباتتقوـ مؤسسة ابؽضاب  مثاؿ: 
 ، حيث بيكن تلخيص معلوماتها بيانيا كما يلي:  ( P1 ,P2الى بـزنتُ) ( A1, A2 , A3الوحدات الانتاجية )

 
 وحدات الانتاج            ابؼخازف                                                          الزبائن      

 و1000و1000                         وحدة               1700وحدة                                                  800

 
 و1500و1500                                                                             وحدة                          500

 
 وحد12000وحدة                                             2700وحدة                                                   750

 
 وحدة1600

 
 ابؼطلوب: ابهاد التوزيع الأمثل الذي بوقق أدنى تكلفة نقل البضائع من الوحدات الى الزبائن

 الحل: 
حتى يتم  تاجية لا بيكنها تزويد الزبائن مباشرة و ابماننلبحظ أف ىذه ابؼسألة ذات مرحلتتُ لأف الوحدات الا

، فاف حل ابؼرحلة الأولى بيثل أساس ابغل للمرحلة الثانية ػو بتطبيق خطوات حل مسائل النقل نتحصل لذابززينها . 
 على ما يلي: 

 التوزيع الأمثل للمرحلة الأولى ) من الوحدات الانتاجية الى المخازف(
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ai P2 P1  

1000 
15 

 

8 
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A1 

1500 
12 
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10 
A2 

1200 
10 
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7 

700         A3 
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0 
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0 
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 وبالتالي، فانو يتم:
 دج.8000نتاجية الأولى الى ابؼخزف الأوؿ بتكلفة قدرىا وحدة من الوحدة الا1000ػ نقل الكمية 
 دج.18000قدرىا وحدة من الوحدة الانتاجية الثانية  الى ابؼخزف الثاني بتكلفة 1500ػ نقل الكمية 
 دج.4900وحدة من الوحدة الانتاجية الثالثة الى ابؼخزف الأوؿ بتكلفة قدرىا 700ػ نقل الكمية 
 دج.5000وحدة من الوحدة الانتاجية الثالثة الى ابؼخزف الثاني بتكلفة قدرىا 500ػ نقل الكمية 

 دج35900و ذلك بتكلفة ابصالية للمرحلة الأولى بػ 
 حلة الثانية ) من المخازف الى الزبائن(التوزيع الأمثل للمر 

ai Cartificiel C4 C3 C2 C1  

1700 
0 6 

1600 
6 

100 

8 

 

10 

 
P1 

2000 
0 

50 
8 7 

650 

7 

500 

800  9 
P2 

3700 3700 
       50 1600 750 500 800 bi 

 وبالتالي، فانو يتم نقل :
 دج.7200الأوؿ بتكلفة قدرىا وحدة من ابؼخزف الثاني الى الزبوف 800ػ الكمية 
 دج.3500وحدة من ابؼخزف الثاني الى الزبوف الثاني بتكلفة قدرىا 500ػ الكمية 
 دج. 5150الى الزبوف الثالث بتكلفة وحدة من ابؼخزف الأوؿ 100ثاني ووحدة من ابؼخزف ال650ػ الكمية 
 دج 9600ا وحدة من ابؼخزف الأوؿ الى الزبوف الرابع بتكلفة قدرى1600ػ الكمية 

 دج25450و ذلك بتكلفة ابصالية للمرحلة الثانية قدرىا 
 61350= 25450+ 35900أما ابصالي تكاليف  التوزيع الأمثل للمرحلتتُ فهو : 
 بيانيا بيكن توضيح ابغل الامثل للمرحلتتُ كما يلي: 

 الزبائن                                     المخازف                                 وحدات الانتاج      
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 يعتبر  نموذج النقل من الحالات الخاصة للبرمجة الخطية باعتباره يهدؼ الى الوصوؿ الى أمثلية

التوزيع من منابع مختلفة الى مصبات عديدة بأقل تكلفة ممكنة أو بأعلى ربح ممكن، وحلو بطريقة  
السمبلاكس يتطلب جداوؿ و عمليات حسابية كثيرة . وىذا الأمر تم التغلب عليو من خلاؿ تفريغ 

 في:متغيرات المسألة في جدوؿ خاص يسمى بجدوؿ النقل  وتطبيق عليو خطوات الحل و المتمثلة 
مرحلة ايجاد الحل الأولي: تتعلق بايجاد خطة نقل مبدئية يتم الحصوؿ عليها باستخداـ 

 احدى الطرؽ الثلاث، وىم:
.طريقة الزاوية الشمالية الغربية 
.طريقة أقل تكلفة 
.طريقة فوقل 

مرحلة ايجاد الحل الأمثل: تعتمد على المرحل السابقة حيث يتم اختبار الحل الأولي لمعرفة  
اذا ما  كاف يمثل حلا أمثلا ، واذا لم يكن كذلك يتم تحسيو الى غاية تحقيق الأمثلية، وذلك 

 باستخداـ احدى الطريقتين  و المتمثلتين في:
.طريقة الحجر المتنقل 
.طريقة التوزيع المعدؿ 

و تتشارؾ مسائل النقل سواء كانت من نوع التخفيض أو التعظيم في ىاتين المرحلتين ، الا أف 
 الاختلاؼ بينهما يتمثل في: 

 ايجاد الحل الأولي في طريقتي أقل تكلفة و فوقل.
 تحديد متغير الأساس.

 أمثلية الحل.
عدـ توفر بعض كما أف ىناؾ بعض الحالات الخاصة في مسائل النقل والتي قد تنشأ اما ل

الشروط كحالتي الاخلاؿ بين العرض و الطلب و عدـ الانتظاـ، أو نتيجة لظروؼ المسألة كحالة التوزيع 
 بالطرؽ الممنوعة، و لكل من ىذه الحالات طريقة معينة لمعالجتها من أجل الوصوؿ الى الحل الأمثل.

  

ملخص ال  
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 للبرمجة غير الخطية  لػػل السابع : مدخالفص
Introduction à la programmation non linéaire 

 

 المهارات المستهدفة:
 بعد قراءة ىذا الفصل سيكوف الطالب قادرا على:

 .التمييز بتُ بـتلف مسائل البربؾة غتَ ابػطية 
 لابزاذ القرار الأمثل.البربؾة غتَ ابػطية حل كل أنواع مسائل  

 
 

 محتوى الفصل:
I .أمثلية ابؼتغتَ ابؼفرد بقيد و بدوف قيد. 

 .مفاىيم أساسية.1 
 .نظريات التفاضل و التكامل لتحديد ابغدود الدنيا و العليا.2 

II. متعدد ابؼتغتَات بدوف قيودأمثلية. 
 .مفاىيم أساسية .1 
 ثليةلامنظريات التفاضل و التكامل لتحديد ا .2 

III.أمثلية متعدد ابؼتغتَات ذو قيود. 
 . الصيغة القياسية.1 
 . طريقة لاغرانج لتحديد الأمثلية.2 
 ابؼلخص
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 تمهيد:
بيثل البرنامج غتَ ابػطي برنامج رياضي بشكلو العاـ حيث تكوف دالة ابؽدؼ أو القيود أو كلببنا معا غتَ 

 الفصل التمييزفي ىذا و . و بيكننا خطية ، كما يعتبر من أصعب  أنواع البربؾة حيث لم يتفق على أمثل طريقة بغل
 ثلبث حالات للبرنامج غتَ ابػطي.بتُ 

Iأمثلية المتغير المفرد بقيد و بدوف قيد : 
 
 . مفاىيم أساسية :1

 : لمتغير واحد البرنامج غير الخطي المقيد و غير المقيد 
، xخطية في ابؼتغتَ ابؼفرد  دالة غتَ   f(x)حيث أف    y= f(x)يأخذ البرنامج غتَ ابػطي غتَ ابؼقيد الصيغة الآتية : 

 ] b،a]أما اذا كانت  الفتًة مقيدة  .]∞، +∞-[و يكوف البحث عن الأمثلية )تعظيم أو تصغتَ( في الفتًة غتَ ابؼقيدة 
 . a ≤ x≤ bو   y= f(x)   فيكوف البرنامج غتَ ابػطي مقيدا بؼتغتَ واحد حيث يأخذ الصيغة التالية:

 الأمثلية المحلية و الشاملة:  
التي  xلكل قيم  f(x)≥ f(x0)بحيث بوقق  x0اذا وجد بؾاؿ بؿدود ذو مركز  x0حد أدنى بؿلي عند  fنقوؿ أف للدالة 

في المجاؿ الذي بردد فيو الدالة فاف ابغد الأدنى عند   x مهما كانت قيم f(x)≥ f(x0، و اذا برقق الشرط )بردد فيها الدالة 
x0   .1يكوف حدا أدنى شاملب 

 تأخذ الشكل البياني التالي: ] b،a]و ابؼقيدة في المجاؿ   fنفرض أف الدالة مثاؿ:  
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

                                                           
1
، 2004، الدار الدولية للبستثمارات الثقافية، مصر، 2، طالعمليات/ ملخصات سلسلة شوـبحوث ، ريتشارد برونسوف، تربصة حسن حستٍ الغباري 

 135ص

a x1 

f(x) 

x2 

x3 x4 b X



 

 
 

117 

  
 

. و  b, x3, x1و حدود عليا بؿلية عند   a, x2, x4نلبحظ من الشكل أعلبه أف الدالة  بؽا حدود دنيا  بؿلية عند 
.  ] b،a]احدى ىذه ابغدود الدنيا و العليا مرشحة لتكوف حدود شاملة للدالة لكونها بسثل القيم ابؼثلى بؽا في المجاؿ 

شاملب باعتباره بيثل أدنى قيمة في المجاؿ ابؼدروس ، في حتُ بقد أف كل أدنى  بيثل حدا   x2فنجد أف ابغد الأدنى عند 
 .الدالة في نفس المجاؿ بيثل حدا أعلى شاملب في نفس المجاؿ باعتباربنا أعلى قيمة بيكن أف تأخذىا  b, x1من 
 . نطريات التفاضل و التكامل لتحديد  الحدود الدنيا و العليا:2

للدواؿ غتَ ابػطية على برديد ابغدود الدنيا و العليا  وفق نظريات  تعتمد عملية البحث عن الأمثلية
 1التفاضل و التكامل التي نذكرىا كما يلي: 

 ( 1نظرية:) اذا كانت الدالة f  مستمرة في المجاؿ[b،a [  ،فاف للدالة أمثلية شاملة في ىذا المجاؿ. 
 ( 2نظرية:) اذا كانت للدالة f  أمثلية بؿلية عندx0   و اذا كانت ،f  قابلة للبشتقاؽ في المجاؿ المحدود ذات

 .f(x0)= 0فاف   x0ابؼركز 
 ( 3نظرية:)  اذا كانت الدالةf قابلة للبشتقاؽ مرتتُ في جزء من المجاؿ ذات ابؼركز x0   و اذا كانت ،

f'(x0)=0  وf"(x0)>0  فاف للدالة ،،f  حد أدنى بؿلي ، و اذا كانتf"(x0)<0  فاف للدالةf  حد أعلى
 بؿلي.

 حدد الأمثلية للدالة التالية: مثاؿ:  
F(x)=|x2-8|  و في حالة التعظيم ] 4،4-]ضمن المجاؿ 

 الحل: 
 بؾاؿ تعريف الدالة: 

F(x)=|x2-8|=           x2-8       x≤-81/2                              

8-x2       -81/2
≤x≤8

1/2
                                  

X2-8         81/2
≤x                                         

 ابؼشتقة ابعزئية الأولى:
 F(x) =        2x         x≤-81/2                                                               

-2x       -81/2
≤x≤8

1/2
                                  

2x         81/2
≤x                                         

 
تنعدـ عند ىاتتُ القيمتتُ كما تنعدـ الدالة ابؼشتقة عند القيمة  fلأف الدالة  x=±81/2ىنا لا توجد ابؼشتقة عند 

و من أجل برديد ابغدود الدنيا و العليا بكسب . ] 4،4-]. و تكوف كل الثلبث نقط في المجاؿ  x=0الصفر أي 
 عند النقاط ابػمسة التالية:  xقيمة الدالة من أجل قيم 
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4 81/2 0 -81/2 -4 X 
8 0 8 0 8 F(x) 

 ,x=0,x=-4 و ابؼفتًض يكوف عند النقط الثلبث z=8ىو  ] 4،4-]وبالتالي فاف ابغد الأعلى الشامل في المجاؿ 
x=4 

 
IIمتعدد المتغيرات بدوف قيود : أمثلية 
 
  .  مفاىيم اساسية:1

لأكثر من متغير : البرنامج غير الخطي المقيد و غير المقيد
.و يكوف البحث عن  الأمثلية ) تعظيم(  =T [xn،x1,x2….. [  x حيث y= f(x)ىو البرنامج الذي يأخذ صيغة  

 بػ  f(x) ستبدلتالنتائج على برامج التصغتَ اذا ا و تنطبق بصيع، ]∞، +∞-[في بصيع ابؼراحل و في الفتًة غتَ ابؼقيدة
-f(x). 
 الحدود العظمى المحلية و الشاملة:  

 حيث:   xبؾموع الأشعة  *x حوؿ €نسمي ابعوار 
(x-x*)T(x-x*)= (x1-x*

1)2+ (x2-x*
2)2+…….+ (xn-x*

n)2
≤ €

2 
 *xو مركزىا  €ىو حدود لكرة متعددة الأبعاد نصف قطرىا    *x حوؿ €ومن منظور ابؽندسة التحليلية ، يكوف ابعوار

في ىذا  xمن أجل كل قيم  f(x)≤f(x*)بحيث   *x حوؿ €اذا وجد جوار   *xحد أعلى بؿلي عند   fو يكوف للدالة 
*xفاف للدالة حد أعلى شامل عند  €ابعوار الذي بردد فيو الدالة ، واذا برقق ىذا الشرط من أجل كل قيمة موجبة لػ 

الشعاع المتدرج:
من أجل كل مكونات  fشعاع ابؼشتقات ابعزئية للدالة   f(x1, x2 …..xn) لدالةباابؼرتبط   fالشعاع ابؼتدرج   نسمي
 ، و نكتب:xالشعاع 

f=[f/x1, f/x2……….f/xn]T

في الابذاىات ابؼختلفة ، و ابذاه أعلى زيادة في  *xلأي ازاحة صغتَة من  *xبوقق قيمة التدرج عند  *f|xو التعبتَ
f(x)  ىو ابذاه في الشعاعf|x* 
f(x)= 3x2اذا كاف لدينا  مثاؿ:  

1x2 –x2
2x3

   x*=[1,2,3]Tمع   3
 فاف الشعاع ابؼتدرج:

f=      6x1x2 
3x1

2-2x2x3
3                                                      

-3x2
2x3

2                                                          
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 f=          (1)(2)                                                           12                 : حيث أف
3(1)2-2(2)(33)  =      -105                                                                               
-3(22)(32)                  -108                                                                            

 T[108-,105-,12]تزيد الدالة بسرعة في الابذاه  T[1,2,3] لذلك فاف عند

المصفوفة الهيسية:  
معرفة و مستمرة و قابلة للبشتقاؽ مرتتُ في بؾاؿ تعريفها ، فاف مصفوفة ابؼشتقات ابعزئية من  f(x)الدالة اذا كانت 

 . و نكتب عندئذ:xمن أجل  fتسمى بابؼصفوفة ابؽيسية للدالة  xمن أجل كل قيم   fالدرجة الثانية للدالة  
Hf(x)= [2f/ xixj] (i,j =1,2………n) 

 . *x ابؽيسية عندبوقق قيمة ابؼصفوفة  *Hf|x و التعبتَ
 fفاف ابؼصفوفة ابؽيسية ابؼتعلقة بالدالة   Rnمستمرة و قابلة للبشتقاؽ مرتتُ على  fاذا كانت الدالة نظرية:  

 و متنالرة . nىي عبارة عن مصفوفة مربعة من الدرجة 
ىي: fلة انطلبقا من ابؼثاؿ السابق فاف ابؼصفوفة ابؽيسية للدا مثاؿ:  

Hf(x)=      f(x) =      6x2        x1              0                
6x1    -2x3

3    -6x2x3
2 

0    -6x2x3
2    -6x2

2x3 
  

 ػمثلية الأمثليةريات التفاضل و التكامل لتحديد . نظ2
 1لدواؿ ابؽدؼ بعدة متغتَات بدوف قيود يتم وفق النظريات التالية:  اف البحث عن الأمثلية

 ( 1نظرية :) اذا كانت الدالةf(x)  مستمرة في بؾاؿ بؿدود فانو يكوف للدالة حد أعلى شامل أو أدنى شامل
 في ىذا المجاؿ.

 f(x (و اذا كاف الشعاع *xحد أعلى بؿلي ) أو حد أدنى بؿلي( عند  f(x)اذا كانت للدالة  (:2نظرية ) 
.f|x* = 0فاف  *xحوؿ  € موجودا في جوار

 و f(x*) = 0، واذا كاف  *xحوؿ €ار مشتقة جزئية ثانية في ابعو  f(x)اذا كانت للدالة (: 3نظرية ) 
Hf|x*   سالبة بؿددة  فاف للدالةf(x)  حد أعلى بؿلي عندx* 

قاؽ لعدة مرات في بؾاؿ بؿدد  فاف بؽذه الدالة جد أدنى من ذالك، أنو اذا كانت الدالة مستمرة و قابلة للبشتويفهم 
يكوف ىذا ابغد أعلى اذا كانت ابؼصفوفة ابؽيسية و  f(x*) = 0بحيث يتحقق  *xأو أعلى بؿلي في ىذا المجاؿ عند 
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 f للدالة بؿددة سالبة أو شبو بؿددة سالبة . و يكوف حد أدنى بؿلي اذا كانت ابؼصفوفة ابؽيسية *x=x للدالة من أجل
 بؿددة موجبة أو شبو بؿددة موجبة. *x=x من أجل
f(x)= 6x1ىي:    R2ابؼعرفة على  fلتكن الدالة  مثاؿ: 

2- 2x2
2

 اذا كانت للدالة حد أدنى ؟التحقق  :ابؼطلوب 
 الحل: 

 :الشعاع ابؼتدرج للدالة   f= 12x1النقطة ىو ينعدـ من أجل وx1=0 , x2=0 ;   معدومة عندىا تكوف الدالةو 
         -4x2                                                 

  :ابؼصفوفة ابؽيسية للدالة
f(x) =   12       0 

                         0    -4                            
 النقطة ابؼتوصل اليها بسثل حد أدنى أو أعلى نطبق ما يلي: ومن أجل معرفة ما اذا كانت 
للدالة  فو ىذا الشرط بؿقق ، ما يعتٍ أف ابؼصفوفة ابؽيسية بؿددة موجبة  و بالتالي فا  0<(4-)(12)– (0)(0)

 x*=  0 حد أدنى بؿلي من أجل 
  0 
 

لذا نستخدـ الطرؽ العددية لتقريب ملاحظة: في بعض الحالات يصعب استخداـ التكامل و التفاضل  
رافسوف، بحث النمط المعدؿ.-الحدود العليا و الدنيا منها: طريقة أقصى ميل صعود، طريقة نيوتن

IIIقيود : أمثلية متعدد المتغيرات ذو 
 : . الصيغة القياسية1

 ييالصيغة الرياضية التالية: يأخذ البرنامج غتَ ابػطي ابؼقيد
)(/ xfMaxZMinZ  

                                                             g1(x)≤=≥ b1 

g2 (x)≤=≥ b2 

 

gm(x) ≤=≥ bm 

x≥0
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، و ىي مألوفة لدى طلبة  الاقتصادية للبربؾة غتَ ابػطية ذو قيود ابكثرة في ابغياة مواجهتها ابؼسائل التي بيكن ومن 
 نذكر ما يلي: التدرج 
  تعظيم دواؿ الانتاج برت قيد التكاليف بحيث تكوف دالة الانتاج على شكل أسي و قيود التكاليف على شكل

 معادلات أو متًاجحات خطية.
 ذ الدالة شكل أسي و دالة الدخل على شكل خطي.دالة ابؼنفعة برت قيد الدخل بحيث تأخ 
  ابؼردود غتَ التناسبي و ىي ابغالة التي فيها تعظيم ابؼردود مع وجود ارتباط بي ساعات عمل الآلة مثلب لإنتاج

وحدة واحدة من ابؼنتج و مستوى الانتاج ، و بالتالي يكوف متغتَ الانتاج غتَ ثابت كما ىو ابغاؿ في البربؾة 
 ابػطية.

 لبقة السعر بالكمية في السوؽ ، وىي ابغالة التي يكوف فيها ارتباط بتُ الكمية ابؼباعة في السوؽ بالتغتَ ابغاصل ع
في الأسعار، و بالتالي يكوف تعظيم الربح مرتبط بعامل الأسعار و العوامل المحددة لو، بفا بهعلها دالة أرباح غتَ 

 خطية
 الأمثلية:تحديد ل ( Lagrangeة لاغرانج)قي.طر 2

التي تعتمد  أشهرىا طريقة لاغرانج، الا اف من لا تزاؿ طرؽ برديد الامثلية بؽذا النوع من البرامج قيد البحث 
 .ىي ايضا على التفاضل  بحيث تكوف سهلة التطبيق في حالة عدد قليل من القيود 

 من الشكل: لدينا برنامجاذا كاف 
Min/MaxZ=f(x)                          

gi(x)=bi             i=1,2 ……..m                                   
xR                                                                                         

  f  وg دواؿ قابلة للبشتقاؽ 
اذا برقق الشرط اللبزـ )ابؼشتقة  Rnأدنى بؿلي في حد  giبرت القيود  fفحسب نظرية لاغرانج يكوف لدالة ابؽدؼ 

ليتحقق الشرط : iحد أدنى بؿلي اذا وجدت قيمة حقيقية  *xالأولى ابؼعدومة( ، ويكوف 
f(x*) = *)(

1

xgii
m

i






 1و يتم برويل البرنامج حسب طريقة لاغرانج الى برنامج جديد على الشكل التالي:
L(x, i)=f(x)- )(

1

xgi i

m

i




  
L/xj= 0 
L/i = 0 

 .ثم يتم حل بصلة ابؼعادلات ليتم ابهاد ابغل الأمثل 
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 ليكن لدينا البرنامج:  مثاؿ: 
MaxZ=2x1+x1x2+3x2 

X1+x2=3 
X1,x2≥0 

 ابؼطلوب: ابهاد ابغل الأمثل بطريقة لاغرانج.
 الحل: 

 تأخذ دالة لاغرانج بؽذا البرنامج الشكل التالي:
L(x1,x2,)= 2x1+x1x2+3x2+(3- X1-x2) 
 و يكوف الشرط اللبزـ لتعظيم دالة لاغرانج ىو انعداـ ابؼشتقات ابعزئية الأولى للدالة :

L/x1=2+x2- =0 
L/x2= x1+3-=0 
L/i= 3-x1-x2=0 

x1 10: وبحل بصلة ابؼعادلات نتحصل على
*=1, x2

*=2, *= 4, z= 
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تعتبر البرمجة غير الخطية من البرامج الرياضية المهمة في مجاؿ اتخاذ القرار الأمثل ، حيث 

 تكوف دالة الهدؼ أو القيود أو كلاىما معا غير خطية .لذا يمكن التمييز بين ثلاث حالات وىي:
 البرامج الغير الخطية بمتغير واحد  ) بقيد أو بدوف قيد(.

 دة.البرامج غير الخطية غير المقي
 البرامج الغير الخطية المقيدة.

وبشكل عاـ ، فانو اذا ما تم صياغة علاقة أو أكثر من العلاقات في صورة غير خطية يمكن حلو 
 باستخداـ حساب التفاضل للحصوؿ على قيم متغيرات القرار التي تعظم أو تخفض الدالة.

 

ملخص ال  
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تمارين حوؿ صياغة البرنامج الخطي :

I.:تمارين محلولة  

بىطط معمل لصناعة الأحذية انتاج ثلبثة أنواع جديدة من الأحذية الرجالية ، حيث يوضح    :التمرين الأوؿ
 ابعدوؿ التالي كمية ابؼادة ابؼستخدمة و زمن انتاج كل زوج من الأحذية:

 عدد وحدات الجلد لإنتاج زوج واحد زمن انتاج زوج واحد)بالدقيقة( المنتوج
 4 115 -1-نوع حذاء

 5.5 85 -2-حذاء نوع
 2 45 -3-حذاء نوع

ساعة عمل ، كما أف 1200وحدة و الزمن ابؼتاح لا يزيد عنن 1500لدى ابؼعمل بـزوف من ابؼادة ابػاـ مقداره 
، 640، 600دج و سعر بيعها ىي  320ػ،430، 480كل نوع ىي على التًتيب :   نتكلفة انتاج زوج واحد م

 دج على التوالي. 500
 ابؼطلوب: برديد بموذج البربؾة ابػطية الذي تقتًحو بغل ىذه ابؼسألة من اجل تعظيم الربح؟

 الحل:
 برديد ابؼتغتَات: 

x1 1-: عدد أزواج الأحذية الواجب انتاجها من النوع-. 
X2 2-أزواج الأحذية الواجب انتاجها من النوع : عدد-.  
X3 3-: عدد أزواج الأحذية الواجب انتاجها من النوع-  . 

    MaxZ=(600-480) x1+ (640-430) X2+ (500-320) X3دالة ابؽدؼ: 
 4x1+5.5x2+2x3≤ 1500    قيد ابؼادة ابػاـ:

 115x1+ 85x2 +45 x3≤ (1200*60)  قيد زمن الانتاج: 
   x1, x2, x3 ≥ 0 السلبية:قيد عدـ 

تقوـ الشركة الوطنية للخياطة بخياطة نوعتُ من القمصاف  أحدبنا للرجاؿ و الآخر للنساء، و التمرين الثاني: 
قميص نساء بسعر 3000دج للقميص و 350قميص رجاؿ بسعر 6000بػ تقدر طاقتها البيعية في الأسبوع 

أياـ 5ساعات في اليوـ على امتداد 10عاملب يشتغل كل عامل مدة 50دج للقميص. كما يتوفر بقسم ابػياطة 550
 في الاسبوع.
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يستغرؽ وقت خياطة فميص النساء ضعف الوقت ابؼخصص بػياطة قميص الرجاؿ ، و اذا ما سخر قسم ابػياطة 
. 1600بصيع طاقاتو لإنتاج قميص الرجاؿ فقط فبإمكانو انتاج  ابؼتغتَة لقميص التكاليف أف  كما  قميص في اليوـ

 لقميص نساء . دج40دج و 25رجاؿ يساوي
ابؼطلوب: اعداد النموذج الرياضي بؽذه ابؼسألة ، علما أف ىدؼ ابؼؤسسة ىو البحث عن البرنامج الانتاجي الأسبوعي 

 الأمثل الذي بوقق أعظم ربح بفكن.
 الحل: 

 برديد ابؼتغتَات: 
x1 خياطتها.الواجب قمصاف الرجاؿ : عدد 

X2 قمصاف النساء الواجب خياطتها.: عدد 
 MaxZ=(350-25) x1+ (550-40) X2  دالة ابؽدؼ:

 x1≤ 6000قيد الطاقة البيعية للرجاؿ: 
 x2≤ 3000قيد الطاقة البيعية للنساء: 

 قيد الزمن: 
 :زمن خياطة قميص نساء ، فافT 2، و  ىو زمن خياطة قميص رجالي T1بافتًاض أف 

 ساعة500                قميص1600
 ⇒ T1=1*500/1600=5/16                               1قميص                    T1     

T2=2 T1= 2*5/16=10/16  

 x1+  10/16 x2≤ 2500 5/16: بالتالي و
 x1, x2 ≥ 0 : قيد عدـ السلبية:

لضماف جودة الأدوية، تقوـ وحدة صناعة الأدوية للصيدلية ابؼركزية بدراقبة قارورات الأدوية  :التمرين الثالث
بدرورىا عبر طاولة ذات اضاءة خاصة اين يراقبها مفتش بالعتُ المجردة، حيث يسحب كل قارورة غتَ مليئة أو معابة . 

هم القياـ بهذه ابؼهمة غتَ أف تكلفة و دقة في الوقت ابغاضر تتوفر وحدة الانتاج على ثلبثة مفتشتُ بيكن لأي من
 ىؤلاء متفاوتة كما ىو موضح بابعدوؿ التالي:

 الأجر/ساعة (%دقة  الاداء) سرعة الاداء)وحدات/ساعة( المفتش
 15 98 300 الأوؿ
 13 99 200 الثاني
 14 96 350 الثالث
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( قارورة في اليوـ بأقل من 2000على الأقل ساعات(، وبهب القياـ بتفتيش 8تشتغل ابؼؤسسة دورة واحدة في اليوـ
.4من الأخطاء. ونظرا لعامل التعب في عملية ابؼراقبة ىذه لا بيكن لأي مفتش بذاوز  2%  ساعات عمل في اليوـ

 تشكيل النموذج الرياضي بؽذه ابؼسألة حتى يكوف الأجر ابؼدفوع في حده الأدنى. المطلوب:
 الحل: 

 برديد ابؼتغتَات: 
x1 ساعات عمل ابؼفتش الأوؿ.: عدد 

X2.عدد ساعات عمل ابؼفتش الثاني :  
X3.عدد ساعات عمل ابؼفتش الثالث : 

    MinZ= 15x1+ 13x2 + 14x3     دالة ابؽدؼ:
    x1+ x2 + x3    8 = قيد ساعات عمل  ابؼفتشتُ:  

   x1≤  4قيد ساعات عمل ابؼفتش الأوؿ:  
      x2≤  4      قيد ساعات عمل ابؼفتش الثاني: 

   x3≤  4   قيد ساعات عمل ابؼفتش الثالث:  
 300x1+ 200x2 +350 x3≥  20000        : سرعة الأداء قيد

 )300x1+ 200x2 +350 x3  0.98( 300x1)+ 0.99( 200x2) + 0.96(350 x3)≥  0.98)قيد دقة الأداء
   x1, x2, x3 ≥ 0  قيد عدـ السلبية:
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 II .:تمارين مقترحة 

يقوـ مصنع بإنتاج سلعتتُ حيث بير انتاجهما على آلة التصنيع ثم آلة التلميع حيث تقدر التمرين الأوؿ:  
دج على التًتيب أما تكلفة ابؼادة الأولية لوحدة واحدة من 1500دج و1200تكاليف تشغيلهما للساعة الواحدة بػ 

 ابعدوؿ التالي طاقة كل آلة في الساعة الواحدة: دج . كما يبت90ُدج وللسلعة الثانية فهي 65السلعة الأولى فهي 
 السلعة الثانية السلعة الاولى الآلات / السلع

وحدة/سا30 آلة التصنيع وحدة/سا20   
وحدة/سا25 آلة التلميع وحدة/سا12   

التًتيب بالإضافة الى أف كل آلة لا بيكن تشغيلها أكثر من ساعة كما أف سعر البيع الوحدوي للسلعتتُ بنا على 
 .دج320و 200

 ابؼطلوب: تكوين النموذج الرياضي للمسألة بهدؼ ابغصوؿ على أقصى ربح بفكن مع الشرح.
بإنتاج نوعتُ من الاحذية : احذية شتوية و أحذية صيفية وذلك  تقوـ مؤسسة القصباويةالتمرين الثاني:   

 من خلبؿ تشغيل ثلبث وحدات انتاجية ىي : وحدة تلمساف ،وحدة قسنطينة، وحدة عنابة. فاذا افتًضنا أف :
وحدة تلمساف: تقدر طاقتها الانتاجية اليومية من الاحذية الشتوية و الاحذية الصيفية ىي على ػ 

،زوج/ا40التًتيب  دج/اليوـ20000زوج/اليوـ وأف تكلفة التشغيل تقدر بػ 40ليوـ
تقدر طاقتها الانتاجية اليومية من الاحذية الشتوية و الاحذية الصيفية ىي على  وحدة قسنطينة:ػ 

،40التًتيب .22000زوج/اليوـ وأف تكلفة التشغيل تقدر بػ 60زوج/اليوـ  دج/اليوـ
ليومية من الاحذية الشتوية و الاحذية الصيفية ىي على وحدة عنابة: تقدر طاقتها الانتاجية اػ 

،60التًتيب .18000زوج/اليوـ وأف تكلفة التشغيل تقدر بػ 10زوج/اليوـ  دج/اليوـ
زوج من الأحذية  650زوج من الأحذية الشتوية و على الأقل 540كما أف ابؼؤسسة قد التزمت بتسليم على الأقل 

 .بؼؤسسة تعاقدات مع العماؿ تضمن تواجدىم بطوؿ اليوـ أو جزء منو الصيفية في نهاية كل أسبوع ، ولدى ا
 كتابة النموذج الذي بودد عدد الأياـ الذي يسمح للمؤسسة بالوفاء بالتزاماتها بأقل تكلفة بفكنة.   المطلوب:
وسائل في اطار الانتخابات التشريعية ، كلف ابؼتًشح ابغر ادارتو بتخطيط بضلة دعاية في التمرين الثالث:   

الاعلبـ ابؼختلفة بهدؼ اقناع الناخبتُ بدشروعو الانتخابي. وبعد تقسيم الناخبتُ الى ثلبث فئات ، بسكنت الادارة من 
 ابغصوؿ على ابؼعلومات التالية :

عدد الناخبين المبلغين  
 من التلفاز

عدد الناخبين المبلغين 
 من راديو

عدد الناخبين المبلغين 
 من الصحافة

 بيناجمالي الناخ

 30000 10 20 80 )25، 18فئة)
 16000 20 15 50 )40، 25فئة)
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 26000 30 20 40 سنةفأكثر40من 
  550 700 1000 تكلفة الرسالة الواحدة

من الفئة الثانية  %45من الفئة الأولى ، و على الأقل  %65تبليغ على الأقل من أجل بقاح ابؼتًشح من الضروري 
 من الفئة الثالثة. %10، وعلى الأقل 

 كتابة بموذج البربؾة ابػطية للمسألة الذي يسمح بتخفيض تكاليف الدعاية.  المطلوب:
طلب من السيد بؿمد  الذي يعمل كمستَ في مستشفى توفتَ ابؼكونات الغذائية الأساسية التمرين الرابع:   

قسم ، حيث بهب أف برتوي وجبة ابؼريض لغذاء مرضى قسم ابعراحة العامة، بناءا على توصيات الطبيب ابؼكلف بال
وحدة من 100حريرة،  وعلى الأكثر 1200وحدة من الفيتامينات،   15وحدةمن البروتتُ ،ػ 50على الأقل:ػ 

بعأ السيد بؿمد الى ابؼختصتُ في التغذية للمستشفى الذين أعطوا لو الكميات التي جرت العادة شراؤىا من .  الدسم
 دوؿ التالي :الأغذية و ابؼبينة في ابع

 بطاطا)كغ( عجائن)كغ( جزر)كغ( غ(100جبن) غ(100دجاج) غ(100جوت) المكونات/الغذاء
 15 22 20 30 50 40 البروتين
 25 15 30 20 10 25 الفيتامين

 80 100 50 30 20 10 الدسم
 1800 2000 1400 600 500 300 الحريرات

 دج/كغ5 دج/كغ8 دج/كغ6 دج/كغ35 دج/كغ18 /كغ45دج تكلفة الوحدة
 اعداد البرنامج الذي يسمح بتحديد مكونات الوجبة بأقل تكلفة مع ابغفاظ على صحة ابؼريض. المطلوب:

الآلات الالكتًونية مصنعتُ لتصنيع الراديو و التلفاز حيت  لدى ابؼؤسسة الوطنية لانتاج التمرين الخامس:  
ىي  Bدج، وفي ابؼصنع 200دج و 150ىي  Aتكلفة الوحدة الواحدة من ابؼنتوجتُ على التًتيب في ابؼصنع 

، كما أف أوقات  Bساعة في 1000و  Aساعة في 1200دج. طاقة الانتاج الشهرية تقدر بػ 250دج و 200
 اة في ابعدوؿ التالي:التصنيع بالساعة معط

 

 

 راديو.6000تلفاز و 1000بالاضافة الى أف  بـطط الانتاج الشهري بؿدد من طرؼ ادارة ابؼؤسسة ىو 
 برقيق أدنى تكلفة. وضع ابؼسألة في شكل بربؾة خطية من أجل ابهاد ابغجم الأمثل لكل مصنع قصد المطلوب:
وقع مدير دائرة البربؾة في مشكلة بربؾة أوقات عمل الأقساـ الانتاجية الثلبث القطع ،  التمرين السادس: 

الثتٍ والتغليف. يشتغل قسم القطع أياـ السبت، الاثنتُ، الثلبثاء و الأربعاء، أما قسم التغليف فيشتغل يومي الاثنتُ 

 bمصنع   aمصنع  المنتوج / المصنع
 0.15 0.10 راديو
 0.20 0.20 تلفاز
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عمل أياـ الأحد، الثلبثاء و الأربعاء. وقد لاحظ ابؼدير أف أكثر الأياـ ازدحاما في و الثلبثاء، بينما قسم الثتٍ في
عماؿ يوـ الاثنتُ 8الأسبوع ىي الاثنتُ و الثلبثاء و الاربعاء ، واف من بتُ شروط العمل في ىذه الأقساـ عدـ بذاوز 

 عماؿ يوـ الاربعاء.10عاملب يوـ الثلبثاء و15، و
، 800، 500عامل الواحد في اليوـ  لأقساـ القطع و التغليف و الثتٍ  ىي على التوالي: وقد كانت تكلفة تشغيل ال

 دج.400
 وضع البرنامج الأسبوعي بؽذه الأقساـ برل بو مشكلة ابؼدير خلبؿ الأياـ الثلبثة ابؼذكورة المطلوب:
 :أف ثبحي B و A للؤجزاء استعمالا P1 ، P2 ، P3منتوجات  ثلبث معينة مؤسسة تنتج التمرين السابع: 

 كما B من ووحدة A من وحدات 3 تتطلب P2 من ووحدة ،B من ووحدة A من وحدة2 تتطلب P1 من وحدة 
  .فقط B من وحدات 3 تتطلب P3 من وحدة

  :التالية بالنسب M1 ، M2 الأولية للمواد B و A إنتاج يستهلك
 من كغ 1 و M1 من كغ 3 تتطلب B من وحدة، و  M2  من كغ 3 و M1 من كغ 1 تتطلب A من وحدة
M2 ،  من كغ 4000 بكمية بـزوف للمؤسسةو M1 من كغ 6000 و M2..ورشتتُ في الإنتاج عملية وتتم 

 الثانية الورشة في ويشتغل الشهر في يوـ 30 و اليوـ في ساعات 8 بؼدة عماؿ 10 الأولى الورشة في يشتغل ثبحي
 .الشهر في يوـ 30 اليوـ في ساعات 8 بؼدة عامل20

 في النشاط وحدة من % 20 و الأولى الورشة في )العماؿ عدد( النشاط وحدة من % 20 إلى P1 ابؼنتوج بوتاج
 في النشاط وحدة من % 10 و الأولى الورشة في النشاط وحدة من % 50 إلى P2 ابؼنتوج وبوتاج ، الثانية الورشة
 وحدة من % 15 و الأولى الورشة في النشاط وحدة من % 10 إلى P3 ابؼنتوج بوتاج كما الثانية، الورشة
 الأوؿ للمنتوج وحدة 200 :كالتالي ىي الثلبثة توجاتنللم بالنسبة السوؽ متطلبات .الثانية الورشة في النشاط
 .شهريا ثالثال للمنتوج وحدة 500 و شهريا الثاني للمنتوج وحدة 100 و شهريا

 أف كما . ثالثال للمنتوج دينار 800 الثاني، للمنتوج دينار 700 ،دج 500ىو  الأوؿ للمنتوج سعر البيع 
 . ثالثال للمنتوج دينار 300 الثاني، للمنتوج دينار 200 الأوؿ، للمنتوج دينار 200 ب تقدر الإبصالية التكاليف
 ابؼناسب ابػطي البرنامج كتابة : المطلوب
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 حوؿ الطريقة البيانية  تمارين 

I.:تمارين محلولة  

. ابعدوؿ أدناه و آلتتُ  مادتتُ خاـ ، مستخدمة P1 ،P2منتجتُ تنتج مؤسسة النصر التمرين الأوؿ:  
 يوضح استهلبؾ ابؼواد ابػاـ و كذا الوقت ابؼستغرؽ على مستوى كل آلة.

 الثانيةالآلة     الأولى الآلة الثانية المادة     المادة الأولى 
 P1 01 05 02 00المنتج 
 P2 01 06 01 03المنتج 

وحدة من ابؼادة ابػاـ الأولى أما ابؼادة ابػاـ الأخرى فإنها تستجيب لأي برنامج  400لا تتوفر إلا على  ابؼؤسسة   
ساعة، و حسب مدير ابؼبيعات بؽذه  900و  600إنتاجي. فيما بىص الطاقة القصوى للآلتتُ فهي على التوالي 

، أما عن الربح ابؼتًتب عن ابؼنتجتُ فهو P1وحدة من  150ابؼؤسسة فإف ىذه الأختَة بهب عليها على الأقل إنتاج 
 دج. 200و  300على التوالي: 

 .حدد الكميات الواجب إنتاجها من ابؼنتجتُ بغرض برقيق أعظم ربح -1ابؼطلوب:
 .P2 و P1حدد كمية ابؼادتتُ ابػاـ ابؼستخدمتتُ لإنتاج  -2

 .حدد الوقت ابؼستخدـ و غتَ ابؼستخدـ على مستوى الآلتتُ -3
 القيود ابؼشبعة و غتَ ابؼشبعة بيانيا و جبريا. حدد -4

 الحل: 
 برديد الكميات الواجب إنتاجها: -1

 :صياغة بموذج البربؾة ابػطية 
 .   P1 : الكمية الواجب انتاجها من ابؼنتوجx1نفرض أف: 
X2الكمية الواجب انتاجها من ابؼنتوج : P2   . 

Max Z= 300 x1+200 x2  

                                  

                                                             x1+ x2 ≤ 400              قيد                   الأولى: ابؼادة
                                         2 x1+ x2 ≤ 600                         الػأولى لةقيد الآ

                                              3 x2 ≤ 900                                الثانية : لةقيد الآ
                                               x1 ≥ 150                                :قيد ابؼنتج الأوؿ 

x1,  x2 ≥ 0                                        قيد عدـ السلبية:
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التمثيل البياني للقيود:                                                               
 
 
 
 

  x2  = 300:   القيد الثالث

 x1  = 150:   القيد الرابع 

 
 :برديد إحداثيات النقط الرأسية و قيمة دالة ابؽدؼ عندىا 

 قيمة دالة الهدؼ احداثيات النقاط النقاط
0 o :( x1=150, x2=0)  MaxZO=45000 
A A:( x1=300, x2=0) MaxZA=90000 
B B:( x1=150, x2=250) MaxZB=95000 
C C:( x1=200, x2=200) MaxZC=100000 

من أجل  وحدة من ابؼنتج الثاني 200وحدة من ابؼنتج الأوؿ و من  200إنتاج  و عليو فإنو على ابؼؤسسة
 .دج100000برقيق ربح قدره 

 :ابؼنتج الثانيو برديد كمية ابؼادتتُ ابػاـ ابؼستخدمتتُ لإنتاج ابؼنتج الأوؿ  -2

-600

-400

-200

0

200

400

600

800

1000

-200 -100 0 100 200 300 400 500 600A O 

B 
M 

x1+ x2 ≤ 400 

2 x1+ x2 ≤ 600 

3 x2 ≤ 900 

x1 ≥ 150  

 منطقة الحلول المقبولة

x1 +  x2=400 
x2 x1 

400 0 
0 400 

2 x1 + x2=600 
x2 x1 

300 0 
0 600 
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  ابؼادة الأولى ابؼستخدمة في إنتاجP1  وP2   :  

x1+ x2 ≤ 400     ⇒     200+ 200 = 400 

  و عليو فإف ابؼادة ابػاـ الأولى مستخدمة بشكل تاـ )ابؼستخدـ = ابؼتاح(

  ابؼادة الثانية ابؼستخدمة في إنتاجP1  وP2 : 
5 x1+ 6 x2       ⇒ 5 (200)+ 6 (200) = 2200 

 برديد الوقت ابؼستخدـ و غتَ ابؼستخدـ على مستوى الآلتتُ: -3
  سا 600سا =  200+  سا 400 الآلة الأولى:الوقت ابؼستخدـ في 
  سا 0سا =  600 -سا  600 :ابؼستخدـ( –)ابؼتاح  الآلة الأولىالوقت غتَ ابؼستخدـ في 
  سا 600سا =  0سا +  600 :الثانيةالآلة الوقت ابؼستخدـ في 
  سا 300سا =  600 -سا  900 :(ابؼستخدـ –الثانية )ابؼتاح الآلة الوقت غتَ ابؼستخدـ في 

 ابؼشبعة و غتَ ابؼشبعة بيانيا و جبريا:برديد القيود  -4
 القيود ابؼشبعة ىي بؾموع القيود التي بسر عبر ابغل الأمثل، و ىي:  :بيانيا 

x1+ x2 ≤ 400  

2 x1+ x2 ≤ 600  
 أما باقي القيود فهي غتَ مشبعة لأنها لا بسر بنقطة ابغل الأمثل.

 التي تتحقق بالإشارة )=(، و ىي: جبريا: القيود ابؼشبعة ىي بؾموع ابؼتًاجحات 
x1+ x2 ≤ 400 

200 + 200 = 400  

2 x1+ x2 ≤ 600 

2(200) + 200 = 600  
 ابؼساواة. شارة لأنها لا برقق ا أما باقي القيود فهي غتَ مشبعة

 ابػطية التالي: ليكن بموذج البربؾةالتمرين الثاني:  
Z= 5 x1+3 x2  

             x1+ x2 ≤  6 

          2 x1+3 x2 ≥ 3 

X2 ≥ 3 
     x1, x2 ≥ 0 



 

 
 

134 

  
 

 ابؼطلوب:
. في كل حالة من ابغالات التالية بتُ عندما برتوي منطقة ابغلوؿ على منطقة بؿددة، عدد غتَ بؿددة، لا توجد 1

 منطقة:
 أ. في بصيع القيود  ابؼعطاة في ابؼسألة. 
 .x1+x2≤2الى   x1+x2≤6ب. اذا غتَنا القيد  
 .x1+x2≥6الى   x1+x2≤6اذا غتَنا القيد ج.  

 . Zػ ( و التي توجد فيها منطقة حلوؿ، حدد القيم العظمى و الدنيا ؿ1في ابغالات ابؼذكورة في ). 2
 الحل: 

 برديد شكل منطقة ابغلوؿ في ابغالات التالية:. 1
 :التمثيل البياني للحالة أ 
  

 
 

 

 

 

 

 

 A,B ,Cبالنقط منطقة ابغلوؿ بؿددة  فمن الرسم البياني بقد أ
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 :التمثيل البياني للحالة ب 
 

 

 

 

 

 . من الرسم أعلبه يتبتُ عدـ وجود منطقة حلوؿ
  :التمثيل البياني للحالة ج 

 
 

 

 

 

 
 
 

 نلبحظ أف منطقة ابغلوؿ غتَ بؿددة.
 :Z. حساب قيمة 2

 ابغالة أ  :  MaxZc= 5(3)+3(3)= 24 
                 MinZa= 5(0)+ 3(3)= 9     

   :ابغالة جMinZd= 5(3)+3(3) = 24  

 

1 2  

 
 

x1+3x2=2 

2x1+3x2=3 

x1 

x2 

1  

 
 

2 6 

1 

2 

3 

4 

6 

 منطقت الحلول

x2=3 

x1+x2=6 

2x1+3x2=3 
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              II.تمارين مقترحة: 
 التالية: و التخفيض باستخداـ الطريقة البيانية أوجد حل لبرامج التعظيمالتمرين الأوؿ:  

MaxZ=10x1+ 20x2                               MaxZ=x1+ x2                                 MaxZ= 150x1+ 200x2    
5x1+ 3x2≤15                                  2x1+ 2x2≤2                            20x1+ 30x2≤240    

2x1+ 4x2≤8                                   2x1-2x2≤2                           10x1 + 25x2≤500   
X1+x2 ≤4                                         x1+ x2 ≤5                          15x1+ 40x2 ≤550    
X1, x2≥0                                          X1, x2≥0                                       X1, x2≥0          

 
MinZ=20x1+ 30x2                           MinZ= 25x1+ 30x2               MinZ= 80x1+ 100x2  

2x1+ 14x2≥ 4                                   4x1+ 7x2≥1                              8x1+ 6x2≥24  

16x1+ 10x2≥8                                   8x1+ 5x2≥3                            10x1+ 4x2≥20 

3x1+ 9x2≥6                                     6x1+ 9x2≥2                            6x1+ 12x2≥24 
X1, x2≥0                                         X1, x2≥0                                         X1, x2≥0        

بزطط مؤسسة نقل لاقتناء نوعتُ جديدين من ابغافلبت حيث تكلفة ابغافلة من النوع    :التمرين الثاني 
مليوف و تتسع لػ 6راكبا، في حتُ تكلفة حافلة من النوع الثاني تساوي 20مليوف دج و تتسع لػ 4الأوؿ مبلغ 

، كما أف القرض حافلة على الأكثر 100راكبا.مع العلم أف ابؼؤسسة لا تتوفر الا على مرآب واحد يتسع لػ 50
حافلة على 30مليوف دج. ونظرا لتعدد الأحياء السكنية بهب اقتناء 480ابؼمنوح من البنك بؿدد بعدـ بذاوز مبلغ 

حافلة على الأقل كذلك من النوع الثاني ، كما أف عدد ابؼقاعد الواجب توفتَىا بهب ألا 20الأقل من النوع الأوؿ و 
 ف عدد ابغافلبت من النوع الثاني بهب ألا يقل عن ربع ابغافلبت الابصالية.مقعد . بالإضافة الى أ 2000يقل عن 
 : باستعماؿ الطريقة البيانية، حدد:المطلوب
 ػ   أكبر عدد من ابغافلبت من النوعتُ الاوؿ و الثاني. 
    ػ أكبر عدد من ابؼقاعد الواجب توفتَىا.   

 التالي:ابػطية  ليكن بموذج البربؾة:   ثالثالتمرين ال 
Min Z= 300 x1+400 x2  
            5 x1-5 x2 ≤  60 

           x1+3 x2 ≥ 12 

       x1-2 x2 ≥ 2 
x1 ≥ 6 
x2 ≤ 8 

     x1, x2 ≥ 0 
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 باستخداـ الطريقة البيانية أوجد ابغل الأمثل لنموذج البربؾة ابػطية أعلبه؛ -المطلوب: 
 قيود عدـ سلبية ابؼتغتَات ؟ىل ابغل الأمثل بوقق القيود الوليفية و ػ 
 حدد القيود ابؼشبعة و القيود غتَ ابؼشبعة بيانيا ، و ماذا يعتٍ كل منها ؟ػ 
حدد الربح ابؼتًتب عن الكمية ابؼنتجة من ابؼنتج الأوؿ ثم الربح ابؼتًتب عن الكمية ابؼنتجة من ابؼنتج ػ 

 الثاني.
 التعظيم ثم في حالة التخفيض. ماذا تلبحظ؟ حل بيانيا البرنامج التالي في حالة: التمرين الرابع 

MaxZ= 3 x1+6 x2  
             x1+  x2 ≤  12 

           6x1+3 x2 ≥ 5 

       x1 ≥ 6 
x2 ≥ 6  

     x1, x2 ≥ 0 

 وضح اذا ما كاف البرنابؾتُ التاليتُ يتضمناف حلولا غتَ بؿدودة ، أو حلولا بديلة::  التمرين الخامس 
 MaxZ= 4x1 + 8x2                                                                                    MaxZ= x1 + x2             

2x1+ 2x2≤ 10                                                           8x1+ 6x2≥  24 
-x1 + x2≥10                                                            4x1 + 6x2≥-12 
X1, x2 ≥ 0                                                                 2x2≥ 4         

X1,  x2 ≥ 0 
 ليكن لدينا البرنامج التالي: :  التمرين السادس 

 MaxZ= 3 x1+2 x2   
             2x1+ 2 x2 ≤  8 

           3x1+2 x2  ≤  12 

       x1 + 0.5x2 ≤  3 
     x1, x2 ≥ 0 

: ػ ابهاد ابغل الأمثل و برديد قيمة دالة ابؽدؼ.المطلوب  
ػ ىل يوجد في ىذا البرنامج قيدا زائدا؟ اذا كاف موجودا، فما ىو؟            
ػ ىل يتغتَ ابغل اذا أزيل القيد الزائد من البرنامج؟ وضح ذلك.           
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في اطار انشاء ابؼؤسسات ابؼصغرة تقدـ أحد الشباب الى الوكالة الوطنية لدعم و تشغيل : التمرين السابع 
وحدة ، ومن أجل ذلك لا 1200الشباب بدراسة اقتصادية للبستثمار في مشروع انتاجي ينتج مبدئيا مالا يتجاوز 

دج  ومن النوع 20000بد من شراء نوعتُ من الآلات حيث تكلفة شراء الآلة الواحدة من النوع الأوؿ يساوي 
 دج . 30000الثاني يساوي  

دج ، كما أف الطاقة الانتاجية لآلة 3000دج ومن النوع الثاني 2500بيكن لآلة من الوع الأوؿ أف تعطي ربحا قدره 
دج 800000وحدة. برصل الشاب على قرض قدره 220وحدة و من النوع الثاني 160من النوع الأوؿ تقدر بػ 

من أصل القرض ، أما ابؼبلغ ابؼخصص  %20ابؼخصص لشراء ىذه الآلات بهب ألا يتجاوز  من البنك ، ابؼبلغ
دج . بالإضافة الى 10000لشراء من الآلات بهب ألا يتجاوز ابؼبلغ ابؼخصص لشراء النوع الأوؿ من الآلات بدبلغ 

  يزانية ابؼخصصة لشراء الآلات.ما سبق ، فاف ابؼبلغ ابؼخصص لشراء النوع الأوؿ من الآلات بهب ألا يقل عن ربع ابؼ
 باستعماؿ الطريقة البيانية أوجد:المطلوب: 

 ػ عدد الآلات من كلب النوعتُ من أجل برقيق أقصى ربح. 
 ػ الطاقة الانتاجية الابصالية بؽذا ابؼشروع الانتاجي 
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حوؿ  طريقة السمبلاكس  تمارين 

          I.:تمارين محلولة 

 وذلكC2,C1تقوـ مؤسسة صناعة الألبسة التقليدية بخياطة نوعتُ من الألبسة بنا التمرين الأوؿ:   
متً/أسبوع و 100،حيث الكميات ابؼتاحة منهما ىي على التًتيب  M2,M1باستعماؿ مادتتُ بنا 

.وقد توفرت  M3متً/أسبوع، وأيضا استخداـ ورشتي عمل بنا القص و ابػياطة ومادة أولية أخرى للتزيتُ ىي 90
 :لدينا ابؼعلومات التالية

 M1 M2 ورشة الخياطة ورشة القص M3 
     C1 2ًساعة0.5 ساعة2 مت2ً مت / 
     C2 1.5ًساعة4 ساعة2 ساعة3 مت2ً مت 

 دج/س100 دج/س20 دج/س15 دج/ـ100 دج/ـ500 تكلفة الوحدة
 عماؿ3 عماؿ2 عماؿ4 / / عدد العماؿ

 C1 أيػػػػػاـ في الأسػػػػػبوع، وكػػػػػاف سػػػػػعر البيػػػػػع لػػػػػػ6سػػػػػاعات في اليػػػػػوـ علػػػػػى امتػػػػػداد 8يشػػػػػتغلوف علمػػػػػا أف ىػػػػػؤلاء العمػػػػػاؿ 
 دج.C2 3000دج و لػ 2000

 السمبلبكس.طريقة ب إبهاد حجم الإنتاج الأسبوعي من أجل تعظيم الربح-ابؼطلوب: 
 الحل:  

 :تشكيل النموذج ابػطي للمسألة 
 .c1: عدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من x1 برديد ابؼتغتَات:

             X2عدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من :c2. 

لتشكيل دالة ابؽدؼ يتطلب الأمر أولا ابهاد الربح الوحدوي  و الذي يساوي سعر البيع مطروح منو  دالة ابؽدؼ: 
 بؾموع التكاليف . و بالتالي بقد  ما يلي:

 C1 C2 البياف

 M1تكلفة 

 M2تكلفة 
 تكلفة ورشة القص

 تكلفة ورشة ابػياطة
 M3تكلفة 

1000=2*500 
200=2*100 

30=2*15 
10=1/2*20 

750=3/2*500 
200=2*100 

45=3*15 
40=2*20 

400=4*100 
 دج1435 دج1240 بؾموع التكاليف

 دج3000 دج2000 سعر البيع
 دج1565 دج760 ربح الوحدة
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            MaxZ=  760x1 + 1565x2 تكتب بالشكل التالي:وبالتالي فاف دالة ابؽدؼ 

 القيود: 
           M1 :2x1+ 3/2x2 ≤ 100قيد ابؼادة 
           M2 :2x1+ 2x2 ≤ 9 0قيد ابؼادة 

          2x1+ 3x2 ≤(4*8*6)قيد ورشة القص: 
        1/2x1+ 2x2 ≤(2*8*6)قيد ورشة ابػياطة: 

             M3 :4x2 ≤(3*8*6)قيد ابؼادة 
             x1, x2≥ 0: قيد عدـ السلبية

 :حل النموذج ابػطي 
 كتابة النموذج ابؼعياري:

MaxZ=  760x1 + 1565x2+0 e1+ 0 e2+0 e3+0 e4+0 e5 
2x1+ 3/2x2 + e1= 100 
2x1+ 2x2 +  e2= 90    
2x1+ 3x2 + e3= 192    
 1/2x1+ 2x2 + e4= 96   

 4x2 + e5= 144 

  x1, x2, e1, e2, e3,e4, e5≥ 0  
  

0 0 0 0 0 1565 760  
e5 e4 e3 e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 0 0 1 3/2 2 100 e1 0 
0 0 0 1 0 2 2 90 e2 0 
0 0 1 0 0 3 2 192 e3 0 
0 1 0 0 0 2 ½ 96 e4 0 
1 0 0 0 0 4 0 144 e5 0 
0 0 0 0 0 -1565 -760 Z= 0 
0 0 0 0 1 0 2 46 e1 0 
0 0 0 1 0 0 2 18 e2 0 
0 0 1 0 0 0 2 84 e3 0 
0 1 0 0 0 0 ½ 24 e4 0 
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¼ 0 0 0 0 1 0 36 x2 1565 
1565/4 0 0 0 0 0 -760 Z= 56340 

1/8 0 0 1- 1 0 0 28 e1 0 
-1/4 0 0 1/2 0 0 1 9 X1 760 
-1/4 0 1 -1 0 0 0 66 e3 0 
-3/8 1 0 -1/4 0 0 0 39/2 e4 0 

¼ 0 0 0 0 1 0 36 x2 1565 
805/4 0 0 380 0 0 0 Z=63180 

وحدة من 360و  c1وحدات أسبوعيا من 9ما نلبحظو من ابعدوؿ الأختَ أف توليفة ابغل الأمثل تتمثل في  انتاج 
C2  متً من ابؼادة 28و.ف ، وىذا في لل بقاء  63180من أجل برقيق ربح أعظمي قدرهM1  ساعة  66و

ساعة عمل غتَ مستغلة  في و رشة ابػياطة  ، مع استغلبؿ كلي للمادة  2/39عمل غتَ مستغلة في ورشة القص ػ، و
M2  وM3 

 جزء من ابغل الأساسي الأوؿ بعدوؿ السمبلبكس كما يلي:  :لثانيالتمرين ا  

X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
0 0 1 2 6 36 X3 0 
0 1 0 5 5 40 X4 0 
1 0 0 4 2 28 X5 0 

 و جزء من ابغل الأمثل بعدوؿ السمبلبكس كما يلي: 

 X5 X4 X3 X2 X1 Xi 
Z=34 0 2/5 1/2 0 0 Δ C 

 ابؼطلوب: ابهاد دالة ابؽدؼ بؽذا النموذج.
 الحل:  

أنها موجودة في خانة  ما يعتٍ،  في سطر التقييم معدومة X1 ،X2، X5نلبحظ في جدوؿ ابغل الأمثل أف قيم 
مع  الأساس، و بالتالي سوؼ نقوـ بادخاؿ تلك ابؼتغتَات الى الأساس الواحدة تلوى الأخرى دوف مراعاة التًتيب  

 افتًاض ما يلي:
MaxZ= Ax1+ Bx2 

 



 

 
 

142 

  
 

 1جدوؿ الحل رقم 
 0 0 0 B A  

bi/ X1 X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
36/6=6 0 0 1 2 6 36 X3 0 
40/5=8 0 1 0 5 5 40 X4 0 

28/2=14 1 0 0 4 2 28 X5 0 
 0 0 0 -B -A Z=0 

 2جدوؿ الحل رقم 
 0 0 0 B A  

bi/ X1 X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
6/1/3=18 0 0 1/6 1/3 1 6 X1 A 
10/10/3=3 0 1 -5/6 10/3 0 10 X4 0 

16/10/3=24/5 1 0 -1/3 10/3 0 16 X5 0 
 0 0 1/6A 1/3A-B 0 Z=6A 

 3جدوؿ الحل رقم 
0 0 0 B A  

X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
0 -1/10 ¼ 0 1 5 X1 A 
0 3/10 -1/4 1 0 3 X2 B 
1 -1 ½ 0 0 6 X5 0 
0 -1/10A  +3/10B 1/4A-1/4B 0 0 Z=5A+3B 

 و بدطابقة نتائج ىذا ابعدوؿ مع ابعدوؿ ابغل الأمثل ابؼعطي بقد ما يلي:
1/4A-1/4B= 1/2 

-1/10A  +3/10B= 2/5 
 :  و بحل بصلة ابؼعادلتتُ بقد أف       

A=5 , B= 3 
 : كوف دالة ابؽدؼ بالصيغة التاليةوبالتالي ت 

MaxZ= 5x1+ 3x2 
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II .:تمارين مقترحة 
 أوجد الصيغة ابؼعيارية و جدوؿ ابغل الأساسي الأوؿ للبرامج ابػطية التالية:التمرين الأوؿ:  

MinZ= 3x1 + 20x2+30x3                                                                                      MaxZ=20 x1 + 15x2                   

6x1+ 3x2-x3 ≥ 20                                                                 7x1+ 2x2≥  14             
2x1 - x2 +x3 ≥ 15                                                                 8 x1 + 16x2 ≤16            
15x1+12x2+3x3 ≥ 6                                                            2x1 + 5x2 ≥10                

X1,  x2 ≥ 0                    x1,x2≥0 
MinZ= x1-x2-3x3                                           

2x1-x2+x3≥ 1                                          
4x1-2x2 +X3 ≥ -2                                    
3X1 + x3 = 2                                           
X1, x2, x3 ≥0                                          

 
تقػػوـ مؤسسػػة مشػػروبات غازيػػة بتعبئػػة مشػػروب غػػازي في قػػارورات ذات سػػعتتُ بـتلفتػػتُ  النػػوع الأوؿ : نيالتمػػرين الثػػا

حددت ابؼؤسسة برنػامج إنتػاجي سػنوي قػدر بتعبئػة علػى  ؿ . وقد1.50ؿ و الوع الثاني سعتها 0.75قارورات سعتها
 قارورة على الأقل من النوع الثاني.400000قارورة من النوع الأوؿ و 3200000الأقل 

( حيػػث بزتلػػف كميػػة القػػارورات ابؼعبػػأة مػػن ورشػػة الى أخػػرى ، اذ يوضػػح A,Bتػػتم التعبئػػة داخػػل اابؼؤسسػػة بورشػػتتُ )
 عبأة في ساعة عمل واحدة لكلب الورشتتُ:ابعدوؿ التالي عدد القارورات ابؼ

 النوع الثاني النوع الأوؿ طاقة الورشات/نوع القارورات
 قارورة/ساعة400 قارورة/ساعةA 500ورشة 
 قارورة /ساعة320 قارورة /ساعةB 400ورشة 

سػػاعة عمػػػل سػػنويا ، و التكلفػػػة الوحدويػػة لكػػػلب النػػوعتُ مػػػن 4000علمػػا أف طاقػػة العمػػػل القصػػوى لكػػػل ورشػػة ىػػػي 
 القارورات مبينة في ابعدوؿ التالي:

 النوع الثاني النوع الأوؿ 
 دج0.75 دجA 0.4ورشة 
 دج0.85 دجB 0.55ورشة 

أخػػرى للمشػػروبات الغازيػػة مػػن أجػػل تعبئػػة النػػوعتُ بهػػا ، بيكػػن بؽػػذه ابؼؤسسػػة اللجػػوء الى مؤسسػػة قبالإضػػافة الى مػػا سػػب
 حيث تقتًح عليها تكاليف التعبئة للوحدة الواحدة كما يلي:

 ؿ1.50دج للقارورة ذات السعة 1ؿ، 0.75دج للقارورة ذات سعة 0.5
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 فة.: ابهاد عدد القارورات الواجب تعبئتها في كل من الورشتتُ و ابؼؤسسة الأخرى لتحقيق أدنى تكلالمطلوب
 20000، 14000( مساحتهم على التًتيب )  c,b,aتدير منشأة زراعية ثلبث مزارع ) : ثالثالتمرين ال 

(. ابعدوؿ التالي يوضح عدد الوحدات التي ينتجها m, n( ىكتار. تريد زراعتهم بنوعتُ من المحاصيل )18000 ،
 ابؽكتار الواحد:

 cمزرعة  bمزرعة  aمزرعة  المحصوؿ / المزرعة
M 360 310 380 
N 400 350 270 

 وحدة100000تتجاوز    mكما أف القدرة الاستيعابية للسوؽ  من المحصوؿ
 حل النموذج ابػطي من أجل تعظيم حجم الانتاج المطلوب:

 ليكن لديك جدوؿ السمبلبكس التالي:  : رابعالتمرين ال 
       

X6 X5 X4 X3 x2 x1 bi V ck 
0 -2 1 1 0 3 100   
0 1 0 0 1 1 200   
1 4 200 0 0 -5 400   

      Z=  

 x1=20, x2= 30, x3= 25علما أف ربح الوحدة من 
 ػ اكماؿ بيانات ابعدوؿ لابهاد ابغل الأمثل. المطلوب:
 ػ ىل يوجد حل بديل؟ و بؼاذا؟          
 حدد نوع ابغالة ابػاصة  للبرامج  ابػطية التالية::  خامسالتمرين ال 

MaxZ= 10x1 + 10x2                                                                                    MaxZ=3 x1 + 2x2             

2x1 ≤ 10                                                                          x1+ x2≥  5     
2x1 +4 x2 ≤ 1                                                                  x1 ≥2            
4x2 ≤     8                                                                       2x2≥8           

X1,  x2 ≥ 0                                       x1, x2≥ 0                                                           
MaxZ= x1 + 2x2                                                                                    MaxZ=3 x1 + 3x2                  

x1 ≤ 1                                                                    4 x1+6 x2 ≤  48     
2x1 ≤                                                                     4x1 + 2x2  ≤12       
x1 + 2x2 ≤  2                                                                   3x2≥ 2           

X1,  x2 ≥ 0                                       x1, x2≥ 0                                                          
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 ليكن لدينا البرنامج التالي: : التمرين السادس 
 

 MaxZ= 3 x1+5 x2   
          x2 ≤  6   

           3x1+2 x2  ≤  18 

        x1, x2 ≥ 0 

 : ػ ابهاد ابغل الأمثل باستخداـ طريقة السمبلبكس.المطلوب
 ػ ابهاد ابغل الأمثل باستخداـ الطريقة البيانية.           
 و طريقة الرسم البياني في كل مرحلة من مراحل ابغل. ػ ماىي نقاط الاشتًاؾ بتُ طريقة السمبلبكس          
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حوؿ الثنائية و تحليل الحساسيةتمارين  

.       I .:تمارين محلولة 

    ليكن النموذج الرياضي ابػاص بدسألة إنتاج منتوجتُ بالاعتماد على أربعة مواد أولية :  : التمرين الأوؿ 
    

MAX Z= 10 X1 + 9 X2                
7/10 X1 + X2 ≤     630 
1/2 X1 + X2  ≤    600 
X1 +2/3 X2   ≤    708 

1/10 X1 +1/4 X2   ≤   135 
X1 , X2      ≥      0 

 : كما أف ابغل النهائي ابػاص بو موضح في ابعدوؿ التالي
e4 e3 e2 e1 x2 x1  
 x2 252 0 1 30/16 0 -ػ21/16 0
 e2 120 0 0 -ػ15/16 1 5/32 0
 x1 540 1 0 -ػ20/16 0 30/16 0
 e4 18 0 0 ػ11/32- 0 9/64 1
0 111/16 0 70/16 0 0 Z= 7668 

 ابؼطلوب:  
 ػ شرح النتائج ابؼتحصل عليها.1
 ػ تشكيل البرنامج النظتَ واستنتاج ابعدوؿ النهائي لو.2
 ػ برديد مدى صلبحية ابغل في حالة ما إذا : 3
 كغ إضافية من ابؼادة الأولية الأولى. 50أػ مولت ابؼؤسسة بػ   
 كغ إضافية من ابؼادة الأولية الثالثة.200ب ػ مولت ابؼؤسسة بػ  

 ػ إذا أرادت ابؼؤسسة تغيتَ أرباح منتوجيها ، فما ىو مقدار التغيتَ لكل منهما حتى تستمر في إنتاج ابؼنتوجتُ معا.4
 الحل:         

 ائج:. شرح النت1
  وحدة من ابؼنتوج الثاني من أجل برقيق ربح قدره 252وحدة من ابؼنتوج الأوؿ و 540يتحقق الانتاج الأمثل بػ

 و.ف 7668



 

 
 

147 

  
 

 .استغلبؿ كلي للمادة الاولية الأولى و الثالثة  نظرا لعدـ وجودبنا  ضمن متغتَات الأساس 
 وحدة من ابؼادة الأولية الرابعة غتَ مستغلتتُ.18وحدة من ابؼادة الأولية الثانية و 120ما مقداره  بقاء 
 16/70  بيثل سعر الظل و الذي يعتٍ أف اضافة  وحدة واحدة من ابؼورد :e1  سيؤدي الى زيادة الربح بػ

 32/11و 16/20، 16/20بػ   e2  ،e4و   x1وحدة و ابلفاض كل من 16/30بػ   x2و زيادة  16/70
 .على التًتيب

 16/111  بيثل سعر الظل و الذي يعتٍ أف اضافة  وحدة واحدة من ابؼورد :e3  سيؤدي الى زيادة الربح بػ
 64/9و 32/5، 16/30بػ   e2  ،e4و   x1وحدة وزيادة كل من 16/21بػ   x2و ابلفاض  16/111

 على التًتيب.
 ابعدوؿ النهائي لو:. تشكيل البرنامج النظتَ و استنتاج 2

  :َالبرنامج النظت 
MinW = 630 y1+ 600 y2 +708 y3+135y4        
           7/10y1 + 1/2y2 +y3 + 1/10y4 ≥ 10 

      y1 + 5/6y2 +2/3y3+ 1/4y4  ≥ 9 
y1, y2, y3,  y4 ≥0  

 :استنتاج ابعدوؿ النهائي لو 
قبل اشتقاؽ ابغل الأمثل للبرنامج الثنائي من جدوؿ ابغل الأمثل للبرنامج الأولي يتم ابهاد الصيغة ابؼعيارية لو و 

 ابؼتمثلة في: 
MinW = 630 y1+ 600 y2 +708 y3+135y4+0e1+MA1+0e2+MA2        

           7/10y1 + 1/2y2 +y3 + 1/10y4 –e1+A1= 10 
      y1 + 5/6y2 +2/3y3+ 1/4y4  -e2+A2=  9 

y1, y2, y3,  y4, e1,A1,e2,A2 ≥0  
 

0 0 135 708 600 630  
e2 e1 y4 y3 y2 y1 bi V ck 

-30/16 20/16 11/32 0 15/16 1 70/16 y1 630 
21/16 -30/16 -9/64 1 -5/32 0 111/16 y3 708 
-252 -540 -18 0 -120 0   W=7668 

 
 . برديد صلبحية ابغل: 3

  لمورد الأوؿالامكانية لػبؾاؿ: 
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252 + Δb1 (30/16) ≥ 0   ⇒ Δb1 ≥ -134.                    

                120+Δb1 (-15/16) ≥ 0   ⇒ Δb1≤ 128 
540+ Δb1 (-20/13) ≥ 0   ⇒ Δb1≤432                                         

18+ Δb1 (-11/32) ≥ 0   ⇒ Δb1≤576/11                                         
Δb1∈[-134.4 ,576/11] ⇒ b1∈[495.6 ,7506/11] 

 ، ليكوف  ابغل الأمثل كما يلي:وحدة 05وبالتالي يبقى ابغل صابغا في حالة اضافة 

e4 e3 e2 e1 x2 x1  
 x2 345.75 0 1 30/16 0 ػ21/16 0
 e2 125. 73 0 0 ػ15/16 1 5/32 0
 x1 477.5 1 0 ػ20/16 0 30/16 0
 e4 26/32 0 0 ػ11/32 0 9/64 1
0 111/16 0 70/16 0 0 Z= 7886.75 

 :بؾاؿ الامكانية للمورد الثالث 

252 + Δb3 (-21/16) ≥ 0   ⇒ Δb3 ≤192.                    

                120+Δb3 (5/32) ≥ 0   ⇒ Δb3≥ -768 
540+ Δb3 (30/16) ≥ 0   ⇒ Δb3   ≥ -288                                      

18+ Δb3 (9/64) ≥ 0   ⇒ Δb3 ≥ -128                                        
Δb3∈[-128 , 192] ⇒ b3∈[580 ,900] 

 وحدة الاضافية تقع خارج بؾاؿ الامكانية فاف ابغل لن يكوف صابغا بل ستتغتَ توليفة ابغل الأمثل.055بدا أف 
 :معا بؼنتوجتُمقدار التغتَ في ربح ا. برديد 4

 :بؾاؿ الأمثلية لػلمنتوج الأوؿ 

 السمبلبكس من جديد فنتحصل على ابعدوؿ التالي: نعيد حساب جدوؿ c1بالرمز   x1معامل ابؼتغتَ باستبداؿ 
e4 e3 e2 e1 x2 x1  
 x2 9 252 0 1 30/16 0 -ػ21/16 0
 e2 0 120 0 0 -ػ15/16 1 5/32 0
 x1 C1 540 1 0 -ػ20/16 0 30/16 0

 e4 0 18 0 0 ػ11/32- 0 9/64 1
0 -189/16+30/16c1 0 270/16-20/16c1 0 0 Z= 2268+540c1 
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ولكي يكوف جدوؿ السمبلبكس جدوؿ ابغل الأمثل لابد أف تكوف بصيع قيم سطر التقييم موجبة أو معدومة ، 
 و بالتالي نتحصل على بصلة ابؼتًاجحات التالية: 

270/16-20/16c1 ≥ 0    ⇒ c1≤ 13.5 
≥ 0   ⇒ c1≥ 6.3 -189/16+30/16c1                     

 c1 ∈[6.3,13.5]عليو، فاف بؾاؿ الأمثلية للمنتوج الأوؿ ىو و 
 :بؾاؿ الأمثلية للمنتوج الثاني 

 من جديد فنتحصل على ابعدوؿ التالي: السمبلبكس نعيد حساب جدوؿ c2بالرمز   x2معامل ابؼتغتَ باستبداؿ 

e4 e3 e2 e1 x2 x1  
 x2 C2 252 0 1 30/16 0 -ػ21/16 0

 e2 0 120 0 0 -ػ15/16 1 5/32 0
 x1 10 540 1 0 -ػ20/16 0 30/16 0
 e4 0 18 0 0 ػ11/32- 0 9/64 1
0 300/16-21/16c2 0 -200/16+30/16c2 0 0 Z= 5400+252c2 

السمبلبكس جدوؿ ابغل الأمثل لابد أف تكوف بصيع قيم سطر التقييم موجبة أو معدومة ، ولكي يكوف جدوؿ 
 و بالتالي نتحصل على بصلة ابؼتًاجحات التالية: 

-200/16+30/16c2 ≥ 0    ⇒ c2≥ 20/3 
≥ 0   ⇒ c2≤ 300/21 300/16-21/16c2                     

 c2 ∈[20/3, 300/21]ىو  ثانيعليو، فاف بؾاؿ الأمثلية للمنتوج الو 
 فحتى تستمر ابؼؤسسة في انتاج ابؼنتوجتُ معا فاف مقدار التغتَ في ربح ابؼنتوجتُ ىو :

   Δc1∈[-3.7, 3.5]  ⇒ 3.5=10-13.5  ,   3.7-=10-6.3 ابؼنتوج الأوؿ: 
   Δc2∈[-7/3,111/21]  ⇒ 111/21=9-300/21  ,   7/3-=9-20/3  ابؼنتوج الأوؿ:

ىكتار ، وفي اطار الاستفادة من مياه السد المجاور 150مزارع لو ارض زراعية مساحتها  ثاني:التمرين ال 
. بيكن زراعة ىذه الأرض بالطماطم و الفاصولياء ساعة عمل 480وىو ما يكفي لػ  3ـ440بسنحو الدولة ما مقداره 

بػصت معطيات ابؼشكلة في ىكتار ، كما 90على أف لا تتجاوز و في كل الظروؼ ابؼساحة ابؼخصصة للطماطم 
 ابعدوؿ التالي:

  الطماطم الفاصولياء
 ساعات العمل 1 2
 (3الماء)ـ 4 2

 ربح الهكتار الواحد 100 200
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 . تشكيل النموذج الثنائي للمسألة .1ابؼطلوب: 
 .قدـ التفستَ الاقتصادي للنموذج الثنائي. 2 
 السمبلبكس.. ابهاد ابغل الأمثل للنموذج الثنائي بطريقة 3 
 . استنتاج ابعدوؿ النهائي للبرنامج الأولي بؽذه ابؼسألة.4 
 . ضمن كل حالة من ابغالات التالية منفردة بتُ ما اذا يتغتَ ابغل الأمثل أـ لا؟5 
  , b2=  400,    b1= 250    c1= 150اذا كاف :  

 الحل:    
 . تشكيل النموذج الثنائي للمسألة:1

 للمسألة: صياغة النموذج الأولي 
 .   عدد ابؽكتارات الواجب زراعتها من الطماطم :x1نفرض أف: 
X2: عدد ابؽكتارات الواجب زراعتها من الفاصولياء . 

Max Z=100 x1+200 x2     

                                  

                                                             x1+ x2 ≤ 150                   قيد                   :ابؼساحة
                             4 x1+ 2x2 ≤ 440                         ابؼاء: قيد

                                                x1+ 2x2 ≤     480    :قيد ساعات العمل                          
                                               x1 ≤ 90                                :لطماطمقيد ا 

x1,  x2 ≥ 0                                            قيد عدـ السلبية:

    :البرنامج الثنائي 
MinW = 150 y1+ 440 y2 +480 y3+90y4        

           y1 + 4y2 +y3 + y4 ≥ 100 
      y1 + 2y2 +3y3 ≥ 200 

y1, y2, y3,  y4 ≥0  
.التفستَ الاقتصادي للنموذج الثنائي:2  

 :ابؼعتٌ الاقتصادي بؼتغتَات و دالة الثنائية 
 تشتَ متغتَات الثنائية الى القيمة ابغدية للموارد أي أف:

y1 ::بسثل التكلفة ابغدية  للهكتار الواحد 
y2:  من ابؼاء.  3ـ1بسثل التكلفة ابغدية لػ 
y3: .بسثل التكلفة ابغدية   لساعة عمل 
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y4 .بسثل التكلفة ابغدية  لزراعة ىكتار واحد من الطماطم: 
 بؾموع القيم ابغدية للموارد التي نسعى الى بزفيض قيمتها.وبالتالي فاف دالة ابؽدؼ بؽا تشتَ 

  :ابؼعتٌ الاقتصادي للقيود 
ابغدية اللبزمة لزراعة ىكتار واحد من الطماطم ، و التي بهب أف تساوي أو ػ يشتَ القيد الأوؿ الى ابصالي التكاليف 

 و.ف.100بابغد الأدنى ربح ابؽكتار الواحد من الطماطم و ابؼقدر بػ 
يشتَ القيد الثاني الى ابصالي التكاليف ابغدية اللبزمة لزراعة ىكتار واحد من الفصولياء، و التي بهب أف تساوي أو  ػ

 و.ف.200بح ابؽكتار الواحد من الفاصولياء و ابؼقدر بػ بابغد الأدنى ر 
 . ابهاد ابغل الأمثل للثنائية بطريقة السمبلبكس:3

 قبل حل البرنامج الثنائي يتم ابهاد الصيغة ابؼعيارية لو و ابؼتمثلة في: 
 

MinW =150 y1+ 440 y2 +480 y3+90y4  +0e1+MA1+0e2+MA2        
       y1 + 4y2 +y3 + y4–e1+A1= 10 
         y1 + 2y2 +3y3 -e2+A2=  9 

y1, y2, y3,  y4, e1,A1,e2,A2 ≥0  
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 ابغل النهائي و الأمثل للثنائية.التقييم سالبة و معدومة فاف ابعدوؿ الأختَ بيثل بدا أف قيم سطر 
 استنتاج ابعدوؿ النهائي للبرنامج الأولي:.4
 

0 0 0 0 200 100  
e4 e3 e2 e1 x2 x1 

0 0 0 1 1 1 150 x2 200 
0 0 1 -2 0 2 140 e2 0 
0 1 0 -2 0 -1 180 e3 0 
1 0 0 0 0 1 90 e4 0 
0 0 0 200 0 100 Z= 30000 

 
 يتغتَ أـ لا في ابغالات التالية: . توضيح ما اذا كاف ابغل0

  حالةc1=150: 

M 0 M 0 90 480 440 150  
A2 e2 A1 e1 y4 y3 y2 y1 bi V ck 

0 0 1 -1 1 1 4 1 100 A1 M 
1 -1 0 0 0 2 2 1 200 A2 M 
0 -M 0 -M M-90 3M-480 6M-440 2M-150 Z= 300M 
0 0 ¼ -1/4 ¼ 1/4 1 1/4 25 y2 440 
1 -1 -1/2 ½ -1/2 3/2 0 1/2 150 A2 M 
0 -M -3/2M+110 1/2M-110 -1/2M+20 3/2M-70 0 1/2M-40 Z= 150M +11000 
0 0 1 -1 1 1 4 1 100 y3 480 
1 -1 -2 2 -2 0 -6 -1 0 A2 M 
0 -M -3M+480 2M-480 -2M +390 0 -6M 

+1480 
-M-330 Z=48000 

1/2 -1/2 0 -0 0 1 1 1/2 100 y3 480 
1/2 -1/2 -1 1 -1 0 -3 -1/2 0 e1 0 
-M 

+240 
-240 -M 0 -90 0 40 90 Z=48000 

1 -1 0 0 0 2 2 1 200 y1 150 
1 -1 -1 1 -1 1 -2 0 100 e1 0 

-M 
+150 

-150 -M 0 -90 -180 -140 0 Z=30000 
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لنعيد حساب  c1بالرمز   x1استبداؿ معامل ابؼتغتَ يتطلب الأمر ابهاد جاؿ الأمثلية بؼنتوج الطماطم من خلبؿ 
 جدوؿ السمبلبكس من جديد فنتحصل على ابعدوؿ التالي:

0 0 0 0 200 C1  
e4 e3 e2 e1 x2 x1 

0 0 0 1 1 1 150 x2 200 
0 0 1 -2 0 2 140 e2 0 
0 1 0 -2 0 -1 180 e3 0 
1 0 0 0 0 1 90 e4 0 
0 0 0 200 0 200-c1 Z= 30000 

 c1≥ 0   ⇒ c1 ≤ 200-200     أي :
لأنها   c1=150. و بالتالي لن يتغتَ ابغل اذا كانت قيمة  c1 ∈]-∞,200[ نلبحظ أف بؾاؿ الأمثلية للطماطم ىو

 تقع ضمن بؾاؿ الأمثلية.
  حالةb2=  400 : 

 يتطلب الأمر ابهاد بؾاؿ الامكانية للمورد الثاني كما يلي:
150+ Δb2 (0) ≥ 0 بؿقق   

    140+Δb2(1) ≥ 0   ⇒ Δb2≥ -140⇒ Δb2 ∈],-140, +∞ [ 
180+ Δb2(0) ≥ 0   ⇒ بؿقق 
90+ Δb2(0) ≥ 0   ⇒ بؿقق 

و 140الامثل ينبغي خفض الاستثمار فيو بدقدار نلبحظ أف ابؼورد الثاني لا بيلك سعر الظل ، و لكي يدخل ابغل 
كما أف بؾاؿ الامكانية ات جدوؿ ابغل الامثل،التي تشكل الكمية الفائضة من ىذا ابؼورد و التي لهرت في عمود كمي

 تقع ضمن بؾاؿ الامكانية. b2=  400و بالتالي فاف ابغل الأمثل لن يتغتَ لأف قيمة . ] ∞ +, b2 ∈],300 لو ىو
  حالةb1= 250: 

 :بؾاؿ الامكانية لػلمورد الأوؿ 
 

150 + Δb1 (1) ≥ 0   ⇒ Δb1 ≥ -150.                    

                140+Δb1 (-2) ≥ 0   ⇒ Δb1≤ 70 
180+ Δb1 (-2) ≥ 0   ⇒ Δb1≤90                                               

90+ Δb1(0) ≥ 0   ⇒    90≥ 0                                               
Δb1∈[-150 ,70] ⇒ b1∈[0 ,220] 

 فاف ابغل لن يكوف صابغا بل ستتغتَ توليفة ابغل لأنها لا تقع ضمن بؾاؿ الامكانية للمورد. b1= 250بدا أف قيمة 
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           II .:تمارين مقترحة 
 لتكن بماذج البربؾة ابػطية التالية: :التمرين الأوؿ 

 أوجد النماذج الثنائية للنماذج الأصلية المطلوب:
حيث تستخدـ  B1, B2ف مؤسسة ابؼشروبات الغازية الى إنتاج منتوجتُ جديدي تسعىالتمرين الثاني:  

 لذلك أربع مواد أولية: 
 3لتً من ابؼادة 0.25، 2لتً من ابؼادة0.25، 1لتً من ابؼادة 0.5من:  B1 ػ يتكوف اللتً الواحد من ابؼشروب
 4من ابؼادة  لتً 0.4و  1لتً من ابؼادة 0.6من:B2 ,ػ يتكوف اللتً الواحد من ابؼشروب

 دج للقارورة من ابؼشروب الثاني3دج للقارورة و 2ػ سعر بيع ابؼشروب الأوؿ ىو 
 :ػ الكميات ابؼتاحة من ابؼواد الأولية وكذا تكلفة الوحدة من ىذه ابؼواد ىي كمايلي

 
 

Max Z= 20 x1+15 x2 +18 x3 
                5x1 + 10x2 +4x3 ≤ 80 

15x1 + 12x2 +5x3 =120 

                7x1 + 21x2 +3x3 ≤ 84 

                 x1≥0, x2≥0, x3≥0 

Max Z= 10 x1+15 x2 
2x1 + 4x2 ≤ 40 

6x1 + 2x2 ≥60 

                       0x1≥0, x2≥0 

  

Min W= 30 y1+24 y2 +18 
5y1 + 2y2+ y3 ≥ 80 

 3y1 + 3y2+ 3y3 ≥ 84 

y1≥0, y2≥0, y3≥0 

Min W= 4200y1+2250y2 

+2600y3+4200y4  
3y1 + y2+ 2y3+ y4 =66 

                4y1 + 3y2+2 y3 ≤ 84 

y1≥0, y2≥0, y3≥0, y4≥0 
  

لتر1تكلفة الكميةالمتاحة الموادالاولية  
دج1 25000 1  
دج0.8 15000 2  
دج0.6 35000 3  
دج1.6 10000 4  

0      0        0         0            1.76            
1.15 

  

X1             X2               E1              E2              E3   E4 Q V 
 1            0           2             0         0ػػ     3

 0           0ػػػ          0.5          1       0   0.75
 0           0ػػػ           0.5         0       1   0.75

2.5      0      0            0             1           0 
          

10000 
15000 
35000 
25000 

X1 

A2 

A3 

X2 

0.95   0        0          2.3          0           0 MAXZ=67000  
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 استخراج النموذج ابػطي  وإبهاد ابغل بطريقة ابؼسألة ابؼعكوسة المطلوب:
 ػ قدـ التفستَ الاقتصادي للنموذج الثنائي بؽذه ابؼسألة       

 :ليكن لديك النموذج ابػطي التالي التمرين الثالث: 

0x1≥0, x2≥0       
 ػ أوجد النموذج الثنائي بؽذا النموذج ابػطي. المطلوب:
 ػ أوجد حل النموذج الثنائي باستخداـ طريقة السمبلبكس.          
 ػ استنتج حل النموذج الأصلي.         
 ليكن بموذج البربؾة ابػطية التالي:التمرين الرابع:   

Max Z =  10 x1 +9x2  
                                                     7/10x1+x2≤  630 

                                                    1/2x1+5/6x2  ≤  600 

                                                    x1+2/3x2≤  708 
1/10 x1 +1/4≤ 135 

                                                    x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 
 وأثناء تطبيق طريقة السمبلبكس تم التوصل الى ابعدوؿ التالي:

 
E4 e3 e2 e1 x2 x1 bi V 
0 -21/16 0 30/6 1 0 252 x2 
0 5/32 1 -15/16 0 0 120 e2 
0 30/16 /0 -20/16 0 1 80/3 x1 
1 9/64 0 -11/32 0 0 18 E4 
 ػ أكمل ابعدوؿ  المطلوب:
 ػ اشرح ابغل الأمثل للجدوؿ النهائي  و ماذا تعتٍ قيم سطر التقييم .            
، حدد بؾاؿ تغتَه لكي يبقى ابغل   ΔC2بافتًاض أف الربح الوحدوي للمنتج الثاني قد تغتَ بدقدار ػ   

 ىل يبقى ابغل أمثلب؟ وحدتتُ نقديتتُأمثلب. و في حاؿ ابلفاض ىذا الربح بدقدار 
 ػ بتُ حدود تغتَ بـتلف ابؼوارد بحيث لا يتغتَ ابغل الذي توصلت اليو.

MinZ= 3 x1+5 x2                  
4x1 + 4x2 ≤ 3 

x1 + 1/2x2 ≤ 1 



 

 
 

156 

  
 

( B, Aتعتزـ مؤسسة للؤبظدة الزراعية القياـ بإنتاج نوعتُ من الأبظدة ) التمرين الخامس: 
 باستخداـ ثلبث مواد كيميائية ، حيث:

 . M3كغ من 5و  M2كغ من 4و  M1كغ من 3بكتاج الى  Aػ لإنتاج كيس واحد من           
 M3كغ من 1و  M2كغ من 2و  M1كغ من 6بكتاج الى Bػ لإنتاج كيس واحد من          

كغ ، و أف 90كغ، 70كغ، 120على التًتيب ( M3 , M2, M1في حتُ أف الكمية ابؼتاحة من ابؼواد الثلبثة )
 دج. 25و  20على التوالي ىو  Bو  Aالربح للكيس الواحد من 

 ػ ابهاد توليفة الانتاج ابؼثلى التي برقق أعظم ربح بفكن.المطلوب: 
 دج على قيمة دالة ابؽدؼ ، و ىل سيبقى ابغل أمثلب أـ لا؟25الى  Aػ ما أثر زياد الربح لػ            
     كغ.100الى    M2ػ نفس السؤاؿ لو ارتفعت الكمية ابؼتاحة  من ابؼادة            

 ػ 
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نموذج النقلحوؿ تمارين  
I.:تمارين محلولة 

 04مراكز إنتاج إلى  03ابعدوؿ أدناه يقدـ تكاليف النقل الوحدوية لنقل منتج معتُ من    التمرين الأوؿ:
 مراكز توزيع، بالإضافة إلى عرض كل مركز إنتاج و طلب كل مركز توزيع.

Ai D4 D3 D2 D1  

500 06 04 13 12 O1 

700 11 10 04 06 O2 

800 04 12 09 10 O3 
2000 500 200 900 400 bi 

 بؽذه ابؼسألة.بموذج النقل ابؼوافق صياغة  -1ابؼطلوب:
 ابهاد ابغل الأولي بؽذه السألة حسب طرؽ ابغل ابؼختلفة -2

 الحل:  
 :النقل نموذج. صياغة 1

 :تحديد المتغيرات
XIJ عدد الوحدات ابؼنقولة من مركز الانتاج :Q مركز التوزيعالىD  

 :دالة الهدؼ
 Min Z= 12 x11+ 13 x12+ 4 x13+ 6 x14 + 6 x21 +4 x22 +10 x23 +11 x24 + 10 x31+ 9 x32+    
12 x33 +4 x34 

 قيود العرض:   
x11 + x12 + x13 + x14 + x15 = 500 
x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 700 
x31 + x32 + x33 + x34 + x35 = 800 

 الطلب:  قيود
x11 + x21 + x31 = 400 
x12 + x22 + x23 = 900 
x13 + x23 + x33 = 200 
x14 + x24 + x34 = 500 
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          :                     قيود عدـ سلبية المتغيرات
 د الحل الأولي:اايج.2

 :طريقة الزاوية الشمالية الغربية
ai D4 D3 D2 D1  
 

500 
06 

 

04 

 

13 

100 

12 

400 
O1 

700 11 

 

10 

 

04 

700 

06 

 
O2 

800 04 

500 

12 

200 

09 

100 

10 

 
O3 

2000 500 200 900 400 bi 
 

Min Z =12 (400)+13 (100)+ 4 (700)+ 9 (100)+12 (200)+4 (500) = 14200 

 طريقة التكاليف الدنيا:
ai D4 D3 D2 D1  
 

500 
06 

 

04 

200 

13 

 

12 

300 
O1 

 
700 

11 

 

10 

 

04 

700 

06 

/ 
O2 

 
800 

04 

500 

12 

 

09 

200 

10 

100 
O3 

2000 500 200 900 400 bi 

Min Z =12 (300)+ 4 (200)+ 4 (700)+ 10 (100)+9 (200)+ 4 (500) = 10400 
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 ل:طريقة فوق
ai D4 D3 D2 D1  
 

500 
06 

300 

04 

200 

13 

 

12 

 
O1 

 
700 

11 

 

10 

 

04 

700 

06 

 
O2 

 
800 

04 

200 

12 

 

09 

200 

10 

400 
O3 

 
2000 

 
500 

 
200 

 
900 

 
500 bi 

Min Z =4 (200)+6 (300) +4 (700)+ 10 (400)+9 (200)+ 4 (200) = 12000 

الشعتَ و الذرة لأجل زراعتها في ابؼوسم لثلبثة أنواع من ابغبوب: القمح،  برتاج ابعزائرالتمرين الثاني:  
، 50000، 40000وقد أبدت فرنسا، كندا و اسبانيا استعدادىم لتلبية ىذه ابغاجة بالكميات التالية)  القادـ .

 ( طن على التًتيب ، أما كميات الطلب عن ىذه ابغبوب و تكلفة الشراء للطن الواحد معطاة كما يلي:30000
  تكلفة الشراء من الحبوب بالدولار 

 أنواع ابغبوب فرنسا كندا اسبانيا حجم الطلب
 قمح 5 1 7 60000
 شعتَ 3 4 6 40000
 ذرة 6 2 3 20000

 
 ابؼطلوب: ابهاد ابغل الأمثل الذي بهعل بؾموع تكاليف الشراء في حدىا الأدنى باستخداـ طريقة ابغجر ابؼتنقل.

 الحل: 
 جدوؿ النقل التالي:ابغل الأولي سنستخدـ طريقة أقل تكلفة لنتحصل على  لإبهاد 
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ai قمح شعير ذرة  

30000 5 

20000 

6 

 

7 

10000 
 اسبانيا

50000 3 

 

4 

 

1 

50000 
 كندا

40000 6 

 

2 

40000 

5 

€ 
 فرنسا

120000 
20000 40000 60000 

bi 
 

MinZ= (10000*7)+ (20000*5)+ (50000*1)+ (40000*2)= 300000 
باستخداـ طريقة ابغجر ابؼتنقل نلبحظ من ابعدوؿ أعلبه أف عدد ابػلبيا ابؼملوءة أقل من أمثلية ابغل قبل ما بلتبر 

m+n-1ناخصصة ) حالة عدـ الانتظاـ( ، لذلك حالة خاصي ، وىذا لا يسمح بتكوين مسارات مغلقة وى 
. وعلى ىذا الأساس فاف  x31في ابػلية  توضعاضافتها ، وىنا  في ابػلية  الفارغة التي تستوفي بشروط  €القيمة

 ابؼسارات ابؼغلقة للخلبيا الفارغة وتكلفتها ابغدية  ىي كالتالي:  
 التكلفة الحدية المسار المغلق الخلية الفارغة

X12 X12-x11-x31-x32 6-7+5-2=2 
X22 X22-x21-x31-x32 4-1+5-2=6 
X23 X23-x21-x11-x13 3-1+7-5=4 
X33 X33-x31-x11-x13 6-5+7-5=3 

 بدا أف التكاليف ابغدية للخلبيا الفارغة موجبة فاف ابغل الأولي ىو ابغل الأمثل بحيث يتم التوزيع كما يلي:
 البلداف                                  الحبوب

                                                                                     
 قيمة الدالة      

                                                                                           

 
 

  

 قمح اسبانيا

 شعير كندا

 ذرة فرنسا

10000 

50000

2
0
0
0
0 

Z=300000 

120000 

80000 

40000

100000 
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( ، طاقتها Zبرتوي مؤسسة النصر على أربعة وحدات انتاجية بزتص في صناعة ابؼنتوج )التمرين الثالث:  
دج/طن، و 60منها يتم انتاجو بالوحدة الأولى بتكلفة قدرىا  %30طن /شهريا،2000الانتاجية الابصالية تقدر بػ 

دج/طن ، ػما 60بالوحدة الثالثة بتكلفة انتاج  %45دج/طن، و80قدرىا بالوحدة الثانية بتكلفة انتاجية  10%
طن في 800دج/طن . بهب على ىذه الوحدات بسوين ثلبثة مراكز بالكمية 70تكلفة الانتاج بالوحدة الرابعة فهي 

ن /الشهر للمركز الثالث. و ابعدوؿ التالي ط550طن /الشهر بالنسبة للمركز الثاني و 650الشهر للمركز الأوؿ و 
 يبتُ تكاليف  النقل للطن الواحد من بـتلف الوحدات الى بـتلف ابؼراكز:

 المركز الثالث المركز الثاني المركز الأوؿ الوحدات/المراكز
 32 32 30 الوحدة الأولى
 15 15 13 الوحدة الثانية
 36 36 34 الوحدة الثالثة
 27 27 25 الوحدة الرابعة

 دج للطن الواحد، فأوجد:200سعر البيع ىو  فابؼطلوب: اذا علمت أ
 ػ أفضل خطة لتموين ابؼراكز من أجل تعظيم الربح ، مستخدما طريقة التوزيع ابؼعدؿ. 1   
 ػ حلتُ بديلتُ اف وجدا. 2   
 الحل:      
 . لابهاد أفضل خطة لتموين ابؼراكز نقوـ بػ:1

                   بؾموع التكاليف(-ثانيا: حساب الربح) سعر البيع                    أولا:حساب ابصالي التكاليف) نقل +انتاج(   
 
 
 
 
 

حيث   سنستخدـ ىنا الطريقة الثانية ابؼشار اليها في ابؼلبحظة في حالة التعظيم :ثالثا: ابهاد مصفوفة التكاليف
 وطرحو من بصيع الأرباح لنتحصل على مصفوفة التكاليف التالية : 110سنختار أكبر ربح وىو 

 
 

 

 ثالث ثاني اوؿ وحدات/مراكز
 108 108 110 اولى

 105 105 107 ثانية

 104 104 106 ثالثة

 103 103 105 رابعة

 ثالث ثاني اوؿ وحدات/مراكز
 92 92 90 اولى

 95 95 93 ثانية

 96 96 94 ثالثة

 97 97 95 رابعة

 ثالث ثاني اوؿ وحدات/مراكز
 2 2 0 اولى
 5 5 3 ثانية
 6 6 4 ثالثة
 7 7 5 رابعة
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 ابهاد ابغل الأولي بؼسالة النقل باستخداـ طريقة فوقل: :رابعا 
ai أوؿ ثاني ثالث  
 

600 
2 

 

2 

 

0 

600 
 أولى

 
200 

5 

 

5 

 

3 

200 
 ثانية

 
900 

6 

250 

6 

650 

4 

€ 
 ثالثة

 
  300  

7 

300 
7 5 

 رابعة

 
2000 

 
550 

 
650 

 
800 bi 

قابلة بؽا في جدوؿ جدوؿ الأولي و الذي يساوي بؾموع الكميات ابؼوزعة مضروبة في ربح الوحدة ابؼبكسب الربح لل
 ابؼسالة الأصلية ، أي:

MaxZ= (600*110)+(200*107)+(650*104)+(250*104)+(300*103)=211900 
 خامسا: اختبار أمثلية ابغل باستخداـ طريقة التوزيع ابؼعدؿ:
في ابػلية  الفارغة التي تستوفي  €القيمة نا، لذلك خصصm+n-1نلبحظ من ابعدوؿ أعلبه أف عدد ابػلبيا ابؼملوءة أقل من 

 ابهاد حل بؼعاددلات ابػلبيا ابؼملوءة بفرض أف:سيتم . وعلى ىذا الأساس x31في ابػلية  توضعاضافتها ، وىنا  بشروط
 I1=0 و  لدينا Cij = Ii + ji  : 

C11= I1+ J1  ⇒0= 0+J1  ⇒ J1= 0 
C21= I2+ J1  ⇒3= I2+0  ⇒ I2= 3 
C31= I3+ J1  ⇒4= I3+0  ⇒ I3= 4 
C32= I3+ J2  ⇒6=4 +J1  ⇒ J1= 2 
C33= I3+ J3  ⇒6= 4+J3  ⇒ J3= 2 
C43= I4+ J3  ⇒7= I4+2  ⇒ I4= 5 

 فنتحصل على ما يلي:،    Eij= Cij- Ii-Jiتقييم ابػلبيا الفارغة ) غتَ الأساسية( وفقا للعلبقة التالية: ثم نقوـ ب
 التكلفة الحدية الخلية الفارغة

X12 E12=2-0-2=0 
X22 E22=5-2-3=0 
X23 E23=5-2-3=0 
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X13 E13=2-2-0=0 
X41 E41=5-0-5=0 
X42 E42=7-2-5=0 

أو معدومة فاف ابغل الأولي بيثل ابغل الأمثل بؽذه ابؼسألة حيث يتم بسوين ابؼراكز  بالشكل  موجبة  Eijبدا أف كل قيم 
 :التالي

 
 الوحدات                                  مراكزال

                                                                                     
 قيمة الدالة      

                                                                                           

 
 

 
 
 
 . ابهاد حلتُ بديلتُ: 2

   X42و X22للخلبيا الفارغة على وجود حلوؿ بديلة للمسألة  ، وسنختار ابػليتتُ Eijتدؿ القيمة الصفرية لػ 
 وانطلبقا من كل  واحدة منهما نشكل مسار مغلق ،ليكوف البديلتُ كالتالي:

 الأوؿ: البديل
ai أوؿ ثاني ثالث  
 

600 
2 

 

2 

 

0 

600 
 أولى

 
200 

5 

 

5 

200 

3 

 
 ثانية

 
900 

6 

250 

6 

450 

4 

200 
 ثالثة

 
  300  

7 

300 
7 5 

 رابعة

 
2000 

 
550 

 
650 

 
800 bi 

 أول الأولى

 ثاني الثانية

 ثالث الثالثة

600 

200

0 
6
5
0 

Z=211900 

87400 

67600 

250 

56900 

 الرابعة

300 
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MaxZ=(600*110)+(200*105)+(200*106)+(450*104)+(250*104)+(300*103)=211900 
 

 البديل الثاني:
ai أوؿ ثاني ثالث  
 

600 
2 

 

2 

 

0 

600 
 أولى

 
200 

5 

 

5 

 

3 

200 
 ثانية

 
900 

6 

550 

6 

350 

4 

€ 
 ثالثة

 
  300  

7 

 
7 

300 
5 

 رابعة

 
2000 

 
550 

 
650 

 
800 bi 

 
MaxZ=(600*110)+(200*107)+(350*104)+(550*104)+(300*103)=211900 
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          II . مقترحة:تمارين  
لدى مؤسسة الفجر ثلبث وحدات انتاجية وقد كانت ابؼعلومات ابؼتعلقة بالطاقة الانتاجية   :التمرين الأوؿ 

 الشهرية بؽم وكذا تكاليف الانتاج للوحدة الواحدة موضحة في ابعدوؿ التالي:
 تكلفة الانتاج للوحدة الطاقة الانتاجية الشهرية الوحدات الانتاجية

A 1300دج1000 طن 
B 1000دج1000 طن 
C 750دج1050 طن 

 طن ماعدا المحزف الأوؿ400شهر بػ الوحدات الثلبث مكلفة بتموين بطسة بؿازف حيث قدرت طاقة كل بؿزف في ال
 :طن بالشهر، كما أف تكاليف النقل للوحدة الواحدة من الوحدات الى ابؼخازف ىي800فهي 

 E1 E2 E3 E4 E5 دات/المحازفالوح
A 30 60 50 130 100 
B 80 50 40 100 80 
C 100 70 100 30 20 

 باستخداـ طريقة ابغجر ابؼتنقل. : برديد أفضل خطة لتموين ابؼخازف بأقل تكلفةالمطلوب
الدراجات وقد كانت ابؼعلومات ابؼتعلقة بالطاقة الانتاجية  لإنتاجبستلك مؤسسة مصنعتُ  :التمرين الثاني: 

 الشهرية في الوقت الربظي بؽما وكذا تكاليف الانتاج للدراجة الواحدة موضحة في ابعدوؿ التالي: 
 تكلفة الانتاج للدراجة الطاقة الانتاجية الشهرية 
 دج/دراجة100 دراجة A 600المصنع 
 دج/دراجة107 دراجة B 900المصنع 

ينتجو في  كما تستخدـ ابؼؤسسة الوقت الاضافي في كلب ابؼصنعتُ حيث ينتج كل مصنع في الوقت الاضافي ثلث ما
 Aدج عن الوقت الربظي بالنسبة لػ 3أما تكاليف الانتاج للدراجة الواحدة في الوقت الاضافي فتزيد بػ  الوقت الربظي،

 . Bدج عن الوقت الربظي بالنسبة لػ 1وتزيد بػ 
ىذين ابؼصنعتُ مكلفتُ بتموين ثلبث مناطق حيث قدرت تكاليف النقل للدراجة الواحدة من ابؼصنعتُ الى ابؼناطق 

 الثلبث كما يلي:
 جنوب غرب شماؿ من  /  الى

 دج/دراجة13 دج/دراجة19 دج/دراجةA 15المصنع 
 دج/دراجة10 دج/دراجة16 دج/دراجةB 12المصنع 

 :وقد قدر حجم الطلب في ابؼناطق الثلبث وكذا سعر الدراجة الواحدة في كل من ىذه ابؼناطق كالتالي
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 سعر البيع حجم الطلب 
 دج/دراجة225 800 شماؿ
 دج/دراجة227 650 غرب
 دج/دراجة221 550 جنوب

 .تعظيم ابصالي الربح بؽذه ابؼؤسسةػ  المطلوب:
 حل بديل للمسألة اف وجد.ػ ابهاد            
( حيث قدر  P1 .P2.P3ثلبث أنواع من ابؼنتجات ) بإنتاجتقوـ احدى ابؼؤسسات   التمرين الثالث: 

 وحدة أما النوعتُ الاخرين فانو:300بػ  P1انتاجها الثلبثي من ىذه السنة من 
 دج للوحدة.60والربح ابؼتوقع منها ىو  M2كغ من 2و M1كغ من 6تستهلك  P2وحدة واحدة من  لإنتاج -
والربح ابؼتوقع منها ىو M 3كغ من1و  M2كغ من 5و M1كغ من 4تستهلك  P3وحدة واحدة من  لإنتاج -

 دج للوحدة.150
بيكن انتاج ابؼنتجات في ثلبث  .و طن على التوالي1طن، 6طن ،8الكميات ابؼتاحة من ابؼواد الأولية تقدر بػ  -

وحدة،كما أف تكلفة انتاج الوحدة 500-600-700(طاقتها الانتاجية على التًتيب ىي: 3،2،1)ورشات 
 الواحدة من بـتلف ابؼنتجات ضمن بـتلف الورشات ىي كما يلي:

 P1 P2 P3 الورشات / المنتجات
 1الورشة 
 2الورشة 
 3الورشة 

5 
6 
4 

8 
3 
5 

7 
6 
4 

لا بيكنها انتاج ابؼنتوج  2 ابؼنتجات على الورشات اذا علمت أف الورشةابهاد أفضل خطة انتاجية لتوزيع  المطلوب:
P2 . بؽذا الثلبثي 

تستعمل مؤسسة النصر وحداتها الانتاجية الثلبثة لتلبية طلبات زبائنها بواسطة بـزنتُ كبتَين  التمرين الرابع: 
 ، حيث يتم نقل السلع من الوحدات الانتاجية الى ابؼخزنتُ ثم الى الزبائن .

تُ طن على التًتيب  ، أما طاقة ابؼخزن12، 10، 6( بػ A1, A2, A3تقدر الطاقات الانتاجية للوحدات الثلبثة )
E1 ,E2  طن على التًتيب ، في حتُ أف احتياجات الزبائن 18، 15فهي(Z,Y,X,W,V :فهي على التوالي )

 طن . 10،6،5،4،3
 و يوضح ابعدولتُ التاليتُ يوضحاف التكاليف ابؼتعلقة بنقل السلع من الوحدات الانتاجية الى ابؼخازف ثم الى الزبائن:

 V W X Y Z 
E1 2 7 5 8 3 
E2 2 8 3 6 5 
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 E1 E2 
A1 5 6 
A2 3 3 
A3 4 5 

بتطبيق طريقة  ابهاد ابغل الأمثل الذي بىفض تكاليف نقل السلع من الوحدات الانتاجية الى الزبائن  المطلوب:
 .التوزيع ابؼعدؿ.

(  لإنتاج التلفزيونات ابؼلونة A.Bابؼؤسسة الالكتًونية للصناعات الالكتًونية بؽا وحدتتُ)التمرين الخامس:  
و الكميات التي تكوف قادرتتُ على انتاجها و تسويقها وكذا تكاليف الانتاج للتلفاز الواحد موضحة في ابعدوؿ  ،

 التالي:
 تكاليف الانتاج طاقة الانتاج البياف
 دج150 تلفازA 200الوحدة 
 دج120 تلفازB 220  الوحدة

تلفاز على 250،350حيث تقدر طاقات استقباؿ كل منهما  Y,Xىاتتُ الوحدتتُ مكلفتتُ بتموين منطقتتُ 
 التًتيب ، أما تكاليف النقل للتلفاز الواحد من الوحدتتُ الى ابؼنطقتتُ تظهر في ابعدوؿ التالي: 

 Yالمنطقة  Xالمنطقة  من/ الى
 دج40 دجA 50الوحدة 
 دج40 دجB 30  الوحدة

 منتوجها ، تدرس ادارة ابؼؤسسة اقتًاحتُ بنا :ابؼطلوب: من أجل تلبية الطلب الابصالي على 
  الاقتًاح الأوؿ: استخداـ الوقت الاضافي بالوحدةA  علما أف ابصالي تكاليف التلفاز الواحد في الوقت ،

 دج عن الوقت العادي.30الاضافي تزيد بػ 
  الاقتًاح الثاني: استخداـ الوقت الاضافي بالوحدةB  ،از الواحد في الوقت علما أف ابصالي تكاليف التلف

 دج عن الوقت العادي.40الاضافي تزيد بػ 
 حدد أفضل اقتًاح يسمح بتلبية الطلب بأقل التكاليف.
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 غير الخطيةحوؿ البرمجة تمارين 
 I.تمارين محلولة: 
من أجل   أـ مقعرة أوجد الشعاع ابؼتدرج و ابؼصفوفة ابؽيسية للدواؿ التالية ، و ىل ىي بؿدبةالتمرين الأوؿ:  

 ؟ : x1كل قيم 
F(x) = x1

2+x2
2 

F(x) = x1
2+x2

2+ x3
2 

F(x) =( x1-2)4+ (x1+2x2)2 

 الحل:
 دالة: f(x)= x1

2+ x2
2  

 الشعاع ابؼتدرج للدالة: 
f=   2x1         

2x2 

 ابؼصفوفة ابؽيسية للدالة: 
Hf(x)=      f(x) =  2     0  

                   0     2                                                 
  0>4-0بؿددة موجبة لأف : ابؼصفوفة ابؽيسية في ىذه ابغالة  الشعاع ابؼتدرج ينعدـ من أجل الشعاع ابؼعدوـ ،و  اف

 وبالتالي بيكن القوؿ بأف  الدالة مقعرة و ليست بؿدبة.
  : دالةf(x)=x1

2+x2
2+x3

2 
 الشعاع ابؼتدرج للدالة:

f=    2x1 

2x2                                                                                               
2x3                                                                                              

 ابؼصفوفة ابؽيسية للدالة:
Hf(x)=      f(x) =  2     0       0 

0     2      0                                             
0      0     2                                             

في ىذه ابغالة شبو بؿددة موجبة ، فاف  بدا أف الشعاع ابؼتدرج ينعدـ من أجل الشعاع ابؼعدوـ و  ابؼصفوفة ابؽيسية
 .مقعرة f الدالة
  :دالةf(x)= (x1-2)4+ (x1+2x2)2 
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 الشعاع ابؼتدرج للدالة:
f= 4(x1-2)3+2(x1-2x2)  

-4(x1-2x2) 
 ابؼصفوفة ابؽيسية للدالة:

          Hf(x)=  12(x1-2)
2
    -4 

 -4       8                                                       
 و بؼعرفة ما اذا كانت ابؼصفوفة بؿددة موجبة أو سالبة نستعمل طريقة المحددات

|H1(x)|= 12(x1-2)2+2>0 
|H2 (x)|= 96(x1-2)2+16-1696( x1-2)2>0 

 بؿددة موجبة، ما يعتٍ أف الدالة مقعرة. Hوماداـ المحددات موجبة ، فهذا يدؿ على أف ابؼصفوفة 
 

 حدد الأمثلية  لدالة التعظيم التالية:  التمرين الثاني:  
Z=xe-x2 

 الحل:
 ابؼشتقة ابعزئية الأولى:

F(x)=e-x2-2x2e-x2=e-x2(1-2x2) 
قيم دالة ابؽدؼ عند الأربعة  غتَ بؿددة  فتكوف xو حيث أف  x=±12، و بزتفي فقط عند xو تعرؼ لكل قيم 

 النقاط التالية:


 12 -12 - X 
0 0.429 -0.429 0 F(x) 

 
 z= 0.429و تكوف  =12 xفاف ابغد الأعلى الشامل يوجد عند ،و بالتالي

 
 :دالة التعظيم التالية ليكن لديناالتمرين الثالث:  

MaxZ= -x1-x2-x3 

X1       :    في لل قيدين بنا  
2+ x2=3 

X1+3x2+2x3=7 
 ابؼطلوب: ابهاد ابغل الأمثل للبرنامج بطريقة لاغرانج.
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 الحل: 
 تأخذ دالة لاغرانج بؽذا البرنامج الشكل التالي:

L(x1,x2,1,2)= -x1-x2-x3+1(3- X1
2-x2)+2(7-x1-3x2-2x3) 

 
 ىو انعداـ ابؼشتقات ابعزئية الأولى للدالة : و يكوف الشرط اللبزـ لتعظيم دالة لاغرانج

L/x1=-1-21x1-2 =0 
L/x2=-1 -1-32=0 
L/x3=-1-22=0      
L/1 = 3-x1

2 -x2=0 
L/2 = 7-x1 -3x2 -2x3=0 

 و بعد التعويضات و اجراء ابغسابات بقد ابغل  الأمثل ىو: 
Z=1.875, 2= -0.5 , 1=0 .5, x1=-0.5, x2=2.75, x3=-1.875 
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           II.:تمارين مقترحة 
 أوجد الأمثلية المحلية و الشاملة للدواؿ التالية: التمرين الأوؿ: 

F(x) =x3-6x2+9x+6 [3،0]ضمن المجاؿ 
F(x)= x4-4x3+6x2-4x+1  0]ضمن المجاؿ ، [ 

F(x)= x+x-1  ضمن المجاؿ]-،0] 
 

 دالة ابؽدؼ على الشكل التالي:لتكن لدينا التمرين الثاني:  
F(x)= 2x1

2+ 3x2
2-2x1x2+x1+x2 

 مقعرة. fاثبات أف الدالة  ابؼطلوب: 
 

 لتكن لدينا دالة ابؽدؼ على الشكل التالي:  التمرين الثالث: 
F(x)= x1x2 -x1

2-x2
2  

 .دبةبؿ fاثبات أف الدالة  ابؼطلوب: 
 

 ابػطي التالي: ليكن لدينا البرنامج غتَالتمرين الرابع:  
MinZ= x1x2 +x3                         

X1
2+ x2

2+ x3
2= 1 

X1,x2, x3≥ 0 
 ابؼطلوب: ابهاد ابغل الأمثل بطريقة لاغرانج.

 
 ليكن لدينا البرنامج غتَ ابػطي التالي:التمرين الخامس:   

MaxZ= x1
2

 +x2x3                        

4x1
2+ x2

2+ = 16 
2x2+ 3x3= 25 
X1,x2, x3≥ 0 

 ابؼطلوب: ابهاد ابغل الأمثل بطريقة لاغرانج.
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