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 المقدمة :
، تتناول عدة متحولات كمية أو نوعية أصبحت العموم المختمفة،  تإن الأبحاث الحديثة في مجالا   

ن معالجة وينتج عنيا بيانات متعددة  لى ظيور فرع جديد في الإحصاء المتعددة أدت إالبيانات ىذه . وا 
ن ىذا و  ،(Multivariate Statistical Analysis) لتحميل الإحصائي متعدد المتغيراتاىو  ا 

د البيانات المتعددة، وتحدي تمك اربلتوصيف وتحميل واختمتطورة التحميل يقدم لمباحثين طرائق إحصائية 
 التحكم بيا .تيا و إدار  من أجل العمل عمى االعلاقات بينيا والتنبؤ بسموكي

ن التحميل الإحصائي متعدد المتغيرات ىو تعميم لمتحميل العادي لمتحول واحد أو ويمكن القول أ   
  .الطيران في الفضاء  إلى ينقل من السير عمى الطريق يلميذا التحب عندما يعمل الإنسانلمتحولين، و 
ني عندما   الضياع فيو ، خوفاً من ت ،ترددت في الإقدام عميو ا الفضاءطمعت عمى بعض جوانب ىذاوا 

ومعتمداً عمى وسائمي العممية اللازمة  ولكني قررت أخيراً أن أدخل إليو متسمحاً بمعارفي الرياضية
لأضعو بين أيدي الباحثين العرب للاستفادة منو في المتوفرة، وأن أقوم بتأليف كتاب مرجعي عنو، 

في جميع المجالات الحياتية والاقتصادية والاجتماعية تطبيق طرائقو المختمفة ، من خلال أبحاثيم العممية 
 ، وآمل أن أكون قد وفقت في ذلك.. الخ.والبيولوجية والطبيعية

 وىي كما يمي: ،فصلاً  23خمسة أجزاء تتضمن  ورأيت أن أصنف موضوعات ىذا الكتاب ضمن
 المصفوفات )فصلان( .قضايا الجزء الأول: 

 فصول( . 7ني: الاستدلال الإحصائي )الجزء الثا
 فصول( . 3المتعدد والارتباط القانوني ) الخطي الجزء الثالث: الانحدار

 فصول( . 4الجزء الرابع: التحميل العاممي )العواممي( )
 فصول( . 7الجزء الخامس: قضايا التمييز والتصنيف )

 تإذا كان ،بدراسة ىذا التحميل وفيمو وتطبيقووىنا أود أن أطمئن القارئ الكريم بأنو يستطيع أن يقوم    
بقضايا  عامةبنظرية الاحتمالات والإحصاء الرياضي، ودراية  عامةومعرفة  ،لديو خمفية رياضية بسيطة

 ،لقضايا المصفوفات منو الجزء الأول خصصأأن  تالمصفوفات وقيميا الذاتية...الخ. لذلك رأي
وكيفية الحصول عمى قيميا وأشعتيا  والتعريف بخواص العمميات المعرفة عمييا أنواعيالاستعراض 

، دخول إلى فصول التحميل المتتاليةقبل ال ة ىذا الجزء صح القارئ الكريم أن يبدأ بمراجعنوأ .الذاتية
في مستيل كل  توضعالفصول المختمفة ولتسييل فيم الأفكار الواردة في والعودة اليو عند كل حاجة. 

بعدد من الأمثمة التطبيقية لتوضيح معاني  توفصل تمييداً خاصاً لشرح بعض المفاىيم اللازمة لو، ثم دعم
 كيفية تطبيقيا عمى المشكلات الحياتية الفعمية . توشرحفيو الطرائق الرياضية المستخدمة 

ني إذ أقدم ىذا الكتاب لمباحثين العرب وأنشره ليم عمى عدة مواقع  ولا  الكترونية، لا أدعي فيو كمالاً وا 
لم  نقصتداركو، وعن أي لم أ سيووأعتذر من القراء الكرام عن أي خطأ لم ألاحظو، وعن أي  ،شمولاً 
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حتى أتمكن من تصحيح تمك اليفوات  ،ني بآرائيم فيو وبملاحظاتيم عميووآمل منيم أن يوافو ، أعالجو
 الاستفادة منو .المتوقعة . كما أرجو منيم الإشارة إليو عند 

وىم السادة الدكاترة:  ىذا الكتاب تدقيق ونشرالجزيل لمزملاء الذين ساعدوني في وختاماً أتقدم بالشكر    
 عبد اليادي الرفاعي، محمد عكروش، أيمن العشعوش، عز الدين حيدر، طالب أحمد، فادي خميل،

الدكتوراة: لمى منلا، علا خدوج ، ولطلاب  العمي، رسلان ياسر عموش، وسيم أحمد،  ،محمود حسين
 تقان .ا  التي قامت عمى طباعتو بكل صبر و  أخص بالشكر الآنسة سوزان صقركما  خضر عكاري،

 
 والله من وراء القصد

 
 11/02/2020اللاذقية في 

 
 المؤلف                                                                            

 أ. د. إبراىيم محمد العمي 
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 الفصل ال ول
 المصفوفات والعمليات المعرفة عليها

 

  الأشعة : : 1-1
صيا اتمعب الأشعة والمصفوفات دوراً كبيراً في التحميل متعدد المتغيرات. وبدون أن نشرح أنواعيا وخو 

 :لتالينعرضيا وفق ا
 المتعدد  تعريف الشعاع: يتألف الشعاعX نرمز ليا بـ كمية من عدة متحولات               ، 

   كما يمي:                                Xعمى شكل عمود  ونكتبيا        

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

 لذي يكتب عمى شكل سطر كما يمي:،ا   بـكما نرمز لمنقولو 
   [                 ]                                                  

لمركباتو  )وسنرمز رموز مماثمةبمشابية و  علاقةب   في الفضاء  X البسيط)العددي( ويعرف الشعاع
 نعرف مربع طولو من خلال الجداء الشعاعي التالي: ذلك . وبناءً عمى(   بـ  العددية

‖ ‖                      [

  

  

 
  

]    
         

  

 مساوياً لـ : ‖ ‖بذلك يكون طولو و 
‖ ‖  √     √  

         
                                        

ن القيم العددية ليذه المركبات تمثل إحداثيات النقطة  *   ، فإذا كان  في الفضاء  Xوا 
  

  
+ 

 فإنو يرسم في المستوى كما يمي :

1X

2x

2X

1x

X

e

CX

1

2e

1e

 
 ( تمثيل وتمديد وتقميص الأشعة في المستوى1-1الشكل )
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، كما يمكن تحويل CXفنحصل عمى الشعاع  ،Cبضربو بثابت  Xويمكن تمديد وتقميص الشعاع 
 ، X، الذي يكون طولو مساوياً لمواحد ويكون اتجاىو باتجاه  إلى الشعاع الواحدي الممعير  Xالشعاع 

 .   عمى طولو  Xبتقسيم مركبات   (، ونحصل عمى مركبات 1-1كما في الشكل )
 نقوم بما يمي: Xمن الشعاع   مركبات الشعاع الواحدي ولمحصول عمى 

 ( كما يمي:2-1من العلاقة ) Xنحسب طول الشعاع  -1

   √     √  
    

    
      

  ‖ ‖ 
 فنحصل عمى الشعاع الواحدي الممعير التالي:   عمى طولو  Xثم نقسم كل مركبة من مركبات   -2

             

[
 
 
 
 
 
 
  

  
  

  

 
  

 

  ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

                                                     

 ولمتأكد من أن طول ىذا الشعاع يساوي الواحد نجد أن :

‖ ‖     √     √(
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

   (
  

  
)
 

   

 في التعبير عن الحمول المختمفة في التحميل متعدد المتغيرات ويدخل في  ويستخدم الشعاع الواحدي 
 .حساب الأشعة الذاتية لممصفوفات

 :إذا كان  خاصة التعامدX وY  شعاعان متعامدان )في نفس الفضاء( فإن جداءىما السممي يساوي
 متعامدان فإن: Yو Xالصفر، أي إذا كان 

                                                                                
 داء عمى الشكل التالي:ويمكن كتابة ىذا الج

                                                        
 غير متعامدين فإن جداءىما يساوي: Yو Xأما إذا كان 

                                                                            
 ىي الزاوية المحصورة بينيما .  حيث أن 

 :خواصياات و المصفوفأنواع :  1-2

  تعريف المصفوفة: تعرف المصفوفة بأنيا جممة من الأعداد الحقيقية أو المركبة، الموضوعة عمى
عموداً، ونرمز ليا بالرمز  nسطراً و pشكل أسطر وأعمدة ضمن مستطيل )أو مربع( مؤلف من 

 ( ونكتبيا كما يمي:Aالمصفوفة  (order)مرتبة     سمى ي، )و     
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             [

          

          

    
          

]                                                 

  منقول المصفوفةA ويتم الحصول عميو باستبدال أسطرىا بأعمدتيا أو أعمدتيا    : ونرمز لو بــ
      ونرمز ليا بـ       من المرتبة جديدة بأسطرىا. فنحصل عمى مصفوفة

  

  :وذلك بجمع أو ، يمكن أن نجمع أو نطرح أي مصفوفتين إذا كانتا من نفس المرتبة الجمع والطرح
 ثالثة من نفس المرتبة كما يمي :طرح عناصرىما المتقابمة، فنحصل عمى مصفوفة 

                                                                  

  ،الضرب: يمكن ضرب أي مصفوفتين إذا كان عدد أعمدة الأولى )اليسرى( يساوي عدد أسطر اليمنى
ب كل سطر من من جراء ضر عمى الترتيب ، وبتم حساب عناصرىا فنحصل عمى مصفوفة جديدة 

 الأولى بعمود من الثانية )ضرب أشعة( كما يمي:
                                                                  

  المصفوفة.القسمة:إن عممية القسمة عمى المصفوفات غير معرفة وتستبدل بالضرب في مقموب 

 : وليا عدة أنواع ىي:المصفوفات المربعة1-2-1-

التي تكون قيمة  A(: وىي المصفوفة المربعة unsingularالمصفوفة النظامية )غير الشاذة  -
 :ن محددىا )انظر المحددات لاحقاً(غير معدومة . أي التي يكو  | |محددىا 

| |                                                                               
 مستقمة عن بعضيا البعض .تكون المصفوفة  وىذا يعني أن أعمدة )أو أسطر(

 | |التي تكون قيمة محددىا  A(: وىي المصفوفة المربعة singular)المصفوفة الشاذة  -
 معدومة . أي التي يكون محددىا )انظر المحددات لاحقاً(:

| |                                                                                
 مستقمة عن بعضيا البعض .غير تكون وىذا يعني أن أعمدة )أو أسطر( المصفوفة 

 المربعة مقموب المصفوفة A تحقق العلاقة التالية:مربعة وىو مصفوفة     : ونرمز لو بـ 

                                                              
 من العلاقة:    . ويتم حساب  )انظر لاحقاً(  من مرتبة ىي المصفوفة الواحدية  Iحيث 

    
 

| |
    

 مع تناوب الإشارة . Aىي منقول المصفوفة المساعدة المؤلفة من مصغرات المصفوفة    حيث أن 
  ،المصفوفة المتناظرة: ىي مصفوفة مربعة تكون عناصرىا المتناظرة بالنسبة لقطرىا الرئيسي متساوية

 أي يكون فييا : 

                                                                          
 .     متناظرة فإن  Aومن التعريف نستنتج أنو إذا كانت 
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 واقعة خارج قطرىا الرئيسي معدومةالمصفوفة القطرية: وىي مصفوفة مربعة تكون جميع عناصرىا ال .
 حيث أن :     ونرمز ليا بــ 

     [

      
      
      
      

]                                        

ن عناصر قطرىا  ونشير ىنا إلى أن مقموب ىذه المصفوفة القطرية يساوي مصفوفة قطرية أيضاً، وا 
 الرئيسي تساوي مقاليب عناصر المصفوفة القطرية الأصمية . أي أن:

    
   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
   

 
 

   
  

  
 

   
 

   
 

   ]
 
 
 
 
 
 
 
 

                                              

  المصفوفة الواحدية: ونرمز ليا بــI  ،وىي مصفوفة قطرية وتكون عناصرىا القطرية تساوي الواحد
 ونكتب ذلك عمى الشكل :

  [
   
   
   

]                                                                

 .     وأن:       ن: أ( نستنتج 15-1ومن )
  المصفوفة المتعامدة : ونرمز ليا بـQ  وىي التي تكون الأشعة المؤلفة لأعمدتيا متعامدة، وىي تحقق

 العلاقة التالية:

                                                                              

 ( نستنتج أن:11-1ومنيا ومن العلاقة )
                                                                                             

 .   يساوي منقوليا    مقموب المصفوفة المتعامدة    أي أن 
 وتتميز ىذه المصفوفات بأن جداءات الأعمدة فييا معدومة )لأنيا متعامدة( أي أن:

  
                                                                                  

  :المصفوفة قول عننالمصفوفة المتعارضة C  0و 1إنيا متعارضة إذا كانت عناصرىا مؤلفة من 
 ثل:، وكانت أسطرىا مستقمة ملواحدا يساويمجموع عناصر كل سطر فييا  وكان

  [
     
     
     

]                          [
     
     
     

] 
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 خواص العمميات عمى المصفوفات : : 1-3

 eوكان     مصفوفات من نفس المرتبة  Cو Bو Aخواص عمميات الجمع والطرح: إذا كانت  -أ 
 ، فإنيا تحقق الخواص التالية:نيعددين حقيقي dو

                                
                 

                         
                                             

                    
                              
                        

                                                   

فإنيا  ،عدداً  eمتوافقة في المراتب لإجراء الضرب، وكان  Cو Bو Aخواص الضرب: إذا كانت   -ب 
 :( يامقموببغير معرفة وتستبدل بالضرب   )إن عممية القسمة عمى مصفوفة تحقق الخواص التالية

                             
                                           
                                         
                             

                                          

 (ولكن بصورة عامة)                                            
 عدد                                                
                                                                      

                                                                

                          

إنيما تحققان ، أي مصفوفتان متوافقتان في الجمع والضرب  Bو Aخواص المنقول : إذا كانت  -ج 
 فإن : ،لذلك الشروط اللازمة

                                                    

(عدد  )                                                                                

                                              (الجداء معكوس)                                      
                                                                                                                  

 

 بالمصفوفات المربعة:مشروطة  اص و خواص المقموب : وىي خ -د 

ذا كانتا متوافقتان من حيث ، و    و    فيكون ليما مقموبان  نمربعتين ونظاميتي Bو Aإذا كانت  ا 
 فإنيما تحققان الخواص التالية : ،الضرب 

                
                             

                                                               

                               (الجداء معكوس)                                               
                                                                                                       

         
 

 
                               (عدد  )                                         
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 المحددات )المعينات(::  1-4

 يعرف المحدد عمى المصفوفات المربعة فقط ، وىو عدد يعبر عن قيمة كامل المحدد تعريف :
حسب الأسطر أو الأعمدة وحساب  المحدد ، ويمكن حساب قيمتو بنشر| |المصفوفة، ويرمز لو بــ 

 .المعروفةائق ر حسب الطالجداءات اللازمة 

  خواص المحددات )المعينات( : إذا كانتA وB  فإن     تبة مصفوفتين مربعتين من المر
 محددييما يحققان الخواص التالية:

   | |  |  |               
  |   |  | |  | |

                                                                            

  |  |   عدد حقيقي                                                                           | |   
  |     |                                                                                                   

 

  |     |  | |  |   |                                                                         

  |   |  
 

| |
        | |  

 

|   |
                                                               

 

| |  عناصر أحد الأسطر أو الأعمدة معدومة فإن:  تإذا كان                                           
| |    فإن: متناسبة عمودين( أو سطرين)  عناصر تإذا كان                                            
 شاذة . Aوعندىا تكون المصفوفة   
 : رتبة المصفوفة المربعة أو المستطيمة : 1-5

أكبر عدد من الأسطر المستقمة خطياً فييا )باعتبارىا أشعة(،  يحسب الأسطر ى Aإن رتبة المصفوفة 
ن رتبة المصفوفة   أكبر عدد من الأعمدة المستقمة خطياً فييا )باعتبارىا أشعة(  يحسب الأعمدة ى Aوا 
ريف ع. ويدخل مفيوم الرتبة في تحسب الأسطر = رتبة المصفوفة حسب الأعمدة Aإن رتبة المصفوفة 

إذا كانت رتبتيا  (unsingular)تكون المصفوفة المربعة نظامية المصفوفات النظامية وفق التالي: 
 تساوي عدد أسطرىا )أو عدد أعمدتيا( .

  تعريف: إننا نقول عن المصفوفة المربعةA تقتضي أن     لمعادلة بأنيا نظامية إذا كانت ا ،
 .     يكون

ذا لم تنجح المصفوفة   . (singular)في أن تكون نظامية فإنيا تسمى مصفوفة شاذة  Aوا 
 يمكن كتابتيا كما يمي:       وىنا نلاحظ أن المعادلة

            

[

          

          

    
         

][

  

  

 
  

]
                              

 . Aىي الأشعة العمودية في    ..و   و   حيث 
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   ، أي ان الأشعة      جميع  حقق إلا إذا كانتت( لا ت24-1) المعادلة و إذا كانتوىذا يعني أن
ن المصفوفة تكون   . nمن المرتبة تكون مستقمة عن بعضيا البعض وا 

    من المرتبة  Bفإنو يوجد مصفوفة وحيدة     مصفوفة مربعة نظامية من المرتبة  Aإذا كانت 
 لدينا: أيضاً بحيث يكون

                                                                            
ونكتب     ونرمز ليا بـ Aبمقموب المصفوفة  B، وعندىا تسمى المصفوفة     من المرتبة   حيث 

 ذلك كما يمي:
                                                                                    

  خواص رتبة المصفوفة(rank)  وىي تختمف عن مرتبة المصفوفة :(order) وتعرف الرتبة بأنيا ،
 . A تساوي أكبر عدد من الأعمدة )أو الأسطر( المستقمة في

، وفي ىذه الحالة يكون    كاممة، إذا كانت رتبتيا     وتكون رتبة المصفوفة من المرتبة 
| |محدد المصفوفة   Aبالنسبة لممصفوفات المستطيمة أما موجوداً .     ، ويكون المقموب   

 أي أن:،  mأو  nأصغر العددين أو تساوي أقل  تكون فإن رتبتيا،     من المرتبة 
                                                                              

من اليسار أو اليمين بأية مصفوفة  Aومن خواص الرتبة إنيا لا تتغير إذا تم ضرب المصفوفة 
 . eأو بأي عدد حقيقي  Bنظامية 

 ومن أىم خواصيا ما يمي:
                                                                     
                                                                                                             
                                               (    موجود)                                        
                                     (  نظامية)                                       

                                              متكافئتين فإن: Bو Aإذا كانت         
 مربعة ونظامية فإن :     مربعة ونظامية و     إذا كانت         

                                                                                                     
 ---7مصفوفة قطرية فإن رتبتيا تساوي عدد العناصر القطرية غير المعدومة فييا  Aإذا كانت        

| |لأن  nفإن رتبتيا تكون كاممة وتساوي     نظامية من المرتبة  Aإذا كانت             -8 
 يكون موجوداً .    ولأن   
  (trace)أثر المصفوفة: :  1-6

 يساوي:ىو و       ونرمز لو بـ       ىو مجموع عناصرىا القطرية  Aإن أثر المصفوفة المربعة 

      ∑   
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 :إذا كانت  خواص أثر المصفوفةA وB  وكان     من المرتبةe :عدد حقيقي فإن 
                                                                                                          
                                                                                               
                                   (الجداء  معكوس)                                      
                                (   نظامية)                                   

           ∑∑   
 

 

   

 

   

                      (مجموع مربعات عناصر  )                    

 :(singular)المصفوفات الشاذة القيم الذاتية و : 1-7

 لنفترض أنو لدينا المعادلة النموذجية التالية :
                                                                                 

 لإيجاد حمول ليذه المعادلة نكتبيا كما يمي:
[    ]                                                                             

مصفوفة  [     ]( فإنو يجب أن تكون المصفوفة    وحتى تتحقق ىذه المعادلة )بفرض أن 
 شاذة وأن يكون محددىا مساوياً لمصفر، أي يجب أن يكون لدينا :

|    |                                                                                          
 . A ممصفوفةوتسمى ىذه المعادلة بالمعادلة المميزة لــ

، نقوم بإيجاد جذورىا  وبعد نشر ىذا المحدد نحصل عمى معادلة مؤلفة من كثير حدود بالنسبة لــ 
أو ما يسمى بالقيم الذاتية لــ  Aفنحصل عمى ما يسمى بالجذور الكامنة لممصفوفة  ،الجبرية ونرتبيا تنازلياً 

A  ، نكتبيا كما يميو: 
                                                                              

 : ( فنحصل عمى أن29-1) ثم نعوض ىذه القيم الذاتية واحدة بعد الأخرى في المعادلة الأساسية
[    ]                                                                                        

 :ونرمز ليا بما يمي ، المقابمة لتمك القيم الذاتيةXنقوم بحميا فنحصل منيا عمى الحمول الخاصة 
                                                                                                   

 واحد( التالية:يساوي اليا كل من طولالتي ثم نقوم بمعيرتيا فنحصل عمى الحمول الممعيرة )
                                                                                             

ول الحمأحد تمك (، لنأخذ 28-1وعندىا نجد أن كل من ىذه الحمول يحقق المعادلة النموذجية الأولى )
                  نعالجو كما يمي:( ثم 28-01ونعوضو في العلاقة     وليكن الحل

  نضرب الطرفين من اليسار بـ 
‖  ‖ثم نقسم عمى   

 فنحصل عمى أن:  
  
            

        ‖  ‖
                                     

  
 

‖  ‖
   

  

‖  ‖
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 أن: (28-1)فنجد من المعادلة    أما بالنسبة لمحمول الممعيرة 
                                                                                                               
  
            

                                                           
 

                            ( نجد أن:   34-1( و)33-1وبمقارنة العلاقتين )
  

‖  ‖
 

 

 ( :Pseud Inverce: معكوس المصفوفة )شبو المقموب  1-8
أو      ىي الجذور التربيعية لمقيم الذاتية غير المعدومة لممصفوفة  Aة لممصفوفة لذاتينعمم أن القيم ا

 وفق الصيغة التالية :    من المرتبة  A، ويمكننا أن نكتب أية مصفوفة     لممصفوفة 

         ∑        

 

   

                                         

ن         ، وبذلك يكون Aىي رتبة المصفوفة   حيث أن  ىي مصفوفة من المرتبة  U، وا 
نيا تحقق  ذاتية، التي ىي الأشعة ال           ، والتي أعمدتيا مؤلفة من الأشعة     اليسرى، وا 
، والتي    ىي مصفوفة من المرتبة   ، وأن    من المرتبة   حيث ،        العلاقة 

ن  ،اليمينية لذاتية، التي ىي الأشعة ا           أعمدتيا مؤلفة من الأشعة  تحقق العلاقة   وا 
   ة لذاتيىي المصفوفة القطرية المؤلفة من القيم ا  ، وأن   من المرتبة   ، حيث       
 أي أن: ، Aلممصفوفة 

                       
( عمى شكل Pseud – Inverce )شبو المقموب  Aعمى ذلك تم تعريف معكوس المصفوفة  وبناءً 

 وىو يساوي :   رمز ليا بالرمز الخاص التالي وي   ،   مصفوفة من المرتبة المعكوسة 
            ∑

 

  
     

                                         
أصغر   ‖    ‖الذي يجعل مربع الخطأ التالي:  Xوتستخدم ىذه المصفوفة لإيجاد الحل المثالي 

ن ىذا الحل يساوي :  ما يمكن . وا 
                                                                                       

ذا كانت رتبة و  ن تحميل القيمة ا X، فميس ليذه المسألة حل وحيد بالنسبة لــ nأقل من  Aا  لذاتية ، وا 
 .المذكورلمخطأ ممكنة سيعطينا الحل بأصغر قيمة 

 يتمتع بالخواص التالية: Aإن معكوس المصفوفة 
                  
                  

   (    )
 
     

   (    )
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 : قواعد اشتقاق المصفوفات : 1-9
 تعتمد عمميات اشتقاق المصفوفات عمى القواعد التالية :

  قواعد الاشتقاق بالنسبة لممتحولt  : 

  
     

  
 [

       

  
]                                                                 

  
 

  
      

  

  
 

  

  
                                                           

  
 

  
       

  

  
                                                                    

  
      

  
 

  

  
     

  

  
                                                  

 :قواعد الاشتقاق بالنسبة لممصفوفة ذاتيا فيي 

  
 

  
                                                                          

   
      

  
                                                                                    

 

ذا كانت   :فإنمتناظرة  Aوا 

  
 

  
                                                                   

   
 | |

  
                | |                                        

 :    شرط وجود وذلك ب

  
 

  
[  |    |]                                                        

 

 والمسافات :: الصيغة التربيعية  1-11
 الصيغة التربيعية : 

، فإننا نقول عن الجداء Aشعاع من مرتبة               مربعة ومتناظرة وكان  Aإذا كانت 
 ونرمز لو بــ : Xبأنو الصيغة التربيعية لــ        

        
          ∑∑         

 

   

 

   

               عدد    

 ذلك نأخذ المثال البسيط التالي : وكمثال عمى
     [     ] *

      

      
+ *

  

  
+  [     ] *

           

           
+              

        
   

       
      

                                                  

 . حتى مركز الإحداثيات         وىي تعبر عن مربع المسافة الممعيرة من النقطة 
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،   ف الصيغة التربيعية نستعرض تعريف المسافة بين نقطتين في المستوى أو في الفضاء يعر ت وبعد
 وذلك من خلال إحداثيات الشعاع الواصل بينيما .

 ( التالي :2-1كما في الشكل )       في المستوى           لنفترض أنو لدينا نقطة 

2y

1y 1x

2x

2 2x y

1 1x y
2x

 1 2Q y y

P

1X

2X

0

1 2(  x )x

 
 المسافات(: 2-1) الشكل

تساوي حسب نظرية         حتى مركز الإحداثيات           من النقطة         فإن المسافة 
 فيثاغورث ما يمي:

        √  
    

                                                           
 

 تساوي :          إلى النقطة           من النقطة         ولكن المسافة 
        √        

         
                                    
ليما نفس وحدة      و  ، لأنيا تفترض أن (Euclidean)وتسمى ىذه المسافات بالمسافات الإقميدية 

تحسب بنفس تمك الواحدة القياسية )متر(، أما إذا         القياس )متر أو غيره(، وبالتالي فإن المسافة 
)كغ(، فإن المقدار الذي تحت الجذر يصبح    )متر( تختمف عن واحد قياس    كانت واحدة قياس 

 غير قابل لمجمع . وبالتالي تصبح المسافة غير معرفة .
ى متحولين ممعيرين، وذلك وتحويميا إل     و  ولمتخمص من ىذه المشكمة نقوم بمعيرة المتحولين 

، فنحصل عمى متحولين جديدين مجردين من    √  و   √بتقسيم كل منيا عمى انحرافو المعياري 
   واحدات القياس نرمز ليما بــ : 

  

√   
            

  

√   
 

ة بالعلاق    حتى المركز           وبناء عمى ذلك نقوم بوضع تعريف جديد لممسافة من النقطة 
 التالية:

         √  
    

  √
  

 

   
 

  
 

   
                                             

 .  حتى المركز  Pبالمسافة الإحصائية من          وتسمى ىذه المسافة 
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في           و           وبناء عمى ذلك يمكننا تعريف المسافة الإحصائية بين أي نقطتين 
 المستوى وحسابيا من العلاقة :

         √
        

 

   
 

        
 

   

                                           

المسافة  وبصورة عامة يمكننا تعريف،   لنقطةحتى ا P النقطة وتسمى ىذه المسافة بالمسافة الإحصائية من
 بالعلاقة :(           )   و (           )  بين اي نقطتين    الإحصائية في الفضاء

         √
        

 

   
 

        
 

   

   
(      )

 

   

                        

  عمى الترتيب (              ) ىي تباينات المتحولات الإحداثية                    أن حيث
 وىنا نلاحظ ما يمي :

( فإننا نحصل 53-1في المعادلة )                إذا وضعنا الإحداثيات   -1
 :ونحصل عمى المعادلة   في الفضاء     حتى المركز  P من النقطة عمى المسافة

         √
  

 

   
 

  
 

   
   

  
 

   
                                     

، فإننا نحصل                   : وتساوي الواحد إذا كانت التباينات متساوية  -2
 ( .50-1عمى المسافة )الإقميدية( المعرفة في )

(، وربعنا الطرفين فإننا سنحصل 52-1في ) Cمساوية لعدد ثابت          إذا وضعنا المسافة  -3
 عمى المعادلة التالية )في حالة متحولين(:

  
 

   
 

  
 

   
                                                                      

، كما ىو     و   ومحوراه يوازيان المحورين الإحداثيين     وىي معادلة قطع ناقص مركزه المبدأ 
 موضح عمى الشكل التالي:

P

1X

2X

 
 شكل القطع الناقص( 3 -1) الشكل
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ذا كانت قياسات   فإن شكل الانتشار ليما يكون لو الشكل التالي:   مرتبطة مع قياسات    وا 



1X

2X

*

1X*

2X

Q

2x

 
 قطع ناقص( 4-1) الشكل

ذا وضعنا تمك      تعطى بالعلاقة )    حتى المركز  P النقطة وعندىا فإن المسافة من (، وا 
، (4-1)   ع المبين عمى الشكلفإننا نحصل عمى قطع ناقص كالقط Cالمسافة مساوية لعدد ثابت 

فإننا نقوم بتدوير المحاور الإحداثية ، ( 3-1لشكل الانتشار ) شابووحتى نحصل عمى قطع ناقص م
   ، فنحصل عمى محاور جديدة نرمز ليا بـ    إلى اليسار بزاوية قدرىا      و   

    و 
  ، 

 القديمة نستخدم معادلتي التحويل التاليتين :ولإيجاد الإحداثيات الجديدة بدلالة الإحداثيات 
  

                 
  

                
                                              

  ا نحسب تبايني مومني
  و  

   الجديدين ونرمز ليما بـ   
   و  

، وعندىا نجد أن المسافة من نفس  
    النقطة 

     
( التي تأخذ      تعطى بالعلاقة )    ذات الإحداثيات الجديدة إلى المركز    

 الشكل التالي :

         √
  

  

   
  

  
  

   
                                                    

ذا قمنا بتعويض     وا 
     

   وكذلك    
   و  

(، فإننا سنحصل عمى 56 -1( في )55 -1من )  
، وبعد إجراء الإصلاحات المطولة       بدلالة الإحداثيات القديمة           المسافة الجديدة 

  نحصل عمى المسافة الجديدة 
     

 بدلالة الإحداثيات القديمة من العلاقة التالية :  

          √     
                

                                      
من الدرجة  Xلأنو يتضمن حدود لـ  ،أن المقدار الذي تحت الجذر يأخذ صيغة تسمى بالصيغة التربيعية

    و         الثانية ىي 
      

 عمى الترتيب .          و     مضروبة بالأعداد    
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،       غير سالبة لجميع قيم           ىي الأعداد المناسبة التي تجعل المسافة     حيث أن 
 وىي تحدد وتحسب من العلاقات التالية :

    
     

                                 

 
     

                                 
 

 

    
     

                                 

 
     

                                 
 

 

    
        

                                

 
        

                                
        

 

ذا ربعنا طرفي العلاقة )  ويكون لدينا :          ( نحصل عمى مربع المسافة 57-1وا 
                

                
                                          

 ( عمى شكل مصفوفة كما يمي:1-58وىنا نلاحظ أنو يمكن كتابة )
                   *

      

      
+ *

  

  
+                                               

                    وىي الصيغة التربيعية المطموبة                        
ذا وضعنا تمك المسافة مساوية لعدد ثابت   ( تعطينا أن :1-56فإن المعادلة ) Cوا 

  
  

   
  

  
  

   
     

  وىي معادلة قطع ناقص بدلالة الإحداثيات الجديدة 
  و  

   ، ومحوراه يوازيان المحورين  
    و  

  ،
ن ىذا القطع يأخذ نفس وضعية  زاوية قدرىا     و    المذين يصنعان مع المحورين القديمين  ، وا 

   محورين مل ( بالنسبة4-1القطع في الشكل )
    و  

  . 
 ( فإننا نحصل عمى أن:58-1في المعادلة ) Cولكن إذا جعمنا تمك المسافة مساوية لعدد ثابت 

                
                

                                  
( 4-1، كما ىو مبين عمى الشكل )    و    وىي معادلة القطع المذكور بدلالة الإحداثيات القديمة 

 سابق .ال
   في الفضاء    إلى مركز الإحداثيات  Pوبصورة عامة فإنو يمكننا تعريف المسافة من نقطة 

 بواسطة العلاقة التالية:
          √     

       
       

         
             

                                                         
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                              
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 وبتربيع الطرفين يمكن كتابة ىذه العلاقة مصفوفياً كما يمي:

                      [

          

          

    
          

] [

  

  

 
  

]                
 

نعمم العلاقة    الفضاءفي              و             ولحساب المسافة بين نقطتين 
 ( فنجد أن:1-62)

        √                                                        
 

                                                                   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅             
ذا وضعنا ىذه المسافة مساوية لعدد ثابت  ربعنا الطرفين فإننا سنحصل عمى معادلة قطع ناقص ، ثم Cوا 

 كما يمي:
                     

            
              

                     
 

                                                               
  ومحوراه يوازيان المحورين الجديدين  0وىي معادلة قطع ناقص مركزه 

  و  
، المذين يصنعان مع  

 .  الزاوية      و    المحورين القديمين 
 مصفوفياً كما يمي: Qحتى  Pوأخيراً يمكننا كتابة مربع المسافة من 

           [                      ]

[
 
 
 
 
          

          

          

    
          ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
       

       
     

 
       ]

 
 
 
 

           

 كما يمكن كتابتيا عمى شكل الصيغة التربيعية المعممة كما يمي:
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 الفصل الثاني
 الشاذة لمصفوفاتواالقيم الذاتية  قضايا

 

 : تمييد  2-1

نوضح جوىر لقد ظيرت مشكمة القيم الذاتية لممصفوفات عند معالجة المعادلات الخطية المتجانسة. ولكي 
 ىذه القضية دعنا ننطمق من المعادلة الخطية التالية:

                                                                   
 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي:

                                                                  
. ويسمى       ىو الحل الذي يكون فيو  xبسيط ليذه المعادلة بالنسبة لــ ومن الواضح أن الحل ال
يفيدنا في معالجة المسائل العممية المختمفة.  . لأنو لا(Trivial solution)ىذا الحل بالحل التافو 

 . (2-2)أو في العلاقة  (2-1)ويجعمنا نخسر جميع المعمومات المتوفرة في العلاقة 
نفترض أو نشترط أن و ، نستبعده من الحمول الممكنة من الحدوث (x = 0)وحتى نمنع ىذا الحل التافو 

 لأن:  تأخذ قيمة معينة ىي يجب أن    أن معدوماً، وعندىا نجد      يكون المضروب الأول 
                                                              

وعند تعويض ىذه  . (eigenvalue) (2-2)بالقيمة الذاتية )الكامنة( لممعادلة   وتسمى ىذه القيمة لـــــ 
تعطينا لانياية من الحمول المقبولة )المحدودة وغير المعدومة( بالنسبة فإنيا  (2-2)المعادلة القيمة في 

عندما  يساوي الصفر      في  x. وذلك لأن جداء أية قيمة محدودة لــ  xلممتحول المجيول 
      . 

 وكذلك الأمر في حالة المصفوفات المربعة، حيث نجد أنو لو كانت لدينا جممة من المعادلات الخطية كما
 يمي:

                     

                     

                     

                                           

 فإنو يمكننا كتابتيا بدلالة المصفوفات والأشعة كمايمي:
 

[

         

         

         

] [

  

  

  

]    [

  

  

  

]                                    

 والتي يمكن كتابتيا باختصار عمى الشكل التالي:
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. وىذه العممية تصادفنا كثيراً في    إلى شعاع آخر ىو  Xوىذه العلاقة تعبر عن عممية تحويل الشعاع 
 الدراسات والبحوث العممية .
فإنو يمكننا  (2-4)ومشابية لممعادلات  ،متحولاً  nمعالة خطية وتتضمن  nوبصورة عامة إذا كان لدينا 

 كما يمي: Xوشعاع  Aكتابتيا بدلالة مصفوفة 
                                                       

 

)وتسمى بمصفوفة التحويل(، وتتضمن الأمثال العددية     ىي مصفوفة مربعة من المرتبة  Aحيث أن: 
ن iفي المعادلة الخطية    المصاحبة لممتحول      ىو الشعاع العمود المؤلف من المتحولات      ، وا 
فيو عدد حقيقي )سممي(   نفسيا، أما    ىو الشعاع العمود الذي يرمز لممتحولات      ، أي أن    

 اريأو المعي بالشكل النموذجي (2-7)، ويسمى شكل المعادلة   إلى  Xيستخدم في عممية التحويل من 
وذلك لتميزىا عن  A  .(standard eigenvalue problem)لمشكمة القيم الذاتية لممصفوفة 

  A (Generalized eigenvalue problem)الشكل العام لمشكمة لقيم الذاتية لممصفوفة 
 كون عمى الشكل التالي:يوالذي 

                                                                             
 

  (positive definite)أيضاً ومحددة إيجابياً     ىي مصفوفة مربعة من المرتبة  Bحيث أن 
إلى المشكمة  (2-8)مصفوفة متناظرة، ويمكن تحويل المشكمة العامة لمقيم الذاتية المبينة في  Aوأن 

 (cholesky)وذلك باستخدام تحويل وتحميل تشوليسكي  ،(2-7)النموذجية المعروضة في العلاقة 
(. لذلك فإننا سنركز اىتمامنا في ىذه الورقة عمى 138ص  -المصفوفات -]انظر ذلك في الطويل

 المشكمة النموذجية لمقيم الذاتية وسنعرضيا من خلال الفقرة التالية .
 

 المشكمة النموذجية لمقيم الذاتية: 2-2

 السابقة وىي: (2-7)شكل المعادلة عمى ليذه المشكمة يكون النموذجي إن الشكل 
                                                                                      

 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي:
[    ]                                                                            

 . nىي مصفوفة أحادية من المرتبة  Iحيث أن: 
 (.X = 0يصطدم بالحل التافو )الذي ىو  Xبالنسبة لمشعاع  (2-10)إن حل المعادلة 

 [    ]الحل التافو. فإننا نفترض أو نشترط أن تكون المصفوفة اليسارية ذلك وحتى نمنع حدوث 
 شاذة. وىذا يعني أنو يجب أن يكون محددىا معدوماً. أي نشترط أن يحقق محددىا الشرط التالي .

|    |                                                                               

لعلاقة فإن ا        وان عناصر قطره الرئيسي تساوي     وبما أن ىذا المحدد ىو من المرتبة 
 تأخذ الشكل التالي: (11-2)
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|

     
           
           
           

   

          
     
           
          

   

           
           
           
     

 |                                                  

 nفإننا سنحصل منو عمى كثير حدود من المرتبة  ،المحددوعندما نقوم بحساب منشور أو مفكوك ىذا 
 يكون لو الشكل التالي:و   بالنسبة لموسيط المجيول 

          
     

       
                                      

، A (Characteristics equation)بالمعادلة المميزة لممصفوفة  (2-13)وتسمى المعادلة 
جذراً ليا: أي إننا سنحصل منيا عمى  nفإننا سنحصل عمى   وعندما نقوم بحل ىذه المعادلة بالنسبة لــــ 

n  وسنرمز ليا بالرموز :      قيمة لــ 
                                                                                           

 ، A، كما تسمى بالجذور الكامنة لممصفوفة Aوتسمى ىذه الجذور بالقيم الذاتية أو القيم المميزة لممصفوفة 
ن ىذه  وىي  ، [    ]إلى المصفوفة الشاذة   A، التي تحول المصفوفة      مقيالجذور ىي وا 

ن ىذه القيم الذاتية قد لا تكون مختمفة عن بعضيا البعض بل قد  تستخدم كثيراً في المسائل العممية. وا 
يكون بعضيا مكرراً عدة مرات )عدة جذور مضاعفة(. كما يمكنيا أن تكون حقيقية أو عقدية )مركبة(. 

 ولكن إذا ظيرت جذور عقدية فإنيا تكون عمى شكل أزواج مترافقة . 
| | نظامية  Aشير إلى أنو إذا كانت المصفوفة وىنا ن  .nفإن عدد قيميا الذاتية يساوي مرتبتيا     

ذا كانت   .    ، حيث أن rشاذة، فإن عدد القيم الذاتية ليا يكون مساوياً لرتبتيا  Aوا 
 .  ةمقابل كل قيمة من القيم الذاتي (2-10)الذي يحقق العلاقة  Xوالآن نعود إلى مسألة إيجاد الشعاع 

فإننا سنحصل عمى  (2-10)ونعوضيا في المعادلة      كن تالقيم الذاتية ول ىولذلك نأخذ أحد
 المعادلة المحددة التالية:

[     ]                                                                           

عمى  (2-15)فإنو يمكننا الحصول من  ،مصفوفة شاذة [     ]تجعل المصفوفة    وبما أن قيمة 
ذا أخذنا أحد تمك الحمول وليكن  Xعدد لانيائي من الحمول المقبولة لـــ     المقابل لمقيمة الذاتية    . وا 

 يمي: فإنو سيكون عمى شكل شعاع عمود كما

   [

  

  

 
  

]

 

                                                                                         

    والمقابمة لمقيمة الذاتية  Aبالشعاع الذاتي )المميز( لممصفوفة    ويسمى ىذا الشعاع 
ليا مثل  فإن أي حل مقبول ،ىي جممة معادلات خطية متجانسة (2-10)ولكن بما أن جممة المعادلات 

 يشكل مع مضاعفاتو حزمة من الحمول المقبولة )غير التافية( ونرمز ليا بالرموز: ،  
                                                                                     

 .   أي عدد حقيقي )غير الصفر( يضاعف أو يقمص الحل    حيث 
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ولكن ، وحدىا   لمقيمة الذاتية  ةالمقابم   وبذلك نحصل عمى لانياية أخرى من الحمول المرتبطة بالحل 
، ولا تحدد لنا عناصر الحل المطموب   لحل لشعاع اىذه الحمول المتضاعفة تحدد لنا فقط الاتجاه العام 

(. وىذا أمر لا يساعدنا عمى التوصل (. ولذلك تبقى أطوال ىذه الحمول كيفية )غير محددة   )مركبات 
 إلى حمول محددة الطول بل محددة الاتجاه فقط .

ولمتخمص من ىذه المشكمة يمكن أن نقوم بتحويل ىذه الأشعة المتضاعفة إلى أشعة ممعيرة واحدية بحيث 
 يكون طول كل منيا مساوياً لمواحد الصحيح .

 كما يمي:   ولو طمربع  ونحسب    لذلك نأخذ أي شعاع منيا مثل 
‖  ‖

    
       

    
    

      
             مربع الطول  

‖  ‖  √  
 ثم نحسب طولو    فنجد أن                                               

ونرمز لو بــــ    فنحصل عمى الشعاع الواحدي لمشعاع       ثم نقسم عناصر ذلك الشعاع عمى طولو 
 وىو يساوي    

   
  

‖  ‖
 

  

  
                                                                                      

وبالتالي نحصل عمى شعاع جديد يكون لو نفس الاتجاه ويكون طولو الجديد مساوياً لمواحد لأن: 
  
، ونحصل عمى نفس   بالشعاع الذاتي الممعير المقابل لمقيمة الذاتية    ، ويسمى الشعاع       

ذا كان لممصفوفة ( 17-2في )النتيجة إذا حولنا الأشعة الأخرى  قيمة ذاتية  nإلى أشعة واحدية . وا 
 شعاعاً ذاتياً واحدياً مختمفاً مقابلًا ليا. ولمحصول عمى ىذه nمختمفة )جذراً مختمفاً( فإنو سيكون ليا 

، واحدة (2-10)في المعادلة  (2-14)الأشعة نعود ونعوض كل من القيم الذاتية التي حصمنا عمييا في 
 تمو الأخرى حتى نحصل عمى جميع الأشعة الذاتية الواحدية المقابل لكل منيا.

*   لممصفوفة  القيم الذاتية والأشعة الذاتية أوجد (:1-2مثال )
  
  

+  
 كما يمي: Aالحل: نكتب المعادلة الذاتية لــ 

                     [    ]                                                    
 ثم نضع محدد المصفوفة اليسرى مساويا لمصفر فنحصل عمى أن :

|    |  |
           
           

|                                                                

 وىو:  ثم نقوم بحساب مفكوكو فنحصل عمى كثير حدود من المرتبة الثانية بالنسبة لـــ 
                                                                                     
                                                                                             

 نحصل عمى الجذرين التاليين:  وبحل المعادلة الأخيرة بالنسبة لــــ 
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1

1
1X

1x

2x

فإن      ، فنجد أنو عندما نأخذ ولإيجاد الأشعة الذاتية المقابمة ليما، نأخذ كل قيمة عمى حدة
 مصفوفة المعادلة المميزة تساوي :

[     ]  *
           
           

+  *
   
   

+ 

 ولمحصول عمى الأشعة الذاتية المقابمة ليذه القيمة نكتب المعادلة المميزة كما يمي :
[     ]    *

   
   

+ *
  

  
+    

 التاليتين:تين نحصل عمى المعادلتين غير المستقمومنيا 
          
             

 
 ( (1-)وىما عبارة عن معادلة واحدة )الثانية تنتج من الأولى بضربيا بـــ 

           نأخذ أحدىما ولتكن الأولى:                
      فنحصل منيا عمى أن:                         

 ولو نفس الإشارة   يساوي    أي أن العنصر 
أية قيمة كيفية . يمكننا أن نحصل من المعادلة الأخيرة عمى لانياية من الحمول المقبولة    وبإعطاء 

 ويكون ليا نفس الاتجاه .
        وحتى نحدد أحد الحمول الخاصة نضع كيفياً 
        فنحصل عمى أن:                          

 
والمبين عمى    والذي نرمز لو بــ  ،وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الأول

*   وىو  الشكل المقابل 
 
 
 .      القيمة الذاتية وىو يقابل +

وذلك بأخذ  ،    الذاتية  القيمة ومنو نحصل عمى حزمة الأشعة الذاتية الأخرى المقابمة لنفس
 كما يمي:   مضاعفات 

   *
 
 
+        *

 
 
+        *

 
 
+      

 أي عدد حقيقي )غير الصفر(   حيث 
 فإننا نجد أن المصفوفة:      أما عندما نأخذ القيمة الذاتية الثانية 

[     ]  *
           
           

+  *
  
  

+ 

 يمي: ثم نكتب المعادلة الذاتية كما
[     ]  *

  
  

+ *
  

  
+    

 المستقمتين التاليتين:ومنيا نحصل عمى المعادلتين غير 
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-1

1

2X

1x

2x

ذا أخذنا أحدىما نجد أن:  وىما عبارة عن معادلة واحدة، وا 
       

 ن بالإشارة .ين مختمفاوأن العنصر       يساوي    أي أن العنصر 
أية قيمة كيفية، فإنو يمكننا أن نحصل من المعادلة الأخيرة عمى لانياية من الحمول المقبولة    وبإعطاء 
 كمايمي:

، وبذلك نحصل عمى      فنحصل عمى أن      نضع بشكل كيفي 
وىو  2    المقابل لمقيمة الذاتية الثانية    الشعاع الذاتي الخاص 

   *
 
  

 : المقابل  في الشكل اكم ،+
 وىي: 2    ومنو نحصل عمى حزمة الأشعة الذاتية الأخرى المقابمة لنفس القيمة الذاتية 

   *
 
  

+        *
 
  

+       *
 
  

+       
 أي عدد حقيقي )غير الصفر(  حيث 

نقوم بتعويضيا  (2-10)أو لممعادلة  (2-9)ولمتحقق من أن ىذه الأشعة تشكل حمول مقبولة لممعادلة 
 :فنجد أن  لنتأكد من تحققيا      في المعادلة الذاتية 

    *
  
  

+ *
 
 
+  *

 
 
+   *

 
 
+                    

 

    *
  
  

+ *
 
  

+  *
  
 

+    *
 
  

+       
 

يحققان المعادلة الذاتية، وبذلك يشكلان حمين مقبولين ليا. عمماً بأن       أي أن الشعاعين الذاتين 
متعامدان    و   مضاعفات كل منيما تشكل حمول مقبولة ليا أيضاً، ونشير ىنا أيضاً إلى أن الحمين 

 مصفر:ل اً ساويما ملأنيما يحققان شرط التعامد وىو أن يكون الجداء السممي لي
〈      〉    

           *
  
  

+    

ولكن ىذين الحمين محددان بالاتجاه فقط ، وغير محددين بالطول لأن جميع مضاعفاتيما تشكل حمول 
 مقبولة أيضاً .

لذلك يفضل أن نقوم بحساب الأشعة الذاتية الممعيرة الواحدية ليما، وليذا نقوم بحساب طول كل منيا 
 فنجد أن:

  
  ‖  ‖

    
    

                            √         
 

  
  ‖  ‖

    
    

                                √  
 

 وبذلك نجد أن الأشعة الذاتية الواحدية ىي:

   
  

‖  ‖
 

  

  

 
  

√ 
 

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
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‖  ‖
 

  

  

 
  

√ 
 

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

 فنجد أن: (2-10)أو  (2-9)ويمكننا التأكد من أن ىذين الشعاعين يحققان المعادلة النموذجية 

     *
  
  

+  

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

 

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

  

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

      

 

     *
  
  

+  

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

[
 
 
  

 

√ 
 

√ ]
 
 
 

   

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

      

 

 . ويشكلان الحمين الممعيرين ليا يحققان المعادلة الذاتية المفروضة      أي أن الشعاعين 
 

 نظريات مختمفة حول القيم والأشعة الذاتية :   2-3

، فإنو عدد قيميا الذاتية    نظامية ومن المرتبة  Aلقد أشرنا سابقاً إلى أنو إذا كانت المصفوفة 
 عمى ذلك نقدم النظريات التالية ، وبناء                 قيمة ذاتية. ونرمز ليا  nسيكون مساوياً لـ 

  :(أنظر المصفوفات لمطويل برىانلم )
 أن:تمك المصفوفة أي  traceيساوي أثر  A: إن مجموع القيم الذاتية لممصفوفة 1ن

∑  

 

   

       ∑   

 

   

                                                     

 يساوي جداء قيميا الذاتية أي أن: Aإن قيمة محدد المصفوفة  :2ن

| |  ∏  

 

   

                                                                           

 السابق فنجد أن: (1-2)في المثال Aوكتطبيق عمى ذلك نـأخذ القيم الذاتية لممصفوفة 

∑  

 

   

         

           

|                                ∑   

 

   

       

 

| |        

∏  ̀

 

   

         
|                                  | |  ∏  ̀

 

   

 

 مصفوفة صفرية فإن جميع قيميا الذاتية تكون أصفاراً أي أن: Aإذا كانت المصفوفة  :3ن
  [ ]                                                                      
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فإن جميع قيميا الذاتية تكون متساوية وتساوي  Iىي المصفوفة الأحادية  Aالمصفوفة  ت: إذا كان4ن
 الواحد الصحيح أي أن:

               ̀                                                         
 فإن قيميا الذاتية تساوي عناصرىا القطرية. أي أن: Dمصفوفة قطرية  A: إذا كانت المصفوفة 5ن

    [

     
     
     

]           ̀                                   

 لأي مصفوفة وذلك بتحويميا إلى مصفوفة قطرية.   في إيجاد القيم الذاتية  ويستفاد من ىذه النظرية
| | مصفوفة شاذة  Aتكون أي مصفوفة  :6ن إذا وفقط إذا كانت إحدى قيميا الذاتية مساوية     

| |لمصفر ) لأن قيمة   ∏   . ) 

 فإنيا تكون شاذة إذا وفقط إذا كان أحد عناصرىا القطرية معدوماً . Dأما إذا كانت المصفوفة قطرية 
فإن ،                 : إذا كانت أي ،مختمفة Aإذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة  :7ن

 الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون مختمفة )من حيث الاتجاه( .
 مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون مستقمة خطياً  A: إذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة 8ن

 )متعامدة( .

نفس القيم الذاتية: وعندىا  n.nوليما نفس المرتبة  B , A: يمكن أن يكون لمصفوفتين مختمفتين 9ن
 ( .المتشابية ن. )يستفاد منيا في التعرف عمى المصفوفاتيمتشابيت Bو Aتكون المصفوفتان 

 .  نفس القيم الذاتية وذلك لأن ليما نفس كثير الحدود بالنسبة لــــ    ولمنقوليا  Aإن لممصفوفة  :11ن

ذا كانت ىذه القيم  Aإذا كانت المصفوفة  :11ن حقيقية ومتناظرة فإن قيميا الذاتية تكون حقيقية. وا 
 اً ساويمالسممي لأي شعاعين يكون الجداء  مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون متعامدة، أي

          الصفر 
، أما إذا لم تكن مختمفة فيمكن تحويل الأشعة الذاتية المقابمة       

 ليا إلى أشعة متعامدة )حسب نظرية غرام(.

حقيقية ومتناظرة سمبياً فإن قيميا الذاتية تكون تخيمية صرفة )الجزء  Aإذا كانت المصفوفة  :12ن
ذا كانت ىذه القيم مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون متعامدة. أو يمكن  الحقيقي معدوم(. وا 

 تحويميا إلى متعامدة )نظرية غرام( .

أي عدد   ، وكان  لمقيمة الذاتية  والمقابل Aىو الشعاع الذاتي لممصفوفة  U: إذا كان الشعاع 13ن
ومقابلًا لمقيمة الذاتية  Aيكون أيضاً شعاعاً ذاتياً لممصفوفة        حقيقي غير الصفر، فإن الشعاع 

 نفسيا .  
| | أي مصفوفة نظامية  Lمصفوفة مربعة ومتناظرة، وكانت  A: إذا كانت 14ن ومن مرتبة     
A  فإن المصفوفة ،B  تكون مشابية لــ           المعرفة بالعلاقةA  ويكون ليا نفس القيم

 )ولكن الأشعة الذاتية تبقى غير متطابقة( .  Aالذاتية التي لـــ 
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ن الأشعة الذاتية لـ           . أي أن: Aفي الأشعة الذاتية لـــ     تساوي حاصل ضرب  Bوا 
  Bىي الأشعة الذاتية لــ  Vو  Aىي الأشعة الذاتية لــ  Uحيث: 

 بتحويمة التشابو .  تكونان متشابيتين. وتسمى المصفوفة  B,Aوبالتالي فإن المصفوفتين 
، فإننا سنحصل عمى Tبحسب ترتيبيا مصفوفة  Aإذا شكمنا من أعمدة الأشعة الذاتية لممصفوفة  :15ن

(، medal matrix)Aة لــ بالمصفوفة الظاىري T، وتسمى المصفوفة Aمصفوفة مربعة من مرتبة 
ذا كانت المصفوفة  | | نظامية  Tوا   المعرفة بالعلاقة: Dفإن المصفوفة ،     

ن عناصر قطرىا الرئيسي ىي القيم الذاتية لــ               Dتكون مصفوفة قطرية، وا 
 حسب الترتيب السابق . أي أن: Aوتساوي القيم الذاتية لــ

          [

  

 
 
 

   

 
  

 
 

   

 
 
  

 

   

 
 
 
  

]                                           

بتحويمة الاستقطار والتشابو   وتسمى المصفوفة  ،تكونان متشابيتين D,Aأي أن المصفوفتين 
Similarity diagonalization transformation ويستفاد من ىذه النظرية في عممية ،

 في عمميات التحقق من صحة الأشعة الذاتية.تحويل المصفوفات إلى مصفوفات قطرية، و 
 وىناك شكل آخر ليذه النظرية وىو أن يكون:

        غير موجود(          )وتطبق عندما يكون 
 عمى القطر الرئيسي .   : ىي مصفوفة قطرية مؤلفة من القيم الذاتية  حيث 

ىي              مرة وكانت الأشعة  mومكررة  Aقيمة ذاتية لممصفوفة   : إذا كانت 16ن
∑المكررة، فإن التركيب الخطي ليا   الأشعة الذاتية المقابمة لــ       

 
يكون أيضاً شعاعاً ذاتياً     

 .أية أعداد حقيقية غير الصفر   نفسيا حيث أن   ومقابلًا لمقيمة الذاتية  Aلممصفوفة 
| |  A لممصفوفة النظاميةقيمة ذاتية    إذا كانت :17ن تكون     فإن U ويقابميا الشعاع الذاتي    

 .عدد صحيح بشكل عام k حيث أن.  U ويقابميا نفس الشعاع الذاتي    يةالأس قيمة ذاتية لممصفوفة
قيمة ذاتية ليا، أما شعاعيا     ويكون     فإنو يكون لدينا المصفوفة  k=-1نتيجة ىامة: إذا كان 

لكن ، و Aىي مقاليب القيم الذاتية لـ     . أي القيم الذاتية لـ  Aىو نفسو الذي لــ  Uالذاتي فيبقى 
 الأشعة الذاتية تبقى نفسيا .

∑      لدينا التابع وكان      )القيمة والشعاع الذاتيين A إذا كان لممصفوفة :18ن       
    ،

 .  [      ]يكون لو القيمة والشعاع الذاتيين      فإن 
 ىاممتون( . -نظرية )كايمي :19ن

 ىي :  وكانت معادلتيا المميزة بالنسبة لـــ  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت 
|    |            
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 نفسيا تحقق تمك المعادلة الذاتية أي يكون لدينا: Aفإن 
           

      
                                                   

 

∑( 27-2من العلاقة )    يمكن الحصول عمى المقموب  :21ن         
وذلك بضرب  ،   

 من اليسار فنجد أن :    تمك الصيغة بــ 
   

              
      

                                            
 من العلاقة:    وبالتالي نحصل عمى المقموب 

    
  

  

[           
      

   ]                               
     أسية يمكن فك أو نشر أي مصفوفة :21ن

 A( عمى شكل متسمسمة قوى من    )حيث   
  أي يمكن كتابة  (n-1)حتى القوة 

 عمى الشكل التالي:  
  

        
     

        
                                  

 يمي: كحد أعمى. أي يمكن كتابتيا كما      إلى الحد      يمكن فك واقتطاع أي دالة مصفوفة :22ن
∑            بشرط تقارب المتسمسمة             (   30 -2)             

    
    

 وىناك نظريات أخرى يمكن البحث عنيا في المراجع المختصة .

]  لنأخذ المصفوفة المتناظرة التالية : (: 2-2مثال )
     
    
    

]   

        والجداء  Tالمصفوفة  ثم حساب،  Aوالمطموب: إيجاد القيم والأشعة الذاتية لــ 

]        ثم التأكد من أن:           

    
    
    

] 

 الحل: لإيجاد القيم الذاتية ليذه المصفوفة نشكل المعادلة الذاتية ليا وىي:
       

[    ]      
نضع محدد المصفوفة مساوياً لمصفر، أي  (X=0)وحتى لا نحصل عمى الحل التافو لمشعاع العمودي 

|    |نجعل:     فنجد أن:    

|
       
      
      

|    

 وبأخذ مفكوك ىذا المحدد حسب الأقطار نجد أن:
                                              
                                                

                                              
 ومنو نحصل عمى المعادلة المميزة التالية :
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جذور كامنة  (3)حسب خوارزمية معادلات الدرجة الثالثة، فنحصل عمى   نحل ىذه المعادلة بالنسبة لــ 
                        وىي: Aقيم ذاتية لممصفوفة السابقة  (3)أو عمى 

  A =trace(A)وىنا نلاحظ أن: مجموع ىذه القيم لذاتية = مجموع عناصر القطر الرئيسي لممصفوفة 
                

مصفوفة  عمى التوالي في  ولمحصول عمى الأشعة الذاتية المقابمة لكل من ىذه القيم الذاتية نعوض قيم 
 فإنو يكون لدينا:     المعادلة الذاتية: فعندما نضع 

[
                
                
                 

] [

   

   

   

]    

 ومنيا نحصل عمى المعادلات الخطية المتجانسة التالية:
              
               
                

وىي معادلات غير مستقمة عن بعضيا البعض، بل ىي عبارة عن معادلة واحدة )لأن الثانية تنتج من 
 )الأولى بضربيا بـــ 

 

 
 ( .(1-)والثالثة من الأولى بضربيا بـــ  (

 ولذلك نأخذ معادلة واحدة منيا ولتكن المعادلة الثانية فنجد أن:
                                                    

فنحصل عمى       لذلك نبدأ بالحل البسيط الذي يكون فيو  ،وىي تعطينا لانياية من الحمول المقبولة
       فنحصل عمى أن       ثم نضع        أن: 

]   وبذلك نحصل عمى الشعاع الذاتي الخاص الأول وىو: 
  
  
 

]   

 من العلاقة:    زمة الأشعة المقابمة لمقيمة الذاتية: ومنيا نحصل عمى ح

     [
  
  
 

] 

 ىو أي عدد حقيقي )غير الصفر( . Cحيث 
، لذلك يمكن أن نضع      فإننا سنحصل عمى أن  (1)في المعادلة      ولكن إذا وضعنا 

، وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الخاص الآخر المقابل أيضاً     فنحصل عمى      

]   وىو:      لمقيمة الذاتية 
 
 
 
]   

 من العلاقة الآتية :    ومنيا نحصل عمى حزمة أخرى من الأشعة المقابمة لمقيمة الذاتية 

     [
 
 
 
] 
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وعندىا يمكن أن ،         فإننا سنحصل عمى أن :  (1)في المعادلة      ولكن إذا وضعنا 
وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الخاص الثالث ،       فنحصل عمى أن      نضع 

 وىو :     المقابل أيضاً لـــ 

   [
 
  
 

] 

 من العلاقة الآتية:     ومنو نحصل عمى حزمة ثالثة من الأشعة المقابمة أيضاً لمجذر الذاتي
        

لأنيا تقابل       غير مستقل عن    أي أن          نلاحظ أن:  (16)وحسب النظرية 
 .    نفس القيمة الذاتية 

 صحيحة نتأكد من أن قيميا تحقق المعادلة الذاتية التالية:         ولمتحقق من أن ىذه الأشعة 
       

 :وكمثال عمى ذلك نـأخذ أحد أشعة الحزمة الثالثة فنجد أنيا محققة 

[
     
    
    

] [
 
  
 

]    [
 
  
 

] 

 فنجد أن:    [    ]ونعوضيا في المعادلة       وأخيراً لنأخذ القيمة الذاتية الثالثة 

[

          
         
         

] [

   

   

   

]  [
      
     
     

] [

   

   

   

]    

 ومنيا نحصل عمى المعادلات الخطية التالية:
              
              
              

 

وىي معادلات غير مستقمة عن بعضيا البعض )لأن محددىا معدوم(، ولحميا نقوم بضرب الثانية بـــ 
 ، ثم نطرحيا من الثالثة فنحصل عمى المعادلة التالية:(2)

                  
 

       ، وبالتعويض في المعادلة الثالثة أو غيرىا نجد أن 2   فإن      فإذا وضعنا 
 وىو:      الخاص الأول المقابل لمقيمة الذاتية: الحل وبذلك نحصل عمى 

   [
  
 
 

]                 [
  
 
 

] 

 فنجد أنيا محققة :       ولمتأكد من صحتو نعوضو في المعادلة 

[
     
    
    

] [
  
 
 

]  [
   
  
  

]    [
  
 
 

] 
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 :فنحصل عمى أن         المقابمة لمقيم الذاتية وىي:  من الأشعة الذاتية Tثم نقوم بتشكيل المصفوفة 

  [
     
    
    

]      
 

 
[
    
    
    

] 

 وبذلك نجد أن:

        
 

 
[
    
    
    

]  [
     
    
    

]  [
     
    
   

] 
 

        [
   
   
    

]  [

    
    
    

] 
 

ذا أردنا أن نحصل عمى الأشعة الذاتية الواحدية فإننا نقوم بحساب أطوال الأشعة الذاتية  ليذه المصفوفة، وا 
 السابقة ونقسم عناصر كل شعاع عمى طولو كما يمي:

‖  ‖
                            ‖  ‖  √                           

‖  ‖
                               ‖  ‖  √                           

‖  ‖
                      ‖  ‖  √                         

 

 وىكذا نجد أن الأشعة الذاتية الممعيرة الواحدية ىي:

                          :              وىو يقابل                
  

  
 [

  

√ 
  

√ 

 

] 

 

                           :             وىو يقابل                
  

  
 [

 

√ 

 
 

√ 

] 

 

                          :              وىو يقابل               
  

  
 

[
 
 
 
 
  

 
 

 
 

 ]
 
 
 
 

 

             :      وىي تحقق العلاقة السابقة

 كما أنيا تحقق المعادلة الذاتية :
         

 .               مصفوفة الأشعة المتعامدة ي ى E يث أن :ح
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 )أنظر المراجع المرفقة(نظريات مكممة 2-4

 (Spectral decomposition)نظرية النشر الطيفي   -1

فإنو يكون ليا عدداً من القيم ،     نظامية وحقيقية من المرتبة و مصفوفة مربعة  Aإذا كانت 
 قيمة ىي:  الذاتية الحقيقية يساوي 

                                                                              

 من الأشعة الذاتية الممعيرة )الواحدية( ىي:  ويقابميا عدداً 
                                                                              

ذا كانت القيم الذاتية مختمفة فإن الأشعة ال  أي أنيا تحقق العلاقتين :ذاتية المقابمة ليا تكون متعامدة وا 
  
                               

                          
ذا و                  مصفوفة الأشعة المتعامدة  Eكانت ا 

 عمى الشكل التالي:بدلالة تمك الأشعة  Aفإنو يمكننا نشر المصفوفة 
          

        
         

                           
 

*  ولمتأكد من ذلك نقوم بتطبيقيا عمى المصفوفة 
  
  

(، حيث كان ليا القيم 1-2من المثال ) +
 الذاتية التالية:

                                           
 المقابمة ليا التالية: وكان ليا الأشعة الذاتية الممعيرة

   

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

                            

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

 وحسب ىذه النظرية نجد أن:

        
        

   

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
   

 

√ 
)   

[
 
 
 
 

√ 
  

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
   

  

√ 
)   

 

  [

 

 

 

 
 

 

 

 

]   [

 

 

  

 
  

 

 

 

]  *
  
  

+  *
   
   

+  *
  
  

+    

 نظرية المصفوفة المتعامدة:  -2

، فإنو يكون ليا وكانت قيميا الذاتية مختمفة    مصفوفة مربعة ومتناظرة ومن المرتبة  Aإذا كانت 
ذا           مقابل القيم الذاتية                مجموعة من الأشعة المتعامدة الممعيرة  ، وا 
ستكون متعامدة وتحقق العلاقات التالية )حسب  E، فإن  Eشكمنا من ىذه الأشعة المتعامدة مصفوفة 

 (( :15النظرية )
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ن    ىي المصفوفة الواحدية من المرتبة   حيث أن  ىي المصفوفة القطرية التي تتألف   ، وا 
 .المختمفة                عناصر قطرىا الرئيسي من القيم الذاتية 

 فنجد أن:  ومن اليسار بــ    ( من اليمين بــ 35-2ومن جية أخرى نجد أنو لو ضربنا العلاقة )
                                                                          

 ومنيا نستنتج أن :
                                                                                       

 (33-2وىذا يؤكد صحة العلاقة )
كتابة أي مصفوفة مربعة ومتناظرة عمى وبدمج ىذه النظرية مع نظرية النشر الطيفي نستنتج أنو يمكننا 

 الشكل التالي:

          ∑        
 

 

   

                                               

   ىي الأشعة الذاتية الممعيرة المقابمة لمقيم الذاتية    حيث أن: 
    ةالممعير ىي المصفوفة المتعامدة من الأشعة   وأن      
   ىي المصفوفة القطرية المؤلفة من القيم الذاتية   وأن      

 تعريف المصفوفة المحددة إيجابياً :  -3

، إنيا محددة إيجابياً إذا كانت نتيجة    ومن المرتبة  Aنقول عن أية مصفوفة مربعة ومتناظرة 
  لو نفس المرتبة  أي شعاع Xموجبة، حيث  عددية تساوي قيمة        جداء الصيغة التربيعية 

 ولا يساوي الصفر . ونكتب ذلك كما يمي:  
 المربعة والمتناظرة إنيا محددة إيجابياً إذا كان : Aنقول عن المصفوفة 

                                         ( بشرط    )                      

 المربعة والمتناظرة إنيا شبو محددة إيجابياً إذا كان : Aونقول عن المصفوفة 
                                         ( بشرط    )                      

فإن جميع قيميا الذاتية تكون  ،         مصفوفة مربعة ومحددة إيجابياً  Aإذا كانت   -4
أنيا محددة إيجابياً إذا كانت  Aموجبة، وبالمقابل يمكننا أن نقول عن أية مصفوفة مربعة ومتناظرة 

حيث   ، وعندىا فإن عدد تمك القيم يكون مساوياً لرتبتيا       جميع قيميا الذاتية موجبة 
 . Aمرتبة  rوحيث       

لأن  (Singular)تسمى مصفوفة شاذة  Aذاتية معدومة فإن المصفوفة أما إذا كانت إحدى القيم ال
| | محددىا يكون معدوماً   ( .2حسب النظرية )    



 الجزء الأول                                                                            الفصل الثاني    

 

40 

 

)حيث   وكانت رتبتيا تساوي  ،         مصفوفة مربعة وشبو محددة إيجابياً  Aإذا كانت   -5
قيمة ذاتية معدومة.       قيمة ذاتية غير معدومة. ويكون ليا   فإنو يكون ليا  ،(    

 وتستخدم ىذه النظرية كثيراً في التحميل متعدد المتغيرات وخاصة في التحميل التمييزي .

 يساوي :    إيجابياً فإن مقموبيا مربعة ومحددة  Aإذا كانت   -6

               ∑
 

   

 

   

     
                                           

                    ىي المصفوفة القطرية   حيث أن 
مصفوفة متناظرة وحقيقية ومحددة  Bوكانت     من  مصفوفة متناظرة وحقيقية Aإذا كانت   -7

 إيجابياً فإنو يكون لممعادلة الذاتية العامة التالية:

                                                                                               
أي ،  Bوتكون ىذه الأشعة متعامدة مع المصفوفة  ،                شعاعاً ذاتياً متعامداً   

 أنيا تحقق العلاقة التالية:
  
                                           

  
                                           

                                           

 ما يمي: Aوبالمقابل يكون بالنسبة لـــ 
  
                                           

  
                                           

                                            

 ويمكن كتابة ىاتين العلاقتين بشكل مصفوفي موحد كما يمي:
                                        
                                        

                                                            
فإنو يحقق    ( ويقابل القيمة الذاتية 11-2حل خاص لممعادلة المميزة )   : إذا كان ةنتيجة ىام  -8

 ( ويمكن كتابتو ومعالجتو كما يمي:10-2المعادلة )

                                                                             

  لنضرب الطرفين من اليسار بــ 
 فنحصل عمى أن:  

  
            

        ‖  ‖
                                   

‖  ‖ نقسم الطرفين عمى 
 فنستنتج العلاقة اليامة التالية: 

  
      

‖  ‖
 

                                                                              
 وليا استخدامات متعددة . وىي علاقة ىامة

فإنو يحقق    المقابل لمقيمة الذاتية  ،(11-2ىو الحل الممعير لممعادلة )   وكذلك نجد أنو إذا كان 
 ( ونكتب ذلك كما يمي:10-2المعادلة )
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  لنضرب الطرفين من اليسار بـ 
 فنحصل عمى أن :  

  
            

                                     
 ومنيا نستنتج العلاقة اليامة التالية:

  
                                                                            

      نالتاليتي ( السابق حيث كان لو القيمتين الذاتيتين1-2نتائج المثال)نأخذ : (3-2مثال )
 ويقابميما الحمين الخاصين والممعيرين التاليين :       

   *
 
 
+          *

 
  

+            

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

           

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

 وبذلك نجد أن :
‖  ‖

              ‖  ‖
             ‖  ‖

             ‖  ‖
           

 ( نجد أن :47-2في )   وبتعويض 
  

      

‖  ‖
 

 
      *

  
  

+ *
 
 
+

 
 

      *
 
 
+

 
 

 

 
                 

 

  
      

‖  ‖
 

 
      *

  
  

+ *
 
  

+

 
 

      *
  
 

+

 
 

  

 
       

 ( يعطينا أن :50-2في )   وكذلك نجد أن تعويض 

  
       (

 

√ 
  

 

√ 
) *

  
  

+

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
  

 

√ 
)

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

          

 

  
       (

 

√ 
   

 

√ 
) *

  
  

+

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
   

 

√ 
)

[
 
 
 
  

√ 
 

√ ]
 
 
 

            
 

 مصفوفة الجذر التربيعي: 2-5

فحسب نظرية التحميل  ،متناظرة ومحددة إيجابياً       مصفوفة مربعة من المرتبة  Aلنفترض أن 
 الطيفي يمكن كتابتيا كما يمي:

  ∑        
 

 

   

                                                                     

 مصفوفة الأشعة الذاتية الممعيرة والمتعامدة ليا وىي : Eوليكن لدينا 
  [              ]                                                                  

                      متعامدة وتحقق العلاقات التالية :    حيث أن 
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 ( كما يمي:37-2يمكن أن تكتب حسب العلاقة ) Aوعندىا فإن 

     ∑        
 

 

   

               
                                    

 وتساوي : Aىي المصفوفة القطرية لمقيم المميزة الموجبة لممصفوفة   حيث أن 

  [

     
     
     
     

]                                                 

 فنحصل عمى أن:         ( بــ 53-1والآن لنضرب طرفي العلاقة )
                                                                   

 الطرفين( :موقعي فنحصل عمى أن )بعد تبديل     ( من اليمين بـ 55-1ثم نضرب طرفي )
                   

 ومنيا نحصل عل أن :

             ∑
 

  

 

   

      
                                      

 ومن جية أخرى لنفترض أن المصفوفة 
 

،   √ترمز إلى المصفوفة القطرية التي عناصرىا القطرية   
 أي ان:

 
 
  

[
 
 
 
 √     

 √    

    

   √  ]
 
 
 
 

                                         

 ( يمكننا أن نعرف مصفوفة الجذر التربيعي 53-1قياساً عمى )
 

 بواسطة العلاقة التالية: Aلممصفوفة   

 
 
  ∑√        

 

 

   

    
 
                                      

  وكذلك نجد أن
 

  تساوي:             
 

  ∑
 

√  
      

       
 

     
 وتتمتع ىذه المصفوفة الجذرية بالخواص التالية: ،     وىي مصفوفة مربعة ومتناظرة ومن المرتبة 

    ( 
 
 )

 

  
 
  قطرية)                  

 
                                     ( لأن  

    ( 
 
 )  ( 

 
 )                                                                         

    ( 
 
 )

  

 ∑
 

√  
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  وذلك لأن 
 

 مصفوفة قطرية وعناصرىا القطرية ىي   

√  
 : 

      
 
    

 
    

 
    

 
                                                          

      
 
    

 
                                                                                

      
 
  ( 

 
 )

  

    ( 
 
 )

  

   
 
                                         

 مصفوفة المتراجحات والتعظيم : 2-6

فعمى سبيل المثال  إن قضية التعظيم تمعب دوراً ىاماً في التحميل المتعدد، وفي التحميل التمييزي الخطي.
فيي تفيدنا في مسألة توزيع أو تصنيف المشاىدات عمى المجموعات التي يتألف منيا المجتمع المدروس. 
ن قاعدة التوزيع غالباً ما تكون عمى شكل تابع خطي من المتحولات التي تعظم الفروقات بين  وا 

ساسية والعوامل الرئيسية نعتمد عمى المجموعات بالنسبة لتبايناتيا الداخمية. وفي طريقة المركبات الأ
 تركيب خطي من المتحولات لتعظيم الجدوى الاقتصادية ليا .

وتمعب المتراجحات المصفوفية دوراً كبيراً في البرىان عمى بعض النظريات وفي تعظيم النتائج المستخرجة 
 منيا. وأىم ىذه المتراجحات ىي:

 ( شوارز -متراجحة )كوشيCauchy- shwarz : 

 ، فعندىا يكون بينيما المتراجحة التالية:   من المرتبة d ,bلنفترض أنو لدينا شعاعين عموديين 
                                                                  

 ثابت ما لا يساوي الصفر. cحيث      أو     وتحدث المساواة فقط عندما يكون 
  ( الموسعةشوارز –متراجحة )كوشي : 

 محددة إيجابياً  B، وأنو لدينا مصفوفة    من المرتبة  d , bلنفترض أنو لدينا شعاعين 
 ا يكون لدينا بينيم المتراجحة التالية:ى، فعندومتناظرة

                                                            
ثابت ما لا يساوي  cحيث ،       أو         :نوتحدث المساواة فقط عندما يكو 

 الصفر.
 مسألة التعظيم: 

ذا كان  ، وأنو لدينا شعاعاً معموماً Bلنفترض أنو لدينا مصفوفة محددة إيجابياً ومتناظرة   X، وا 
 شعاعاً كيفياً )مجيولًا( وغير معدوم، فإن تعظيم النسبة التالية يساوي :

   [
       

      
]                                               

        وىذه المساواة تحدث عندما 
، Xشوارتز( الموسعة بالنسبة لــ  -ويمكن البرىان عمى ىذه النتيجة اعتماداً عمى متراجحة )كوشي

 ( تأخذ الشكل التالي:66-2فنجد أن العلاقة )
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 محددة إيجابياً، فإن جداء الصيغة التربيعية ليما يساوي قيمة موجبة أي أن:  وأن     وبما أن 

         
،          السابقة ( عمى الكمية العددية الموجبة68-2لذلك نقسم الآن طرفي المتراجحة )

 فنحصل عمى الحد الأعمى لمنسبة المذكورة . أي نحصل عمى أن :
       

      
                                                                

   وىذا يعني أن:       
       

      
                                                   

(، فنجد أن ذلك يحدث 69-2التي تقابل تمك القيمة العظمى في ) Xثم نقوم بالبحث عن قيمة 
، ولقد تم البرىان عمى إن ىذا يحدث           ( حدىا الأعمى 69-2عندما تبمغ النسبة )

 .   ثابت كيفي  cحيث         القيمة:  Xعندما تأخذ 
،            إن متناظرة ف    (، وبما أن 69-2ولمتحقق من ذلك نعوض ذلك الحل في )

 وبالتالي يكون لدينا :
            

                
 

           

          
                          

       وىذا يعني أن الحل الذي يعظم النسبة 

      
ن أكبر ،         ساوي يي ذال X الحل  ىو  وا 

 قيمة لتمك النسبة تساوي :

   [
       

      
]                                                

 مسألة تعظيم الصيغة التربيعية من نقطة عمى سطح الكرة الواحدية : 2-7

وليا القيم الذاتية الموجبة والمرتبة ،   nىي مصفوفة محددة إيجابياً ومتناظرة ومن  Bلنفترض أن  
ويقابميا الأشعة الذاتية الممعيرة والمتعامدة ،                  التالية: 

  وتحقق العلاقات :،               
                                            

  
                                                        

 
 فعندىا يكون لدينا :

   
      

    
                    أكبر قيمة ذاتية                     

 

   
      

    
                   أصغر قيمة ذاتية                     

 فعندىا يكون لدينا :،           متعامداً مع الأشعة الأولى  Xوعدا عن ذلك فإذا كان 
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              حيث         وىذا يحدث عندما يكون :
 والتي أعمدتيا مؤلفة من الأشعة الممعيرة والمتعامدة Eولمبرىان عمى ذلك نأخذ المصفوفة المتعامدة 

التي عناصرىا القطرية ىي جممة   مع المصفوفة القطرية ،              وىي: Bلممصفوفة 
( نجد أنو يمكننا 58-2، واعتماداً عمى العلاقة )                وىي:  Bالقيم الذاتية لممصفوفة 
  الجذرية  أن نعرف المصفوفة

 

 كما يمي : E  و بدلالة   
 

 
      

 
                                                   

      نعوض ذلك في النسبة وليذا 

    
 كما يمي: لمجذر التربيعي إلى جداء مصفوفتين Bبعد تحميل  

    
 

   
 

-2من ) وبالتالي نحصل    لأن     فإن        ثم نفرض أن   ، 
 عمى أن : (71

    
 
   

 
   

    
 

      
 
        

 
      

        
 

      

    
   

 

                
∑     

  

∑   
     

∑   
  

∑  
                                                 

خراجيا خارج المجموع الأخير وبذلك نكون حصمنا    بأكبرىا    وذلك بعد استبدال كل القيم الذاتية  وا 
 عمى أن:

                
      

    
                                                                

  فإننا نجد أنو يحقق      فمثلًا إذا أخذنا أي حل ممعير مثل 
، وبالتعويض نحصل       

 ( ما يمي: 76-2النسبة تساوي اعتماداً عمى )عمى أن تمك 

              
      

    
   

                                                
أصغر القيم    وىكذا يتم البرىان عمى البند الثاني فنحصل عمى أن أصغر قيمة لتمك النسبة تساوي 

 Bالذاتية لـ 

   
      

    
                                                          

 ولمبرىان عمى البند الثالث نأخذ العلاقة العامة التالية :

       [          ] [

  

  

 
  

]                   

   من اليسار بـ  Xفإنو إذا ضربنا  ،          متعامدة مع الأشعة الأولى المتعامدة  Xوبما أن 
  فإن الجداء 

 يكون معدوماً. ومنو نجد أن:    
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               وبطريقة مشابية نجد أن:        

 السابقة الشكل التالي :وبذلك تأخذ النسبة 
      

    
 

∑      
  

     

∑   
 

     

                                                     
 

 .     ، فإننا نحصل عمى القيمة العظمى ليا والتي تساوي     مساوية لأكبرىا    لأنو إذا وضعنا 
      فإن النسبة    مثل  : إذا أخذنا أي شعاع ممعير الخلاصة

    
يكون ليا نفس القيمة التي لمصيغة  

   التربيعية 
  حيث أن ،         

   المساوي لـ: ىو منقول الشعاع الممعير  
  

  

√    
والذي  

 طولو يساوي الواحد .
ىي القيمة الكبرى لمصيغة التربيعية    ( تشير إلى أن القيمة الذاتية 53-1وبالمقابل نجد أن المعادلة )

التي تقع  Xالتي تبعد عن مركزىا الأصمي بمقدار الواحد )قيم  X. من أجل جميع قيم         
 عمى محيط كرة نصف قطرىا يساوي الواحد( .

من أجل جميع ،          لمصيغة التربيعية  ىىي القيمة الصغر    وكذلك نجد أن القيمة الذاتية 
حيط كرة نصف قطرىا يساوي التي تقع عمى م Xالتي تبعد عن المركز بمقدار الواحد )قيم  Xقيم 

 .الواحد(
تقدم لنا عرضاً لمقيم الخارجية لمصيغة    والقيمة الذاتية الصغرى    أي أن القيمة الذاتية الكبرى 

 التي تقع عمى محيط الكرة الواحدية . Xمن أجل جميع قيم          
ن القيم الذاتية الوسطى لممصفوفة المحددة إيجابياً  أيضاً يمكن أن تفسر       وذات المرتبة  Bوا 

 أوضاعاً متعامدة مع الخيارات الأخرى . Xعمى أنيا قيم خارجية . عندما تأخذ 
 

 : المراجع
 -كمية اليندسة -جامعة القاىرة -الباب الثالث –مجدي الطويل: المصفوفات )النظرية والتطبيق(  -1

  .)غير مذكور( عام
2- Lancaster, k. Mathematical Economics, Macmilan Comb. Landon, 

New York, - Rusian.ed. Moscow- Sof. Padio. 1972 

3- Johnson R.A. Wichern, D. Applied Multivariate statistical Analysis 
2d Ed. Prentice- Hall Intenational Editions. London . 1988 

4- Webb, A. Statistical Pattern Recignition ,3nd.ed, QinetiQ 
Ltd,Malvern, UK . 2002. 
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 أسس
 التحميل الإحصائي متعدد المتغيرات

 

 الثانيالجزء 
 الاستدلال الاحصائي

 ارات الفرضيات البسيطة .بالفصل الأول: الاستدلال بواسطة اخت
 . تمييد: 1-1
 . أنكاع كأسماء الاختبارات: 1-2
 . معالـ مجتمع طبيعي )مف عينة كاحدة(اختبار : 1-3
 .اختبار معالـ مجتمعيف طبيعييف )مف عينتيف مستقمتيف(  :1-4

 : اختبار الفرؽ بيف المتكسطيف .1-4-1
 : اختبار الفرؽ بيف النسبتيف .1-4-2
 لتساكم التباينيف . F: اختبار1-4-3
 .اختبار معالـ عدة مجتمعات طبيعية ) مف عدة عينات مستقمة (  :1-5

 اختبار تساكم متكسطات عدة مجتمعات طبيعية .: 1-5-1
 : اختبارات لتساكم تباينات عدة مجتمعات طبيعية .1-5-2

 لتساكم التباينات في عدة مجتمعات طبيعية . Bartlitt: اختبار 1-5-2-1
 التباينات في عدة مجتمعات طبيعية .لتساكم  Levene: اختبار 1-5-2-2

 .اختبار الأزكاج المتقابمة )مف عينتيف مرتبطتيف(  :1-6
 : الاستدلال بواسطة الاستبيانالفصل الثاني: 

 : تمييد .2-1
 .أساليب قياس الثبات  :2-2
 .أساليب قياس الصدؽ  :2-3
 مف مجتمع طبيعي . nكيفية حساب حجـ العينة  :2-4

 الاستدلال حول طبيعية المتحولات العشوائية :الفصل الثالث: 
 : مقدمة عف التكزيعات الاحتمالية .3-1
 : مراحؿ معالجة البيانات التجريبية .3-2
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 ( . Normalityارات التكزيع الطبيعي )ب: اخت3-3
 .   : اختبار التكافؽ 3-3-1
 سميرنكؼ( . -ار )ككلمكغكركؼ: اختب3-3-2
 .ار )ليميفكرز( : اختب3-3-3
 الاحتمالي . (   )ار : اختب3-3-4
 الكميات . (   )ار : اختب3-3-5
 لمتحكليف . -ار التكزيع الطبيعيتب: اخ3-3-6

 الفصل الرابع: الاستدلال حول شعاع المتوسطات )لعدة متحولات طبيعية( :
 : تمييد .4-1
 ار شعاع المتكسطات لعدة متحكلات طبيعية .: اختب4-2
 . 𝝁ة لشعاع المتكسطات : تحديد مناطؽ الثق4-3
 : مجالات الثقة المنفردة كالمتزامنة .4-4
 : الاستدلاؿ حكؿ شعاع المتكسطات في حالة العينات الكبيرة .4-5

 الفصل الخامس: الاستدلال حول شعاعين لمتوسطات عدة متحولات طبيعية .
 : تمييد .5-1
 . : المقارنات الزكجية المترابطة لمتحكليف كلعدة متحكلات5-2
 : مقارنة شعاعي المتكسطات في مجتمعيف طبيعييف )مف عينتيف مستقمتيف(.5-3

 . ANOVAالفصل السادس: الاستدلال بواسطة تحميل التباين البسيط 
 : تحميؿ التبايف البسيط باتجاه كاحد .6-1
 : تحميؿ التبايف البسيط باتجاىيف .6-2
 : تحميؿ التبايف البسيط بثلبث اتجاىات .6-3
 تحميؿ المربع اللبتيني .: 6-4
 . ANCOVA: تحميؿ التبايف المشترؾ 6-5

 . MANOVAالفصل السابع: الاستدلال بواسطة تحميل التباين المتعدد 
 : تمييد .7-1
 : تحميؿ التبايف المتعدد باتجاه كاحد .7-2
 : تحميؿ التبايف المتعدد باتجاىيف .7-3

 : المراجع
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 الفصل الأول
 الاس تدلال بواسطة اختبارات الفرضيات البس يطة

 
 :  تمييد:  1-1
 .حصائيةالمدركسة في المجتمعات الإالمتكفرة عف الظكاىر  البياناتتعتمد اختبارات الفرضيات عمى   

ىي قيـ عددية أك حالات كصفية تعبر عف المتحكلات المعرفة عمى الظاىرة المدركسة . كبذلؾ  كالبيانات
 إلى نكعيف أساسييف ىما: البياناتكيمكننا تصنيؼ 

 البياناتياس محددة، كىذه كمية: كىي بيانات عددية عف متحكلات قابمة لمقياس بكاحدات ق بيانات - أ
 يمكف أف تككف:

 كعدد السيارات ...الخ . -كعدد الطلبب -منقطعة: كعدد أفراد الأسرة -

 مقدار الدخؿ ....الخ . -درجة الحرارة -مستمرة: كعمر الإنساف -

 نكعية: كىي حالات كصفية لمتحكلات غير قابمة لمقياس، كىذه المعمكمات يمكف أف تككف: بيانات  - ب

 الحالة الاجتماعية ...الخ . -حالات العمؿ -كحالات الجنسأسمية:  -

 حالات الرضا ..الخ . -حالات الكظيفة -مرتبة: كحالات التعميـ -
عف الظاىرة المدركسة أك عف المتحكلات المطمكبة مف عناصر المجتمع الاحصائي  البياناتكيتـ تجميع 

 بكاسطة أحد الأسمكبيف :
 عنصران  Nاصر المجتمع الاحصائي المؤلؼ مف الحصر الشامؿ: كىك يشمؿ جميع عن -

، تسحب عنصران  nالمسح بالعينة: كىك يشمؿ جزء مف المجتمع كيككف عمى شكؿ عينة حجميا  -
 عشكائيان مف عناصر ذلؾ المجتمع بدكف إعادة أك مع الاعادة .

أك النسبة فيو    ايف أك التب 𝜇ىذه العينة لتقدير معالـ المجتمع المجيكلة مثؿ: المتكسط  بياناتكتستخدـ 
كالتي سنسمييا )مؤشرات  ،، كذلؾ مف خلبؿ استخداـ المؤشرات المقابمة ليا كالمحسكبة مف العينة 

. كيبُرىف في نظرية العينات أف   كالنسبة في العينة    كتبايف العينة  ̅ العينة(، كىي متكسط العينة 
 عالة كمتماسكة لمعالـ المجتمع المقابمة ليا .مؤشرات العينة المصححة ىي تقديرات غير متحيزة كف

مف عناصر المجتمع المدركس  Xكالآف لنفترض أننا نقكـ بدراسة خصائص أحد المتحكلات الكمية 
 nلذلؾ نسحب عينة عشكائية  مف طلبب ذلؾ المجتمع بحجـ  ،كزف الطالب في الجامعة( X)كليكف 

 ، كيككف لدينا القياسات التالية :   فييا عمى كزف محدد  iطالبان ، فنحصؿ مف كؿ طالب 
                         

كبناء عمى نظرية العينات نقكـ بتقدير معالـ المجتمع المجيكلة مف مؤشرات العينة المعمكمة كحساب 
 مقدار الخطأ المرتكب في كؿ تقدير كفؽ الجدكؿ التالي :
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 مع وتقديراتيا من مؤشرات العينة :معالم المجت(: 1-1) جدول
 مف مؤشرات العينة المعالـ تقديرات معالـ المجتمع المجيكلة لممتحكؿ 

̅        تقدر مف متكسط العينة: 𝜇قيمة المتكسط في المجتمع  -1  
 

 
∑   

�̃�          كنكتب ذلؾ كما يمي:        ̅ 

 كالمعرؼ بالعلبقة: تقدر مف تبايف العينة المصحح   قيمة تبايف المجتمع   -2
   

 

   
∑(    ̅)                      

     ̃            كنكتب ذلؾ كما يمي:
 Rقيمة النسبة في المجتمع   -3

 ( 1اك  0لممتحكؿ الثنائي ) 
            تقدر مف النسبة في العينة

 

 
 

̃              كنكتب ذلؾ كما يمي:      
كتباينيا  حجـ العينة nعدد الظيكر ك  mحيث 
 (   )    يساكم 

الخطأ المعيارم المرتكب في تقدير متكسط  -4
      المجتمع في حالة السحب مع الاعادة

  ̅  √
  

 
 

 

√ 
 

 يقدر مف خلبؿ ما يقابمو في العينة :

 ̃ ̅  √
  

 
 

 

√ 
 

الخطأ المعيارم المرتكب في تقدير المتكسط  -5
 في حالة السحب بدكف إعادة :

  ̅  √
   

   
 
  

 
 

 يقدر مف خلبؿ العينة بالعلبقة: 

 ̃ ̅  √
   

   
 
  

 
 √

   

 
 
  

 
 

 Rالخطأ المعيارم المرتكب في تقدير النسبة  -6
 في حالة السحب مع الاعادة:

   √
 (   )

 
 

         في العينة كمايمي: rالنسبة  خطأ يقدر مف خلبؿ

 ̃  √
 (   )

 
 

 Rالخطأ المعيارم المرتكب في تقدير النسبة  -7
 في حالة السحب بدكف إعادة :

   √
   

   
 
 (   )

 
 

 يمي: في العينة كما rالنسبة  خطأ يقدر مف خلبؿ

 ̃  √
   

   
 
 (   )

 
 √

   

 
 
 (   )

 
 

 

كلكف عممية التقدير لا تنتيي عند ذلؾ ، بؿ يجب إنشاء مجاؿ ثقة يحتكم المعمـ الذم نقدره في المجتمع. 
معمكمان. كمنو يجب أف  Xكحتى نستطيع إنشاء مجاؿ ثقة يجب أف يككف التكزيع الاحتمالي لممتحكؿ 

 معمكمان أيضان. ̅ يككف تكزيع متكسط العينة 
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يخضع في المجتمع لمتكزيع الطبيعي العاـ  Xف المتحكؿ المدركس كاختصاران ليذه القضايا نفترض أ
 (𝜇    )  الذم متكسطو𝜇  كىك يرسـ الشكؿ التالي :   كتباينو 



3 3 

 



(1 ) 0.997a 

X

1

2 

2





2


                      X

 
 ومجال الثقة الثالث X منحنى التوزيع الطبيعي لممتحول( 1-1) الشكل

 

أك  (   )المقابؿ لاحتماؿ الثقة  Xيمكننا إنشاء مجاؿ الثقة لػ  كبناءن عمى خكاص التكزيع الطبيعي
 بحيث يككف: ( )لمستكل دلالة 

 0𝜇     

 

    𝜇     

 

 1                                     (   ) 
 

  حيث أف 

 
)نصؼ مستكل الدلالة  التي تترؾىي قيمة متحكؿ التكزيع الطبيعي المعيارم  

 

 
عمى  (

)ك يايمين
 

 
   يسار عمى  (

 
   ،] حيث استبدلنا الرمز  

 

 
  بالرمز  

 
كلقد أنشأنا عمى  .للبختصار [ 

 .(59997( مجاؿ الثقة الثالث الذم يقابؿ احتماؿ ثقة )1-1الشكؿ )
،   كعمى تبايف ىك ̅ نحصؿ منيا عمى متكسط ىك  nكعندما نسحب عينة مف عناصر المجتمع بحجـ 

كلكف ىذه العينة ليست كحيدة بؿ يمكف أف يسحب غيرنا كغيرنا عينات أخرل، فيحصؿ عمى متكسطات 
  كتباينات أخرل   ̅ أخرل 

  ، كبما أف عدد العينات الممكنة يساكم  
عينة )في حالة السحب بدكف   

  إعادة(، فإف ىذا يعني أنو يمكننا أف نحصؿ عمى 
يا يعتبر تقديران لمتكسط ، ككؿ من ̅ متكسطان   

أيضان، كلكف  𝜇ىك الآخر متحكلان عشكائيان جديدان متكسطو  ̅ . كبناءن عميو يككف متكسط العينة  𝜇المجتمع 
  تباينو يساكم 

 
 يساكم  المعيارم )كانحرافو 

√ 
  𝜇) ( كيخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ  

  

 
، كالذم (

 لي:يأخذ الشكؿ الضامر كالمتطاكؿ التا
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2



2



*

2

n
Z




 

(1 )

X

1

2
n




x*

2

n
Z




 

 
 ̅  توزيع متوسط العينة(: 2-1)الشكل 

 ̅ ( يمكننا أيضان إنشاء مجاؿ الثقة لممتكسط 1-1( كقياسان عمى العلبقة )2-1التكزيع ) شكؿ كبناءن عمى
 بحيث يككف: ( )أك لمستكل الدلالة  (   )المقابؿ لاحتماؿ الثقة 

 [𝜇    
 
 

 

√ 
  ̅  𝜇    

 
 

 

√ 
]                               (   ) 

  كحيث أف 

 
لمتحكؿ التكزيع الطبيعي المعيارم المقابمة لنصؼ مستكل  )الحرجة( : ىي القيمة الجدكلية

)الدلالة 
 

 
)عمى اليميف ك  (

 

 
ضمنو باحتماؿ  ̅ عمى اليسار. كىذا المجاؿ يضمف لنا أف تقع قيمة  (

 . (   )يساكم 
 ثـ نقسميا عمى  𝜇نطرح مف أطرافيا  (1-2)كحتى نستفيد مف العلبقة 

√ 
 فنحصؿ عمى ما يمي: 

 0   
 
 

 ̅  𝜇

  √ 
   

 
1                                                         (   ) 

)كىذا المجاؿ يضمف لنا أف تقع قيمة المقدار 
 ̅  

  √ 
   *ضمف المجاؿ  (

 
       

 
باحتماؿ يساكم  +

)ف المقدار ، كىنا نلبحظ أ(   )
 ̅  

  √ 
 ، كىنا نميز بيف حالتيف ىما:ىك متحكؿ عشكائي ثالث (

)فإف المقدار  :مف المجتمع ةعمكمم     قيمةبالتالي ك    قيمة إذا كانت  - أ
 ̅  

  √ 
يخضع لمتكزيع  (

كنكتبو   ، لذلؾ نرمز لو بػ ̅ يرة المتحكؿ المتكسط الأنو ناتج عف مع (    ) الطبيعي المعيارم 
 كما يمي:

  
 ̅  𝜇

  √ 
                                                                        (   ) 

)مثؿ  𝜇كىكذا نجد أنو يمكننا اعتبار ىذا المقدار مؤشران لاختبار أم فرضية حكؿ متكسط المجتمع 
𝜇   الفرضية   𝜇  ) ، نعكض كذلؾ عندما𝜇  بػ𝜇   ( 4-1مف العلبقة )  كنقكـ بحساب قيمة

 معمكمة .  قيمة  تككف أف شرطكب
   *[ كىك 3-1المحسكبة مع طرفي المجاؿ المعرؼ في ]  ثـ نقارف قيمة 

 
      

 
. كنتخذ القرار +

𝜇   ) المحسكبة كاقعة ضمف ذلؾ المجاؿ نقبؿ تمؾ الفرضية   كمايمي : إذا كانت قيمة   𝜇 ) ،
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𝜇   )نرفض الفرضية  مف الطرفيف، فإننا المحسكبة كاقعة خارجو  أما إذا كانت قيمة   𝜇 ) ،
| |كبعبارة أخرل إذا كانت     

 
ذا كانت ن  | |قبؿ الفرضية المذككرة ، كا     

 
نرفض الفرضية  

𝜇   )السابقة. عممان بأف احتماؿ قبكؿ الفرضية   𝜇 )  كاحتماؿ رفضيا مف  (   )يساكم
 . ( )ساكم الطرفيف ي

 رىا مف خلبؿ تبايف العينة المصححفإننا نمجأ إلى تقدي ، في المجتمع مجيكلة   أما إذا كانت قيمة  - ب

نحصؿ عمى متحكؿ عشكائي فمف العينة،  S( بتقديرىا 4-1في )  باستبداؿ قيمة نقكـ ك ،    
 يمي: كنكتبو كما tكنرمز لو بػ   ك ̅ جديد مركب مف متحكليف عشكائييف 

       
 ̅  𝜇

  √ 
                                                                   (   ) 

( n-1)ذم (ستكدينت)يخضع لتكزيع  tكمعمكـ مف نظرية الاحتمالات كالاحصاء الرياضي أف المتحكؿ 
كقياسان عمى  ( .    درجة حرية. )كىك تكزيع يتقارب مع التكزيع الطبيعي المعيارم عندما تصبح 

 كما يمي: t( يمكننا أف ننشأ مجاؿ الثقة لممتحكؿ 3-1العلبقة )

 0   
 
 

 ̅  𝜇

  √ 
    

 
1                                            (   ) 

  حيث أف 
 

)المقابمة لنصؼ مستكل الدلالة الحرجة(، أك )الجدكلية (ستكدينت)ىي قيمة متحكؿ  
 

 
عمى  (

) كلػ اليميف
 

 
ضمف المجاؿ  tدرجة حرية، كىذا المجاؿ يضمف لنا أف تقع قيمة  (n-1)عمى اليسار كلػ  (

*   
 
      

 
في حالة العينات  t. كىكذا نجد أنو يمكننا الاستفادة مف المتحكؿ (   )باحتماؿ قدره  +

𝜇   )مثؿ  𝜇الصغيرة في اختبار أم فرضية حكؿ متكسط المجتمع   𝜇   فنعكض )𝜇  بػ𝜇  
       المجاؿ  ( كىك6-1ثـ نقارنيا مع طرفي المجاؿ المعرؼ في )، ( 5-1مف العلبقة ) tحسب قيمة كن

*   
 
     

 
 يمي: كنتخذ القرار كما، +

𝜇   )المحسكبة كاقعة ضمف ذلؾ المجاؿ تقبؿ تمؾ الفرضية  tإذا كانت قيمة   𝜇 ) أما إذا كانت ،t 
𝜇   )المحسكبة كاقعة خارجو فإننا نرفض الفرضية   𝜇 ) . 

| |كبعبارة أخرل: إذا كانت    
(
 

 
    )

𝜇   )فإننا نقبؿ الفرضية    𝜇 ) أما إذا كانت ،
| |   

(
 

 
    )

𝜇)فإننا نرفض الفرضية المذككرة. عممان بأف احتماؿ قبكؿ الفرضية    𝜇 )  يساكم
 . ( )كاحتماؿ رفضيا مف الطرفيف يساكم  (   )

استنباط العديد مف المؤشرات لاستخداميا في اختبارات  ،كباتباع نفس الأسمكب ،كىكذا نجد أنو يمكننا
فنحصؿ عمى مؤشرات لتقدير ، تكزيعيا الاحتمالي( حسب الفرضيات المختمفة )كؿ حالة حسب طبيعتيا ك 

 كغيرىما.    كالتبايف  Rالنسبة 
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( 2-1كذلؾ بمعالجة العلبقة ) 𝜇كمف جية أخرل يمكننا أف ننشأ مجاؿ ثقة يحكم متكسط المجتمع 
̅ )كطرح المقدار   𝜇) :مف أطرافيا فنحصؿ عمى المجاؿ التالي 

 [ ̅    
 
 

 

√ 
 𝜇   ̅    

 
 

 

√ 
]                              (   ) 

  )يساكم  ( كنصؼ طكلو𝜇)كليس  ̅ كىك مجاؿ مركزه متكسط العينة 

 
 

 

√ 
كيضمف لنا أنو يحتكم ،  (

 .( يكضح ذلؾ 3-1كالشكؿ ) (   )باحتماؿ  𝜇عمى متكسط المجتمع المجيكؿ 
ذا كاف التبايف  ( يصبح معرفان عمى 7-1، كعندىا فإف مجاؿ الثقة )  مجيكلان فإننا نستبدلو بتقديره    كا 

 درجة حرية كيأخذ الشكؿ التالي: (   )ذم  (ستكدينت ) تكزيع
 [ ̅    

 
 

 

√ 
 𝜇   ̅    

 
 

 

√ 
]                              (   ) 

 

  )كنصؼ طكلو  ̅ كىك مجاؿ مركزه 
 
 

 

√ 
كيضمف لنا أنو يحتكم عمى متكسط المجتمع المجيكؿ ،  (

𝜇  باحتماؿ(   ) . 

2



2





(1 )

x Z
n

Z
n




 
 𝝁لػ  مجال الثقة( 3-1) الشكل

 الاختبارات : أىم : أنواع وأسماء 1-2

( أك عمى بعض خصائصو )مثؿ:   أك  Rأك  𝜇تكضع الفرضيات عمى معالـ المجتمع )مثؿ 
 الاستقلبؿ، التكافؽ، التكرار، الالتكاء ...الخ( كتختبر باستخداـ معمكمات العينة كمؤشرات الاختبار.

 كتصنؼ الاختبارات إلى نكعيف أساسييف :
 المعممية: كتطبؽ عمى المتحكلات الكمية .الاختبارات  - أ

 .كالرتبيةالاختبارات اللبمعممية: كتطبؽ عمى المتحكلات النكعية   - ب

 كما يمكف تصنيؼ الاختبارات حسب عدد المجتمعات كالعينات كما يمي :
 اختبارات لمجتمع كاحد )عينة كاحدة( . -1

 اختبارات لمجتمعيف )عينتيف مستقمتيف( .  -2

 تمعات )لعدة عينات مستقمة( .اختبارات لعدة مج  -3

 اختبارات لعينتيف مترابطتيف  -4

 اختبارات لعدة عينات مترابطة . -5
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 كيتضمف الجدكؿ التالي أىـ الاختبارات المعممية كاللبمعممية كمجالات تطبيقيا
 :أىم الاختبارات الاحصائية المعممية واللامعممية(: 2-1) جدول

 اللبمعممية أىـ الاختبارات أىـ الاختبارات المعممية
الطبيعي لعينة واحدة وىو يطبق عمى متوسط  Zاختبار  -1

 (4-1)مثل العلاقة  ،فيو Rوعمى النسبة  𝜇المجتمع 
: للاستقلال والارتباط بين    اختبار  -1

متحولين نوعيين أو أحدىما نوعي . في 
 عينة واحدة )غير مرتبة( 

لعينة واحدة صغيرة وىو يطبق  t (ستودينت)اختبار  -2
 (5-1)مثل العلاقة  Rوعمى  𝜇عمى 

: للاستقلال والارتباط Gammaار باخت -2
 من عينة واحدة بين متحولين مرتبين

اختبارات الثبات والصدق ويستخدم في  -3    لعينة واحدة ويطبق عمى تباين المجتمع    اختبار  -3
 الاستبيانات )لممعمومات المرتبة(

الطبيعي لعينتين مستقمتين ويطبق عمى الفرق  Zار باخت -4
بين متوسطي المجتمعين أو عمى الفرق بين النسبتين 

 (24-1)فييما مثل العلاقة 

اختبار مكنمارا: لمحالات غير المرتبة  -4
 )جدول رباعي(

لعينيتين مستقمتين ويطبق عمى  t (ستودينت)اختبار  -5
مثل العلاقة  ،     وعمى الفرق   𝜇  𝜇الفرق 

(1-25) 

 ار: ويمكوكسن لممتحولات المرتبة اختب -5

لعينتين مستقمتين ويطبق عمى تبايني  Fاختبار -6
)مجتمعين 

  
 

  
 (35-1) مثل العلاقة ،( 

 اختبار كروسكال: لممتحولات المرتبة -6

 لمفرق بين الأزواج المتقابمة )عينتين tاختبار  -7
 (54-1) مترابطتين( مثل العلاقة

 ويتني: لممتحولات المرتبة اختبار مان -7

اختبار تحميل التباين الأحادي لأكثر من عينتين  -8
 (44-1)مثل العلاقة  ،مستقمتين

 كيندال: لممتحولات المرتبة   اختبار  -8

ار تحميل التباين الثنائي لمؤشرين عمى عدة باخت -9
 .مجتمعات 

 كيندال: لممتحولات المرتبة   اختبار  -9

لتوافق التوزيعات الاحتمالية من عينة    اختبار  -14
 واحدة

اختبار الاشارة لممتحولات الثنائية  -14
(    ) 

سميرنوف لتوافق التوزيعات  -فرو اختبار كولموغو  -11
 الاحتمالية

 بياناتمينتال لم -اختبار كوكران -11
 المرتبة

اختبار معنوية معامل الارتباط الخطي )معامل  -12
 بيرسون(

الارتباط الرتبي اختبار معنوية معامل  -12
 )سبيرمان( لممتحولات المرتبة
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 ارب: حساب موثوقية وقوة الاخت1-2-1
   ، تتأثر بعدة عكامؿ أىميا حقيقة الفرضية   في الحقيقة إف عممية إجراء اختبار لأية فرضية عدـ 

 ذلؾ نجد أنو لدينا الحالات التالية:بذ بشأنيا ، ك كنكع القرار المتخفي المجتمع 
 قد تككف بحقيقتيا صحيحة أك خاطئة .   إف فرضية العدـ  -

 يمكف أف يككف قبكلان أك رفضان ليا .   إف القرار الذم سنأخذه حكؿ  -

 في جدكؿ كالتالي: الأربع  كيمكف كضع تقاطعات ىذه الحالات
 حكليا حالات تقاطع حقيقة فرضية العدم مع نوع القرار المتخذ( : 3-1)جدول

 المتخذنوع القرار 
   حقيقة الفرضية 

 رفض قبول

   القرار غير صحيح واحتمالو      القرار صحيح واحتمالو  صحيحة   

     القرار صحيح واحتمالو    القرار غير صحيح واحتمالو  خاطئة   
 

 يمكف أف يككف قرارنا غير صحيح في، ف   حكؿ  نتخذ القرار كمف الجدكؿ السابؽ نلبحظ إنو عندما
الحالتيف التاليتيف: رفض الفرضية الصحيحة، قبكؿ الفرضية الخاطئة، كعندىا سنرتكب أحد الخطأيف 

 التالييف:
ف احتماؿ    : كىك قرار رفض الفرضية error type I خطأ النكع الأكؿ - رغـ إنيا صحيحة، كا 

جة الثقة بدر  (   )، كيسمى الاحتماؿ المتمـ لو  كقكعنا في ىذا الخطأ يسمى مستكل الدلالة 
 أك بالمكثكقية .

غير خاطئة أك رغـ إنيا    : كىك قرار قبكؿ الفرضية error type II  خطأ النكع الثاني -
ف احتماؿ كقكعنا في ىذا الخطأ يساكم عددان آخران  ، كيسمى الاحتماؿ المتمـ لو  صحيحة، كا 

 ار .ببقكة الاخت (   )

عندما تككف خاطئة. كىك يتمـ    احتماؿ رفض الفرضية كبناءن عمى ذلؾ تـ تعريؼ قكة الاختبار: بأنيا 
 : يساكم كىك   ، أم أف قكة الاختبار تعرؼ بالاحتماؿ المتمـ لػ  احتماؿ قبكليا 

                                                                                         (    ) 
 .الفصؿمف تكاملبت شرطية معقدة لا مجاؿ لمخكض فييا في ىذا   كيتـ حساب قيـ 

 اختبارات معالم مجتمع طبيعي )من عينة واحدة(::  1-3

 :(R)أو النسبة  𝜇: اختبار متوسط المجتمع 1-3-1

 كيتألؼ مف الخطكات التالية:
أك  (      ) وكعادة يتـ كضع ،(   )أك احتماؿ الثقة  ( )نحدد مستكل الدلالة   -1

 . (      )أك (      )
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 يمي: رضيتيف متنافيتيف كمتكاممتيف كمافيو( ف R)أك النسبة  𝜇نضع عمى متكسط المجتمع   -2

يكجد  ، كىذا يعني أنو لا 𝜇يساكم قيمة معمكمة  𝜇فرضية العدـ: نفترض أف متكسط المجتمع  - أ
 )أم عدـ كجكد فرؽ بينيما( كنكتب ذلؾ كما يمي:  𝜇فرؽ معنكم بينو كبيف القيمة المفترضة 

          𝜇  𝜇                                                                      (   ) 

𝜇)كتككف ىذه الفرضية مقبكلة إذا كاف الفرؽ   𝜇 )  أك تقديره( ̅  𝜇 )  كاقعان ضمف مجاؿ
̅ )الثقة المحدد لمفرؽ   𝜇)  خلبؿ مؤشر الاختبار المناسب.، كنقرر ذلؾ مف 

 ،كمف شكميا تتحدد منطقة الرفض ،الفرضية البديمة: كىي الفرضية المعاكسة لفرضية العدـ  - ب
 التالية: الثلبثة كتب عمى أحد الأشكاؿكيمكف أف تُ 

 كما يمي: فيو عدـ التساكم كتكتب الفرضية البديمةالشكؿ الثنائي أك شكؿ الشكؿ الأكؿ:  -

      𝜇  𝜇                                                                    (    ) 
لأنو الاختبار ثنائي الجانب، ب ىذا الشكؿ يسمى لذلؾكفيو تككف منطقة الرفض كاقعة عمى الجانبيف، ك 

 خصص لكؿ جانب نصؼ مستكل الدلالة) ي

 
 ( ، كما في الشكؿ التالي : 

             

X
0

0H

1 

x

2


2



         0H         0H

 
 ي الرفض عمى اليمين واليسارتمنطقة القبول ومنطق( 4-1) الشكل

 

 كما يمي:   الشكؿ الثاني: الأحادم اليميني، كتكتب الفرضية البديمة  -

      𝜇  𝜇                                                                    (    ) 
 (.5-1كما عمى الشكؿ )  كفيو تككف منطقة الرفض عمى اليميف فقط، كتقابؿ كامؿ الاحتماؿ 

 كما يمي:   الشكؿ الثالث: الأحادم اليسارم، كتكتب الفرضية البديمة  -

       𝜇  𝜇                                                                    (    ) 
 .(6-1كما عمى الشكؿ )  ض عمى اليسار فقط، كتقابؿ كامؿ الاحتماؿ كفيو تككف منطقة الرف -

 



0

            

         



0

            

         

1 0H 

1 0:H  

ZZ 

 1  1 

 أحادي يميني( 5-1) الشكل                  أحادي يساري  ( 6-1) الشكل  
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، يجب عمينا أف نسحب عينة عشكائية مف   كلمتحقؽ مف صحة أك عدـ صحة فرضية العدـ 
. فإذا  𝜇كىك    ثـ نقارنو مع متكسط المجتمع المفترض في الفرضية  ̅ المجتمع كنحسب متكسطيا 

، أما إذا  𝜇، كنعترؼ بأف متكسط المجتمع يساكم   يساكيو أك قريبان منو نقبؿ فرضية العدـ  ̅ كاف 
،   كنقبؿ الفرضية    بينيما(، فإننا نرفض فرضية العدـ )يكجد فرؽ جكىرم   𝜇بعيدان عف  ̅ كاف 

، بؿ يساكم قيمة أخرل أكبر أك أصغر منيا. كحتى لا  𝜇لايساكم  𝜇كنعترؼ بأف متكسط المجتمع 
، تحتاج إلى أداة إحصائية كرياضية تحدد لنا مقدار  𝜇مع  ̅ تككف الأمكر مزاجية فإف عممية مقارنة 

الفرؽ المعنكم أك الجكىرم، كىذه الأداة تسمى مؤشر الاختبار. كىكذا نجد أنفسنا الفرؽ المقبكؿ كمقدار 
 بحاجة قبؿ كؿ شيء إلى سحب عينة عشكائية مف المجتمع المدركس كحساب مؤشراتيا المختمفة .

نقكـ بتحديد طريقة سحب العينة )مع الإعادة أـ بدكف إعادة( ، كحسب طريقة السحب المختارة نقكـ   -3
ضمف القكسيف(  Rـ العينة  مف إحدل العلبقتيف الخاصتيف بتقدير المتكسط )أك النسبة بحساب حج

 ( في الفصؿ الثاني[ .4-2]انظر الفقرة ) كىما:
  

    

  
 .

    (   )

  
/  (    )                   لمسحب مع الإعادة                   

 

  
     

        
 .

    (   )

       (   )
/  (    )           لمسحب بدكف اعادة    

 

 ىك تبايف العينة أك تقديره مف أم عينة سابقة .   حيث أف : 
 ىك مقدار الدقة المطمكبة كتحدد مف قبؿ الجيات المعينة أكمف قبؿ الباحث .  d كأف:
 ىي قيمة المتحكؿ الطبيعي المعيارم المقابؿ لنصؼ مستكل الدلالة  Z كأف:

 
 .فعمى الطرفي 

 .مف خلبؿ أم عينة اختباريةأك ام تقدير ليا  في المجتمعىك مقدار النسبة  rكأف: 
( حتى نحصؿ عمى أكبر حجـ        كفي حالة اختبار النسب المتكازنة في المجتمع  نضع ) 

( 13-1)كبيران أك غير معركؼ، يفضؿ استخداـ العلبقة  Nممكف لمعينة، أما عندما يككف حجـ المجتمع 
مف    كتباينيا  ̅ لمسحب مع الإعادة  ، ثـ نقكـ بسحب العينة المذككرة مف المجتمع كنحسب متكسطيا 

 العلبقتيف:
     ̅  

 

 
∑                                                                                   (    ) 

 

   
 

   
 ∑(    ̅)                                                         (    ) 

 نقكـ بحساب مؤشر الاختبار لممتكسط )أك لمنسبة ضمف القكسيف( مف العلبقة المعيارية التالية: -4

  
 ̅  𝜇 

 

√ 

 

(

 
|    |

√  (    )
 )

 (    )                        (  معمكـ )          
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   ، كلكف بما أف تبايف المجتمع (   ) زيع الطبيعي المعيارم كىك متحكؿ عشكائي يخضع لمتك 
السابقة يككف أمران مستحيلبن . كلكي  Zيككف غالبان مجيكلان، فإف حساب قيمة   كبالتالي انحرافو المعيارم 

ار بكتقدير جيد لو، كنعرؼ مؤشر جديد لاخت   بتبايف العينة    نتخمص مف ىذه المشكمة نستبدؿ 
 ( .   تككف معمكمة مف فرضية العدـ    لأف  )دكف تعديؿ المقاـ في مؤشر النسبة 𝜇متكسط المجتمع 
   بالعلبقة التالية :

  
 ̅  𝜇 

  √ 
 

(

 
|    |  

 
  

√  (    )
 )

                                               (    ) 

 

كلمتكزيع  ،عند اختبار المتكسطدرجة حرية  (   )بػ  (ستكدينت)كىك متحكؿ جديد يخضع لتكزيع 
 .الطبيعي عند اختبار النسبة 

يقترب مف التكزيع الطبيعي  (ستكدينت)، فإف تكزيع (    )كبيران  nملبحظة: إذا كاف حجـ العينة 
 ( خاضعان لمتكزيع الطبيعي المعيارم .18-1في العلبقة ) tالمعيارم، كعندىا نعتبر 

 ض كالقبكؿ كاتخاذ القرار:نقكـ بتحديد منطقتي الرف -5
، يكجد طريقتاف لاتخاذ   لتحديد منطقتي الرفض كالقبكؿ كلاتخاذ القرار اللبزـ حكؿ صحة الفرضية 

 . كسنشرحيما كما يمي : Pالقرار المناسب ىما: طريقة القيمة الحرجة . كطريقة احتماؿ الدلالة 
𝜇   أم أف  ثنائي الجانب ): لنفترض أف الاختبار  tأك  Zلػ طريقة القيمة الحرجة  -أ   𝜇   ،)

ىما: إما أف تككف   مكزعان عمى الجانبيف، كىنا يككف لدينا حالتاف لػ   فعندىا يككف مستكل الدلالة 
 ، كلذلؾ نعالجيا كما يمي :Sمقدرة مف العينة بػ   معمكمة، أك أف تككف   قيمة 

( ثـ نقارنيا مع 17-1تبار مف العلبقة )معمكمة: فإننا نحسب قيمة مؤشر الاخ  إذا كانت قيمة  -
  القيمة الحرجة لمتحكؿ التكزيع الطبيعي 

 
، لذلؾ نبحث في جدكؿ التكزيع الطبيعي المعيارم عف 

  القيمة الحرجة 

 
 المقابمة لنصؼ مستكل الدلالة  

 
 Zعمى الطرفيف، ثـ نقارف القيمة المحسكبة  

 يمي: كما   معيا، كنتخذ القرار حكؿ 

| |كانت إذا     

 
كاقعة في منطقة القبكؿ، كعندىا نقبؿ فرضية العدـ كنقكؿ بأف  Z، تككف 

𝜇  𝜇   باحتماؿ ثقة يساكم ،    . 
| |إذا كانت     

 
كاقعة في منطقة الرفض كعندىا نرفض فرضية العدـ كنقكؿ  Z، تككف 

𝜇بأف  𝜇   بمستكل دلالة يساكم ،  . 
( ، ثـ نبحث في 18-1مف العلبقة ) tفإننا سنحسب قيمة المؤشر  ،مجيكلان    أما عندما يككف  -

  عف القيمة الحرجة  (ستكدينت)جدكؿ تكزيع 
 

 المقابمة لنصؼ مستكل الدلالة  

 
عمى الطرفيف  

 يمي:  كنتخذ القرار بالمقارنة كما (   )كلدرجة حرية 
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| |إذا كانت      
 

𝜇نقبؿ فرضية العدـ كنقكؿ بأف     𝜇   باحتماؿ ثقة    
| |إذا كانت      

 
𝜇نرفض فرضية العدـ كنقكؿ بأف    𝜇   بمستكل دلالة  

ىي القيمة  Zفإف القيمة الحرجة لػ ، ملبحظة: إذا كاف الاختبار أحادم الجانب )يميني كيسارم( 
 كما   ، كعندىا نتخذ القرار عند المقارنة حكؿ   كنرمز ليا بػ   المقابمة لكامؿ مستكل الدلالة 

 يمي:
𝜇   )إذا كاف الاختبار أحادم يميني  -  𝜇 )  فإننا نقارف قيمةZ   فإذا كانت ،    المحسكبة مع

𝜇، كنقبؿ بأف   نقبؿ فرضية العدـ        𝜇  فإننا نرفض      ، أما إذا كانت   
𝜇كنعترؼ بأف   𝜇  ( السابؽ .5-1كما في الشكؿ ) 

𝜇   )أما إذا كاف الاختبار أحادم يسارم  -  𝜇 )  فإننا نقارف قيمةZ  المحسكبة مع(   ) 
𝜇كنقبؿ بأف    نقبؿ فرضية العدـ  (     ). فإذا كانت  السالبة  𝜇  أما إذا كانت ،

𝜇كنعترؼ بأف    كنقبؿ    فإننا نرفض  (     )  𝜇  ( السابؽ.6-1كما في الشكؿ ) 

ىي القيمة المقابمة  tفإف القيمة الحرجة لمتحكلو  t (ستكدينت)ككذلؾ الأمر عند استخدامنا لمؤشر 
 يمي: . كنتخذ القرار كما   كنرمز ليا بػ  (   )كلدرجة الحرية   لكامؿ مستكل الدلالة 

𝜇   )إذا كاف الاختبار أحادم يميني  -  𝜇 )  ؿ كنقب   فإننا نقبؿ فرضية العدـ      ككاف
𝜇بأف   𝜇  كنعترؼ بأف    كنقبؿ    فإننا نرفض      ، أما إذا كاف𝜇  𝜇  . 

𝜇   )ار أحادم يسارم بأما إذا كاف الاخت -  𝜇 )  فإننا نقارف قيمةt  المحسكبة مع(   ) 
𝜇كنقبؿ بأف    فإننا نقبؿ الفرضية  (     )السالبة، فإذا كانت   𝜇  أما إذا كانت ،

𝜇التي نقكؿ بأف:    كنقبؿ    فإننا نرفض  (     )  𝜇  . 

فسحبنا عينة  ،    𝜇في المجتمع  Xاختبار أف يككف تكقع نريد لنفترض إننا  (:1-1مثال )
̅ عنصران . فكاف متكسطيا:      عشكائية منو بحجـ  ثـ حددنا ،        كتباينيا:     

 ككضعنا الفرضيتيف كما يمي:       مستكل الدلالة بػ 
𝜇    ار ثنائي الجانب(      ب)الاخت                            𝜇     

( كالتي تأخذ 18-1مجيكؿ. لذلؾ نستخدـ العلبقة )   ار نلبحظ أف تبايف المجتمع بكلإجراء ىذا الاخت
 الشكؿ التالي :

  
 ̅  𝜇 

 √ ⁄
 

     

   ⁄
 

 

 
      

 

فإننا نقكـ بحساب القيمة الحرجة لو ، درجة حرية  (   )بػ  (ستكدينت)يع يخضع لتكز  tكبما أف 
    (

 

 
 أف: (ستكدينت)، فنجد مف جداكؿ  (

    (
 

 
)     (

    

 
)     (     )        
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)   مع القيمة الحرجة        كبمقارنة القيمة المحسكبة 
 

 
) | |نجد أف             (

 

 
)  

𝜇كالتي تقكؿ أف    لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ    كذلؾ باحتماؿ ثقة ،    
         . 

 . Z( كنستخدـ المتحكؿ المعيارم 7-1معمكمان نطبؽ العلبقة )   : إذا كاف تبايف المجتمع ملبحظة
 (Sig)أك  P (P- Value)باستخدام احتمال الدلالة    طريقة اتخاذ القرار حول   -ب 

 Signification)لتكضيح كيفية تطبيؽ ىذه الطريقة لابد مف تكضيح معنى احتماؿ الدلالة 

probability)   كالذم يرمز لو في البرامج الحاسكبية بالرمزP أك(P-value)  أك بالرمز.(Sig) 
أك  Z لمؤشر الاختبار القيمة المحسكبة تتركوحسب التعريؼ ىك: الاحتماؿ الذم  P احتماؿ الدلالةإف 

t  أك غيرىما عمى طرفي التكزيع الاحتمالي، أك عمى أحد طرفيو، كىك يتأثر بنكع الاختبار كبحالاتو
 المختمفة التالية:

𝜇    )فإذا كاف الاختبار ثنائي الجانب   𝜇 ) فإف قيمة الاحتماؿ ،P يتـ تكزيعيا بالتساكم عمى ،
 طرفي التكزيع، بحيث يككف لكؿ طرؼ 

 
ك  ]      [بلبف المجاليف المفتكحيف ، كالطرفاف ىنا يقا

]      [ . 
𝜇    )أما إذا كاف الاختبار أحادم يميني   𝜇 ) فإف كامؿ قيمة ،P  تككف متكضعة عمى اليميف

 . ]      [كتقابؿ المجاؿ المفتكح 
ذا كاف الاختبار أحادم يسا 𝜇    )م ر كا   𝜇 ) فإف كاف كامؿ قيمة ،P عمى  تككف متكضعة
 . ]      [اليسار كتقابؿ المجاؿ المفتكح 

يساكم المساحة التي تقع تحت منحني التكزيع كتقابؿ المجالات المذككرة )حسب  Pأم أف الاحتماؿ 
بعد إعداد الحسابات اللبزمة كالقياـ بإجراء الاختبار  Pكؿ حالة(، كيتـ تحديد القيمة العددية لػ 

أك غيرىما . ثـ حساب قيمة تكامؿ التكزيع  tأك  Zسكبة المفركض كالحصكؿ عمى القيمة المح
 الاحتمالي عمى المجالات المذككرة )حسب كؿ حالة(، كما سنرل لاحقان .

 Signification)  يختمؼ جذريان عف مستكل الدلالة  Pكاخيران نشير إلى أف احتماؿ الدلالة 

Level)، ء البحث كقبؿ إجراء الاختبار نفسو .الذم يحدده الباحث أك المشرفكف عمى البحث قبؿ إجرا 
 .   كذلؾ بمقارنتيا مع    في اتخاذ القرارات حكؿ الفرضية  Pكيستفاد مف 

حسب ، pكلتكضيح ذلؾ نأخذ حالة التكزيع الطبيعي المعيارم، كنحسب منو قيمة احتماؿ الدلالة  
 حالات الاختبار التالية: 

 .لقكاعد السابقة تقع عمى الجانبيفالرفض حسب اف منطقة أ أم :الجانب حالة الاختبار ثنائي (1

| |إذا كانت ف -    

 
 كيككف لدينا الشكؿ التالي:   فإننا نقبؿ فرضية العدـ  
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2

P

2

P

2



2



0 Z
2

Z 
Z

2

Z                   


            

(1 )

 
 P تحديد المساحة( 7-1) شكل

 مف ىذا الشكؿ نلبحظ أف 

 
  +ىي المساحة المظممة بخطكط عمكدية كىي التي تقابؿ المجاؿ 

 
    * . 

 أما 

 
    ، كعندما تككف ]     [فيي المساحة المظممة بخطكط أفقية كىي التي تقابؿ المجاؿ  

 
 

 يككف لدينا ( 7-1كما في الشكؿ )

 
 

 

 
   عمينا أف نقبؿ الفرضية  أنو ، أم    ، كيككف لدينا  

| | و يككف لدينا) لأن    إذا كانت     

 
. ) 

في ىذه الحالة مف تكامؿ التكزيع الطبيعي المعيارم عمى المجاليف  Pكيتـ حساب قيمة الاحتماؿ 
 كما يمي: ]       [ك ]     [المتناظريف 

  ∫  ( )  

  

  

 ∫  ( )    

  

 

 ∫
 

√  
  

  

    

  

 

  [   ( )]    (    ) 

 الجاىزة أك مف الحكاسيب المبرمجة .كيمكف الحصكؿ عمى قيمة ىذا التكامؿ مف الجداكؿ الإحصائية 
| |أما إذا كانت  -    

 
 ، كعندىا يككف لدينا   فإننا نرفض فرضية العدـ  

 
 

 

 
 لدينا أم يككف،  

| |)لأف     إذا كاف    يجب عمينا أف نرفض فرضية العدـ  أنو أم،        

 
ىك ( كما 

 P( التالي، حيث رمزنا لممساحة المظممة بخطكط أفقية مف الطرفيف للبحتماؿ 8-1في الشكؿ )مكضح 
 .  كلممساحة المظممة بخطكط عمكدية لمستكل الدلالة 

2

P

2

P2



2



0 Z

2

Z Z
2

Z 


(1 )

            

 
 P تحديد المساحة( 8-1) شكل

، كيككف لدينا   فإننا نقبؿ فرضية العدـ      ليميني: فإذا كانت حالة الاختبار الأحادم ا (2
 الشكؿ التالي:
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P

0 Z Z          

            



(1 )

 
 P تحديد المساحة( 9-1) الشكل

 

ىي المساحة المظممة بخطكط عمكدية كىي التي تقابؿ   ( نلبحظ أف 9-1كمف الشكؿ )الشكؿ )
، ]     [تقابؿ المجاؿ  فيي المساحة المظممة بخطكط أفقية كىي التي P، أما ]      [المجاؿ

 (     يككف )لأف    إذا كاف    ، أم أنو عمينا أف نقبؿ فرضية العدـ    كىنا يككف لدينا 
، أم    ، كعندىا يككف لدينا   )تقع عمى يمينيا( فإننا نرفض الفرضية      أما إذا كانت  -

في ىذه الحالة  P(، كيتـ حساب قيمة     )لأف     إذا كاف    أنو عمينا أف نرفض الفرضية 
 كما يمي : ]     [مف تكامؿ التكزيع الطبيعي المعيارم عمى المجاؿ

  ∫  ( )  

  

 

 ∫
 

√  
  

  

    

  

 

    ( )               (    ) 

كيككف لدينا    فإننا نقبؿ فرضية العدـ       : إذا كانت حالة الاختبار الأحادم اليسارم (3
 ىي قيمة جبرية فقد تككف سالبة أك مكجبة(  Zالشكؿ التالي: )مع ملبحظة أف قيمة 

 P

0Z


Z Z

(1 )

            

 
 P تحديد المساحة(  10-1) الشكل

 

ىي المساحة المظممة بخطكط عمكدية كىي التي تقابؿ المجاؿ   ( نلبحظ أف 15 -1كمف الشكؿ )
      التي تقابؿ المجاؿ المساحة فيك المساحة المظممة بخطكط أفقية كىي P، أما الاحتماؿ ]      [
)لأف     إذا كاف    ، لذلؾ يجب عمينا أف نقبؿ الفرضية    ، كىذا يعني أف ]     [
 ]انتبو إلى ذلؾ الاختلبؼ [ . . (     

،    كعندىا يككف لدينا،   )تقع عمى يسارىا( فإننا نرفض الفرضية       أما إذا كانت  -
في ىذه  P(، كيتـ حساب      )لأف      تإذا كان   أم أنو عمينا أف نرفض الفرضية 

 الحالة مف العلبقة التالية:
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   ∫ ( )  

 

  

 ∫  ( )  

  

| |

 ∫
 

√  
  

  

    

  

| |

  ( )     (    ) 

، فإف Fأك    أك لأم تكزيع آخر مثؿ  t (ستكدينت)ملبحظة: إذا كاف مؤشر الاختبار يخضع لتكزيع 
مف تكاملبت مشابية لمتكاملبت السابقة عمى تمؾ التكزيعات كعمى المجالات  حاسكبيان  تحسب Pقيمة 

المناسبة كالمشابية لتمؾ المجالات المذككرة. كىي أمكر كثيرة كطكيمة لا مجاؿ لمخكض فييا في ىذا 
 . الفصؿا

 لذلؾ قمنا بسحب عينة ،(1-1لتأكد مف نتيجة الاختبار في المثاؿ )لنفترض إننا نريد ا : (2-1مثال )
̅ عنصران ثـ حسبنا متكسطيا كتباينيا فكانا كما يمي       كبيرة بحجـ  أخرل        ك    
 يمي : ككضعنا الفرضيتيف كما (      )ثـ حددنا مستكل الدلالة بػ ، 

𝜇    ار ثنائي الجانب(      ب)الاخت                            𝜇     

كلكف  ،(18-1) مجيكؿ . لذلؾ يجب عمينا أف نطبؽ العلبقة   كىنا نلبحظ أيضان أف تبايف المجتمع 
متقاربان  t( كيصبح 17-1فإف تمؾ العلبقة تقترب مف العلبقة ) (    )كبيران  nبما أف حجـ العينة 

 كنكتبيا كما يمي: Zمع 

    
 ̅  𝜇 

 √ ⁄
 

     

   ⁄
 

 

   
       

) يخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم، فإننا نقكـ بإيجاد القيمة الحرجة  Zكبما أف 
 

 
مف جداكؿ التكزيع  (

 أف: فنجد الطبيعي المعيارم
 (

 

 
)   (

    

 
)   (     )       

 

) المحسكبة مع         كبمقارنة قيمة 
 

 
)  الحرجة نجد أف:      

| |   (
 

 
𝜇التي تقكؿ أف    . لذلؾ نرفض فرضية العدـ  ( التي تقكؿ    كنقبؿ الفرضية     

 . 5995. كذلؾ باحتماؿ ثقة  55في ذلؾ المجتمع يختمؼ عف  Xأف تكقع 
مف  P، لذلؾ نقكـ بحساب    لاتخاذ القرار حكؿ  Pملبحظة: يمكننا أف نستخدـ طريقة احتماؿ الدلالة 

 م أف:( فنجد مف جداكؿ التكزيع الطبيعي المعيار 19-1العلبقة )
   [   ( )]   [   (     )]   [         ]         

بمستكل دلالة    . لذلؾ نرفض فرضية العدـ    المفركضة نجد أف   المحسكبة مع  Pكبمقارنة 
  . 

( كذلؾ لأف العينة مختمفة عف 1-1كىنا نلبحظ أف نتيجة الاختبار في ىذا المثاؿ تختمؼ عف المثاؿ )
 كالحجـ .العينة الأكلى بالبيانات 
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 اختبارات معالم مجتمعين طبيعيين )من عينتين مستقمتين(::  1-4

 اختبار الفرق بين متوسطي مجتمعين طبيعيين:: 1-4-1
 في مجتمعيف منفصميف: Xد دراسة تغيرات متحكؿ طبيعي يلنفترض أننا نر 

  كتباينو فيو   𝜇في المجتمع الأكؿ ىك  Xكلنفترض أف تكقع 
ف تكزيعو الطبيعي ىك         𝜇) كا 

 )  
  كتباينو فيو   𝜇نفسو في المجتمع الثاني ىك  Xكما نفترض أف تكقع ، 

ف تكزيعو الطبيعي ىك   ، كا 
 (𝜇     

 ) . 
 رسـ ىذيف التكزيعيف عمى شكؿ كاحد نحصؿ عمى الشكؿ التالي :كب

1 2

2

1

2 

1

1

2 

X

 
  شكلان طبيعيان فييما ( 11-1)الشكل 

    
  

 

فقط . بؿ  ( 𝜇  𝜇)لا تتعمؽ بالفرؽ بينيما   𝜇ك  𝜇أف عممية المقارنة بيف كمف ىذا الشكؿ نلبحظ 
 يف .في ىذيف التكزيع Xتبايني بتتعمؽ بشكؿ التكزيع الطبيعي ك 

  فإذا كاف 
  ك  

  مختمفاف كثيران فإف عممية المقارنة لا تككف متكازنة، لأنو إذا كاف   
    

فإف قيـ   
X  تككف متمركزة حكؿ𝜇   أكثر مف تمركز قيـX  حكؿ𝜇  . 

ف عممية المقارنة بيف التكقعيف    تككف أكثر فعالية عندما يككف   𝜇ك  𝜇كا 
    

عندما يككف أم )  
 نا سنميز بيف الحالتيف التاليتيف :الشكلبف متشابييف( لذلؾ فإن

  الحالة الأكلى: الحالة التي يككف فييا 
    

  
  الحالة الثانية: الحالة التي يككف فييا 

    
   
  كما أننا سندرس الحالة التي يككف فييا 

  ك  
  معمكميف كالحالة التي يككف فييا   

  ك  
 مجيكليف .  

عينيتيف عشكائيتيف  المجتمعيفعمينا أف نسحب مف ىذيف  ( 𝜇  𝜇)كلإجراء ىذا الاختبار حكؿ 
 كنحسب منيما مايمي:   ك   كمستقمتيف بحجميف 

  ̅ متكسط العينة الأكلى  -أ 
∑  

  
 .   𝜇كيعتبر تقديران غير متحيز لمتكسط المجتمع الأكؿ  

  ̅ متكسط العينة الثانية   -ب 
∑  

  
 .   𝜇كيعتبر تقديران غير متحيز لمتكسط المجتمع الثاني  

  نحسب التبايف المصحح لمعينة الأكلى مف العلبقة:   -ج 
  

 

    
∑(     ̅ )

  ، 

  كيعتبر ىذا التبايف تقديران غير متحيز لتبايف المجتمع الأكؿ 
  . 
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  نحسب التبايف المصحح لمعينة الثانية مف العلبقة :  -د 
  

 

    
∑(     ̅ )

كيعتبر ىذا ،  
  التبايف تقديران غير متحيز لتبايف المجتمع الثاني 

  . 

تقديران غير متحيز لمفرؽ  يعتبر ، كىك( ̅   ̅ )نحسب الفرؽ بيف متكسطيف ىاتيف العينتيف  -ق 
متحكلان عشكائيان جديدان  ( ̅   ̅ )يعتبر الفرؽ ، كما  ( 𝜇  𝜇)بيف متكسطي المجتمعيف

 . ( ̅   ̅ )   كتباينو  ( 𝜇  𝜇)يخضع لمتكزيع الطبيعي الذم تكقعو 

 نضع الفرضيتيف كما يمي : ( 𝜇  𝜇)كلاختبار الفرؽ بيف متكسطي المجتمعيف 
( 𝜇  𝜇)   فرضية العدـ:     .  

 :كالتي يمكف أف تككف عمى أحد الأشكاؿ التاليةكتقابميا الفرضية البديمة 
( 𝜇  𝜇)   عمى الشكؿ الثنائي الجانب :        . 

( 𝜇  𝜇)   أك عمى الشكؿ الأحادم اليميني:      . 
( 𝜇  𝜇)   أك عمى الشكؿ الأحادم اليسارم:      . 

 مف العلبقة التالية : ( ̅   ̅ )مؤشر الاختبار المعيارم لمفرؽ  ثـ نقكـ بتشكيؿ
 

  
( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

√   ( ̅   ̅ )
                                                (    ) 

  ثـ نقكـ بمعالجتو حسب الحالات السابقة لػ 
  ك  

 التالية:  
  : إذا كاف الحالة الأولى

    
  ككاف  

  ك  
 ( ̅   ̅ )معمكميف عدديان فإننا نجد أف تبايف الفرؽ   

 ]لعدـ كجكد ارتباط بيف العينتيف[ . لياتيف العينتيف المستقمتيف يساكم :

   ( ̅   ̅ )     ( ̅ )     ( ̅ )  
  

 

  
 

  
 

  
  (  (معمكـ

 

 ( نحصؿ عمى مؤشر الاختبار الطبيعي المعيارم التالي :19-1كبالتعكيض في )
  

( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

√
  

 

  
 

  
 

  

            (  
    

 (    )                (كمعمكميف  

 . (    ) كىك متحكؿ يخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم 
  عندما يككف التبايناف أما 

  ك  
نستبدليما بتقديرييما غير المتحيزيف فإننا ، كغير متساكييف مجيكليف  

  
  ك  

 (ستكدينت)يخضع تقاربيان لتكزيع  t كالمحسكبيف مف العينتيف فنحصؿ عمى مؤشر اختبار آخر  
 : يأخذ الشكؿ التالي (( كىك3-1كلو درجة حرية معقدة )انظر المثاؿ )

  
( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

√
  
 

  
 

  
 

  

                 (  
    

 (    )                    (كمجيكليف  
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إذا  ( 𝜇  𝜇)في اختبارات الفرؽ بيف المتكسطيف  tيمكف استخداـ مؤشر الاختبار الأخير ملبحظة: 
 (    )كبيريف، كعندىا نعتبر درجة الحرية مساكية لأصغر العدديف    ك   كاف حجما العينتيف 

 لأف قيمتيا الحقيقية تككف قريبة منيا . (    )أك 
يككف لدينا عندما  أم كمعمكميف، تباينا المجتمعيف متساكييف كىي الحالة التي يككف فييا: الثانيةحالة ال

  
    

( 25 -1ليما، كعندىا تأخذ العلبقة ) المعمكمة ىي القيمة المشتركة   حيث  ،      
 الشكؿ التالي:

 

  
( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

√
  

  
 

  

  

 
( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

  √(
 
  

 
 
  

)

 (    )      ( معمكـ  )       

 . (    ) كىك متحكؿ يخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم 
  نقدره مف خلبؿ المتكسط الحسابي لمتباينيف ، فإننا   مجيكلان    التبايف المشترؾ  أما عندما يككف

  
  ك

عمى الترتيب،  (    )ك  (    )المصححيف كالمحسكبيف مف العينتيف كالمثقميف بػ   
  رمز لو بالرمز نك  pooledعمى ما يسمى بالتبايف المدمج العلبقة المركبة ليما  فنحصؿ مف

كنكتبو   
 كما يمي :

 

  
    ̃  

(    )  
  (    )  

 

(    )  (    )
 

(    )  
  (    )  

 

       
     (    ) 

 

  يبرىف في الاحصاء الرياضي عمى أف التقدير ك 
كبذلؾ  ،  ىك تقدير غير متحيز لمتبايف المشترؾ   

 ( الشكؿ التالي:22-1تأخذ العلبقة )
  

( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

√
(    )  

  (    )  
 

       
(
 
  

 
 
  

)

                                         (    ) 

 أك الشكؿ التالي:
  

( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

  √
 
  

 
 
  

                                                                         (    ) 

  المدمج  لتبايفاب   ( التبايف المشترؾ 22-1حيث استبدلنا في )
كىك مؤشر يخضع تقاربيان لتكزيع ،   

كيمكف استخدامو في اختبارات الفركؽ بشرط أف يككف تباينا  ،(       )بدرجة حرية  (ستكدينت)
  مف أف:  أكلان  المجتمعيف متساكييف، لذلؾ يجب أف نتحقؽ

    
 .(25-1قبؿ تطبيؽ )     

 طبيعيين: : اختبار الفرق بين نسبتين في مجتمعين1-4-2
  نفترض أكلان أف  ،في مجتمعيف طبيعييف   ك   ار الفرؽ بيف نسبتي خاصتيف بلاخت

    
نضع ك   

أك            كالفرضية البديمة مف الشكؿ :  ،            :كما يمي فرضية العدـ
 ( الشكؿ التالي:25-1ار الأكؿ )بكعندىا يأخذ مؤشر الاخت غيره.
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(     )  (     ) 

√
  (    )

  
 

  (    )
  

                                                    (    ) 

 لعينتيف المسحكبتيف.ىما النسبتاف في ا   ك   معمكمتاف كأف    ك   حيث أف: 
   أما عندما يككف

    
كنحسب تقديره مف العلبقة  ̅ مف النسبة المتكسطة    ، فإننا نقدر     

 التالية :
  ̃   ̅(   ̅)                                                                                            (    ) 

 كما يمي:   ك   تحسب مف المتكسط المثقؿ لمنسبتيف  ̅      حيث أف النسبة المتكسطة
  ̅  

         
     

                                                                                          (    ) 

 التالي:  آخر ىك( شكلبن 26 -1كعندىا تأخذ العلبقة )
  

(     )  (     ) 

√
 ̅(   ̅)

  
 

 ̅(   ̅)
  

 
(     )  (     ) 

√ ̅(   ̅) (
 
  

 
 
  

)

                     (    ) 

 

 ، كلكنودرجة حرية (       )بػ  (ستكدينت)الخاضع تقاربيان لتكزيع  tنحصؿ عمى المؤشر كمنيا 
(       )عندما يككف   . كلإجراء طبيعي المعيارم، فإنو يخضع تقاربيان لمتكزيع ال   

  مع قيمة  اثـ نقارني (،29-1مف العلبقة ) tنحسب قيمة المؤشر  الاختبار
 

الحرجة كالمقابمة لنصؼ  
 مستكل الدلالة 

 
، كبناء عمى ىذه المقارنة نقبؿ أك (       )مف الطرفيف كلدرجة الحرية  
 كفؽ القكاعد المذككرة سابقان .   نرفض فرضية العدـ 

مرضى عند مرضى السرطاف ك  ACTB-1لدراسة حالة الفركقات بيف كميتي البركتيف  :(3-1مثال )
منيا  تكاستخمصعمى ثلبث عينات  اللبزمة  ، أجريت التجاربالأشخاص الطبيعييفالربك مقارنة مع 

 : [2518في ألمانيا عاـ  نتائج تجارب رسلبف]مف  التالية كالبيانات النتائج

متوسط كمية البروتين      الانحراف المعياري
  ̅  في العينة

    حجم العينة
 المؤشر

 العينة
 الربو ىمرض 25 14631126 66911437
 الطبيعيين الأشخاص 42 15351488 47913964
 مرضى السرطان 14 23541761 11161642

كالمطمكب: اختبار الفرؽ بيف متكسط البركتيف عند مرضى السرطاف كمتكسطو عند الأشخاص 
ثـ اختبار الفرؽ بيف متكسطو عند مرضى الربك كمتكسطو عند الأشخاص الطبيعييف، كذلؾ  الطبيعييف.

 .       مستكل دلالة ب
كعند الأشخاص    𝜇عند مرضى السرطاف ACTB-1الحػػػؿ: لاختبار الفرؽ بيف متكسطي البركتيف 

 ، نضع الفرضيتيف )العدـ كالبديمة( كما يمي: 𝜇الطبيعييف
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 :فرضية العدم بين متوسطي المجتمعين وتشير إلى أنو
  𝝁و  𝝁 لا يوجد فرق بين المتوسطين 

   𝜇  𝜇    

  𝜇  𝜇     وجد فروق بينيمايو الفرضية البديمة: وتشير إلى أن
 

  : كىي الحالة التي يككف فييا الحالة الأولى
    

 ، كىي الحالة التي تشير إلييا بيانات الجدكؿ . 
 مف العلبقة العامة: tنقكـ بحساب قيمة مؤشر الاختبار كفي ىذه الحالة 

  
( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

√
  
 

  
 

  
 

  

 
(                 )   

√(        ) 

  
 

(        ) 

  

  

 

  
       

√                      
 

       

        
         

 

 

 نستخدـ كلب الطريقتيف التاليتيف:   كلاتخاذ القرار حكؿ 

 ة  طريقة القيمة الحرج  
 

 
  كلاتخاذ القرار المناسب بطريقة القيمة الحرجة 

 
نبحث في الجداكؿ الإحصائية    حكؿ الفرضية  

  عف القيمة الحرجة  (ستكدينت)لتكزيع 
 

أك  (    )المقابمة لدرجة حرية مساكية لأصغر العدديف:  
(    )   فنجد أف  (    )  (    )  ، لأف، كبما أف الاختبار ثنائي الجانب   

   𝜇  𝜇   ، نجد أف القيمة الحرجة لػt       :تساكم  
 
                       

  المحسكبة مع  tكبمقارنة 
 

    الحرجة نجد أف :    
 
 .                   أم أف     

. أم أف متكسط   𝜇  𝜇التي تقكؿ أف    كنقبؿ الفرضية البديمة    لذلؾ نرفض فرضية العدـ 
( عمى 5995عند الأشخاص الطبيعييف باحتماؿ ثقة)  لا يساكم متكسطوالبركتيف عند مرضى السرطاف 

 الأقؿ .
عمى الشكؿ الأحادم    كضع الفرضية البديمة ك  كاف يمكننا الاستفادة مف بيانات العينةملبحظة: 
 ( )    الحرجة قيمةالالمحسكبة مع  tكفي ىذه الحالة يجب عمينا أف نقارف ،   𝜇  𝜇   اليميني 

 فنجد أف : ( )    عف القيمة الحرجة (ستكدينت)المقابمة لجانب كاحد . لذلؾ نبحث في جداكؿ 
   ( )     (    )         

لذلؾ نرفض فرضية العدـ أيضان . كنقبؿ بأف                  كبالمقارنة نجد أف: 
𝜇  𝜇  ، الأشخاص  متكسطو عندأكبر مف أف متكسط البركتيف عند مرضى السرطاف ب نقبؿ أم

 الأقؿ. ( عمى5995الطبيعييف باحتماؿ ثقة) 
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  طريقة الاحتماؿP : 

 المحسكبة مقيمةالمقابمة ل P، عمينا أف نقكـ بحساب قيمة Pلاتخاذ القرار المناسب بطريقة احتماؿ الدلالة 
المساحة المحسكبة مف تكامؿ تكزيع  تساكم ضعؼ ييبما أف الاختبار ثنائي فك ،           

. كىذا يقتضي تحديد درجة الحرية الدقيقة المعرفة في تكزيع  ]      [)ستكدينت( عمى المجاؿ 
 :تيف التاليتيفكأىميا الطريق   ار، كىناؾ عدة طرؽ لحساب الدرجة بخت)ستكدينت( المستخدـ في ىذا الا

 

بؽ في البرامج الحاسكبية، كلحساب درجة الحرية كتط : كىي طريقة معقدةPلحساب  الطريقة الدقيقة
 [  :Triola, P.390تستخدـ العلبقة الآتية ]  اللبزمة

   
(
  
 

  
 

  
 

  
)
 

(  
    )

 

    
 

(  
    )

 

    

                                       (    ) 

صحيح(، لذلؾ نقكـ بحساب التي حصمنا عمييا كانت عمى شكؿ عدد كسرم )غير    كبما أف قيمة 
، فنجد مف تكامؿ 15ك 14كىما    لدرجتي الحرية الصحيحتيف المجاكرتيف لمقيمة  المقابمتيف Pقيمتي 
 أف :  ]           [عمى المجاؿ   (ستكدينت)تكزيع 

      (         ) (لمجانبيف)                             
      (         ) (لمجانبيف)                            

 

نستخدـ العلبقة التناسبية  (14.629)المقابمة لدرجة الحرية الكسرية  Pكلحساب القيمة الحقيقية لػ
 التالية:

      (       )(     )                            
            (          )(         )
                                                                     

 
 

التي نحصؿ عمييا مف الحاسكب، كىذا يعني أف الحاسكب يتبع الطريقة  Pكىي قيمة قريبة جدان مف قيمة 
  𝜇  𝜇التي تقكؿ أف    فإننا نرفض فرضية العدـ     ، كبما أف Pالدقيقة كالمعقدة في حساب 

 لا يساكم، أم أف متكسط البركتيف عند مرضى السرطاف  𝜇  𝜇كنقبؿ الفرضية البديمة التي تقكـ أف 
 يساكم:ىك ، ك  5995مف ) ( بكثيربيعي باحتماؿ ثقة أكبرمتكسطو الط

                      
 لحساب  الطريقة التقريبيةP: 

ة نقكـ بتحديد درجة الحري (ستكدينت)في تكزيع  (         )التقريبية المقابمة لػ  Pلحساب قيمة 
كما يمكف ; ،(          ) يا، فنجد أن(    )ك (    )أصغر العدديف مف    
 .                   13:   يميكما  السابقة مف نتيجة الطريقة الدقيقة ىار تقدي

المحسكبة كالمكافقة  (         )كمف الجداكؿ الإحصائية لقيـ متحكؿ )ستكدينت(، نجد أف قيمة 
 )مف الطرفيف( يساكم : Pتجعؿ الاحتماؿ       لدرجة حرية 
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التي تقكؿ بعدـ كجكد    نرفض فرضية العدـ ،        أصغر مف مستكل الدلالة  Pكبما أف قيمة 
التي تقكؿ أف متكسط المجتمع الأكؿ    فرؽ معنكم بيف متكسطي المجتمعيف، كنقبؿ الفرضية البديمة 

ف ذلؾ مكثكؽ باحتماؿ ثقة أكبر بكثير مف ) لا يساكم)مرضى السرطاف(  ( 5995المتكسط الطبيعي. كا 
 كىك يقترب مف الكاحد لأنو يساكم :، 

                              
 

ي المعيارم )المقارب لتكزيع منحنى التكزيع الطبيعبالمنطقة المظممة تحت  Pكالشكؿ التالي يكضح معنى 
 : (ستكدينت()

0 1 2
t

 
 P تحديد المنطقة( 12-1) الشكل

  كىي الحالة التي يككف فييا: : ةنيالثاالحالة 
    

 t، كعندىا نقكـ بحساب مؤشر الاختبار    
 ( التالية :24 -1مف العلبقة )

  
( ̅   ̅ )  (𝜇  𝜇 ) 

√
(    )  

  (    )  
 

       
(
 
  

 
 
  

)

                

 

  
(                 )   

√  (        )    (        ) 

       
(
 
  

 
 
  

)

   

 

  
       

      
                                                      

 

، كليذا فإننا نقكـ بحساب قيمة        بدرجة حرية  (ستكدينت)يخضع تقاربيان لتكزيع  tعممان بأف 
P  فنجد أف الحاسكب ،  (             )كلدرجة حرية  (        )المقابمة لػ

 يعطينا أف:
    (          )             

كنقبؿ الفرضية    ، لذلؾ نرفض فرضية العدـ       كىي قيمة أصغر بكثير مف مستكل الدلالة 
المتكسطيف، كلكف ىذه النتيجة محفكفة بالخطأ لأف الشرط  التي تقكؿ بكجكد فرؽ معنكم بيف   
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   فييا المستخدـ
    

غير محقؽ في بيانات المثاؿ المذككر، كلا يجكز الاعتماد عمييا ( (    
  قبؿ إجراء اختبار لتساكم التباينيف 

   ك 
 ، كلقد قمنا بتطبيقيا ىنا لمتدريب فقط . 

البركتيف عند مرضى الربك كالأشخاص الطبيعييف نتبع نفس الخطكات كلاختبار الفرؽ بيف متكسطي 
 عمى سبيؿ التدريب . قارئكنستخدـ نفس العلبقات كنترؾ ذلؾ لم

  تساوي تبايني مجتمعين طبيعيين ل  F: اختبار 1-4-3
   ك 

  : 

 عمى الشكؿ التالي:   ار نضع فرضية العدـ بلإجراء ىذا الاخت

   
  

 

  
             (  

    
 )                                      (    ) 

 كنضع الفرضية البديمة كما يمي:

   
  

 

  
                    (  

    
 )                                   (    ) 

  كنحسب تباينييما المصححيف  ،   ك   ثـ نسحب مف المجتمعيف عينتيف عشكائيتيف بحجميف 
   ك 

   
بحيث يككف رقـ المجتمع الأكؿ لصاحب   Fملبحظة: لتسييؿ الحسابات تـ تصميـ جداكؿ التكزيع  

  التبايف الأكبر )لذلؾ نرقـ المجتمعيف بحيث يككف 
     

حسب    ك    في  كنعدؿ الرمكز،   
 المعرؼ بالعلبقة التالية: Fار ب( ثـ نقكـ بحساب مؤشر الاختذلؾ الترقيـ

          

(    )  
 

  
 (    )

(    )  
 

  
 (    )

 

  
 

  

  
 

  
 

 
  

 

  
  

  
 

  
                                              (    ) 

  كلكف بما أف فرضية العدـ تنص عمى أف: 
    

 يختصر كيأخذ الشكؿ التالي: Fفإف المؤشر   
          

  
 

  
          (  

    
 )                                                                    (    ) 

        لمبسط (    )   بدرجتي حرية  ( ) كىك متحكؿ عشكائي يخضع لتكزيع فيشير 
كاحد( كالمقابمة  )لاتجاه ( ) نقارنيا مع القيمة الحرجة  Fلممقاـ، كبعد حساب قيمة  (    )   ك

 كنتخذ القرار كما يمي : (    )   ك (    )   كلدرجتي الحرجة   لكامؿ 
  ساكم التباييف بتالتي تقكؿ    ( فإننا نقبؿ الفرضية    )أك كانت  ( )   إذا كانت 

    
  .

 كنقكؿ بعدـ تساكم التباينيف المذككريف .   كنقبؿ    نرفض  ( )   أما إذا كانت 
 اختبارات معالم عدة مجتمعات طبيعية )من عدة عينات مستقمة(::  1-5

 متوسطات عدة مجتمعات طبيعية : تساوي : اختبار1-5-1
كلنفترض إننا سحبنا  ،فأكثر( 3) طبيعييف يطبؽ ىذا الاختبار لمقارنة المتكسطات في أكثر مف مجتمعيف

( .      ك عدد المجتمعات   أف حيث)        ك    ك   بحجكـ  مستقمة منيـ عشكائيان عينات
 . ̿ ككاف متكسط المتكسطات ىك    ̅    ̅  ك  ̅  ك  ̅   ككانت متكسطاتيا
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                               ككانت تبايناتيا المصححة             
   ك  

   ك  
     

    
 كما يمي: حكؿ متكسطات ىذه المجتمعاتكالبديمة العدـ  تينضع فرضيفإننا 

   𝜇  𝜇  𝜇    𝜇                   

   𝜇  𝜇            مف أجؿ   كاحد عمى الأقؿ                          (    ) 

 .   كما نفترض أف تباينات ىذه المجتمعات متساكية كتساكم 
 مربعات الانحرافات المختمفة كىي : مجاميع ثـ نحسب 
 مربعات )الخطأ( : ، أمالانحرافات داخؿ العيناتمربعات مجمكع 

    ∑(    )  
 

 

   

                                                   (    ) 

 . : عدد المجتمعاتgحيث  
 مربعات الانحرافات بيف العينات :مجمكع 

    ∑  ( ̅   ̿) 
 

   

                                                   (    ) 

 العينات :عناصر مربعات الانحرافات الكمية لجميع مجمكع 

    ∑∑(     ̿) 

  

   

 

   

 ∑∑   
 

  

   

 

   

 
  

 
              (    ) 

∑  كأف:     ∑  حيث أف:  ∑       
 
    

 كيككف لدينا:
                                                                       (    ) 

 

عمى الترتيب، ثـ نضع  (   )ك (   )ك (   )ة لكؿ منيـ، ىي  كيعممان بأف درجات الحر 
 النتائج في جدكؿ كالتالي :

 ANOVA نتائج تحميل التباين الأحادي( : 3-1)جدول

 قيمة
P 

 F قيمة
 الحرجة

 F قيمة
 المحسوبة

 متوسط المربعات
درجة 
 الحرية

مجموع المربعات 
 ورمزه

 مصدر التباين

P      
    

    
      

   

   
 التبايف بيف العينات         

      ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
   

   
 التبايف داخؿ العينات         

 التبايف الكمي         ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
 المعرؼ بالعلبقة التالية : Fثـ نحسب قيمة مؤشر الاختبار

                  
    

    
                                                    (    ) 
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السابقة عند  Fكنتعامؿ معو كما تعاممنا مع  (         )بدرجتي حرية  Fكىك يخضع لمتكزيع 
 كالعكس بالعكس .   نقبؿ  ( )   فإذا كاف  في اختبار تساكم التباينيف .   اتخاذ القرار حكؿ 

 -Analysis Varianceباتجاه كاحد ) ANOVAيسمى ىذا الاختبار تحميؿ التبايف ملبحظة: 

one way. كسنقكـ بدراستو بالتفصيؿ في الفصؿ السادس ) 
  [بتصرف Copal P56 من مأخوذ: ](4-1مثال )

بمستكل ، ك فييا Xكاحد( مجتمعات طبيعية، كنريد اختبار تساكم متكسطات متحكؿ 3لنفترض أنو لدينا )
: 3، لذلؾ سحبنا )      دلالة   ,                       ( عينات عشكائية منيا بحجكـ

 فييا كانت تساكم ما يمي: Xأف مجاميع قياسات أعطتنا البيانات الأصمية )غير المكجكدة( كلنفترض أف 

∑   

 

   

                 ∑   

 

   

               ∑   

 

   

      

ف مجمكعيا الكمي يساكم:  كا 

  ∑∑   

  

   

 

   

                       

ف متكسطات   في العينات المسحكبة تساكم: Xكا 

 ̅  
    

 
                ̅  

     

 
                ̅  

    

 
       

 

ف المتكسط العاـ لػ  فييا )أك المتكسط المثقؿ لممتكسطات( يساكم: Xكا 
 ̅  

 

∑  
 

     

  
       

 

  ثـ نقكـ بحساب الكسر 

 
 فنجد أف: 

  

 
 

(     ) 

  
         

 ( فنجد مف البيانات الأصمية أف:38-1مف العلبقة ) SSTثـ نقكـ بحساب 

    ∑∑   
 

  

   

 

   

 
  

 
 [(                      )         ] 

 

                                                                                     
 ( فنجد أف:37-1مف العلبقة ) SSBثـ نقكـ بحساب 

    ∑   ( ̅   ̅) 
 

   

  (           )   (           )                

                                                                                                                         

 مف العلبقة: SSEثـ نقكـ بحساب 
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 ثـ نقكـ بكضع نتائج ىذه الحسابات في جدكؿ كالتالي :
 ANOVA جدول(: 4-1) جدول

 مصدر التباين مجموع المربعات درجة الحرية متوسطات المربعات 

  
     

     
 SSBبيف العينات                                

 SSEداخؿ العينات                            ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
 SSTالتبايف الاجمالي                   ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

 

 مف العلبقة: Fثـ نقكـ بحساب قيمة المؤشر 

  

   
   
   
   

 

     
 

    
 

 
     

     
    

 (      )المقابمة لمستكل الدلالة  ( )       المحسكبة مع قيمتيا الحرجة  Fكلمقارنة قيمة 
 ( )       ، عمينا أف نبحث عف قيمة          ،         كلدرجتي الحرية 

 فنجد أنيا تساكم : Fفي جداكؿ 
       ( )       (    )       

لذلؾ نرفض  ،(    )       فنجد أف  ،الحرجة (    )     المحسكبة مع  Fثـ نقكـ بمقارنة 
التي تقكؿ أف أحد     الفرضية كنقبؿ ، 𝜇  𝜇  𝜇    التي تقكؿ أف  ،  فرضية العدـ 

 .(       ̅  . )كلعمو المجتمع الثاني لأفعات )عمى الأقؿ( يختمؼ عف الأخرلمتكسطات ىذه المجتم
 : اختبار تساوي تباينات عدة مجتمعات طبيعية )من عدة عينات مستقمة(:1-5-2
 تباينات عدة مجتمعات:( لتساوي Bartlitt: اختبار )بارتميت 1-5-2-1

. لذلؾ سحبنا (   )مجتمعان طبيعيان أك شبو طبيعي  gفي  Xلنفترض إننا نريد دراسة تباينات متحكؿ 
كلمجمكع  ،                عينة عشكائية بحجكـ مختمفة أك متساكية نرمز ليا بػ  gمنيا 

∑  حجكميا بػ    
 
 ، ̅    ̅      ̅    ̅ . ثـ نقكـ بحساب متكسطاتيا كرمزنا ليا بػ     

  كحساب تبايناتيا كرمزنا ليا بػ 
     

      
      

في ىذه  Xكالآف لنفترض أف تبايناتيا  ، 
 المجتمعات ىي :

  
     

      
      

  
 ثـ نضع الفرضيتيف حكؿ تساكم ىذه التباينات كما يمي:

     
     

      
      

                                       (    ) 
     عمى الأقؿ  :          (    )مف أجؿ زكج كاحد                         

     
  

التي    في ىذه المجتمعات متساكية، مقابؿ الفرضية البديمة  Xأف تباينات    أم أننا نفترض في 
 تعني أنيا غير متساكية مف أجؿ مجتمعيف عمى الأقؿ .
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 مؤشر خاص كعرفو بالعلبقة التالية: استخراجب Bartlittار ىذه الفرضية قاـ بكلاخت

   
(   )     

  ∑ (    )     
  

   

  [
 

 (   )
] [∑

 
    

 
 

   
 
   ]

     
             (    ) 

 

∑  ىك حجـ العينة الكمية  nحيث أف:    
 
 عدد المجتمعات . g، ك   

  حيث أف: 
 . kفي العينة  Xىك تبايف   

  كأف 
 ىك التبايف المدمج المحسكب مف العلبقة :  

  
  

∑(    )  
 

   
                                                                  (    ) 

    كبرىف عمى ىذا المؤشر يخضع تقاربيان لتكزيع 
 . (   )بدرجة حرية   

    مع القيمة الحرجة    نقارف القيمة المحسكبة    لذلؾ فإننا عند اتخاذ القرار حكؿ الفرضية 
 ( ) 

 كما يمي:  كنتخذ القرار عند مستكل دلالة 
       إذا كانت      ( 1-44) 

 ،كالتي تنص عمى أف التباينات متساكية    نقبؿ الفرضية  ( ) 
       أما إذا كاف 

، التي تنص عمى أف التباينات   كنقبؿ الفرضية البديمة    فإننا نرفض  ( ) 
 غير متساكية في مجتمعيف عمى الأقؿ .

( خطكط لعصر الزيتكف )معاصر( كنريد دراسة فيما إذا كانت 5: لنفترض أنو لدينا )(5-1مثال )
 تباينات الانتاج اليكمي فييا متساكية أـ مختمفة . لذلؾ كضعنا الفرضيتيف كما يمي:

     
     

    
    

    
                 

     
     

 مف أجؿ خطيف عمى الأقؿ            

فحصمنا منيا عمى  (    ) خلبؿ أربعة أياـمف إنتاج ىذه الخطكط  طبقية ( عينات5ثـ قمنا بسحب )
 البيانات التالية:

 (: كميات الإنتاج اليومية )بالكغ( حسب الخطوط والأيام5-1جدول )

 Aالخط  Bالخط  Cالخط  Dالخط  Eالخط  المجمكع
 الخطكط

 رقـ اليكـ
 

 254 344 254 314 254 1  
 244 274 234 334 264 2  
 274 344 224 284 234 3  
 294 324 264 364 274 4  

    الأعداد 4 4 4 4 4     

  ̅  المتكسطات 25215 32414 24414 34715 26215 138215

   التباينات 2911667 1133133 333133 8911667 4911667 31411662
  

     لكغاريتمات التباينات 516756 714329 518491 617931 611978 3115494
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بعض الخصائص الاحصائية لتمؾ البيانات ككضعنا في أسفؿ الجدكؿ  كلمتابعة الحؿ قمنا أكلان بحساب
 السابؽ .

  فنجد أف التبايف المدمج  BTكالآف نقكـ بحساب الكميات التي تدخؿ في تعريؼ الاختبار 
يساكم   

 )انظر الجدكؿ السابؽ( :

  
  

∑ (    )  
  

   
 

 (∑   
 )

    
 

  (        )

  
 

  
  

    

  
                                                       

 

 كما نجد أف الحد الثاني في البسط يساكم :

∑(    )     
 

 

   

  (∑    
 

 

   

)   (       )          

 ثـ نقكـ بحساب المقاـ فنجد أنو يساكم:
    (

 

 (   )
) [(

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
)  (

 

    
)]

    
 

  
[
 

 
 

 

  
]                                                     

 

 فنجد أف: BTنعكض نتائج ىذه الحسابات في معادلة المؤشر 

   
(    )   (       )        

      
 

      

      
        

 

    ثـ نقكـ بإيجاد القيمة الحرجة لػ 
    كدرجة الحرية        عند مستكل الدلالة  ( ) 

 أف:فنجد       
    

 ( )    
 (    )        

  مع القيمة الحرجة  BTكبمقارنة القيمة المحسكبة لممؤشر 
لذلؾ ،              نجد أف  ( ) 

 . 5995التي نقكؿ أف تباينات الانتاج عمى تمؾ الخطكط متساكية كباحتماؿ ثقة    نقبؿ فرضية العدـ 
عمى ىذه الخطكط كعندىا يجب أف نستخدـ ملبحظة: يمكننا أيضان دراسة تساكم متكسطات الانتاج 

جراء تحميؿ التبايف  Fار بالاخت ترؾ ذلؾ لمقارئ ن( السابؽ، ك 4  -1كما فعمنا في المثاؿ ) ANOVAكا 
 عمى سبيؿ التمريف .

( لتساوي التباينات في عدة مجتمعات )من عدة عينات Levene: اختبار )ليفيني 1-5-2-2
 مستقمة( .

في عدة مجتمعات طبيعية، كىك يقدـ  Xار لدراسة تساكم أك تجانس تباينات متحكؿ بيستخدـ ىذا الاخت
في المجتمعات  Xحصائية، التي تفترض أف تباينات الإ اتار بلنا خدمة جميمة عند تطبيؽ الكثير مف الاخت

 ار بديلبن بالمدركسة متساكية، لأنو يساعدنا عمى التحقؽ مف صحة تمؾ الافتراضات، كيعتبر ىذا الاخت
 في الاعتماد عمى التكزيع الطبيعي . منوكلكنو أقؿ حساسية  ،Bartlittلاختبار 



 الفصؿ الأكؿ                                                  الجزء الثاني                                  

78 

 

فإذا كاف لدينا شؾ قكم بأف البيانات المستخدمة ليست مسحكبة مف مجتمع طبيعي )أك شبو طبيعي( فإنو 
 ، لأنو يعطينا نتائج أفضؿ منو . Bartlittيفضؿ استخداـ اختبار 

في عدة مجتمعات      Xار تساكم تباينات متحكؿ طبيعي بننا نريد اختكلإجراء ىذا الاختبار نفترض أ
عينة عشكائية بحجكـ    اكسحبنا مني  (   ))أك مجمكعات(، كلنفترض أف عدد تمؾ المجتمعات 

كحصمنا منيا عمى متكسطاتيا:  ،                   حيث (  ∑  )  مختمفة أك متساكية:
  ، كعمى تبايناتيا التالية:  ̅    ̅      ̅    ̅  

     
      

      
. كالآف لنفترض أف تباينات   

X  :في تمؾ المجتمعات ىي  
     

      
     

   . 
 كبناء عمى ذلؾ نصيغ الفرضيتيف الاحصائيتيف كما يمي:

     
     

      
      

                                                 (    ) 
     عمى الأقؿ  :          (    )مف أجؿ زكج كاحد                            

     
  

 :التاليةبالعلبقة  Leveneار فيعرؼ حسب بأما مؤشر الاخت

  
(   )

(   )

∑ ( ̅   ̅) 
 
   

∑∑(     ̅ )
 
       (  ∑  )                          (    ) 

 

 كفؽ إحدل العلبقات الثلبثة التالية: Xىك تحكيؿ مف المتحكؿ  Zحيث أف المتحكؿ 
               |     ̅ |   (    )                  حيث أف  ̅  متكسط   في العينة    

 

              |      
 |     كسيط   في العينة    

  (    )                  حيث أف  
 

       |      
  |     ىك المتكسط المرتب لػػ     الأكلى مف قيـ    

  (    )    حيث أف   

 فتحسب كما يمي: Zأما متكسطات 

 ̅  
 

  
∑   

  

   

  (    )                                        متكسط القيـ     في العينة    

 

 ̅  
 

 
∑ ̅ 

  

   

 
 

 
∑∑   

  

   

 

   

  (    )                       المتكسط العاـ لػػ          

 

تساعدنا في تحديد حصانة كقكة اختبار )ليفيني(، كيقصد     كىنا نشير إلى أف التعاريؼ الثلبثة لػ 
بمصطمح الحصانة قدرة الاختبار عمى عدـ إعطاء إشارة مزيفة عف عدـ تساكم التباينات عندما تككف 

كيقصد بالقكة قدره الاختبار عمى  ،متساكية البيانات غير خاضعة لمتكزيع الطبيعي كتككف التباينات فعميان 
 غير المتساكية عندما تككف التباينات فعميان غير متساكية .اكتشاؼ التباينات 

       ك       بدرجتي حرية  Fيخضع لتكزيع  Wكأخيران نشير إلى أف مؤشر الاختبار 
∑  )حيث أف:    

 
    . ) 
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( بالقيمة الحرجة 46-1المحسكبة مف العلبقة ) Wكلاتخاذ القرار حكؿ نتيجة الاختبار نقارف قيمة 
 كنتخذ القرار كما يمي: ( )       

          إذا كانت ( )              نقبؿ فرضية العدـ   
أما إذا كانت ( )          نرفض    كنقبؿ الفرضية   

                (    ) 

 

ار تساكم تباينات أعمارىـ في ( مجمكعات مف الطلبب، كنريد اختب15: لنفترض أنو لدينا )(6-1مثال )
طلبب، فكاف  (    )فسحبنا مف كؿ مجمكعة عينة عشكائية بحجكـ متساكية:  المجمكعات،تمؾ 

  ̅ طالبان . كبعد أخذ بيانات الأعمار في كؿ مجمكعة كحساب متكسطاتيا      حجـ العينة الكمية 
 ار كما يمي:بكضغنا فرضيتي الاخت

     
     

    
      

  
     مف أجؿ زكج كاحد عمى الأقؿ  :                     

     
  

( 47-1حسب إحدل العلبقات السابقة، كلتكف العلبقة ) Zإلى  Xثـ نقكـ بإجراء التحكيلبت مف 
كأخيران نقكـ   ̅ ثـ نقكـ بحساب المتكسطات  ،   فنحصؿ عمى القيـ  ، ̅ المستندة إلى المتكسطات 

 كلنفترض أنيا كانت تساكم: Wبحساب قيمة مؤشر الاختبار 

  
(     )

(    )

∑ ( ̅   ̅) 

∑∑(     ̅ )
 
      

فإننا نقارف القيمة ،             ك          تساكياف كبما أف درجتي الحرية 
 أف: Fنجد مف جداكؿ        . كباعتبار أف  ( )       مع القيمة الحرجة  Wالمحسكبة 

       ( )        (    )        
   لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ            نجد أف:  (    )      مع  Wكبمقارنة القيمة المحسكبة

 عمى الأقؿ . 5995في ىذه المجمكعات متساكية كذلؾ باحتماؿ ثقة  Xالتي تقكؿ أف تباينات العمر 
( أك 45-1الفركقات بيف المتكسطات باستخداـ العلبقة ) كبما أف التباينات متساكية فإننا نقكـ بمقارنة

(1-25. ) 
 ار الأزواج المتقابمة )من عينتين مرتبطتين(:ب: اخت 1-6

ار لمقارنة نتائج إجابات أك علبمات عينية مف نفس الأشخاص قبؿ التجربة كبعدىا، بيطبؽ ىذا الاخت
الثانية بالدرجات البعدية، كيمكف كضع لذلؾ تسمى الدرجات الأكلى بالدرجات القبمية كتسمى الدرجات 

النتائج في جدكؿ خاص عمى شكؿ أزكاج متقابمة )كؿ زكج لشخص كاحد( فنحصؿ عمى عينتيف 
 يمي: مرتبطتيف مف الدرجات كما
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 البيانات المتقابمة(: 6-1) جدول
 رقـ الشخص 1 2 3 4 .....   .....   المتكسط 
 الدرجات القبمية             .....    .....    ̅  
 الدرجات البعدية             .....    .....    ̅  
   الفركقات              .....    .....    ̅    

         ثـ نقكـ بحساب الفركقات بيف قيمتي كؿ زكج مف العلبقة : 
 العلبقتيف :ثـ نقكـ بحساب متكسط كتبايف ىذه الفركقات مف 

 ̅  
 

 
∑                                                                                      (    )

  
  

 

   
∑(    ̅)

 
 

   

 
 

   
*∑  

    ̅ +                (    )
 

̅    كلإجراء ىذا الاختبار حكؿ الفرؽ بيف العينتيف نضع الفرضيتيف كما يمي:             ̅    
 : ىك متكسط الفركقات في المجتمع . ̅ حيث 

 ثـ نحسب مؤشر الاختبار المعرؼ بالعلبقة:،     كنرمز لو بػ    ثـ نحسب الانحراؼ المعيارم لػ 

  
 ̅   ̅ 

  √ ⁄
                                                                                        (    ) 

،   ىي قيمة متكسط الفركقات المفترضة في المجتمع، كتؤخذ قيمتيا الصفرية مف فرضية العدـ  ̅ حيث
،   تقبؿ فرضية العدـ           فإذا كانت         الحرجة  tالمحسكبة مع قيمة  tثـ نقارف قيمة 

 كنقكؿ بأنو لا يكجد فرؽ بيف الدرجات القبمية كالبعدية، كالعكس بالعكس .
تأثير أحد الأدكية عمى مستكل ضغط الدـ عند المرضى المصابيف بو. قرر أحد : لدراسة (7-1مثال )

( مرضى. كلذلؾ قاـ أكلان بقياس مستكيات الضغط عند ىؤلاء 8الباحثيف إجراء تجربة ىذا الدكاء عمى )
ذ قياسات مستكيات المرضى قبؿ إعطائيـ الدكاء . ثـ قاـ بإعطائيـ الدكاء كبعد مركر ساعة عمى ذلؾ أخ

كقاـ بتربيعيا    الضغط ليـ، فحصؿ عمى البيانات القبمية كالبعدية ثـ قاـ بحساب الفركقات الزكجية 
 فحصؿ عمى الجدكؿ التالي :

 :بيانات المثال(: 8-1) جدول
 رقم المريض 1 2 3 4 5 6 7 8 المجموع

مستكل الضغط قبؿ  174 175 184 175 164 174 175 184 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
 Xالتجربة 

مستكل الضغط بعد  154 164 174 164 174 164 174 185 ػػػػػػػػػػػػػػػػػ
 Yالتجربة 

   الفركقات الزكجية  24 15 14 15 -14 14 5 -5 +64
1244 25 25 144 144 225 144 225 444   
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 ثـ قاـ بحساب متكسط تمؾ الفركقات فكجد أف:

 ̅  
∑   

 
   

 
 

   

 
                                                         

 حصؿ عمى أف :قاـ بحساب تبايف تمؾ الفركقات ف ثـ
  
  

 

   
*∑  

    ̅ +  
 

 
[      (   ) ]        

   √  
  √                                                                   

 

 يمي: ثـ قاـ بكضع فرضيتي الاختبار كما
     ̅                      ̅  (الاختبار أحادم يميني)                        

 ثـ قاـ بحساب قيمة مؤشر الاختبار مف العلبقة :

  
  ̅   ̅ 

 √ ⁄
 

     

     √ ⁄
                                                          

كالتي تساكم:  ( )    قاـ بمقارنة ىذه القيمة المحسكبة مع القيمة الحرجة        كباعتماد 
    ( )    (    ) التي    لذلؾ رفض فرضية العدـ  ،(    )    فكجد أف:  ،      

̅ )تقكؿ أف  ̅ )التي تقكؿ أف    كتـ قبكؿ الفرضية البديمة  (   . كىذا يعني أف متكسط (  
ي عمى مستكيات الضغط عند د أف الدكاء المستخدـ لو تأثير إيجابالفركقات كاف مكجبان، كىك ما يؤك

 المرضى .
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 الفصل الثاني
 الاس تدلال بواسطة الاس تبيان

 
 : تمييد : 2-1

مكضكع الدراسة مف خلبؿ عينة مسحكبة عشكائيان عناصر إف الاستبياف ىك أداة لجمع البيانات عف أحكاؿ 
مف مجتمع البحث، كيككف الاستبياف مؤلفان مف عدة محاكر، كؿ منيا يتضمف أسئمة أك عبارات محددة 
عف جكانب المكضكع . كيقكـ أفراد العينة بالإجابة عمييا، بالطريقة المباشرة )المقابمة( أك عبر البريد 

شركط معينة لتصميـ الاستبياف كلعدد الخيارات الممكنة للئجابة عمى  العادم أك الالكتركني. كىناؾ
الأسئمة الكاردة فيو. كعادة ما يتـ تقديـ الاستبياف بتعميمات حكؿ كيفية التعامؿ مع الأسئمة كالإجابة عمييا. 

 كيبدأ بطرح بعض الأسئمة عف أحكاؿ الشخص المبحكث )جنسو + عمره+ تعميمو+ عممو ...الخ(. 
أما جسـ الاستبياف فيتألؼ مف عدة محاكر تعبر عف المتحكلات المعتمدة في البحث )لكؿ متحكؿ محكر(، 
كيتضمف كؿ محكر عددان محددان مف الأسئمة المباشرة أك العبارات الكاضحة، التي تعبر عف ذلؾ المحكر 

كاضحة كذات اتجاه أك تشكؿ جزءان منو، كيجب أف تككف الأسئمة أك العبارات ضمف المحاكر قصيرة ك 
كاحد، كتتناسب مع مستكل المبحكثيف، كلا تتضمف عبارات محرجة أك جارحة أك مسيئة أك سخيفة، كلا 

 تكحي لممبحكث باختيار إجابة معينة .
 أما خيارات الأجكبة فيمكف أف تككف مغمقة أك مفتكحة .

 كأىـ الخيارات المغمقة ىي خيارات )ليكرت( التالية:
 

 نعـ : كيككف أماـ المبحكث خياراف فقط لمجكاب عمى السؤاؿ، مثؿ: الخيار الثنائي -1
 لا  1

4 
 

 مكافؽ الخيار الثلبثي: كيككف لمسؤاؿ ثلبثة خيارات لمجكاب، مثؿ: -2
3 

 محايد
2 

 معارض
1 

 

 1 2 3 4 5 الخيار الخماسي: كيككف لمسؤاؿ خمسة خيارات لمجكاب، مثؿ: -3
 

 1 2 3 4 5 6 7 خيارات لمجكاب، مثؿ:الخيار السباعي: كيككف لمسؤاؿ سبعة  -4
 

 معارض جداً  معارض محايد موافق موافق جداً  كيمكف أف تككف ىذه الخيارات لغكية عمى الشكؿ التالي:
 5 4 3 2 1 

 

 لتحميميا كاستخلبص النتائج الممكنة . ليا ثـ يتـ استبداليا بالأرقاـ المقابمة
العبارات يجب أف يتكافؽ مع شكؿ الخيارات كبالعكس. فإذا كىنا لابد أف نشير إلى أف شكؿ السؤاؿ أك 

 كاف شكؿ السؤاؿ مباشران ككميان فإف الخيارات يجب أف تككف رقمية مثؿ :
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 1 2 3 4 5 ماىي درجة التزامؾ بالرياضة ؟
 أما إذا كاف السؤاؿ عمى شكؿ عبارة استفيامية فإف شكؿ الخيارات يككف لغكيان مثؿ:

 معارض جدان  معارض محايد مكافؽ مكافؽ جدان  بالرياضة؟انت شخص ممتزـ 
 ثـ يتـ تحكيؿ ىذه الإجابة إلى أرقاـ مرتبة حسب ما يراه الباحث مناسبان .

كما نشير إلى أف الخيارات الرقمية أفضؿ كأدؽ مف الخيارات المغكية، لأف المسافات بيف الخيارات الرقمية 
المسافات بيف الخيارات المغكية فيي غير متساكية كغير محددة، محددة كمتساكية )كتساكم الكاحد(، أما 

فالمسافة بيف )مكافؽ جدان( ك)مكافؽ( غير معركفة كلا تساكم المسافة بيف )مكافؽ( ك)محايد(. عدا عف أف 
 اتجاه ترتيبيا المغكم يجعميا عرضة لمتحيز أثناء الإجابة .
مكحدان. )ثلبثية أك خماسية أك سباعية لجميع كيجب أف يككف عدد الخيارات في الاستبياف الكاحد 

الأسئمة(. كلا يجكز اعتماد الاستبياف قبؿ عرضو عمى عدد مف المختصيف لتحكيمو كتصكيبو، ثـ القياـ 
فردان( لمتأكد مف حسف صياغة الأسئمة كمف حسف  35بتجربتو كتمريره عمى عينة استطلبعية )لا تقؿ عف 

كيتـ ذلؾ بحساب معامؿ الثبات )ألفا كركنباخ( مف بيانات العينة فيميا كمف صكاب الإجابة عمييا، 
( يمكننا اعتماد الاستبياف كتمريره عمى أفراد العينة الكمية 5975الاستطلبعية فإذا كانت قيمتو أكبر مف )

 فردان . كعند تحميؿ الثبات لا يجكز دمج الأسئمة ذات الخيارات المختمفة، بؿ يتـ nذات الحجـ المحدد بػ 
 تحميؿ كؿ نكع عمى حده .

لنفترض أننا نريد دراسة أثر اليكايات المختمفة عمى صحة كنفسية كبار السف )أكبر مف  (:1-2مثال )
( محاكر )أك أسئمة( عف ممارسة اليكايات الممكنة 6عامان( فصممنا استبيانان خاصان مؤلفان مف ) 75

 ، ككاف عمى الشكؿ التالي:)يكميان( ليؤلاء الأشخاص كعف حالتيـ الصحية، النفسية
 (: الأسئمة والخيارات:1-2جدول )     

 الخيارات أك الدرجات الممكنة لمجكاب نص السؤاؿ أك العبارة )جميعيا باتجاه كاحد( 
  4 3 2 1 5 ماىي درجة ممارستؾ لمرياضة اليكمية ؟   
  3 2 1 4 5 ماىي درجة تذكقؾ كاستماعؾ لممكسيقى ؟   
  5 4 3 2 1 اىتمامؾ بالأخبار كالسياسة ؟ماىي درجة    
  4 3 2 1 5 ماىي درجة مكاظبتؾ عمى المطالعة ؟   
  3 2 1 4 5 ماىي درجة تعاممؾ مع شبكات التكاصؿ الاجتماعي ؟   
  4 3 2 1 5 ماىي درجة تقييمؾ لحالتؾ الصحية كالنفسية ؟   

كىنا نلبحظ أف كؿ سؤاؿ مف ىذه الأسئمة يمكف أف يشكؿ محكران خاصان. كيمكننا أف نضع ضمنو عدة 
أسئمة أك عبارات حسب ىدؼ البحث . كتتـ الإجابة عمى ىذه الأسئمة بسرعة كذلؾ بكضع إشارة 

 ( عمى الدرجة المناسبة كما في الجدكؿ السابؽ.×أك  √معينة )مثؿ 
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( أفراد )كمثاؿ( ثـ قمنا 15كأخيران لنفترض إننا مررنا ىذا الاستبياف السابؽ عمى عينة صغيرة مؤلفة مف )
 جكبتيـ حسب الأفراد )في الأسطر( كحسب السؤاؿ )في الأعمدة( فكانت كما في الجدكؿ التالي:بكضع أ

 أفراد( : 11(: بيانات العينة الاستطلاعية )2-2جدول )    
 الأسئمة

 iرد الأف

   
 

   

 المحؾ                            
 ̅  

1 3   /3 2 3 2 2 2 8 6 14 2133 
2 3   /4 3 2 3 4 3 9 14 19 3117 
3 3   /2 2 4 2 3 2 8 7 15 2154 
4 3   /3 4 3 4 4 3 14 11 21 3154 
5 3   /4 3 4 3 3 4 11 14 21 3154 
6 3   /3 2 2 5 4 2 7 11 18 3144 
7 4   /4 3 3 3 2 3 14 8 18 3144 
8 3   /3 4 4 4 4 4 11 12 23 3183 
9 3   /2 3 2 2 2 2 7 6 13 2117 
14 2   /3 3 4 3 2 4 14 9 19 3117 

 لدراسة الصدؽ
متكسط 
  ̅ السؤاؿ 

3  /311 219 311 311 3 219 911 9 1811 31417 

الانحراؼ 
 المعيارم

 417379 
 

414714 
417379 418756 419944 419429 418756 11524 21164 31247 41541 

                          
 المصدر: افتراضي من قبل المؤلف )الأرقام التي في زوايا خلايا العمود الثاني ىي إجابات التجربة الثانية (.

 كىنا نطرح السؤاليف التالييف:
 مف تجربة لأخرل أك مف عينة لأخرل ؟ ىؿ ىذه الإجابات ثابتة أـ إنيا تختمؼ

 ىؿ ىذه الإجابات صادقة كتقترب مف القيـ الحقيقية أك المتكقعة ليا ؟
للئجابة عمى ىذيف السؤاليف نحتاج إلى استخداـ أساليب مناسبة لقياس كؿ مف الثبات كالصدؽ. كىك ما 

 سنعرضو فيما يمي :
 بـ )الاتساق الداخمي(: ويسمى أحياناً   Reliability)أساليب قياس الثبات) 2-2

يعرؼ الثبات: بأنو استقرار الإجابات حكؿ قيـ معينة كعدـ اختلبفيا كثيران مف تجربة لأخرل أك مف عينة 
لأخرل . كيقصد بالاتساؽ الداخمي درجة انسجاـ الإجابات ضمف كؿ سؤاؿ أك ضمف كؿ محكر أك ضمف 

 أىميا ما يمي:كىناؾ عدة أساليب لقياس ىذا الثبات،  الاستبياف ككؿ .
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 التوازي( : Parallelأسموب إعادة التجربة )  2-2-1

كبحسب ىذا الأسمكب يقكـ الباحث بإعادة التجربة كتكزيع الاستبياف عمى نفس أفراد العينة، مع ضماف 
 تحقيؽ نفس الشركط كالظركؼ السابقة )بدكف إعلبميـ بيدؼ الإعادة( . 

الإجابات السابقة لكؿ فرد عمى كؿ سؤاؿ. كلقياس ثبات النتائج ثـ يقكـ بتسجيؿ الإجابات الجديدة مقابؿ 
يقكـ بمقارنة الاجابات عمى كؿ سؤاؿ في التجربتيف، ثـ يقكـ بحساب معامؿ الارتباط )البيرسكني( بينيما 

 مف العلبقة المعركفة التالية :

           
∑(    ̅)(    ̅)

(   )       
                                                         (   ) 

ىك انحرافيا    متكسطيا كأف  ̅ عمى ذلؾ السؤاؿ، كأف  iىي قيمة الإجابة السابقة لمفرد    حيث أف 
ىك    ىك متكسطيا، ك ̅ عمى ذلؾ السؤاؿ، كأف  iىي قيمة الإجابة اللبحقة لمفرد    المعيارم، كأف 

( نعتبر أف ثبات ىذه الإجابات مقبكلان 5975انحرافيا المعيارم . فإذا كانت قيمة ىذا المعامؿ أكبر مف )
 أك جيدان ...الخ . 

ككتطبيؽ عمى ذلؾ لنأخذ السؤاؿ الأكؿ فقط، كلنفترض أف إجابات الأفراد اللبحقة عميو ىي الأرقاـ 
ثـ نقكـ بحساب معامؿ الارتباط بيف نتائج    ليا بػ  ، كالتي رمزنا  المسجمة في زكايا خلبيا العمكد 

 (  فنجد أف قيمتو تساكم:1-2ىاتيف التجربتيف مف )
 (لمسؤاؿ  الأكؿ  فقط )                                                                      

 . كىي قيمة صغيرة تدؿ عمى درجة  ثبات ضعيفة للئجابات عمى السؤاؿ الأكؿ
كىكذا نفعؿ مع بقية الأسئمة كنسجؿ الإجابات اللبحقة مقابؿ السابقة كنحسب معامؿ الارتباط لكؿ سؤاؿ 

 عمى حدة كنستخمص درجة الثبات لكؿ منيا .
إذا كاف حجـ العينة كبيران )كزكجيان( ككاف تسمسؿ الأفراد في القائمة عشكائيان فيمكننا اتباع أسمكب ولكن 

النصفي ، كالذم يتمخص بتجزئة إجابات كؿ سؤاؿ إلى قسميف متساكييف ، ثـ  آخر ىك أسمكب التكازم
فنحصؿ عمى  ،ب معامؿ الارتباط بينيمااحسمقابؿ بعضيما في عمكديف جديديف ك ضع ىذيف القسميف ك 

تقدير درجة الثبات لإجابات ذلؾ السؤاؿ ، فمثلبن لك أخذنا إجابات السؤاؿ الأكؿ كقسمناىا إلى قسميف 
 التسمسؿ عشكائي( كما يمي : )بفرض أف

القسـ الأكؿ: يتألؼ مف إجابات الأفراد الخمسة الأكلى، كالقسـ الثاني: يتألؼ مف إجابات الخمسة الأخرل 
، كىك معامؿ           ككضعناىما مقابؿ بعضيما ثـ حسبنا معامؿ الارتباط بينيما لكجدنا أف: 

 السؤاؿ الأكؿ .كيدؿ عمى درجة ثبات ضعيفة لإجابات  أيضان  صغير
في الحقيقة أف معامؿ الارتباط لا يعبر بشكؿ جيد عف درجة ثبات الإجابات ، لأنو إذا طرحنا : ملاحظة

ف قيمة معامؿ الارتباط بيف الإجابات السابقة  )كاحد( مف الإجابات السابقة فإنيا ستصبح غير ثابتة، كا 
. رغـ أف الإجابات أصبحت متحيزة، كليذا فإننا سنحاكؿ تطبيؽ    كاللبحقة ستككف مساكية لمكاحد 
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أساليب أخرل لقياس درجة ثبات الإجابات، كيفضؿ في ىذه الحالة )حالة إعادة التجربة( تطبيؽ معامؿ 
بيف نتائج التجربتيف. أك استخداـ اختبار الأزكاج المتقابمة عمى الإجابات السابقة كاللبحقة    التكافؽ 

 مف العلبقة: tة مؤشر ستكدينت كحساب قيم

                    
 ̅   ̅ 

   √ 
                                                               (   ) 

 . (     )   ىك متكسط الفركقات بيف نتائج التجربتيف ̅  حيث أف: 
 . حجـ العينة n، ك  ىك الانحراؼ المعيارم لمفركقات    كأف 
 .((54-1) )انظر العلبقة   فيي قيمة متكسط الفركقات في المجتمع. كنأخذه مف فرضية العدـ  ̅ أما 

 

 براون(: -( أو أسموب )سبيرمان Split- Halfأسموب تجزئة الأسئمة بالمناصفة )  2-2-2

كيعتمد ىذا الأسمكب عمى تجزئة الأسئمة )كليس الإجابات( إلى جزأيف متساكييف )بفرض أف عدد الأسئمة 
K  زكجي( حسب تسمسميا أك حسب أم معيار آخر )فردم، زكجي( كتشكيؿ مجمكعتيف متقابمتيف مف

عيما مقابؿ الأسئمة. ثـ نقكـ بحساب متكسطات )أك مجاميع( إجابات الأفراد في أسئمة كؿ مجمكعة، كنض
. ثـ نقكـ بحساب معامؿ الثبات الذم  rبعضيما، ثـ نحسب معامؿ الارتباط بينيا، كليكف مساكيان لػ 

 براكف( كىك يعرؼ بالعلبقة : -اقترحو )براكف( لزيادة قيمة معامؿ الثبات كسُمي بمعامؿ )سبيرماف
                   

  

   
                                                             (   ) 

 

   فرديان يتـ تجزئتيا إلى  Kإذا كاف عدد الأسئمة  ملاحظة:

 
   سؤالان ثـ إلى  

 
سؤالان )بفارؽ سؤاؿ  

 كاحد( 
 ( إلى جزأيف متساكييف كمايمي:2-2كلقد قمنا بتجزئة أسئمة الاستبياف الكارد في الجدكؿ )

فيو )بدلان مف  iع إجابات الفرد مك كالثاني كالثالث ، كرمزنا لمجالجزء الأكؿ: كيتألؼ مف الأسئمة: الأكؿ 
 .    متكسطيا( بالرمز 

فيو )بدلا مف  iالجزء الثاني: كيتألؼ مف الأسئمة: الرابع كالخامس كالسادس، كرمزنا لمجمكع إجابات الفرد 
 .    متكسطيا( بالرمز 

( فكجدنا 1-2)أك المتكسطات( مف العلبقة )    ك    ثـ حسبنا معامؿ الارتباط بيف عمكدم المجاميع 
 .        أنو يساكم:  

   براكف( كجدنا أف قيمتو تساكم :  -كعندما حسبنا معامؿ )سبيرماف
 (     )

     
       

 كىي قيمة مقبكلة كتدؿ عمى درجة ثبات مقبكلة لإجابات ذلؾ الاستبياف .
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 ( :Guthmanأسموب جوثمان )  2-2-3

ثـ  ،ىذا الأسمكب عمى أسمكب التجزئة بالمناصفة السابقة لأسئمة الاستبياف إلى نصفيف متساكييفكيعتمد 
، ثـ نقكـ بحساب تبايف مجاميع    ك    القياـ بحساب مجمكع الإجابات في كؿ منيما فنحصؿ عمى 

  في كؿ نصؼ عمى حدة فنحصؿ عمى التباينيف     ك    الإجابات 
  ك  

. ثـ نقكـ بحساب   
   ثـ نقكـ بحساب التبايف الكمي  ،   المجمكع الكمي للئجابات مقابؿ كؿ فرد فنحصؿ عمى العمكد 

(، 2-2في الجدكؿ )   كىك يساكم تبايف المجاميع الكمية الكاردة في العمكد  ،مجمكع إجابات الاستبيافل
 لعلبقة التي عرفيا )جكثماف( التالية :ثـ نقكـ بحساب قيمة معامؿ الثبات للبستبياف ككؿ مف ا

           0  
  
    

 

  
1                                                              (   ) 

 ( كاعتمادان عمى التجزئة السابقة نجد أف:2-2كمف بيانات الجدكؿ )
 

   0  
(     )  (     ) 

(     ) 
1        

 

درجة ثبات الإجابات في ذلؾ الاستبياف يمكف أف تككف مقبكلة إذا كىي قيمة شبو مقبكلة، كتدؿ عمى أف 
بإعادة التجزئة بأسمكب آخر أك بحذؼ سؤاؿ كاحد أك أكثر مف  ا، كما يمكف تحسينيnازداد حجـ العينة 

 أسئمة الاستبياف، كسنتعرض لتمؾ العمميات لاحقان .
براكف(. كذلؾ لأمكر  -)سبيرماف : نلبحظ أف قيمة معامؿ )جكثماف( تختمؼ عف قيمة معامؿملاحظة

 تتعمؽ بأسمكب الحساب كىنا يبرز أمامنا السؤاؿ الثاني: أم القيمتيف نعتمدىا في التحميؿ؟
  إف الجكاب عمى ىذا السؤاؿ يعتمد عمى قيمتي تبايني المجمكعتيف 

  ك  
   . 
 براكف( . -فإذا كاف ىذاف التبايناف متجانسيف فإننا نعتمد عمى قيمة معامؿ )سبيرماف

 أما إذا كاف ىذاف التبايناف مختمفيف فإننا نعتمد عمى قيمة معامؿ )جكثماف( .
 كفي مثالنا نجد أف التباينيف مختمفاف لذلؾ نعتمد عمى قيمة معامؿ )جكثماف( كنعمؿ عمى تحسينو .

 ( :(Alpha,s Cronbache أسموب ألفا كرونباخ 2-2-4

سؤالان،  Kمى جميع الأسئمة في الاستبياف المؤلؼ مف كىك تعميـ لطريقة )جكثماف( مف أجؿ تطبيقيا ع
كاستفاد مف ، جزءان  Kلذلؾ قاـ )كركنباخ( باعتبار كؿ سؤاؿ في الاستبياف ككأنو جزء خاص مف أصؿ 

جزءان أك سؤالان فتكصؿ إلى تعريؼ معامؿ جديد يسمى  Kعلبقة )جكثماف( ، كقاـ بإجراء التعميـ عمى 
 مف العلبقة التالية: معامؿ )ألفا كركنباخ( كيحسب

 

  
 

   
0  

  
    

    
        

 

  
1                                               (   )           
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ذا قمنا بتطبيؽ ىذه العلبقة عمى جميع أسئمة الاستبياف نجد مف الجدكؿ )  ( أف:2-2كا 
 

  
 

   
0  

(      )  (      )  (      )  (      )  (      )  (      ) 

(     ) 
1 

 

  
 

 
[  

       

         
]                                                                                              

 

كىك معامؿ الثبات لإجمالي الاستبياف، كقيمتو شبو مقبكلة كيمكف تحسينيا بحذؼ سؤاؿ أك أكثر مف 
 . nعينة الاستبياف كما سنرل لاحقان. أك بزيادة حجـ ال

 : كيفية استخراج الصيغ المختمفة لمعامل ) ألفا كرونباخ (:2-2-5

 يكجد لمعامؿ )ألفا كركنباخ( عدة صيغ رياضية ىي:

: كتستخرج مف مصفكفة التباينات المشتركة لأسئمة الاستبياف. كلنفترض  صيغة التباينات المشتركة -أ 
 أف ىذه المصفكفة المتناظرة تأخذ الشكؿ التالي :

   ( )  

  

  

  

 
  

         

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 
                                   (   ) 

 

، كالذم يعرؼ بالرمز   (    )مع السؤاؿ  iلمتبايف المشترؾ لمسؤاؿ     حيث رمزنا بػ 
  نفسو، كالذم يعرؼ بالرمز    ىك تبايف السؤاؿ     فإف  (   )، أما إذا كاف  (     )   

  . 
كنحسبو مف  Sكاعتمادان عمى ىذه المصفكفة يمكننا أف نعرؼ المجمكع الكمي لعناصرىا، كنرمز لو بػ 

 العلبقة :

               ∑∑   

 

   

 

   

                                                                  (   ) 

 كنحسبو مف بالعلبقة : ̅ ثـ نعرؼ متكسط عناصرىا 

              ̅  
 

  
 

∑∑   

  
                                                            (   ) 

كحتى نبرز التأثيرات المختمفة للؤسئمة عمى بعضيا البعض، نأخذ مجمكع التباينات المشتركة ليا )غير 
 كىك يساكم : Cالقطرية( كنرمز لو بػ 

               ∑∑   

 

   

 

   

 (   )          (غير القطرية)     (   )               

 كىكذا نجد أف:

                 ∑  
 

 

   

 (    )         (غير القطرية القطرية)                   
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∑حيث أف:    
  

      ( لأف 6-2ىك مجمكع العناصر القطرية في المصفكفة )    
  . 

كالتي     ( ىك عبارة عف مجمكع العناصر غير القطرية لممصفكفة 9-2إف المجمكع المزدكج في )
 إف متكسط عناصرىا يساكم :لذلؾ ف،  (   ) عددىا يساكم 

              ̅  
 

 (   )
∑∑   

 

   

 

   

                                           (    ) 

 من خلال العلاقة التالية: alphaوبناء عمى ذلك تم تعريف معامل )ألفا كرونباخ( الأساسي وسنرمز لو بـ 

      
 ̅

 ̅
 

 
 (   )

∑ ∑    
 
   

 
   

 
  ∑ ∑    

 
   

 
   

 
 

   
 
 

 
                (    ) 

 

مطركحان منو مجمكع العناصر القطرية  Sتساكم المجمكع الكمي  C( أف 15-2كبما أنو لدينا مف )
(∑   

  
 ف:أأم ،  (   

                      ∑  
 

 

   

                                                        (      ) 

 ( تأخذ الشكؿ التالي:12-2كبذلؾ نجد أف العلبقة )

      
 

   
 0

  ∑   
  

   

 
1                                                                                  

 كبعد الإصلبح نجد أف :

      
 

   
0  

∑   
  

   

 
1  

 

   
0  

  
    

      
 

 
1          (    )   

  ىك عدد الأسئمة ك  Kحيث أف: 
ىك مجمكع عناصر مصفكفة التباينات  S، كأف  iىك تبايف السؤاؿ   

تطابؽ مع كىذه الصيغة ىي الأكثر انتشاران في التطبيقات العممية ، كىي ت . المشتركة لجميع الأسئمة
 .، رغـ اختلبؼ الرمكز بينيما (5-2العلبقة السابقة )

أنو لدينا مف  مع ملبحظة(، 12-2مف العلبقة ) ىذه الصيغة : يمكف استخراج صيغة المتوسطات  -ب 
  ∑  ( أف: 2-15)

 نضرب كنقسـ)(عمى الشكؿ التالي 12-2فإننا نعالج العلبقة )،     
 ( : (   )ثـ بػ Kبػ  البسط

      
 

   
 
 

 
 

 
   

 
 

 

   
 (   )

∑  
 

 
 

 
 

                                                   

 

      
   ̅

 ̅  
(   ) 
 (   )

 
  ̅

 ̅  (   ) ̅
                          (    ) 

 (6-2ىك متكسط التباينات القطرية للؤسئمة المنفردة في المصفكفة )  ̅ حيث أف 
 ( .6-2ىك متكسط التباينات المشتركة، أم متكسط العناصر غير القطرية في المصفكفة ) ̅ كأف 
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كتعتمد ىذه الصيغة عمى عناصر المصفكفة الارتباطية بيف جميع  :المعياريةالارتباطية أو الصيغة   -ج 
 كالتي يمكف كتابتيا كما يمي:    الأسئمة 

       

[
 
 
 
 
           
           
           
     

           ]
 
 
 
 

                                                           (    ) 

(، 14-2( مشابو تمامان لمتعريؼ الذم في )كمنيا يمكننا استنباط تعريؼ آخر لممعامؿ )ألفا كركنباخ
( برمكز مناسبة لمعاملبت 14-2كذلؾ باستخداـ المصفكفة الارتباطية السابقة كباستبداؿ الرمكز في )

 فنحصؿ عمى أف :، الارتباط 
              

  ̅

  (   ) ̅
                                                                        (    ) 

( 1ىك متكسط معاملبت الارتباط غير القطرية، كأما متكسط المعاملبت القطرية فيساكم ) ̅ حيث أف 
 كاحدان . K، كعددىا Kلأف مجمكعيا 

( يمكننا أيضان أف نستنتج علبقة أخرل لحساب )ألفا 13-2كمف جية أخرل كبناء عمى العلبقة )
 مباشرة كما يمي: Rكركنباخ( مف عناصر المصفكفة الارتباطية 

      
 

   
0  

 

∑ ∑    
 
   

 
   

1                                     (    )   

 . Kكذلؾ لأف مجمكع العناصر القطرية يساكم 
،              ( نجد أف:  1-2لممثاؿ )      كحساب قيمة  Rكعند حساب المصفكفة  

 مقبكؿ للئجابات في الاستبياف السابؽكىي قيمة مقبكلة كتدؿ عمى ثبات 
يعتمد عمى  (tow way): مف المعمكـ أف تحميؿ التبايف باتجاىيف صيغة تحميل التباين باتجاىين -د 

عامميف مستقميف )الأسئمة كالأشخاص( ليختبر تأثيرىما عمى عامؿ ثالث )الدرجات(، كىك يعطينا 
بالإضافة لتبايف الأخطاء، كما في الجدكؿ  جدكلان لمربعات الانحرافات حسب الأسطر كحسب الأعمدة

 (انظر الفصل السادسالتالي: )

 فرداً ( nسؤالًا من عينة حجميا  K( تحميل التباين الثنائي ) لـ 3-2جدول )
 Pقيمة 
Sig 

مجمكع مربعات  درجة الحرية متكسط المربعات Fقيمة 
 مصدر التبايف الانحرافات

    ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
   

   
      

   

   
         

حسب الأعمدة: 
column 

    ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
   

   
      

   

   
حسب الأسطر:          

raw 

      ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
   

(   )(   )
 Errorالأخطاء:      (   )(   ) 

 Totalالمجمكع:           ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
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 كمنو يمكننا حساب قيمة معامؿ )ألفا كركنباخ( مف العلبقة :  

           
   

   
 

متكسط مربعات الخطأ
متكسط مربعات الأسطر

 
 

  
                                 (    ) 

: عند حساب قيـ )ألفا كركنباخ( لممثاؿ نفسو مف ىذه الصيغ المختمفة ، قد نجد بعض ملاحظة
 الاختلبؼ بينيا كذلؾ يعكد لعكامؿ التقدير كطرؽ الحساب كالتقريب.

 : قواعد تصنيف قيم المعامل )ألفا كرونباخ( :2-2-6

[  5،  1لقد استقرت الآراء في أغمب المراجع عمى تصنيؼ قيـ )ألفا كركنباخ( التي تقع في المجاؿ ] 
 إلى عدة مستكيات كما في الجدكؿ التالي:

 ( مستويات تصنيف قيم ألفا كرونباخ4-2جدول )                
 دير الثبات أك الاتساؽ الداخمي تق  فئات التصنيؼ لػ 

 ممتاز           إذا كانت: 
 جيد                
 مقبكؿ                
 ىناؾ تساؤؿ                
 ضعيؼ                

 غير مقبكؿ           كعندما: 
 

المحاكر فيذا يدؿ عدـ ثبات الإجابات فيو كيجب  : إذا كانت قيمة )ألفا كركنباخ( سالبة لأحدلاحظةم
 . كما سنرل لاحقان  العمؿ عمى التخمص مف ىذه الحالة بحذؼ كاحد أك أكثر مف الأسئمة منو

 

 : اختبار معنوية قيمة )ألفا كرونباخ( :2-2-7
لالة ضمف مستكل د      محسكبة لػ المة في المجتمع مف خلبؿ القي        ةلاختبار معنكي
 ( كما يمي:4-2نضع الفرضيتيف بناء عمى الجدكؿ )،        

              كىك الحؿ الفاصؿ بيف القبكؿ كالرفض:                                  
                                                                             

 المعرؼ كما يمي: Fار بثـ نقكـ بحساب مؤشر الاخت
  

    

       
 

      

       
                                       (    ) 

 

،                ، حيث أف درجتي الحرية تساكياف: (      ) كىك متحكؿ يخضع لمتكزيع 
( لقيمة )ألفا( المحسكبة 19 -2مف )  . ككتطبيؽ عمى ذلؾ نحسب قيمة (   )(   )   ك

، ثـ نقارف ىذه القيمة مع القيمة الحرجة         ( فنجد أف 1-2( لممثاؿ )5-2مف العلبقة )
 كنتخذ القرار كمايمي:         المساكية لػ  (    )  
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 . 5975أصغر أك تساكم       نقبؿ فرضية العدـ التي تقكؿ أف قيمة      بما أف 
معنكية كقيمتيا       التي تقكؿ أف القيمة المحسكبة لػ    كنقبؿ    نرفض      ذا كانتأما إ

 . 5975أكبر مف 
 حذف الأسئمة السيئة : 2-2-8

كاختبارىا، فقد نجد أف قيمتيا ضعيفة أك غير مقبكلة أك مقبكلة فقط،       بعد أف نقكـ بحساب قيمة 
المحسكبة، كذلؾ عف طريؽ حذؼ بعض       لعمؿ عمى رفع قيمة كفي مثؿ ىذه الحالات عمينا ا

الأسئمة السيئة مف الاستبياف، كلإجراء ذلؾ الحذؼ عمينا أف نحدد الأسئمة التي يجب حذفيا. لذلؾ نقكـ 
بدراسة قيـ متكسطات كتباينات الأسئمة. كنركز عمى الأسئمة ذات المتكسطات الكبيرة أك الصغيرة ، أك 

ينات الكبيرة ، كنعمؿ عمى حذفيا كاحدان بعد الآخر أك دفعة كاحدة، ثـ نقكـ بحساب قيمة ذات التبا
بعد حذؼ كؿ سؤاؿ سيئ، فإذا ازدادت قيمتيا بشكؿ مممكس فإف ذلؾ يستكجب حذؼ ذلؾ       

 السؤاؿ مف الاستبياف .
درجة إذا ال) (Scale if item Deleted)تسمى  SPSSكىناؾ عممية خاصة في البرنامج الحاسكبي 

،      حُذؼ السؤاؿ( لتنفيذ ىذه العمميات كحساب تأثير حذؼ الأسئمة كاحدان بعد الآخر عمى قيمة 
، كيتـ حذؼ كؿ سؤاؿ يقابمو قيمة Tحيث يقكـ بحساب معامؿ الارتباط ليا مع عمكد المجمكع الإجمالي 

بعد الحذؼ في كؿ حالة .       ر قيمة صغيرة أك سالبة لذلؾ المعامؿ، مع الأخذ بعيف الاعتبا
 ككمثاؿ عمى ذلؾ نأخذ المثاؿ التالي :

( عمينا أف 13-2: لحساب قيمة )ألفا كركنباخ( لكامؿ الاستبياف السابؽ مف العلبقة )(2-2مثال )
لى برنامج covنحسب مصفكفة التباينات المشتركة  فنجد أنيا  SPSS، لذلؾ نمجأ إلى الحاسكب كا 

 تساكم:

   ( )  

  

  

  

  

  

  
[
 
 
 
 
 
 

            

                               
                              
                                 
                               
                               
                              ]

 
 
 
 
 
 

   

 عناصرىا يساكم :كمنيا نجد أف مجمكع 

  ∑∑   

 

   

 

   

        

 كأف مجمكع العناصر القطرية فييا يساكم:

∑  
 

 

   

 ∑        
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 ( نجد مباشرة أف:13-2كمف العلبقة )
      

 

 
[  

   

      
]                                                                    

 

( لذلؾ نحسب 17-2( كالعلبقة )15-2المصفكفة الارتباطية ) كيمكف حساب ىذا المعامؿ مف
 المصفكفة الارتباطية لجميع أسئمة الاستبياف فنجد أنيا تساكم :

  

[
 
 
 
 
 

                           
                          
                             
                           
                           
                          ]

 
 
 
 
 

 

 

 فنجد أنو يساكم : R( نقكـ بحساب مجمكع عناصر المصفكفة 17-2كلتطبيؽ العلبقة المعيارية )

∑∑   

 

   

 

   

        

 كىكذا نجد أف:
      

 

 
[  

 

      
]                                                

 تدؿ عمى درجة شبو مقبكلة لثبات إجابات الاستبياف المدركس. كىي القيمة المعيارية لػ)ألفا كركنباخ( كىي
( ثـ Reliability Analysisعمى ) Scaleكندخؿ مف  SPSSكلتحسيف ىذه القيمة نستعيف ببرنامج 

( alpha(، كىك يعطينا قيمة )Scale if item deletedفنجد أمامنا الخيار ) Statisticsعمى 
ستبياف، كيقدـ لنا بعد حسابات معقدة جدكلان مفصلبن يشير إلى قيمة فيما إذا تـ حذؼ سؤاؿ معيف مف الا

(alpha إذا تـ حذؼ كؿ سؤاؿ مف أسئمة الاستبياف. كعمينا اتخاذ القرار المناسب لحذؼ سؤاؿ أك أكثر )
 كفي مثالنا ىذا نجد أنو يعطينا الجدكؿ التالي: لزيادة قيمة معامؿ الثبات .

 المتحولات( مؤشرات حذف 5-2جدول )
بعد  alphaقيمة 

 الحذؼ
مربع الارتباط 

 المتعدد
معامؿ الارتباط 
 المصحح لممجمكع

تبايف المجمكع 
 بعد الحذؼ

متكسط المجمكع 
 بعد الحذؼ

المتحكؿ المرشح 
 لمحذؼ

41664 41583 41363 81444 15144    
41611 41657 41552 71733 15124    
     

 
 41681 41128 91111 15144    

41633 41584 41461 71111 15144    
41664 41554 41383 71656 15114    
41545 41868 41744 61622 15124    
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( بعد الحذؼ. فنجد أف ىذه القيمة تزداد لتبمغ alphaكأكثر ما ييمنا في ىذا الجدكؿ ىك قيمة )
   . كىي تتناقص إذا تـ حذؼ أم سؤاؿ آخر. لذلؾ نقكـ بحذؼ    ( إذا تـ حذؼ المتحكؿ 59738)

 مف الاستبياف كنعيد الحسابات فنحصؿ عمى أف:
 قيمة ألفا كركنباخ القيمة المعيارية لػ ألفا كركنباخ حكلاتتعدد الم
5 41744 41738 

(، كلكف عمى المتحكلات الخمسة المتبقية: 17-2( ك)13-2) تيفالسابق يفتاف مف العلبقتحسب ماكى
(                     ) . 

( . كلكف alphaكيمكننا إعادة الحسابات لمكشؼ عما إذا كاف يمكف حذؼ متحكؿ آخر لزيادة قيمة )
( ستنقص عما ىي عميو. alphaتمؾ الحسابات تشير إلى أنو إذا تـ حذؼ أم متحكؿ آخر فإف قيمة )

، alpha= 0.738، لكي نحصؿ عمى أف    لذلؾ نتكقؼ عف الحذؼ كنكتفي بحذؼ السؤاؿ الثالث
 . nعمى أمؿ أنيا ستتحسف عندما يزداد حجـ العينة 

 عمييا فنضع الفرضيتيف كما يمي: Fكلمتأكد مف معنكية ىذه القيمة يمكننا إجراء اختبار 
                                                          

 فنجد أف: Fثـ نحسب قيمة مؤشر الاختبار 
  

      

       
                                                    

 الحرجة كالمقابمة لدرجتي الحرية:      ثـ نبحث عف 
                             

   (   )(   )        
 (لأف أصبحت    )          

            (    ) فنجد أنيا تساكم: 
( أصغر أك تساكم مف alphaفإننا نقبؿ فرضية العدـ التي تقكؿ أف قيمة )        كبما أف 

( ، كنقكؿ إف قيمة معامؿ الثبات مازالت ضعيفة ، لذلؾ يجب أف نعمؿ عمى زيادة قيمتيا بزيادة 5975)
 . nحجـ العينة 

( لأم محكر مف محاكر الاستبياف كاعتباره كأنو استبياف خاص alpha: يمكف حساب قيمة )ملاحظة
محكران خاصان كنعتبره  (            )بحد ذاتو. فمثلبن يمكننا أف نشكؿ مف المتحكلات الثلبثة الأكلى 

 الشكؿ التالي:( فنجد أنيا تأخذ 5-2( لو مف العلبقة )alphaاستبيانان كاملبن، كنحسب قيمة )

      
 

   
0  

  
    

    
 

   
 1                                         

 

      
 

 
0  

(      )  (      )  (      ) 

(     ) 
1 

 

      
 

 
[  

        

        
]                                     
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( . ثـ نشكؿ محكران آخر مف   ؿ )ربما بسبب كىي قيمة ضعيفة لثبات الإجابات في أسئمة المحكر الأك 
 ( التي تأخذ الشكؿ التالي:5-2( ليا مف العلبقة )alphaكنحسب قيمة ) (            )المتحكلات 

      
 

   
0  

  
    

    
 

   
 1                                         

 

      
 

 
0  

(      )  (      )  (      ) 

(     ) 
1 
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 كىي قيمة شبو مقبكلة لثبات الإجابات في أسئمة المحكر الثاني. 
 أساليب قياس الصدق : 2-3

إف مؤشرات الصدؽ في الاستبياف أمر ىاـ لأنيا تغني عف مؤشرات الثبات. فالإجابات الصادقة في 
تة، كلكف العكس غير صحيح، لأنو ليست بالضركرة أف تككف الإجابات الثابتة الاستبياف ىي إجابات ثاب

 صادقة )فقد تككف متحيزة كبالتالي تككف غير صادقة( .
 كالصدؽ: ىك التطابؽ أك التكافؽ بيف الإجابات التجريبية في الاستبياف مع القيـ المعيارية أك الفعمية ليا، 

عيارية معمكمة لنقيس عمييا الإجابات في كؿ سؤاؿ. مثؿ: ماىك إذان لقياس الصدؽ لابد مف كجكد قيـ م
( معياران 25، كىنا تؤخذ القيمة )    تقديرؾ لدرجة الحرارة الآف دكف أف تعمـ أنيا عمى المقياس تساكم 

 لصدؽ الإجابات .
 كلمصدؽ أنكاع كأشكاؿ ىي:

الاستبياف مف حيث الشكؿ كمف الصدؽ الظاىرم أك الشكمي: كىك التطابؽ أك التكافؽ بيف فقرات  -
 حيث الغرض الذم نقيسو.

صدؽ المحتكل أك المضمكف: كىك أف يشمؿ الاستبياف جميع جكانب المكضكع المدركس كيعبر عف  -
 مضامينو .

: كضكح العبارات كالأسئمة كمطابقتيا مع المفيكـ العاـ لمفكرة المطركحة )إف زيادة  - صدؽ المفيكـ
 ح ( .الدراسة يزيد مف معدؿ النجا

 الصدؽ العاممي: كىك كيفية تحميؿ الصفة المدركسة إلى عناصرىا الأكلية لتسييؿ عممية قياسيا . -

الصدؽ التنبؤم: يقصد بو التطابؽ أك الارتباط لفكرة معينة حالية مع فكرة أخرل في المستقبؿ )تفكؽ  -
السابقة مف قبؿ  الطالب في الثانكية يؤدم إلى تفكقو في الجامعة ( كيتـ معالجة ىذه الأنكاع

 المختصيف كالمحكميف .

الصدؽ التلبزمي: كيقصد بو تطابؽ الإجابات أك متكسطاتيا الأفقية مع متكسطات أك مع إجابات  -
قياسية تسمى المعيار أك )المحؾ(، كالمحؾ ىك مقياس خارجي لا يتعمؽ بالاختبار، كىك مقياس 



 الجزء الثاني                                                                                الفصؿ الثاني   

97 

 

بار، أك  125ط ضغط الدـ الطبيعي= مكضكعي، سبؽ إف تـ التأكد مف صدقو كثباتو )مثؿ: متكس
درجة(. كيتـ التأكد مف الصدؽ التلبزمي مف خلبؿ دراسة  3695متكسط درجة حرارة جسـ الإنساف= 

الارتباط بيف إجابات الاستبياف لكؿ سؤاؿ مع درجات المحؾ المقابمة ليا . ككمما كاف الارتباط شديدان 
 . بينيما كاف الصدؽ التلبزمي في الاختبار محققان 

الصدؽ التمييزم: كىك يعبر عف قدرة الاستبياف عمى تحديد التطابؽ بيف طرفي الإجابات في المجمكع  -
 العاـ أك في المتكسط العاـ لذلؾ الاستبياف .

 أىم مؤشرات قياس الصدق ىي: 2-3-1

 ىناؾ عدة مؤشرات لقياس الصدؽ كنذكر منيا التالي:
ؽ التلبزمي لإجابات كؿ سؤاؿ مع المحؾ كىك يستخدـ لقياس الصد معامل الارتباط مع المحك: -1

 ( . 1-2المعتمد، كيحسب مف العلبقة )

حسب  كنظران لعدـ كجكد محكات جاىزة لأسئمة الاستبياف، لذلؾ نأخذ المتكسطات العامة لقيـ الإجابات
 كنشكؿ منيا عمكدان خاصان. كنعتبره المحؾ المعيارم لصدؽ الإجابات في ذلؾ الاستبياف.  ̅ الأفراد 

(، قمنا بحساب متكسطات إجابات   ( )قبؿ حذؼ المتحكؿ 1-2كلإنشاء محؾ لمثالنا السابؽ )
( . ثـ قمنا بحساب i)لكؿ فرد   ̅ الأفراد عمى جميع الأسئمة ككضعناىا في عمكد خاص كرمزنا لو بػ 
 التالي:فحصمنا عمى الجدكؿ   ̅ معاملبت الارتباط بيف عمكد الإجابات في كؿ سؤاؿ مع ذلؾ المحؾ 

 المتحكلات                  
  ̅ معامؿ الارتباط مع المحؾ  41552 *0.700 41387 *0.685 41617 **0.825
41443 41457 41429 41269 41424 41498 P=Sig (2-tailed) 

 :كمف ىذا الجدكؿ نلبحظ أف قيـ معامؿ الارتباط معنكية فقط مع ثلبثة متحكلات ىي
ف القيـ العددية لمعاملبتيا تشير إلى درجة مقبكلة لصدؽ الإجابات لتمؾ الأسئمة(            )  ، كا 

ف قيمو غير معنكية مع المتحكلات الأخرل  ، كىي تشير إلى أف درجة الصدؽ في (            )كا 
 إجابات ىذه المتحكلات ضعيفة .

كننصح بحذفو مف    عمى  صغيرة جدان. لذلؾ نشكؾ في الإجابات   ف قيمتو مع كىنا نلبحظ إ
 الاستبياف، كىذا ما أشرنا إليو سابقان .

كأخيران نشير إلى أف جميع ىذه المعاملبت ستتحسف كتستقر عند قيـ معينة لكؿ منيا عندما نزيد حجـ 
، كيجب أف لا نتسرع بحذؼ المتحكلات ذات القيـ الصغيرة قبؿ أف نستكمؿ تمرير الاستبياف nالعينة 

 اد العينة، حيث يمكف حذؼ أم سؤاؿ مف الاستبياف بعد ذلؾ .عمى كامؿ أفر 
للبستبياف ككؿ أك لكؿ محكر مف  العاـ، كيستخدـ لقياس درجة الصدؽ معامل الصدق العام:  -2

 ( كما يمي:alphaمحاكره، كيحسب مف الجذر التربيعي لمعامؿ الثبات )

                    √                                                      (    ) 
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 ( نجد أف معامؿ الصدؽ لذلؾ الاستبياف تساكم :1-2كفي مثالنا )
                    √                                                                 

 كىي تعكس درجة جيدة لمصداقية الإجابات في ذلؾ الاستبياف.
 نجد أف: (            )كلحساب معامؿ الصدؽ لممحكر الأكؿ الذم يشمؿ 

                     √                                                                 
   كىي تعكس درجة ضعيفة لمصداقية الإجابات في ذلؾ المحكر، كربما بسبب الإجابات في 

 المرفكض .
 نجد أف: (            )الصدؽ لممحكر الثاني الذم يشمؿ كلحساب معامؿ 

                     √                                                                 
 كىي تعكس درجة جيدة لمصداقية الإجابات في ذلؾ المحكر .

  ̅ ، بمقارنة متكسطو العمكدم  j: كىك يستخدـ لاختبار صدؽ إجابات كؿ سؤاؿ  tأو  Zاختبار   -3
في السطر الأخير مع المتكسط المتكقع لو. كلتحديد المتكسط المتكقع لو نمجأ إلى اعتماد المسجؿ 

في المقياس الخماسي(، كما يمكف اعتبار المتكسط  3القيمة الكسطى لخيارات الأجكبة )مثؿ العدد 
 كقيمة متكقعة لجميع الإجابات في الاستبياف. ثـ نضع الفرضيتيف كما يمي: ̿ العاـ 

                                                    ̅   ̿         ،    ̅   ̿    
 مف العلبقة:  ،  jسؤاؿ لكؿ  tكبعد ذلؾ يتـ حساب قيمة مؤشر الاختبار  

                   
 ̅   ̿

   √ 
 

 ̅   

   √ 
                                           (    ) 

 

  مع القيمة الحرجة  tثـ نقارف قيمة 
 

| |درجة حرية ، فإذا كانت  (   )عند      
 

نقبؿ  
 مع القيمة المتكقعة ليا .  jفرضية العدـ التي تقكؿ بعدـ كجكد فرؽ معنكم لمتكسط إجابات السؤاؿ 

( أف: )باعتماد 2-2السؤاؿ الأكؿ في مثالنا السابؽ نجد مف بيانات الجدكؿ ) كعند تطبيؽ ذلؾ عمى
 المتكسط العاـ( .

   
 ̅   ̿

   √ 
 

         

       √  
        

 

كلدرجة حرية        كمف جداكؿ تكزيع )ستكدينت( نجد أف القيمة الحرجة المقابمة لمستكل دلالة 
  تساكم  (     )

 
     لمقارنة نجد أف ، كعند ا         

 
لذلؾ نقبؿ فرضية ،  

. كىكذا يمكننا اختبار صدؽ  5995كنعتبر أف إجابات السؤاؿ الأكؿ صادقة باحتماؿ     العدـ
 الإجابات في الأسئمة الأخرل .
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: إذا كاف الاستبياف مؤلفان مف عدة محاكر. فيمكف دراسة كاختبار صدؽ متكسطات كؿ محكر ملاحظة
( عمى متكسطات كؿ محكر كما 21-2المتكسط العاـ للبستبياف، كتطبيؽ نفس العلبقة )بمقارنتيا مع 
 فعمنا أعلبه .

: كيستخدـ لاختبار تطابؽ طرفي الإجابات، كيشترط ىذا الاختبار أف يككف اختبار الصدق التمييزي  -4
كبيران، كىك يعتمد عمى مقارنة طرفي الإجابات المرتبة لكؿ سؤاؿ أك للبستبياف ككؿ.  nحجـ العينة 

كىذا يقتضي تشكيؿ مجمكعتيف طرفيتيف مف إجابات السؤاؿ أك مف المتكسطات العامة للئجابات في 
 الاستبياف ككؿ. كسنقكـ باختصار خطكات العمؿ لاختبار الصدؽ التمييزم للبستبياف ككؿ بما يمي:

 ( كنضعيا في عمكد جديد .تصاعديان )أك تنازليان   ̅ ب قيـ المتكسطات العامة للبستبياف نرت -أ 

% مف المتكسطات العامة المرتبة الأكلى، كنشكؿ منيا المجمكعة 35% أك 25نأخذ حكالي   -ب 
  كتباينيا   ̅ الطرفية الأكلى كنضعيا في عمكد جديد آخر، ثـ نحسب متكسطيا 

  . 

% مف المتكسطات العامة المرتبة الأخيرة، كنشكؿ منيا المجمكعة 35 % أك25نأخذ حكالي   -ج 
الطرفية الثانية كنضعيا في عمكد جديد ثالث مقابؿ عمكد المجمكعة الأكلى . ثـ نحسب 

  كتباينيا   ̅ متكسطيا 
 .كيفضؿ أف يككف عدد العناصر في المجمكعتيف متساكيان .  

 سطيف في المجتمع كما يمي:نضع الفرضيتيف حكؿ الفرؽ بيف ىذيف المتك  -د 

                               ̅                           ̅   ̅    
 لمفرؽ بيف عينتيف مستقمتيف مف العلبقة: tنقكـ بحساب مؤشر الاختبار   -ق 

              
( ̅   ̅ )   

√
  
 

  
 

  
 

  

                                                            (    ) 

  المحسكبة مع قيمة  tنقكـ بمقارنة قيمة  -ك 
 

المساكية لأصغر  الحرجة كالمقابمة لدرجة حرية 
| |(، فإذا كانت 21-1حسبما كرد في العلبقة ) (    )أك (    )عدديف ال    

 
 

. كالعكس  5995عمى ذلؾ الاستبياف صادقة باحتماؿ  نقبؿ فرضية العدـ كنعتبر أف الإجابات
 بالعكس .

 عنصراً : Nمن مجتمع طبيعي فيو  nكيفية حساب حجم العينة  2-4

 : تمييد:2-4-1
 التي يجب سحبيا مف مجتمع الدراسة يرتبط بعدة أمكر كىي:،  nإف حجـ العينة العشكائية 

المعاينة العنقودية ...الخ . ونظراً لتعقيدات الموضوع  -المعاينة الطبقية -المعاينة البسيطةنكع المعاينة:  -1
 في المعاينة العشوائية البسيطة فقط . nوتشعباتو فإننا ىنا سنقتصر عمى حساب حجم العينة 

 السحب بدكف إعادة . -طريقة السحب: كىناؾ طريقتاف لمسحب مع الإعادة -2
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كىك غالبان ما ، الذم نريد تقديره مف معمكمات العينة ، كنقصد بو المؤشر  نكع المؤشر المدركس:  -3
 يككف أحد المؤشريف التالييف:

̅ المعرؼ بالعلبقة:    ̅ متكسط العينة مف  كالذم سنقدره  𝜇متكسط مؤشر المجتمع  -  
∑  

 
 . 

 ةالمعرفك  rالنسبة في العينة مف  كالتي سنقدرىا  Rنسبة خاصة معينة في المجتمع  -
  بالعلبقة:   

 

 
 المدركسة في العينة . ةبالخاص المتصفيفعدد :ىك  mحيث ،  

، فإذا كاف التجانس ضعيفان فإف    درجة تجانس المجتمع: كيعبر عنو مف خلبؿ تبايف المجتمع   -4
 nيجب أف يككف كبيران ، أم أف حجـ العينة  nيككف كبيران، كعندىا فإف حجـ العينة     التبايف

مجيكلان فيتـ تقديره مف خلبؿ تبايف    . أما إذا كاف تبايف المجتمع    يتناسب طردان مع التبايف 
   المعرؼ بالعلبقة :                                   العينة 

∑(    ̅) 

   
 

كىك الحد الأعمى لمخطأ المسمكح بو عند تقدير  dمقدار الدقة المطمكبة في التقدير: كيرمز لو بػ  -5
 حسب نكع المؤشر المدركس. ك المؤشرات: كيتـ تحديده مسبقان مف قبؿ المسؤكليف عف البحث 

مساكيان لأم  dفإننا نضع مقدار الدقة  ،𝜇فإذا كاف المؤشر المطمكب تقديره ىك متكسط المجتمع 
 أك  = d 255، ) فمثلبن إذا كنا نريد تقدير متكسط الدخؿ فيمكف أف نضع ؿ.س معقكؿ عدد مطمؽ

 ( . معقكؿ م عدد آخرأك أ  555
كىذا يعني أنو عند تقدير متكسط الدخؿ يجب أف يككف الخطأ المرتكب فيو ) الخطأ المعيارم ( أقؿ 

 . dمقدار المحدد لمدقة الأك يساكم 
فإف الدقة تحدد عمى شكؿ نسبة مئكية مثؿ  ،في المجتمع Rسبة أما إذا كاف المطمكب عند تقدير الن

d=6%  أكd=3%  أكd=2%  كىذا يعني أنو عند تقدير النسبة .R  يجب أف يككف الخطأ
 . dالمرتكب فيو ) الخطأ المعيارم ( أقؿ أك يساكم النسبة المحددة لمدقة 

كيبرىف في نظرية العينات  الخطأ المعيارم لممؤشر المدركس: كىك يحسب لكؿ مؤشر عمى حدة  -6
 كالاحتمالات عمى ما يمي:

كالذم  ̅ مف خلبؿ متكسط العينة  𝜇إف الخطأ المعيارم المرتكب في تقدير متكسط المجتمع  -
 سنرمز لو بػ 

 ̅
 يتأثر بطريقة السحب، كىك يساكم حسب حالتي السحب ما يمي: 

 
 ̅
 

 

√ 
 

 

√ 
  ̃ ̅  (    )       (في حالة السحب مع الإعادة)                                

 

 
 ̅
 √

   

 
 

 

√ 
 √

   

 
 

 

√ 
  ̃ ̅ (في حالة السحب بدكف الإعادة)             (    ) 

 

 : ىك الانحراؼ المعيارم لمعينة، كيعتبر تقديران غير متحيز للبنحراؼ المعيارم في المجتمع .Sحيث 
 rفي المجتمع مف خلبؿ النسبة في العينة  Rإف الخطأ المعيارم المرتكب في تقدير النسبة  -

 يساكم حسب حالتي السحب ما يمي:   كالذم سنرمز لو بػ 
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 √

  (   )

 
 √

   

 
 (    )         (في حالة السحب مع الإعادة)                  ̃  

 

     
 
 √

   

 
 √

  (   )

 
 √

   

 
 

   

 
 (    )    (في حالة السحب بدكف الإعادة)      ̃  

       ىي النسبة في العينة أك في أية عينة تجريبية ك  حيث 
: كيتـ تحديده مسبقان مف قبؿ المسؤكليف عف البحث كىك يعبر عف   مستكل الدلالة المطمكب  -7

، كيسمى (   )أف يككف مقبكلان باحتماؿ  كاحتماؿ أف يككف التقدير المأخكذ مف العينة مرفكضان، أ
باحتماؿ الثقة في التقدير، لأنو يضمف لنا أف يككف المؤشر المطمكب تقديره كاقعان  (   )الاحتماؿ 

نكزعو   . كعندما نحدد مستكل الدلالة  (   )ضمف مجاؿ محدد يسمى مجاؿ الثقة باحتماؿ 
 عمى طرفي المجاؿ كنضع لكؿ طرؼ 

 
. كعندىا تتحدد معنا القيمتاف العدديتاف لمتحكؿ التكزيع  

  الطبيعي المعيارم 

 
   ك    

 

 
الفاصمتاف بيف منطقتي القبكؿ كالرفض كبسبب التناظر يككف لدينا  

   
 

 
    

 
   لذلؾ نأخذ القيمة  

 

 
كنقكـ بإنشاء مجاؿ الثقة المقابؿ لذلؾ . كتككف منطقة  

 ة المذككر .الرفض خارج مجاؿ الثق

كنصؼ طكلو يساكم  ̅ نجعؿ مركزه متكسط العينة  𝜇كلإنشاء مجاؿ الثقة لمتكسط المجتمع  
فنحصؿ عمى مجاؿ الثقة الذم يحقؽ احتماؿ الثقة المطمكب كىك المجاؿ التالي: ]انظر  (̅    )

 الفصؿ الأكؿ[ ( 1-7)
 [ ̅   

  
 
 
   ̅  𝜇   ̅   

  
 
 
   ̅]               (    ) 

 يأخذ الشكؿ البياني التالي : كىك

      )2(                        

0
2

Z 
1

2

Z 


2



2



1 

      )1(                                   

0
x

x Z

2



2



1 

.
x

x Z x

 (: مجال الثقة لممتوسط1-2الشكل )
 (    )كنصؼ طكلو  rفي المجتمع نجعؿ مركزه النسبة في العينة  Rكلإنشاء مجاؿ الثقة لمنسبة 

 التالي: (   )فنحصؿ عمى مجاؿ الثقة الذم يحقؽ احتماؿ الثقة 
  [   

  
 
 
         

  
 
 
   ]               (    ) 
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كلمنسبة  𝜇لمتكسط المجتمع : كيفية حساب حجم العينة )في حالة السحب مع الإعادة(: 2-4-2
 : Rفيو 

في المعاينة العشكائية البسيطة عمينا أف نراعي جميع الشركط المذككرة أعلبه ،  nلحساب حجـ العينة 
) الحد الأعمى لمخطأ المسمكح بو عند التقدير (، كىنا عمينا أف نحسب حجـ العينة  dكخاصة شرط الدقة 

n  لممتكسط المجتمع ( لكؿ مؤشر عمى حدة𝜇  كلمنسبة فيوR.) 

، ككاف السحب مع الإعادة، ككاف مقدار الدقة 𝜇إذا كاف المطمكب تقدير متكسط المجتمع الطبيعي  -1
أصغر أك يساكم مقدار الدقة المحدد  𝜇فإننا نجعؿ نصؼ طكؿ مجاؿ الثقة لممتكسط  ،dالمطمكبة 

d  ،:فنحصؿ عمى ما يمي 

 
  

 
 
     

     ̅
    

                                                                    (    ) 

̅  )كبما أف 
  

  

 
 نجد أف :                            (

   
  

 
                                                                              

 كمنيا نجد أف :
  

     

  
 

    

  
 (    )     (كىك الحد الأدنى لحجـ العينة لممتكسط مع الاعادة)         

                    

 .   يؤخذ كتقدير لتبايف المجتمع  تجريبية عشكائية ، كنة أك أم عينة ىك تبايف العي   حيث أف: 
نريد سحب عينة منو مع الإعادة ، لتقدير متكسط الكزف للؤفراد البالغيف في مجتمع ما  (:3-2مثال )

مف خلبؿ تبايف    % . إذا عممت أنو تـ تقدير تبايف المجتمع 95كباحتماؿ        لتحقيؽ دقة 
 .        عينة تجريبية فكاف 

كأف        ( كنلبحظ أف مستكل الدلالة 35-2كلحساب حجـ ىذه العينة تطبؽ العلبقة )
   

 

 
 كمنيا نجد أف :      

  
(    ) (    )

( ) 
             

كىك حجـ العينة الكافي لتحقيؽ الشركط المفركضة عمى المسألة مف حيث الدقة كاحتماؿ الثقة . عممان 
 إلى الأعمى دائمان . بأنو يجب تقريب حجـ العينة

جراء الحسابات المطمكبة نقكـ بحساب تباينيا الحقيقي  ملاحظة : ثـ ،     كبعد سحب ىذه العينة كا 
نعكد كنحسب حجـ العينة مف جديد لمتأكد مف أف حجـ العينة المسحكبة يحقؽ الشركط المفركضة عمى 

جميا الجديد، فيذا يعني أنيا لا تحقؽ المسألة المدركسة . فإذا كاف حجـ العينة المسحكبة أقؿ مف ح
الشركط المفركضة عمى المسألة لأسباب تتعمؽ بعشكائية السحب أك بصحة البيانات أك بغير ذلؾ، 

 كلتصحيح ذلؾ نقكـ بزيادة حجـ العينة إلى الحجـ المطمكب كنعيد الحسابات مف جديد .
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في المجتمع، ككاف السحب مع الإعادة، فإننا نجعؿ نصؼ طكؿ  Rإذا كاف المطمكب تقدير النسبة  -2
 (.%..3% أك 2كالمحددة لنسبة مئكية صغيرة مثؿ ) dمجاؿ الثقة أصغر أك يساكم نسبة الدقة 

 كما يمي:

 
  

 
 
     

     
    

                                                                (    ) 

  )كبما أف 
  

 (   )

 
 نجد أف:      (

     
 (   )

 
    

   

 
 

 

  
      

  
 (    )         (كىذا ىك الحد الأدنى لحجـ العينة لمنسبة مع الإعادة)   

       أف  ىي النسبة في العينة أك في أم عينة تجريبية أك سابقة ك rحيث أف: 
المطمكب سحبيا مع الإعادة لتقدير نسبة المدخنيف  nلنفرض إننا نريد حساب حجـ العينة  (:4-2مثال )

   )%  أم أف: 95كباحتماؿ ثقة  d= 0.4في مجتمع ما بدقة قدرىا 
 

 
     )  

 ( فنجد أف:32-2نطبؽ العلبقة ) r = 0.25عممان بأف المعمكمات السابقة تشير إلى أف نسبتيـ 

  
(    ) (    )(    )

(    ) 
 

      

      
            

فييا نعكد كنحسب حجـ العينة مف جديد لمتأكد مف أف حجـ  rكبعد سحب ىذه العينة كحساب النسبة 
 العينة المسحكبة يحقؽ الشركط المفركضة عمى المسألة المدركسة .

 

ثـ  𝜇لمتكسط المجتمع : كيفية حساب حجم العينة )في حالة السحب بدون إعادة(: 2-4-3
 : Rلمنسبة فيو 

ككاف السحب بدكف إعادة، ككاف مقدار الدقة  𝜇تقدير متكسط المجتمع الطبيعي  إذا كاف المطمكب -1
حصؿ عمى نف،  d. فإننا نجعؿ نصؼ طكؿ مجاؿ الثقة أصغر أك يساكم مقدار الدقة  dالمطمكبة 

 يمي:ا م

 
  

 
 
   ̅   

     ̅
    

                                                              (    ) 

̅  كبما السحب بدكف إعادة فإف:  
  

   

 
 

  

 
 كبذلؾ نجد أف: 

   
   

 
 

  

 
            

 : كمنيا نجد أف
                     
                  

 (        )             
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                                                                 (    ) 

 يمي: أك لأم عينة تجريبية نحصؿ عمى ما   بتبايف العينة    كباستبداؿ 

  
     

        
                                                             (    ) 

 ) في حالة السحب بدكف إعادة (لممتكسطكىك الحد الأدنى لحجـ العينة 
أسرة بدقة  N= 1000: نريد تقدير متكسط دخؿ الأسرة في الشير في مجتمع مؤلؼ مف (5-2مثال )

اللبزـ لذلؾ، إذا  nكالمطمكب حساب حجـ العينة  % .95كباحتماؿ ثقة  d = 500لا تتجاكز ؿ.س 
ف السحب، (          )عممت أف تبايف الدخؿ في ذلؾ المجتمع   ، بدكف إعادة سيجرم كا 

   كأف        نلبحظ أف مستكل الدلالة  nلحساب حجـ العينة 
 

 
كبتطبيؽ العلبقة       

 نحصؿ عمى أف:، ( 2-35)
  

    (    ) (       )

    (   )   (    ) (       )
 

           

           
            

الكافي لتحقيؽ شركط المسألة في الدقة كاحتماؿ الثقة، مع ملبحظة أنو يجب  nكىك حجـ العينة 
 تقريب حجـ العينة إلى الأعمى دائمان .

نة مجيكلان فإننا نعمؿ عمى إيجاد تقدير لو مف خلبؿ سحب عي   : إذا كاف تبايف المجتمع ملاحظة
فنحصؿ عمى الحجـ  ،(35-2ثـ تعكيضو في العلبقة )   تجريبية بحجـ معقكؿ ثـ حساب تباينيا 

جراء الحسابات اللبزمة مف بياناتيا، يجب أف الأدنى  المطمكب. كأخيران نشير إلى أنو بعد سحب العينة كا 
 نتأكد مف إنيا تحقؽ الشركط المفركضة عمى المسألة .

المحسكبة بنفس الشركط  n( نجد أف حجـ العينة 35-2( ك )35-2: مف مقارنة العلبقتيف )ملاحظة
 في حالة السحب مع الإعادة، كىما يرتبطاف بالعلبقة:   في حالة السحب بدكف إعادة أصغر مف حجميا

  
    

    
                                                                    (    ) 

 

( ىي العلبقة الأساسية لحساب حجـ العينة في حالة السحب بدكف إعادة 35-2: إف العلبقة )تعميق
 كلكف بعض المؤلفيف كالباحثيف قاـ بتحكيرىا إلى أشكاؿ أخرل . فقاـ أحدىـ بتقسيـ البسط كالمقاـ عمى

 فحصؿ عمى أف:،    

  
   

 (
  

  )    

 
   

      
          .   

  

  
/   (    )       حيث أف 

 فحصؿ عمى أف :، (      كقاـ بعضيـ بتقسيـ البسط كالمقاـ عمى ) 
  

 

 (
  

    )   
 

 

     
        .   

  

     
/   (    )          حيث أف 
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، ( 35-2في المعادلة ) CVؿ معامؿ الاختلبؼ اكادخ  ̅ كقاـ بعضيـ بتقسيـ البسط كالمقاـ عمى 
 فحصؿ عمى أف:

  
     

 ̅ 

 (
  

 ̅ )     
  

 ̅ 

 
       

          
   الدقة النسبية)     

 

 ̅
    كأف 

 

 ̅
) فأ   (    )    حيث 

 

 فحصؿ عمى العلبقة التالية:،     كقاـ بعضيـ بتقسيـ البسط كالمقاـ عمى 

  
  (

  

  )

    (
  

  )
 

  (
  

  )

    (
  

  )
 

     

      
      (  

 

 
)                      (    ) 

 

 فحصؿ عمى أف:،   Nكقاـ بعضيـ بتقسيـ البسط كالمقاـ عمى حجـ المجتمع 

  
    

   
    

 

 
    

   
    

 

                                                                   (    ) 

 

    كبيران فإف المقدار  Nكمنيا استنتج أنو عندما يككف حجـ المجتمع 

 
ف العلبقة السابقة   يصبح ميملبن كا 

 تأخذ الشكؿ التالي :

  
    

  
                                                                           (    ) 

 ( لحالة السحب مع الإعادة . كمنيا يمكننا أف نستنتج مايمي:35-2كىي نفس العلبقة )
في حالة السحب بدكف إعادة  nفإف حجـ العينة ، كبيران  N: عندما يككف حجـ المجتمع نتيجة ىامة
اربان مع حجميا في حالة السحب مع الإعادة، كعندىا يمكننا حساب حجـ العينة في كمتا حالتي يصبح متق

 السحب مف العلبقة :

  
    

  
              (    )                                             (    )    

 ىك تبايف العينة أك أم عينة تجريبية .   حيث 
عممان بأنو كاف يمكننا الحصكؿ عمى ىذه النتيجة مف قيمة الخطأ المعيارم لممتكسط المعرؼ في العلبقة 

كعندىا فإف كسر معامؿ ،  (    )كبيران فيككف  N( . حيث نجد أنو عندما يككف 2-24)
 التصحيح يصبح قريبان مف الكاحد أم أف : 

   

 
            (    )                                             (    ) 

 كعندىا نجد أف الخطأ المعيارم لحالة السحب بدكف إعادة يصبح متقاربان مع الخطأ مع الإعادة أم أف :

  ̅  √
   

 
 

 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
         (    )                     (    ) 
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فإننا نجعؿ نصؼ طكؿ ، في المجتمع ككاف السحب بدكف إعادة  Rإذا كاف المطمكب تقدير النسبة  -2
 فنجد أف : dمجاؿ الثقة أصغر أك يساكم نسبة الدقة المحددة 

√   بما أف     
   

 
√

 (   )

 
   نجد أف:                        

 

 
      

   
   

 
 
 (   )

 
                                                    (    ) 

         (   )      (   )                                               
 (       (   ))      (   )                                             

 كمنيا نجد أف:

  
    (   )

       (   )
                                                     (    ) 

 في العينة أك في أم عينة تجريبية نحصؿ عمى أف : rبالنسبة  Rكباستبداؿ النسبة 

  
        

          
 (    )          حيث أف                               

 في حالة السحب بدكف إعادةكىك الحد الأدنى لحجـ العينة لمنسبة 
 

كيمكف تحكيرىا إلى أشكاؿ أخرل ،  Rعند تقدير النسبة  nكىي العلبقة الأساسية لحساب حجـ العينة 
كما رأينا في حالة المتكسط مف خلبؿ علبقات مشابية لمعلبقات السابقة. فمثلبن لك قسمنا البسط كالمقاـ 

 نحصؿ عمى العلبقة الآتية :    عمى 

  
(  ⁄ )     

  (  ⁄ )(  ⁄ )     
                                   (    ) 

كقد تككف ، مف أم عينة تجريبية  rغالبان ما يتـ حساب النسبة  n: عند حساب حجـ العينة ملاحظة
( نحصؿ 49-2كبعد تعكيضيا في العلبقة )، % أك غير ذلؾ 45% أك 35% أك 25قيمتيا الحقيقية 

بة. كلكف عندما تككف النسبة متكازنة في المجتمع المدركس ) كنسبة الإناث في العينة المطمك  حجـ عمى
المحسكبة مف تمؾ العلبقة يبمغ أكبر  n( فإف حجـ العينة R=0.50المجتمع العاـ التي تأخذ حكالي 

 كيساكم: ( R = 0.50)يأخذ أكبر قيمة لو عندما تككف  ((   )  )قيمة لو . كذلؾ لأف الجداء
  (    )  (    )(    )  (    ) 

( بافتراض أف 49-2مف العلبقة ) nكبناءن عمى ىذه الخاصة يقكـ بعض الباحثيف عند حساب حجـ 
كيعكضكف قيـ باقي  (q= 0.50 )ك  ( r = 0.50)النسبة متكازنة في المجتمع كيضعكف فييا 

مفة لمجتمعات فيحصمكف عمى أكبر حجكـ لمعينات المقابمة لإحجاـ مخت، بقيميا    ,d, N, Zالمؤشرات 
ب احسب( 49-2بناءن عمى ذلؾ قاـ بعضيـ بتطبيؽ العلبقة )ك ( .  r= 0.50متكازنة ) كذلؾ في حالة 

كالمقابؿ لػ        كعند مستكل دلالة محدد  dأحجاـ العينات المقابمة لمستكيات معينة مف الدقة 
Z= 1.96  ،: فحصؿ عمى الجدكؿ التالي 
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المقابمة لأحجام مختمفة من  Rلتقدير النسبة  حالة السحب بدون إعادة( أحجام العينات في 2-1الجدول )
   )أي أن قيمة          ـمجتمعات متوازنة وحسب قيم مختمفة لمدقة ومقابل ل

 

 
      ). 

 Nحجـ المجتمع 
 Rىامش الخطأ في تقدير النسبة  =dنسبة الدقة 

5% 3% 2% 1% 
54 44 48 49 54 
144 79 91 96 99 
154 148 132 141 148 
244 132 168 185 196 
254 151 243 226 244 
344 168 234 267 291 
444 196 291 343 384 
544 217 344 414 475 
754 254 444 571 696 
1444 278 516 746 946 
2444 322 696 1491 1655 
5444 357 879 1622 3288 
14444 374 964 1936 4899 
144444 383 1456 2345 8762 
1444444 384 1466 2395 9513 
14444444 384 1467 2444 9595 

 sounders lewis & thornhill, 2009المصدر:                   
نفترض أننا نريد أف نسحب بدكف إعادة عينة ، لتكضيح كيفية حساب أحجاـ ىذه العينات  (:2-5مثال )
لتقدير نسبة الإناث فيو كبدقة  N = 1000مف مجتمع طبيعي )كمية الاقتصاد( حجمو معمكـ  nبحجـ 
كىك يقابؿ قيمة حرجة        % . )أم بمستكل دلالة 95كباحتماؿ ثقة قدره  d=0.03محددة 
   تساكم 

 

 
(، كلمحصكؿ عمى أكبر حجـ لمعينة المطمكبة نفترض أف ىذا المجتمع متكازف       

 ( فنحصؿ عمى أف:49-2كنعكض في العلبقة الأخيرة ) R=0.50نضع نسبة الإناث جنسيان ك 
  

    (    ) (    )(    )

    (    )  (    ) (    )(    )
 

     

      
 (انظر الجدكؿ)                 

 

فإننا نككف في مجتمع  R = 0.40كلكف إذا عممنا مف شؤكف الطلبب أف نسبة الإناث في ذلؾ المجتمع 
( فنحصؿ عمى أف 49-2غير متكازف مف حيث الجنس . كعندىا نقكـ بتعكيض ىذه القيمة في العلبقة )

 حجـ العينة المطمكب يساكم :

  
    (    ) (    )(    )

    (    )  (    ) (    )(    )
 

       

        
     

 

 سألة .كىك حجـ العينة الكافي لتحقيؽ الشركط المفركضة عمى ىذه الم
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كلكف إذا كنا نريد تقدير نسبة المدخنيف في المجتمع المذككر كبنفس الشركط السابقة ككانت ىذه النسبة 
فإننا نككف في مجتمع غير متكازف مف حيث خاصة التدخيف، لذلؾ يجب أف نبحث عف تقدير ، مجيكلة 

( كنستخمص منيا  n=100أكلي لنسبة المدخنيف فيو، كليذا نسحب عينة تجريبية بحجـ معقكؿ ) كليكف 
. كعندىا نقكـ  r= 0.35كلنفترض إنيا كانت تساكم ، نسبة المدخنيف الأكلية في المجتمع لتقدير 

 ( فنجد أف:49-2بحساب حجـ العينة مف العلبقة السابقة )

  
    (    ) (    )(    )

    (    )  (    ) (    )(    )
 

       

       
            

 

% كأف تككف 95كىك حجـ العينة الكافي لتحقيؽ شركط المسألة كىي أف يككف احتماؿ الثقة أكبر مف 
%. ككؿ ذلؾ 3( في تقدير النسبة لا تزيد عف مقدار الدقة المحددة بػ نسبة الخطأ المعيارم ) المرتكب 

 بفرض أف جميع عناصر ىذه العينة ستستجيب لممعاينة كتعطينا البيانات الصحيحة عف أحكاليا .
، كذلؾ بتقسيـ حجـال نزيد: أما إذا كانت الاستجابة عمى الاستبياف غير كاممة فيجب أف ملاحظة ىامة

اللبزـ لممعاينة  ̀ ، فنحصؿ عمى حجـ العينة المقدرة Rعمى نسبة الاستجابة  nسكبة العينة المح حجـ
̀ )  الميدانية مف العلبقة   

 

 
) . 

لتحقيؽ شركط اللبزـ  ̀ كفي جميع الأحكاؿ يجب عمى الباحث أف يقكـ بإعادة حساب حجـ العينة 
كذلؾ لمتأكد مف حجميا كمف صلبحيتيا  لمعاينة اعتمادان عمى بيانات العينة المستخدمة في البحث نفسيا.ا

 كمف أنيا تحقؽ الشركط المفركضة عمى البحث.
: لحساب حجـ العينة الكمية في المعاينة الطبقية يمكننا استخداـ نفس العلبقات كتطبيقيا عمى ملاحظة
ا ثـ نقكـ بتكزيعيا عمى الطبقات حسب أحجامي،  nفنحصؿ عمى حجـ العينة الكمية  ، الكمي المجتمع

اعتبار كؿ طبقة مجتمعان مستقلبن كحساب أحجاـ العينات ك  العمؿ بالعكس النسبية مف المجتمع . كما يمكف
ثـ دمج ىذه العينات الطبقية فنحصؿ عمى ، كذلؾ بتطبيؽ نفس العلبقات السابقة عمى كؿ طبقة  ،الطبقية

أمكر كثيرة أخرل لا مجاؿ لبحثيا في العينة الكمية . كما يمكف أخذ التكمفة بعيف الاعتبار ...الخ . كىناؾ 
 ىذا المنشكر .
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 الفصل الثالث
 المتحولات العشوائيةالاس تدلال حول طبيعية 

 
 : مقدمة عن التوزيعات الاحتمالية:3-1

يتناكؿ ىذا الفصؿ قضايا الاستدلاؿ الاحصائي لعدة متحكلات . كيدرس كيفية إجراء الاختبارات بيف 
متكسطاتيا . كلكف قبؿ الدخكؿ في المكضكع نستعرض أىـ التكزيعات الاحتمالية المستخدمة في ىذه 

 الاختبارات كىي:
  (General Normal distribution ): التوزيع الطبيعي العام : 3-1-1

ر ىذا التكزيع عف التكزيع ، كيعبّ كالاحتمالات التكزيعات الاحتمالية المستخدمة في الاحصاء كىك أىـ
 كيعطى بالعلبقة التالية: (    𝜇) ، كيرمز لو بػ    كتباينو  𝜇تكقعو  Xالاحتمالي لمتحكؿ طبيعي 

 ( )  
 

 √  
 
 
 
 
(
   
 

)
 

                                          (   ) 

 كيأخذ الشكؿ التالي: 𝜇كىك يرسـ منحني متناظر حكؿ التكقع 



2 2 

 



0 .9 5

X

1

2 

0.025
2




2



 
 (: منحني التوزيع الطبيعي العام1-3الشكل )

 كيتمتع ىذا التكزيع بعدة خكاص تميزه عف غيره مف التكزيعات كىي:
ف تكقعو    حتى    يأخذ قيمو مف  Xإنو يعرؼ عمى متحكؿ مستمر  -1  .  كتباينو  𝜇، كا 

 . OXفكؽ المحكر  𝜇إنو يرسـ منحني متناظر بالنسبة لمتكقع  -2

(𝜇) كتساكم  𝜇  إنو يأخذ أكبر قيمة لو عندما  -3  
 

 √  
  . 

ذا نقصت قيمة فإف قيمتو العظمى  فإذا ازدادت قيمة   يمتو العظمى ترتفع .فإف ق  تنخفض، كا 

( ) فإف      إف طرفاه الأيمف كالأيسر ينتيياف إلى الصفر، أم أنو عندما  -4     . 

 أم أف: 𝜇. كتساكياف معان قيمة التكقع  Meتساكم قيمة الكسيط  Modإف قيمة المنكاؿ  -5

𝜇                                                                                   (   ) 
 

     إف قيمة معامؿ ) الالتكاء ( تساكم الصفر  -6
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        ) التفرطح ( تساكم  المعدؿ كما إف قيمة معامؿ التطاكؿ

 تساكم:  إف قيمة معامؿ الاختلبؼ  -7

  
 

𝜇
                                                                                (   ) 

 

إف الاحتمالات المقابمة لمجالات الثقة المختمفة تساكم المساحات المقابمة ليا كالكاقعة تحت  -8
 كىي كما يمي : ( ) المنحني 

𝜇% مف الاحتمالات تقع مقابؿ المجاؿ 66إف حكالي  -    . 

𝜇% مف الاحتمالات تقع مقابؿ المجاؿ 95حكالي إف  -         . 

𝜇% مف الاحتمالات تقع المجاؿ 95إف حكالي  -       . 

𝜇% مف الاحتمالات تقع مقابؿ المجاؿ 99972إف حكالي  -      . 

تكزيع ال كتحديد ( Normaity ) أم متحكؿ عشكائي كيستفاد مف ىذه الخكاص عند اختبار طبيعية
 قبؿ استخدامو في التحميؿ الاحصائي . لو تجريبيالحتمالي الا
 : (Standart Normal Distribution): التوزيع الطبيعي المعياري: 3-1-2

𝜇كىك حالة خاصة مف التكزيع الطبيعي العاـ، يككف فييا  ، لذلؾ يرمز لو بالرمز     ك    
إلى  X، كيخضع ليذا التكزيع جميع المتحكلات المعيارية المحكلة مف المتحكؿ الطبيعي  (   ) 
 كفؽ العلبقة : Zالمتحكؿ 

                 
  𝜇

 
                                                                                    (   ) 

( ) كىذه العلبقة تعطينا أف:  ( )    ، كأف:        
 كىك يعطى بالعلبقة التالية:

 ( )  
 

√  
  

 
 
  

                                                    (   ) 

 التالي:الشكؿ  (   )كيرسـ المنحني المتناظر حكؿ 

112 20

1

2

0.025
2




2
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 ( التوزيع الطبيعي المعياري2-3الشكل )

 

جميع الاحتمالات الطبيعية بعد تحكيميا مف التكزيع الطبيعي العاـ إلى كيستخدـ ىذا التكزيع لحساب 
 ( السابقة .4-3التكزيع المعيارم كفؽ العلبقة )



 الثالثالجزء الثاني                                                                                  الفصؿ 

111 

 

 :  : توزيع )ستودينت( 3-1-3
. كلبعض  (    )كىك تكزيع شبيو بالتكزيع الطبيعي المعيارم، كلكنو يستخدـ لمعينات الصغيرة 

ف تكقعو   المتحكلات الخاصة الأخرل . كيرمز لمتحكلو بالرمز  𝜇كا  ( )  كتباينو      
 

   
، كىك  

 يعطى بالعلبقة التالية:

 ( )    .  
  

 
/

  
   
 

                                      (   ) 
 

عدد المشاىدات كىي تساكم  (   )ىك عدد صحيح مكجب يسمى بدرجة الحرية ك   حيث أف: 
 المستقمة .

ساحة تحت المنحني م، كيتـ تحديده بحيث تككف ال فيك عدد مكجب مرتبط بدرجة الحرية  Cأما       
 مساكية لمكاحد . كالتكزيع يرسـ الشكؿ التالي: 

112 20

0.025
2




2



Z

 
 (ستودينت)(: منحني توزيع 3-3الشكل )

 :   : توزيع كاي مربع  3-1-4
ف تكقعو يساكم Xكىك تكزيع غير متناظر كيعرؼ لممتحكلات المكجبة  𝜇، كا  ( )  كتباينو         

 كيعطى بالعلبقة التالية:
  ( )     

 
 
      

 
                                                   (   ) 

 

 ليجعؿ المساحة تحت المنحني مساكية لمكاحد .  عدد مكجب مرتبط بدرجة الحرية  Cحيث أف: 
 كىك يرسـ المنحني التالي:

 2 X

0X

0.05 

 
   (: منحني توزيع 4-3الشكل )

 
 



 الثالثالجزء الثاني                                                                                  الفصؿ 

112 

 

 :  F(فيشر): توزيع  3-1-5
  )كىك تكزيع لمنسبة بيف تبايني عينتيف 

  
 

  
 ، كىك تكزيع غير متناظر كيعرؼ بالعلبقة التالية: ( 

 ( )    
 

 
 
  

(  
 
  )

   
 

                                                            (   ) 

، ليجعؿ المساحة تحت المنحني مساكية  ك   ىك عدد مكجب مرتبط بدرجتي الحرية  Cحيث أف: 
𝜇لمكاحد . عممان بأف تكقعو الرياضي     

 

   
( )  كتباينو                 

   (     )

 (   ) (   )
 

 كىك يرسـ المنحني التالي:
 F X

X

0.05 

 
 F(: منحني توزيع فيشر 5-3الشكل )

 

 : التوزيع الطبيعي المتعدد )لعدة متحولات طبيعية( : 3-1-6
( . كمنيا نلبحظ أنو يمكننا 1-3نعكد إلى العلبقة ) الطبيعي لاستخراج العلبقة الرياضية ليذا التكزيع

 كتابة الأس فييا عمى الشكؿ التالي :

(
  𝜇

 
)
 

 (  𝜇)      (  𝜇)                                      (   ) 
 

فإننا نضعيا عمى شكؿ شعاع عمكد ثـ              كعندما يككف لدينا عدة متحكلات طبيعية 
 نحسب شعاع تكقعاتيا كما يمي :

  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

      𝝁   ( )  

[
 
 
 
 
 (  )

 (  )

 (  )
 

 (  )]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
𝜇 

𝜇 

𝜇 

 
𝜇 ]

 
 
 
 

                                             (    ) 

 مف العلبقة : Vثـ نقكـ بحساب مصفكفة التبايف المشترؾ ليا 

     ( )  (  𝝁) (  𝝁)  

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

            (    ) 
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التكزيع قانكف نصيغ  ، كبذلؾ يمكننا أف)بفرض أنيا نظامية(    كمقمكبيا  | |ثـ نحسب محددىا 
 الطبيعي المشترؾ ليذه المتحكلات كما يمي:

 (            )  
 

(  )
 
 | |

 
 

 ̅
 
 
[(  𝝁)      (  𝝁)]                         (    ) 

 

 حيث أف الأس فييا يساكم الجداء الشعاعي المصفكفي التالي:

[(  𝝁)      (  𝝁)]  [(   𝝁 ) (   𝝁 ) (   𝝁 )] [

          

          

    
          

]

  

 [

(   𝝁 )

(   𝝁 )
 

(   𝝁 )

]      (    ) 

 

بكاسطة شعاع  𝜇تقدير شعاع التكقع بـ مجيكليف ، فإننا نقك   Vو   𝝁ملبحظة :عندما يككف  
 كما يمي:    المحسكب مف بيانات العينة ذات الحجـ  ̅ المتكسطات 

�̃�   ̅  

[
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
 

                    ̅  
 

 
∑   

 

   

                                             (    ) 

المحسكبة مف بيانات  Sبكاسطة مصفكفة التبايف المشترؾ  Vتقدير مصفكفة التبايف المشترؾ كنقكـ ب
 كما يمي:،    ذات الحجـ العينة

 ̃    

[
 
 
 
 
             
             

             

     
             ]

 
 
 
 

             
 

   
∑(     ̅ )(     ̅ )

 

   

      (    ) 

 

 : Sو  ̅ : التوزيع المشترك لـ  3-1-7
متحكلاف عشكائياف )لأنيما يتغيراف مف عينة لأخرل(. فإف تكزيعيما المشترؾ يتعمؽ بتكزيع  Sك ̅ بما أف 

 كؿ منيما . لذلؾ نكرد النظرية التالية:
 متحكلات عشكائية طبيعية، ككاف تكقعيا ىك الشعاع              : إذا كانت نظرية𝝁  كتباينيا

ذا سحبنا عينة عشكائية مف ذلؾ المجتمع بحجـ Vالمشترؾ ىك المصفكفة  .  (حيث    ). كا 
 فإنو يككف لدينا ما يمي:

 )كتباينو المشترؾ  𝝁الذم تكقعو  المتعدد يخضع لمتكزيع الطبيعي ̅ إف المتكسط  -1
 

 
كنكتب  (  

   𝝁)  ̅ ذلؾ كما يمي: 
 

 
 ) . 

 مستقلبف . Sكالمصفكفة  ̅ إف المتحكليف العشكائييف، الشعاع  -2

( Wishartتخضع لتكزيع جديد يسمى بتكزيع )كيشارت   (   )إف المصفكفة:  -3
 . ( - )لممصفكفات العشكائية، كبدرجة حرية 
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ف أىـ خكاص تكزيع )كيشارت( ىي: ) انظر   ( Johnston, Wichern p. 143كا 
   مصفكفة خاضعة لتكزيع )كيشارت(   إذا كانت  -1

، ككانت مستقمة   بدرجة حرية  (    )
   الخاضعة لتكزيع )كيشارت(    عف المصفكفة 

 (     )، فإف مجمكعيما (    )
      يككف خاضعان لتكزيع )كيشارت( 

(       ) . 

يككف خاضعان      ، فإف التركيب (   )  مصفكفة خاضعة لتكزيع )كيشارت(  Aإذا كانت  -2
 . [         ]  لتكزيع )كيشارت( التالي: 

  :)عشكائيان متحكلاا  لنفترض أنو لدينانظرية )قانون الأعداد الكبيرة  Y ، تكقعو الرياضي𝜇  كتباينو    
ذإ أخذنا   مسحكبة عشكائيان مف مجتمع ما . و               , :ىي عنو مشاىدة مستقمة  كا 

 المحسكب مف العلبقة: ̅ فإف متكسط ىذه المشاىدات 
     ̅  

             
 

                                                     (    ) 
 )بدكف حدكد( .  كمما ازدادت  𝝁يقترب احتماليان مف التكقع الحقيقي 

ف تبايف ىذه المشاىدات   المحسكب مف العلبقة:   كا 

             
 

   
∑(    ̅) 
 

   

                                                            (    ) 
 

 )بدكف حدكد( .  ، كمما ازدادت    يقترب احتماليان مف التبايف الحقيقي 
 لنفترض أنو لدينا مصفكفة المشاىدات المستقمة لجممة مف المتحكلات نظرية النياية المركزية :

. فعندىا  Vالمصفكفة المحددة  اكتبايني 𝝁الشعاع  اكالمسحكبة مف مجتمع ما، تكقعي           
̅ ) √يككف المتحكؿ المركب   𝝁)  كذلؾ مف أجؿ  (   ) خاضعان لمتكزيع الطبيعي المتعدد .

كبيران( . كيمكف أف نستخمص منيا أف  (   ))كيشترط أف يككف   القيـ الكبيرة لحجـ العينة 
̅ ) √ركب المتحكؿ الم  𝝁)  حيث أف  (   ) يخضع تقاربيان لمتكزيع الطبيعي المتعدد ،S 

̃ لأف  ،ىي مصفكفة التبايف المشترؾ لتمؾ المشاىدات . كما يمكننا أف نستخمص أف الجداء    
 التالي:

 ( ̅  𝝁)      ( ̅  𝝁)                                                                 (    ) 
 

  يخضع تقاربيان لتكزيع 
 كبيران . (   ). كذلؾ عندما يصبح   بدرجة حرية   

 

 إذا كاف الشعاع نظرية التراكيب الخطية :X  خاضعان لمتكزيع الطبيعي (𝝁  )  فإف أم تركيب ،
يخضع لمتكزيع الطبيعي                           :خطي لمتحكلاتو مثؿ

 (  𝝁     ) يخضع لمتكزيع الطبيعي     . كبالعكس فإنو إذا كاف التركيب (  𝝁     ) 
 . (  𝝁) يككف خاضعان لمتكزيع الطبيعي  X، فإف الشعاع   مف أجؿ كؿ الأعداد 
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 : مراحل معالجة البيانات التجريبية:3-2

المتكفرة يجب معالجتيا كتشذيبيا كتبكيبيا، كذلؾ قبؿ إجراء أم استدلاؿ إحصائي مف البيانات التجريبية 
 لاستخلبص أىـ خصائصيا . كتيدؼ عممية المعالجة إلى تحقيؽ الأىداؼ التالية:

  التعرؼ عمى خصائص البيانات كتحديد قيميا المميزة: كالمتكسط كالمنكاؿ كالكسيط، كالتبايف
ء كالتطاكؿ )التفرطح( كالاختلبؼ . كالانحراؼ المعيارم، كمدل الانتشار ككذلؾ معاملبت الالتكا

 ككذلؾ حساب الاحتمالات الأكلية المقابمة لمجالات الثقة الأساسية ...الخ .

  تحديد القيـ الشاذة )المتطرفة يمينان أك يساران( كالقياـ بحذفيا )إف كجدت( مف تمؾ البيانات . كذلؾ مف
عممان بأف ىذه القيـ الشاذة  ،دلاؿ الاحصائيأجؿ زيادة فعالية البيانات عند استخداميا في قضايا الاست

قد تحدث نتيجة خطأ في القياس أك التسجيؿ أك النقؿ أك الادخاؿ، أك قد تككف بسبب عدـ تجانس 
ف كجكد ىذه القيـ ضمف بيانات العينة سيؤثر سمبان عمى تقديرات معالـ المجتمع  ،المجتمع المدركس. كا 

%( مف القيـ الشاذة 15ائية . كيكفي أف نذكر ىنا أف كجكد )كبالتالي عمى نتائج الاختبارات الاحص
 %( .255أم  بمقدار الضعفيف )   في بيانات العينة يؤدم إلى تضخـ تقدير تبايف المجتمع 

  القياـ بتبكيب البيانات المتبقية )بعد حذؼ القيـ الشاذة( تبكيبان تصاعديان ضمف مجالات متكاصمة كغير
ا النسبية، ثـ العمؿ عمى اختبارىا فيما إذا كانت متكافقة مع التكزيع الطبيعي متقاطعة كحساب تكراراتي

أـ لا، فإذا كانت تتكافؽ مع التكزيع الطبيعي نتابع التحميؿ الاحصائي المطمكب . أما إذا كانت لا 
بيعي ، تتكافؽ مع التكزيع الطبيعي فإننا نحاكؿ إجراء تحكيؿ عمييا لنجعميا خاضعة تقاربيان لمتكزيع الط

 كما سنرل لاحقان .

 كىكذا نجد أف معالجة البيانات التجريبية تمر بعدة مراحؿ نمخصيا بما يمي :
 : مرحمة حساب الخصائص الوصفية : 3-2-1

، Xعنصران لدراسة خصائص متحكؿ   لنفترض إننا سحبنا عينة عشكائية مف المجتمع المدركس بحجـ 
 التالية :،  Xعف  الخاـلبيانات اكلنفترض أيضان أف ىذه العينة أعطتنا ا

                                                                      (    ) 
 

قبؿ ترتيبيا أك تبكيبيا(،  الخاـ )أم مف البيانات مف بيانات ىذه العينة ا Xلحساب المؤشرات الكصفية لػ 
 نقكـ بحساب المؤشرات التالية:

 
 

(20-3) 

̅  المتكسط الحسابي: -  
 

 
∑  

 

 

العزـ المركزم  =التبايف العادم  -
 :الثانى(

   
 

 
∑(    ̅) 
 

    

  ̅  التبايف المصحح : -
 

   
∑(    ̅)  
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   √    الانحراؼ المعيارم العادم : -

̅  الانحراؼ المعيارم المصحح : -   √ ̅  

    العزـ المركزم الثالث : -
 

 
∑(    ̅) 
 

 

    المركزم الرابع :العزـ  -
 

 
∑(    ̅) 
 

 

   معامؿ الالتكاء : -
  

 ̅ 
 

   معامؿ التطاكؿ )التفرطح( العاـ : -
  

 ̅ 
 

ℓ معامؿ التطاكؿ المعدؿ : -      

   معامؿ الاختلبؼ : -
 ̅

 ̅
    

  Min (x)كأصغر قيمة   ،  Max (x)أكبر قيمة  -
  Xضمف مجاؿ تحكؿ  Xتراكـ النسب المئكية لتكزيع قيـ  -
  حساب أم مؤشرات أخرل يمكف أف يطمبيا الباحث -

 

  كبعد دراسة ىذه المؤشرات الكصفية كالتأكد مف سلبمتيا . نركز اىتمامنا عمى معاممي الالتكاء 
 .   ، كعمى معامؿ الاختلبؼ  ℓ المعدؿ كالتطاكؿ

قريبتاف مف الصفر، فيذا يعني أف تكزيع البيانات  ℓكالتطاكؿ   فإذا كانت قيمتا معاممي الالتكاء 
. كىذا يشير )كلا يبرىف( إلى إمكانية أف يككف تكزيع  ̅ التجريبية يأخذ شكلبن متناظران حكؿ المتكسط 

ىما تختمفاف عف الصفر، فإف ذلؾ ابيانات ىذه العينة متكافقان مع التكزيع الطبيعي العاـ . أما إذا كانت قيمت
 غير طبيعي . Xكزيع بيانات يدؿ عمى أف ت

فإننا نستدؿ عمى أف تكزيع ،        فإذا كانت قيمتو   ثـ ننتقؿ إلى دراسة قيمة معامؿ الاختلبؼ 
فإننا نستخمص مباشرة أف        بيانات ىذه العينة يمكف أف يككف طبيعيان . أما إذا كانت قيمة 

عمينا أف نقكـ بإجراء تحكيؿ تمؾ  (      )الة تكزيع بيانات ىذه العينة غير طبيعي . كفي ىذه الح
البيانات إلى بيانات جديدة شبو طبيعية . كذلؾ باستخداـ إحدل العلبقات التالية كحسب الحالات المقابمة 

 ليا :
(    )                           إذا كاف الالتكاء إلى اليميف                       أك            

(    )                         إذا كاف الالتكاء إلى اليسار           √         أك          

  
 

 
         أك         

 

√ 
(    )                           إذا كاف الالتكاء إلى اليسار          
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رات الكصفية لممتحكؿ الجديد مف إحدل ىذه العلبقات، نقكـ بحساب المؤش Yكبعد حساب القيـ الجديدة لػ 
Y  عمى شكؿ التكزيع الاحتمالي لػ  للبستدلاؿنقكـ بدراستيا مف جديد ثـ . كY  ذا لـ ننجح في عممية . كا 

 التحكيؿ الأكلى، نقكـ بإجراء التحكيؿ باستخداـ علبقة أخرل مف العلبقات السابقة كحسب الحالة المرافقة .
 Johnson ] في   لتحكيلبت الأسية كىي المعرفةااء لإجر علبقة عامة  (Box – Cox)لقد قدـ 

Wichern p. 157 ]::كما يمي 

 ( )  {
  

  

 
                        

                             

                                            (    ) 

، X: ىك عبارة عف عدد حقيقي )مكجب أك سالب(، كتحدد قيمتو مف بيانات العينة لممتحكؿ   حيث أف 
 كبحيث يتـ تعظيـ قيمة المقدار التالي:

ℓ( )   
 

 
  [

 

 
∑(  ( )   ̅( ))

 
 

   

]  (   )∑    

 

   

         (    ) 

 .  عند القيمة  ( ) ىك المتكسط الحسابي لمبيانات المحكلة  ( )̅ كحيث أف 
 كيحسب مف العلبقة:

 ̅( )  
 

 
∑  ( )

 

   

 
 

 
∑.

  
   

 
/

 

   

                                      (    ) 

بكاسطة الحاسكب ثـ رسـ المخطط البياني لمنقاط   المقابمة لعدة قيـ لػ  ( )ℓلذلؾ يتـ حساب قيـ المقدار 
[  ℓ( ) ]  كمنو نحدد أكبر قيمة لممقدار ،ℓ( ) المقابمة لتمؾ القيمة العظمى   يمة ، ثـ نستخمص ق

 )كلك بشكؿ تقريبي( .
       فإننا نستخدـ التحكيؿ     فإذا كانت قريبة مف 
ذا كانت قريبة مف    كا 

 

 
  فإننا نستخدـ الجذر  

√   
 

 

 √   

ذا كانت قريبة مف    فإننا نستخدـ المقمكب      كا 
     

  
  

 

 
   

 

 
  

 كىكذا دكاليؾ ...
، فإننا سنحصؿ عند تحكيميا بكاسطة العلبقة                كعندما يككف لدينا عدة متحكلات 

كالتي كؿ  ،             ، كنرمز لتمؾ القيـ بػ ( مقابؿ كؿ منيا)   قيمة لػ  P( عمى 24 -3)
ℓمنيا تعظـ المقدار 

 
    المقابؿ لػ  ( )

 دفعة كاحدة، بحيث يتـ تعظيـ التابع المتعدد التالي: (            )كما يمكف تحديد جممة القيـ 
 

𝓵(            )   
 

 
  | ( )|  (    )∑     

 

   

 (    )∑        (    )∑     

 

   

      (    ) 

 

 قيمة محددىا.|( ) | ك          ىي مصفكفة التبايف المشترؾ لممتحكلات الجديدة ( ) حيث اف 
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 : مرحمة استبعاد القيم الشاذة من البيانات : 3-2-2
 يكجد في المراجع العممية عدة طرائؽ لاستبعاد القيـ الشاذة، كلكننا ىنا سنقتصر عمى أبسطيا كىي :

 الطريقة البيانية : 

 مف العلبقة التالية : ̅ الفركقات عف المتكسط  ، ثـ نقكـ بحساب كانحرافيا  ̅ متكسط القيـ  نقكـ بحساب

              ̅                                                                                 (    ) 

المدخمة في الحاسكب . ثـ نقكـ برسـ ىذه الفركقات عمى  Xكنضعيا في عمكد خاص إلى جانب قيـ 
̅ ) عممان بأف     في المستكل  (       )داثياتيا شكؿ نقاط بيانية، إح  

 

 
∑     . ) 

          ك        كنحدد عمى ذلؾ المستكل الخطكط المستقيمة 
 )التي تمثؿ حدكد مجاني الثقة الثاني كالثالث ( فنحصؿ عمى شكؿ بياني كالتالي:

          

          

X

x

x

x

xx
x x

x

xx

x

x

x

xx

x
x

x
x

xxx

xx

x

xx

xx

3S

2S

0

2S

3S

d

X

3d

2d

2d

3d

 
   (: شكل انتشار الفروقات 6-3الشكل )
عمى ذلؾ المستكل، كقبؿ كؿ شيء نحدد النقاط التي تقع خارج    كبعدىا ندرس كيفية انتشار الفركقات 

 المجاؿ الثالث، أم النقاط التي يككف فييا: 
                                                                                        (    ) 

 

فإننا نقكـ ،% ( 1. فإذا كاف عددىا قميلبن ) أك نسبتيا صغيرة  Xكىي التي تقابؿ القيـ الشاذة لػ 
( ان )أك نسبتيا كبيرةباستبعادىا دفعة كاحدة مف جممة تمؾ البيانات دكف أم تحفظ . أما إذا كاف عددىا كبير 

 كيجب معالجتيا بطريقة أخرل .فإف ذلؾ يدؿ عمى عدـ طبيعية البيانات المدركسة . 
 ثـ ننتقؿ إلى دراسة النقاط التي تقع بيف مجالي الثقة الثاني كالثالث . أم النقاط التي يككف فييا :
   |  |                                                                       (     ) 

تقع ضمف منطقة تسمى منطقة الشؾ . كعندىا يترؾ أمر استبعادىا  (      )فإف ىذا يعني أف النقطة 
بقاء عمييا لمباحث، كلكف إذا أراد الباحث استبعاد بعض ىذه النقاط ، عميو أف يأخذىا نقطة بعد أك الإ

. كأف يقكـ بإعادة حساب المؤشرات الكصفية بعد الحذؼ    نقطة، كأف يبدأ مف النقطة الأبعد عف 
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تبقية مف جديد . كأف يكرر ذلؾ بعد حذؼ كؿ نقطة شاذة، حتى يتـ استبعاد جميع النقاط لمبيانات الم
 الشاذة، كالحصكؿ عمى بيانات طبيعية أك شبو طبيعية .

 أما بالنسبة لمنقاط التي تقع في الشريط الأكسط ، كالتي تحقؽ العلبقة :
|  |                                                                                      (      ) 

 ، كلا يمزـ استبعاد أم منيا ) إلا إذا كانت خطأن كاضحان ( .Xفإنيا تقابؿ القيـ الطبيعية لػ 
|  |   ): لتسييؿ عمميات الاستبعاد في منطقة الشؾ ) عندما ملاحظة ف نبدأ ( يفضؿ أ (   

. فإذا كانت قيمتا الفرقيف ) بالقيمة  ̅ يما عف يقاب فر حس، ك Xبدراسة القيمتيف الكبرل كالصغرل لػ 
 : تيف التالتيف معان المطمقة ( تحققاف العلبق

|     |  |       ̅|    
|     |  |       ̅|    

}                                                     (    ) 

 قيمان عادية كليست شاذة كنتابع التحميؿ . Xفإننا نعتبر جميع قيـ 
فإننا نستبعدىا مف البيانات . ثـ    أما إذا كانت قيمة أحدىما أك كلبىما )بالقيمة المطمقة( أكبر مف 

ديد لمبحث عف قيـ شاذة جديدة . كنبدأ أيضان مف القيمتيف نعيد حساب جميع المؤشرات السابقة مف ج
 الكبرل كالصغرل الجديدتيف ... كىكذا دكاليؾ .

  طريقة الانحراف النسبي 𝝉 : 

كنعرضيا كما يمي  (    )كىي تعالج مسألة استبعاد القيـ الشاذة في العينات الصغيرة 
[             ] : 

نقطة شاذة أك متفرقة في بيانات إحدل العينات الصغيرة . فمدراسة إمكانية استبعادىا مف    لنفترض أف 
 مف العلبقة : ̅ ىذه البيانات نقكـ بحساب الفرؽ بينيا كبيف المتكسط 

       ̅                                                                                          

 فرضتي الاختبار كما يمي : ثـ نضع
 ( ̅ ك    ) لا يكجد فرؽ معنكم بيف            فرضية العدـ               
 ( ̅ ك    ) يكجد فرؽ معنكم بيف               فرضية البديمة              

 ثـ نقكـ بحساب قيمة مؤشر الاختبار المعرؼ بالعلبقة :

   
|    ̅ |

 ̅
                                                               (    ) 

الحرجة كالمقابمة لمستكل      ( مع قيمة 31-3المحسكبة مف العلبقة ))تاك(  ثـ نقكـ بمقارنة قيمة 
 كالجدكؿ المختصر التالي:   كىي تؤخذ مف جدكؿ خاص لػ ،   كلحجـ العينة   الدلالة 
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 :    حسب   𝝉(: القيم الحرجة لـ 1-3جدول ) 

25 24 15 14 9 8 7 6 5 4 3 
 nحجـ العينة

 

  مستكل الدلالة 
2154 2145 2133 2115 2114 2144 1197 1189 1179 1164 1141 4114 
2172 2162 2149 2129 2124 2117 2149 2144 1187 1169 1141 4145 
3147 2196 2184 2154 2146 2137 2126 2113 1196 1172 1141 4141 
 [             ]المصدر :      

 نقطة عادية .   كنعتبر      نقبؿ الفرضية         فإذا كانت   
كنقكـ باستبعادىا مف  Xقيمة شاذة لػ    ، كنعتبر القيمة   نرفض الفرضية        أما إذا كانت 

 جممة البيانات المعركضة .
، ثـ مف جديد كلمتابعة دراسة بقية النقاط الشاذة ) المتكقعة ( نقكـ بإعادة حساب جميع مؤشرات العينة

 نقكـ بإعادة الاختبار لكؿ نقطة شاذة جديدة .
كلكف حساب  (    )( حتى في حالة العينات الكبيرة 31-3: يمكف استخداـ العلبقة )ملاحظة

 المعرفة بالعلبقة التالية: t (ستكدينت)لبقتيا بمتحكؿ يتـ مف خلبؿ ع (    )القيمة الحرجة لػ 

 (   )  
 (     )  √   

√(   )  [ (     )]
 
                                               (     ) 

 كلتطبيؽ ىذه العلبقة عمى العينات الكبيرة يفضؿ اتباع الخطكات التالية :
 مف :    لػ نقكـ بحساب أكبر الفركقات -أ 

                    ̅                                                           (    ) 

 : المعدلة التالية مف العلبقة  نقكـ بحساب قيمة   -ب 

     
|    ̅ |

 
 

|    ̅ |

 ̅√
   

 

                                                                     (    ) 

درجة حرية كالمقابمتيف لمستكييف  (   )عند    (ستكدينت)نقكـ بإيجاد القيمتيف الحرجتيف لمتحكؿ  -ج 
 مف الدلالة ىما :

 المكافؽ لمجاؿ الثقة الثاني           مستكل الدلالة     
 المكافؽ لمجاؿ الثقة الثالث            مستكل الدلالة     
ف جداكؿ التكزيع الطبيعي المعيارم( فنحصؿ عمى القيمتيف ) أك م (ستكدينت)كذلؾ مف جداكؿ تكزيع 

 الحرجتيف التاليتيف :
 (    )                                                 (           )        ك        (         ) 
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السابقة، فنحصؿ  (     )المقابمتيف لياتيف القيمتيف مف العلبقة  (   ) نقكـ بحساب قيمتي  -د 
 كىما : (   ) عمى القيمتيف الحرجتيف لػ 

 (    )                                                            (            )        ك        (          ) 

فيككف لدينا  ،مع ىاتيف القيمتيف الحرجتيف (    )المحسكبة مف العلبقة   نقكـ بمقارنة قيمة  -ق 
 الحالات التالية :

 تككف النقطة المقابمة ليا نقطة عادية كلا يجكز حذفيا  (          )   إذا كانت   -

(          ) إذا كانت   - ف مسألة   (           )     تعتبر النقطة المقابمة ليا مكضع شؾ، كا 
 استبعادىا أك إبقائيا تعكد لتصكرات الباحث .

 فإف تمؾ النقطة تستبعد كتحذؼ مف بيانات العينة المسحكبة .  (           )   أما إذا كانت  -

 : مرحمة تبويب البيانات وتييئتيا للاختبار : 3-2-3
 لتبكيب البيانات المتبقية ) بعد استبعاد القيـ الشاذة ( :

 نقكـ أكلُا بتحديد طكؿ المجاؿ الكمي ليا مف العلبقة : -أ 

                                                                       (    ) 

التي سنعتمدىا لتبكيب تمؾ البيانات . كيمكف لمباحث ،  mنقكـ بتحديد عدد المجالات الجزئية   -ب 
. كما يمكنو أف يستأنس  Xحسب أىداؼ البحث أك حسب طبيعة المتحكؿ  mالخبير أف يقدر العدد 

 . كذلؾ مف العلبقة : nالمناسب لحجـ العينة  m لعددس( لحساب ايتكرجسبعلبقة )

 (    )                    ( غير ممزمة )                                                

مجالان . كنحسب طكؿ كؿ مجاؿ جزئي   إلى مجالات جزئية متساكية عددىا   نقسـ المجاؿ الكمي  -ج 
 مف العلبقة :

                       ℓ  
 

 
                                                                            (    ) 

متصاعد . كبحيث تككف تمؾ متصؿ ك  نصمـ جدكلان خاصان يتضمف ىذه المجالات الجزئية بشكؿ -د 
لحساب مراكز تمؾ  المجالات الجزئية متكاصمة كغير متقاطعة . كنخصص في ذلؾ الجدكؿ سطران 

  ، كسطران لمتكرارات النسبية   المقابمة لممجاؿ    المجالات كسطران لمتكرارات المطمقة 

 
المقابمة  

 .  مجاؿ مل

 كىكذا نجد أف جدكؿ التبكيب يأخذ الشكؿ التالي: 
 X، فإنو يمكننا عند تبكيب بيانات    إلى    ف متحكؿ التكزيع الطبيعي يتحكؿ مف أ: بما ملاحظة

، كمجالان احتياطيان آخر  ]       ]مجالان احتياطيان عمى اليسار مثؿ  Lأف نضيؼ إلى المجاؿ الكمي 
 عمى أف نضع التكرارات المقابمة ليما مساكية لمصفر . [         ]عمى اليميف مثؿ 
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 (: بيانات العينة المبوبة تصاعدياً 2-3جدول )
 jرقـ المجاؿ  1 2 3   ∑

-          ...... [     [ [     [ [     [ 
 المجاؿ 

[       [ 

-   
  ......   

    
    

  مركز المجاؿ    
  

n    ......            التكرارات المطمقة   

1   

 
    ......   

 
    

  

 
    

  

 
   التكرارات النسبية     

   الاحتمالات النظرية           ......    1
 

نرسـ مدرج التكرارات النسبية ليذه البيانات )كىك الذم يمثؿ الاحتمالات التجريبية( . كندرس فيما إذا   -ق 
كاف يحقؽ بعض مكاصفات التكزيع الطبيعي العاـ ) كأف يككف شبو متناظر كيككف معامؿ الالتكاء 

ℓكيككف معامؿ التطاكؿ       ( . كلنفترض أنو يأخذ الشكؿ التالي:   

0x 1mx  mx4x
3x2x1x

x
X

 
 (: توزيع التكرارات النسبية التجريبية7-3الشكل )

 

بشكؿ  ]       ]المقابمة لكؿ مجاؿ جزئي    نقكـ بحساب الاحتمالات النظرية الطبيعية   -ك 
  تقريبي، كذلؾ بتعكيض مركز ذلؾ المجاؿ 
منيا . كىنا (  )  ( كحساب قيمة 1-3في العلبقة )  

 نميّز بيف حالتيف: يجب أف

المقابمة لممجاؿ    مفركضيف ( فإننا نحسب الاحتمالات النظرية  أكمعمكميف )  ك  𝜇إذا كاف  -
 مف العلبقة : ]       ]

    (  
 )  

 

 √  
  

 
 
 
.
   

   

 
/

 

                                              (    ) 
 

بشكؿ    . ثـ نحسب الاحتمالات   ك  ̅  مجيكليف، نستبدليما بتقديرييما  ك  𝜇إذا كاف  -
 تقريبي مف العلبقة :

 ̃   (  
 )  

 

 √  
  

 
 
 
.
   

   ̅

 
/

 

                                         (    ) 
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 كما يمي:  ( عمى المجاؿ 1-3بشكؿ دقيؽ مف تكامؿ )   : يفضؿ حساب الاحتمالات النظرية ملاحظة

    (         )  ∫
 

 √  

  

    

   
 
 
(
    
 

)
 

               

    (
   𝜇

 
)   (

     𝜇

 
)                                       

                   (    ) 

 

ذا كاف   .  ̃ فنحصؿ عمى الاحتمالات التقريبية   ك  ̅ مجيكلتيف نستبدليما بتقديرييما   ك  𝜇كا 
 

( ثـ نحسب الفركقات بيف 2-3في سطر خاص ممحؽ بالجدكؿ )   نضع الاحتمالات النظرية  -ز 
، كذلؾ لاستخداـ مجمكعيا   الاحتمالات التجريبية كالنظرية بالقيمة المطمقة في كؿ مجاؿ 

∑ |     |
 
 في دراسة جكدة التكافؽ بيف التكزيع التجريبي كالتكزيع الطبيعي المفركض .    

 

 نصيغ فرضيتي الاختبار بشكؿ عاـ كفؽ التالي :  -ح 

فرضية العدـ: لا تكجد فركقات معنكية بيف التكزيع التجريبي كالتكزيع الطبيعي المفركض، أم  –   
 . ( )  يخضع لمتكزيع الطبيعي المفركض Xأف المتحكؿ المدركس 

الفرضية البديمة: تكجد فركقات معنكية بيف التكزيع التجريبي كالتكزيع الطبيعي المفركض، أم  –   
 لا يخضع لمتكزيع الطبيعي المفركض . Xأف 

 

( نقكـ بحساب المؤشرات الكصفية السابقة مف جديد، لمحصكؿ 2-3بناءن عمى معطيات الجدكؿ ) -ط 
عمى المتكسط كالمنكاؿ كالكسيط، التبايف معاملب الالتكاء كالتطاكؿ كمعامؿ الاختلبؼ ...الخ . ثـ نقكـ 

 بدراسة الأمكر التالية: 

 ف تقاربيا يشير إلى طبيعية البيانات .دراسة تساكم أك تقارب قيـ المتكسط كالمنكاؿ كالكسيط . لأ -1

دراسة قيـ معاممي الالتكاء كالتطاكؿ . كىما معاملبف يساكياف أك يقترباف مف الصفر إذا كانت  -2
 البيانات طبيعية ، كالعكس بالعكس .

 ، كيككف لدينا حالتاف :     مع القيمة الحدية  اكمقارنتي  دراسة قيمة معامؿ الاختلبؼ  -3

 فإف البيانات يمكف أف تككف طبيعية .        ت إذا كان
فإف البيانات لا تعتبر طبيعية، إلا إذا تـ تحكيميا إلى شبو طبيعية . كفي         ت أما إذا كان

 :كنجرم التحكيلبت كما يمي ( نعكد إلى دراسة معامؿ الالتكاء       ىذه الحالة )حالة 
 .     أك        إذا كاف الالتكاء إلى اليميف نجرم أحد التحكيميف:                      

 أما إذا كاف الالتكاء إلى اليسار نجرم أحد التحكيلبت التالية:
              

 

 
         √           

 

√ 
                          (    ) 

 . Yثـ نطبؽ التحميؿ عمى بيانات المتحكؿ الجديد 
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 . كنحسبو مف العلبقة التالية: لمبيانات عف متكسطيانقكـ بدراسة متكسط الانحرافات المطمقة  -م 

 ̅  
 

 
∑|    ̅|

 

   

 

 : [ Lvovsky P.28 ]طبيعية، يجب أف تتحقؽ العلبقة التالية  Xكحتى تككف ىذه البيانات لػ 

|
 ̅

 ̅
       |     √                                                                           (    ) 

 ( :Normality: اختبارات التوزيع الطبيعي ) الطبيعية 3-3
، كلكؿ Xإلى أف ىذه الاختبارات تطبؽ عمى المتحكلات المستمرة ) أك المرتبة (  –قبؿ كؿ شيء  –نشير 

يع الطبيعي ىك تكزيع مستمر . كىي تعتمد عمى بيانات العينة ) كبيرة متحكؿ بمفرده، كذلؾ لأف التكز 
الحجـ ( المسحكبة مف المجتمع المدركس . كعمى حساب الاحتمالات التجريبية منيا، ثـ مقارنتيا مع 

(، 39-3الاحتمالات النظرية المقابمة ليا كالمحسكبة مف التكزيع الطبيعي المفركض ] انظر العلبقات )
(3-45( ،)3-41، ] ) 

 أم أنو لتطبيؽ ىذه الاختبارات لابد مف إجراء ما يمي :
مف المجتمع المدركس ، كالحصكؿ منيا عمى البيانات اللبزمة عف   سحب عينة عشكائية بحجـ  -1

 كعف المتحكلات الأخرل . Xالمتحكؿ المدركس 

. كدراسة خصائص ىذه المؤشرات كمقارنة تمؾ  Xحساب المؤشرات الكصفية لممتحكؿ المدركس  -2
 الخصائص مع خصائص متحكؿ التكزيع الطبيعي .

 ( .2-2-3القياـ باستبعاد القيـ الشاذة مف تمؾ البيانات باستخداـ أحد الأساليب المذككرة في الفقرة ) -3

التي تمثؿ تصنيؼ أك تبكيب البيانات المتبقية كحساب التكرارات المطمقة ثـ التكرارات النسبية  -4
 .   المقابمة لممجالات    الاحتمالات التجريبية 

 تطبيؽ(، ثـ 41-3(، )45-3(، )39-3حساب الاحتمالات النظرية الطبيعية مف أحد العلبقات ) -5
 أحد الاختبارات التالية :

 ( . Pearson) اختبار بيرسون    : اختبار التوافق 3-3-1
 بقة بالعلبقة التالية:كيعرؼ ىذا الاختبار حسب الرمكز السا

    ∑[
(     )

 

  
]

 

   

                                                           (    ) 

ىي قيـ الاحتمالات  :  : عدد المجالات الجزئية المتساكية، ك   : ىك حجـ العينة، ك   حيث أف 
كىي متحكؿ ، فيي قيمة مؤشر الاختبار:    : ىي قيـ الاحتمالات التجريبية . أما    النظرية، ك

)لأف الاحتمالات مرتبطة بالعلبقة:  (   )بدرجة حرية  ( )  عشكائي يخضع لتكزيع 
∑   

 
    ∑     . ) 
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، كتأخذ    كقعة( كالنظرية )المت   كىناؾ صيغة أخرل ليذا الاختبار تعطى بدلالة التكرارات التجريبية 
 الشكؿ التالي :

   ∑[
(     )

 

  
]

 

   

                                                                  (    ) 
 

     ، كيشترط ىنا أف يككف:         ، كأف         حيث أف: 
 كلإجراء ىذا الاختبار نضع الفرضيتيف كما يمي:

  :فرضية العدـX  :يخضع لمتكزيع الطبيعي   . 
  :الفرضية البديمةX  :لا يخضع لمتكزيع الطبيعي   . 

  نقارنيا مع القيمة الحرجة ، (45-3( أك )44-3مف إحدل العلبقتيف )    قيمة كبعد حساب
  

 كما يمي:   كنتخذ القرار حكؿ فرضية العدـ ، درجة حرية  (   )المقابمة لػ 
        إذا كانت 

 يخضع لمتكزيع الطبيعي . Xالتي تقكؿ أف    نقبؿ فرضية العدـ   
        أما إذا كانت 

، كعندىا نككف مضطريف لقبكؿ الفرضية البديمة   نرفض فرضية العدـ   
 لا يخضع لمتكزيع الطبيعي . X. التي تقكؿ أف    

افريف عبر أحد المنافذ الحدكدية، شممت عينة مف لنفترض أف دراسة لأعمار المس (:1-3مثال )
( مجالات 6إلى ) Xمسافر، ثـ تـ تبكيب ىؤلاء المسافريف حسب العمر  (     )المسافريف بحجـ 

 متساكية فكانت كما يمي :
 (: بيانات المثال المبوبة تصاعدياً 3-3جدول )

∑ 6 5 4 3 2 1   

 Xمجالات العمر  ]    ] ]     ] ]     ] ]     ] ]     ] ]     ] ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

التكرارات المطمقة  5 24 15 45 14 5 144
   

التكرارات النسبية  4145 4124 4115 4145 4114 4145 1
        

مراكز المجالات  5 15 25 35 45 55 -
  

  

3444 275 454 1575 375 344 25      
  

14544 3125 2254 1125 375 4544 3125   (  
   ̅)

  
 

 .       خاضان لمتكزيع الطبيعي كذلؾ بمستكل دلالة  X: اختبار فيما إذا كاف العمر والمطموب
   نقكـ برسـ مدرج التكرارات النسبية : الحل

  

 
 فنجد أنو كما يمي : 
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0.50

jP

X
0 10 403020 50 60

X

 
 (: مدرج التكرارات النسبية لممثال8-3الشكل )

 Xكىنا نلبحظ أف شكؿ ىذا المدرج لا يتصؼ بالتناظر حكؿ المتكسط . كلكننا حتى نختبر خضكع العمر 
 كالتبايف 𝜇يجب عمينا أف نحدد قيمة التكقع ، إلى التكزيع الطبيعي العاـ 

مف معطيات المجتمع   
ذا كانا مجيكليف نقكـ بتقدير ، ك المدركس   كالتبايف ̅ بكاسطة متكسط العينة  𝜇ا 

بكاسطو التبايف في   
 ( نجد أف:3-3كمف معطيات الجدكؿ )   العينة 

𝜇   ̅  
 

 
∑     

 

 

   

 
 

   
(    )                                      

 ̃     
 

   
∑  (  

   ̅)
 

 

   

 
 

  
(     )         

 

 

̃ كبذلؾ نجد أف الانحراؼ المعيارم يقدر بػػ                      √             
 ثـ نقكـ بتعكيض ذلؾ في معادلة التكزيع الطبيعي العاـ فنحصؿ عمى التكزيع المحدد التالي:

 ( )  
 

    √  
 
 
 
 
(
    
    

)
 

                                                  (    ) 

 كالآف نضع فرضيتي الاختبار كما يمي:
(، أم لا 46-3تكزيع الطبيعي المحدد بالعلبقة )لممسافريف يخضع لم X: فرضية العدـ: إف العمر   

 .   كالنظرية    تكجد فركقات معنكية بيف الاحتمالات التجريبية 
لا يخضع لمتكزيع الطبيعي المذككر، ثـ نقكـ بحساب الاحتمالات  X: الفرضية البديمة: إف العمر   

( عمى ذلؾ المجاؿ، فنجد مف 46-3ة )مف تكامؿ العلبق  النظرية الطبيعية بشكؿ دقيؽ في كؿ مجاؿ 
 أف: ( ) ( كمف جداكؿ تابع التكزيع الطبيعي 3-41)

    (      )   (
     

    
)   (

    

    
)   (     )   (     )

                                          (    )  [   (    )]   (    )   (    )

                              

 

 

    (       )   (
     

    
)   (

     

    
)   (     )   (     )

                                      (    )   (    )                      
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    (       )   (
     

    
)   (

     

    
)   ( )   (     )        

         (        )           
 

 

    (       )   (
     

    
)   (

     

    
)   (    )   ( )            

                            

 
 

    (       )   (
     

    
)   (

     

    
)                                           

                              

 
 

    (       )   (
     

    
)   (

     

    
)                                           

                           

 
 

في    مع الاحتمالات التجريبية    نضع ىذه الاحتمالات النظرية    كلحساب قيمة مؤشر الاختبار 
 جدكؿ مناسب كنجرم عميو الحسابات اللبزمة فنحصؿ عمى الجدكؿ التالي:

 :   (: الحسابات اللازمة لـ 4-3جدول )
  المجاؿ  1 2 3 4 5 6 ∑

   الاحتمالات التجريبية  4145 4124 4115 4145 4114 4145 1

   الاحتمالات النظرية  414429 411538 412967 412967 411538 414429 1

411867896 414411754 414188195 41479248 41472534 41413878 41441175 (     )
 
    

 فنجد أف :   ( السابؽ نحسب قيمة مؤشر الاختبار 4-3كمف مجمكع السطر الأخير في الجدكؿ )

    ∑[
(     )

 

  

]

 

   

    (         )         

  المحسكبة مع قيمة    : نقارف قيمة    كلاتخاذ القرار المناسب حكؿ 
  الحرجة المقابمة لػػ   

      درجة حرية كالتي تساكم  (         )كلػػ      
ة )لقد نقصت درج        

في التكزيع( . كبالمقارنة    ك 𝜇( لأننا استخدمنا بيانات العينة في تقدير المعممتيف 2الحرية بمقدار )
     نجد أف 

لا يخضع  Xالعمر  كالتي تقكؿ أف .   كنقبؿ    لذلؾ نرفض فرضية العدـ   
 لمتكزيع الطبيعي المفركض .

 اختبار رومانوفسكي( لقد لاحظ :Romanovsky أف التكزيع الاحتمالي ) ( )
، يتمتع بالخكاص  

 [Lvovsky P.30التالية: ]
(  ) عدد درجات الحرية                                             حيث :      

       (  )                                                                      (    ) 
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( ) التكزيع  كبيران فإف  فإنو عندما يككف  (  )كبناءن عمى قاعدة 
 يككف لدينا :ك  يقترب مف الطبيعي   

 [   √         √  ]                          

  [  √   (    )   √  ]     
                 (    ) 

 كىذا يكافئ ما يمي:

 0
|    |

√  
  1                                                          (    ) 

كبناءن عمى ذلؾ اقترح )ركمانكفسكي( استخداـ المؤشر 
|    |

√  
، لاتخاذ القرار حكؿ تكافؽ التكزيعيف  

 [ كما يمي: ( ) مع النظرم  ( ) ]التجريبي 
|    |إذا كاف: ف

√  
يخضع لمتكزيع الاحتمالي  Xكنعتبر أف المتحكؿ    نقبؿ فرضية العدـ    

 . ( ) المفركض 
|    |أما إذا كاف: 

√  
خضع يلا  X: التي تقكؿ أف المتحكؿ   ، كنقبؿ   نرفض فرضية العدـ    
. لأف الفركقات بيف التكزيعيف جكىرية، كيتميز ىذا الاختبار بأنو سيؿ التطبيؽ  ( ) لمتكزيع المفركض 

المحسكبة    ( نلبحظ أف قيمة 1-3كلتطبيقو عمى بيانات المثاؿ )، حصائية إلى الجداكؿ الإ كلا يحتاج
 .          ، كأف           
 كبذلؾ نجد أف:

|    |

√  
 

|        |

√   
 

      

     
         

 لا يخضع لمتكزيع الطبيعي المفركض . Xالتي تقكؿ أف    كنقبؿ    لذلؾ نرفض 
 ( اختبارJorque- Bera:)  كينسبو بعضيـ إلىFisher [Gopal P.51 كلقد قاـ :]

(Jorque- Bera بكضع معادلة لاختبار طبيعة المتحكؿ المدركس )X  باستخداـ معامؿ الالتكاء
k  كمعامؿ التطاكؿL  [ :723كعرفاه بالعلبقة التالية]عناني صػ 

    0
  

 
 

(   ) 

  
1   

                                              (      ) 

  كىك يخضع لتكزيع 
نقكـ  ، X. كلإجراء اختبار طبيعة أم متحكؿ عشكائي    بدرجة حرية   
  مف المعادلة السابقة، ثـ نقارنيا مع القيمة الحرجة  JB لػ بحساب القيمة العددية 

كنتخذ القرار  ( ) 
 :كما يمي

     إذا كانت 
 يخضع لمتكزيع الطبيعي . Xكنعترؼ بأف    نقبؿ فرضية العدـ  ( ) 

     إذا كانت أما 
 لا يخضع لمتكزيع الطبيعي . Xالتي تقكؿ أف    كنقبؿ    فإننا نرفض  ( ) 

 ( كنعالج البيانات مف جديد.23-3( أك )21-3كعندىا نقكـ بإجراء إحدل التحكيلبت )
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 ( . Kolmogorov- Smirnovسميرنوف  -كولموغوروف: اختبار ) 3-3-2
)أكأم يعتمد ىذا الاختبار عمى مقارنة التكرارات التجميعية المتصاعدة مع تابع التكزيع الطبيعي التكاممي

، كحصمنا منيا  بحجـ كبير  مف المجتمع المدركس. لذلؾ نفترض أننا سحبنا عينة عشكائية  تكزيع آخر(
 مبكبة مع تكراراتيا المطمقة كالمتراكمة، كما في الجدكؿ التالي :المرتبة كال Xعمى قيـ 
 :X(: بيانات العينة لممتحول المستمر 4-3جدول )

∑   ...   ... 3 2 1   

 [        [ ... [        [ ... ... [      [ [      [ 
 Xمجالات 

[        [ 

     ...    ...          
 التكرارات 

   

   ... ∑     

 

   

 ...                   
التكرارات التجميعية 

   المتصاعدة 
لمتكزيع  ( ) فيؿ التكرارات التجميعية المتصاعدة ليذه البيانات تتكافؽ مع تابع التكزيع التكاممي 

 ؟ ( ) المفركض 
لدراسة فيما إذا كاف تابع التكزيع التجميعي ليذه البيانات يتكافؽ مع تابع التكزيع التكاممي لمتكزيع 

 ، نضع الفرضيتيف كما يمي:( ) المفركض 
 . ( ) حسب بيانات العينة يخضع لمتكزيع المفركض  X: فرضية العدـ : إف المتحكؿ    
 . ( ) خضع لمتكزيع المفركض لا ي X: الفرضية البديمة: إف المتحكؿ    

كحتى نتحقؽ مف ذلؾ نقكـ بحساب قيـ تابع التكزيع التجميعي التصاعدم حتى نياية كؿ مجاؿ 
 فنجد أنيا تساكم : ]        ]

 (  )  
  

 
                                                                    (    ) 

∑   ) حيث ، ىك مجمكع التكرارات المطمقة حتى نياية المجاؿ    حيث أف:    
 
   ) ، 

 مف العلبقة التالية:  حتى نياية المجاؿ  ( ) ثـ نعرؼ تابع التكزيع التكاممي لمتكزيع المفركض 

 (  )  ∫  ( )  

  

  

                                                                 (    ) 

 . kىك الحد الأعمى لممجاؿ    حيث 
)بالقيمة  بينيما المتقابمة، نضعيا في جدكؿ خاص كنحسب الفركقات (  ) ك (  ) كبعد حساب قيـ 

 فنحصؿ عمى الفركقات التالية:، المطمقة( 
| (  )   (  )|                                                                (    ) 
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 ، كنكتب ذلؾ كما يمي: Dثـ نقكـ بالبحث عف أكبر قيمة لتمؾ الفركقات كنرمز ليا بػ 

  
 

   
   

| (  )   (  )|                                                               (    ) 

ىك عبارة عف متحكؿ عشكائي، كبرىف عمى أنو إذا ضربنا  Dكلقد لاحظ )ككلمكغكركؼ( أف المقدار 
 جديد ىك:عشكائي . فإننا نحصؿ عمى متحكؿ   √بجذر حجـ العينة  Dالمقدار 

    √                                                                                             (    ) 

( إلى تكزيع احتمالي خاص اطمؽ عميو  يخضع تقاربيان )عندما تكبر   ثـ برىف عمى أف المتحكؿ الجديد 
ف تابع تكزيعو يعطى بالعلبقة التالية:، اسـ تكزيع )ككلمكغكركؼ(   كا 

 ( )     
   

 (  √    )  ∑ (  )  
 
   

   

    

    

                  (    ) 

 . (  ) كذلؾ مف أجؿ أم تابع تكزيع 
 قاـ )سميرنكؼ( بحساب جداكؿ ، كبيران   ( كعندما يككف حجـ العينة 55-3علبقة )كبناءن عمى ال
 مف العلبقة التالية: (  )  حتمالات المقابمة لمجالات الثقة للب  الاحتمالات

 ( )   [ (  )  
 

√ 
  (  )   (  )  

 

√ 
]                          (    ) 

حكؿ منحنى تابع التكزيع  (  ) مجاؿ الثقة لانتشار قيـ تابع التكزيع التجريبي المقابؿ لحتماؿ الاكىك 
 بنصؼ طكؿ قدره  (  ) النظرم 

√ 
 . كذلؾ كما ىك مكضح عمى الشكؿ التالي: 

1

(X)P
F(X)

0x 1x 2x 3x mx
X

(X)P

F(X)

D

 
 ( ) و  ( ) (: تابعاً التوزيع 9-3الشكل )

.  Sigأك  Pالمتمـ لاحتماؿ الثقة، كىك الذم يساكم احتماؿ الدلالة  Pكبالمقابؿ يمكننا إيجاد الاحتماؿ 
 كذلؾ مف العلبقة التالية :

       (  √   )     ( )                                           (    ) 
 .  كلكؿ مستكل دلالة    كىناؾ جداكؿ خاصة لحساب ىذا الاحتماؿ مقابؿ لكؿ قيمة 

أف نقكـ بتبكيب البيانات ضمف  يسميرنكؼ( يقتض –تطبيؽ اختبار )ككلمكغكركؼ كباختصار فإف 
مجالات متساكية )غير طكيمة( كحساب التكرارات المقابمة لكؿ منيا، ثـ حساب تابع التكزيع التجريبي 

 (  ) ( . ثـ حساب قيـ تابع التكزيع النظرم kكىك الحد الأعمى لممجاؿ    )حيث  (  ) المتراكـ 
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في كؿ مجاؿ  (  ) ك (  ) بيف قيـ  اتقك ، ثـ حساب الفر kحتى نياية المجاؿ    لمكامؿ مف ا
k  ثـ تحديد أكبر قيمة مطمقة ليذه الفركقات .D  ثـ إيجاد قيمة  √    حساب قيمة المؤشر ك ،

 مف الجداكؿ الخاصة بذلؾ .  ( )     المقابؿ ليا  الدلالة احتماؿ
نقبؿ فرضية العدـ       ، فإذا كانت   مع القيمة الحرجة  Dكلاتخاذ القرار المناسب نقارف قيمة 

  .   عممان بأف:                     ( ) كنعتبر أف بيانات العينة تخضع لذلؾ التكزيع    
 

√ 
. 

لا  Xر بيانات ىذه العينة كنعتب   كنقبؿ    فإننا نرفض فرضية العدـ      أما إذا كانت قيمة 
 .( ) الذم تابع تكزيعو  ( ) تخضع لمتكزيع المفركض 

فإنو يمكننا تقميصيا أك ضغطيا كتحكيميا إلى ، عندما تككف أطكاؿ مجالات التبكيب طكيمة  :1ملاحظة 
 مجالات كاحدية )طكؿ كؿ منيا يساكم الكاحد ( . كذلؾ باستخداـ التحكيمة التالية :

  
  

     

 
                                                                     (    ) 

 أم نقطة قريبة مف المتكسط العادم .   : ىك طكؿ أحد المجالات المتساكية . كأف   حيث أف 
سميرنكؼ(  –قاـ )سميرنكؼ( بتطكير تطبيؽ اختبار )ككلمكغكرؼ  ( :سميرنوف)اختبار :2ملاحظة 

بار التكافؽ بيف تكزيعيف تجريبييف مأخكذيف مف عينتيف مستقمتيف مسحكبتيف مف مجتمع كاحد أك مف لاخت
 .التجريبية كتبكيبيا بنفس الأسمكب كبعد إجراء المعالجات اللبزمة عمى البيانات ، مجتمعيف مختمفيف 

   أفترض أف 
   ك  (  )

في العينتيف المستقمتيف كذات  Xىما تابعا التكزيعيف التجريبييف لػ  (  )
 مف العلبقة : Dات المطمقة بينيما قك الفر  أكبر . ثـ قاـ بحساب   ك    الحجميف الكبيريف 

  
 

   
   

|  (  )    (  )|                                                            (     ) 

 مف العلبقة التالية: عينتيف( ) حالةفي ىذه الحالة  قاـ بحساب قيمة كلكنو 

    √
     

     

 (    )               (اختبار سميرنكؼ)                         

سمى جداكؿ ، ت  كبعدىا تابع عمميات الاختبار كما فعمنا سابقان، كأعد جداكؿ خاصة لمقيـ الحرجة لػ 
 .سميرنكؼ( -لمكغكركؼ، كيتـ التعامؿ معيا كما في حالة اختبار )كك )سميرنكؼ( 

( كلندرس فيما إذا كانت بيانات تمؾ العينة خاضعة لمتكزيع 1-3لنأخذ بيانات المثاؿ ) (:2-3مثال )
( كنحسب 3-3سميرنكؼ( . لذلؾ نعكد إلى الجدكؿ ) –الطبيعي العاـ باستخداـ اختبار )ككلمكغكرؼ 

 فنجد أنيا تساكم : (  ) منو الاحتمالات التجميعية التجريبية 
 (  )                                             

 مف التكامؿ التالي : (  ) ( نقكـ بحساب الاحتمالات التجميعية الطبيعية 51-1) العلبقة كبناءن عمى

 (  )  ∫  ( ) ( )

  

  

  (
    ̅

 
) 
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̅ كبما اننا كجدنا سابقان أف   حتمالات التكاممية تحسب كما يمي :فإف تمؾ الا       كأف     
 (   )   (

     

    
)   (        )           

 

 (   )   (
     

    
)   (        )           

 

 (   )   (
     

    
)   (    )                          

 

 (   )   (
     

    
)   (       )            

 

 (   )   (
     

    
)   (       )            

 

 (   )   (
     

    
)   (       )            

 ثـ نضع ىذه الاحتمالات في الجدكؿ التالي :
 K-S(: الحسابات اللازمة لاختبار 6-3جدول )

  المجاؿ  1 2 3 4 5 6 المكاصفات

 ̅           
            

1 4195 4185 4144 4125 4145  (  ) 

 ̅           
           419934 419548 417957 4154 412443 414492  (  ) 
           
           414466 414448 414543 4114 414457 41448    | (  )   (  )| 

                  
 أف:نجد مف الجدكؿ السابؽ نستخمص أف أكبر الفركقات ىك الفرؽ المقابؿ لممجاؿ الثالث، حيث ك 

        | (  )   (  )|       

 فنجد أنيا تساكم :      المقابمة لحجـ العينة       عف القيمة الحرجة  Dثـ نبحث في جداكؿ 
      

    

√ 
 

    

√   
       

ليؤلاء  Xالتي تقكؿ أف العمر    لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ         نجد أف :    مع  Dكبمقارنة 
 ( .   ) كىذا يخالؼ اختبار  (        ) المسافريف يخضع لمتكزيع الطبيعي 

( لنتيجة ىذا Sig)أك  Pحساب احتماؿ الدلالة  (   ): يمكننا مف جداكؿ الاختبار  ملاحظة
 كما يمي:   ، كنتخذ القرار حكؿ الفرضية  مستكل الدلالة المعتمد  كتحديد  الاختبار بعد حساب 

يخضع لمتكزيع الطبيعي  X، التي تقكؿ أف المتحكؿ   ، فإننا نقبؿ فرضية العدـ     إذا كانت قيمة 
 المفركض .

، التي تقكؿ أف    ، كنقبؿ الفرضية البديمة    فإننا نرفض فرضية العدـ     أما إذا كانت قيمة 
 لا يخضع لمتكزيع الطبيعي المفركض . Xالمتحكؿ 
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،   عف الاحتماؿ  ثـ البحث في جداكؿ   √   مف العلبقة :   لذلؾ يجب عمينا حساب قيمة 
 فنجد أف:  حجـ العينة ك   مستكل الدلالة حسب ذلؾ ك ، الذم يقابميا 

   ( )   (     )    

يحدث مقابؿ الطرؼ الأيمف لأحد  D: نلبحظ مف المثاؿ السابؽ أف أكبر الفركقات ملاحظة وتعديل
بعض التجارب العممية عمى المتحكلات المستمرة ، كلقد أظيرت  ]        ]المجالات الكسطى كليكف 

X أف ذلؾ الفرؽ ،D  . قد لا يحدث في نقطة كاحدة، بؿ يمكف أف يحدث في عدة نقاط أخرل متجاكرة
عند الطرؼ الأيمف  Dأف نقكـ بدراسة الفركقات  Xلذلؾ يفضؿ عند دراسة طبيعية المتحكلات المستمرة 

مع الاحتماؿ   (    ) ، كمقارنة الاحتماؿ النظرم  ]         ] ، الذم يميو كىك المجاؿ لممجاؿ 
 .      (    ) مع    (  ) أكبعبارة أخرل مقارنة   . (  ) التجريبي  

كتابع  (  ) كىذا يقتضي منا أف نقكـ بحساب فركقات إضافية ىي الفركقات بيف تابع التكزيع النظرم 
اح إلى اليميف بمقدار خطكة كاحدة فقط . ثـ حساب أكبر الفركقات المز  (    ) التكزيع التجريبي 

 مف العلبقة :   الجديدة 
      | (  )   (    )|                                                        (    ) 

(  ) حيث يفترض أف نضع    . في المجاؿ الأكؿ )الصفرم( .   
ذا رمزنا لأكبر الفركقات السابقة المعرفة بالعلبقة )  . فإنو يككف لدينا :   ( بالرمز 53-3كا 

      | (  )   (  )|                                                          (    ) 

 مف العلبقة : اكنحسبي Dبالرمز  ا، كنرمز لي ىاتيف القيمتيف فإننا نقكـ بحساب أكبر 
     |      |                                                                             (    ) 

 الحرجة كنتخذ القرار كما يمي:   مع قيمة  Dنقارف    كلاتخاذ القرار حكؿ 
   نقبؿ فرضية العدـ      إذا كانت 

 .   كنقبؿ    نرفض فرضية العدـ      أما إذا كانت 
( 6-3كنكتب بيانات الجدكؿ )   ك    ( كنحسب كؿ مف 1-3(: لنتابع معالجة المثاؿ )3-3مثال )

 كما يمي:
 المزاح (    ) و (  )  و (  ) (: توابع التوزيعات 7-3جدول )     

  رقـ المجاؿ  1 2 3 4 5 6

 ]       ]المجاؿ  4 -14 14 -34 24 -34 34 -44 44 -54 54 -64

1 4195 4185 4144 4125 4145  (  ) 

419939 419548 417957 4154 412443 414492  (  ) 
414461 414448 414543 4114 414497 414448 | (  )   (  )| 
4195 4185 4144 4125 4145 4  (    ) 

414439 411448 413957 4125 411543 414492 | (  )   (    )| 
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 تساكم :   كىكذا نجد مف السطر الخامس أف 
      | (  )   (  )|       

 تساكم :   كمف السطر السابع نجد أف قيمة 
      | (  )   (    )|         

 مف العلبقة : Dكمف ىاتيف القيمتيف نحسب القيمة الكبرل 
     [     ]     [             ]         

 

         الحرجة تساكم    نجد أف قيمة  (   )كمف جداكؿ 
    

√   
       

التي تقكؿ أف    كنقبؿ الفرضية البديمة    لذلؾ نرفض فرضية العدـ      كعند المقارنة نجد أف 
X  ( .   لا يخضع لمتكزيع الطبيعي المفركض )كىذا يتفؽ مع اختبار 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

605040302010
0

( )KF X

P( )KX

1P( )KX 

2D

1D

( )F X
P( )X

X




 
 بعد انزياح المدرج التكراري خطوة واحدة إلى اليمين   و    (: تمثيل الفروقات 11-3الشكل )

: يفضؿ عند اختبار طبيعية المتحكلات المستمرة استخداـ التعديؿ السابؽ كتطبيؽ العلبقات   ملاحظة
 ضركرة لذلؾ. منقطعان )كمرتبان( فلب X(. أما إذا كاف المتحكؿ المدركس 63-3( ك)62-3( ك)3-61)
 

 .(    ) لمتوزيع الطبيعي المعياري (  Lilliefors: اختبار ) ليميفورز 3-3-3
سميرنكؼ( لأنو يدرس مدل تكافؽ بيانات العينة مع  -ركؼ ك مف اختبار )ككلمكغكىك حالة خاصة 

 التكزيع الطبيعي المعيارم الذم متكسطو يساكم الصفر كتباينو يساكم الكاحد .
أف نقكـ بمعالجة بيانات العينة لتصبح صالحة لممقارنة مع التكزيع أكلان كلتطبيؽ ىذا الاختبار، عمينا 

 بالإجراءات التالية: ، لذلؾ نقكـ (    ) الطبيعي المعيارم 
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 مف العلبقتيف التاليتيف :   كتباينيا  ̅ نقكـ بحساب متكسط العينة  -1

 ̅  ∑
  

 
  
 

 

   

                             *  
+متكسط المجاؿ                              (    ) 

   
 

   
∑

  

 
(  

   ̅)
 
                                                             (    ) 

 

 نقكـ بحساب القيـ المعيارية لبيانات العينة مف العلبقة:  -2

   
    ̅

 
                                                                             (    ) 

مقابمة لنفس تابع التكزيع ،  ]       ]نحصؿ عمى مجالات جديدة ذات أطراؼ جديدة  تبكيبياكبعد 
 . (  ) كنرمز لو بػ  (  ) التجريبي 

حتى نياية المجاؿ    ، المتكاممة مف  (  ) نقكـ بحساب قيـ تابع التكزيع الطبيعي المعيارم   -3
k ، : كمف العلبقة التكاممية التالية 

 (  )  
 

√  
∫   

  

 

  

  

                                                            (    ) 

 في جدكؿ مناسب كالتالي: (  )   التجريبية ثـ نضعيا مقابؿ الاحتمالات
 (: بيانات المثال8-3جدول )

6 5 4 3 2 1 j 

 ]       ]المجالات  ]     ] ]     ] ]     ] ]     ] ]     ] ]     ]
 (  )  (  )  (  )  (  )  (  )  (  )  (  ) 
 (  )  (  )  (  )  (  )  (  )  (  )  (  ) 
                     | (  )   (  )| 

 

(  )     يمي :  كنضع الفرضيتيف كما -4   (  )                  (  )    (  ) 

نقكـ بحساب الفركقات بيف تابعي التكزيع )النظرم كالتجريبي( ثـ نحدد أكبر ىذه الفركقات بالقيمة  -5
 فنحصؿ عمى أف:، المطمقة 

     | (  )   (  )|                                                         (    ) 
 

ثـ نبحث في جداكؿ اختبار )ليميفكرز( عف قيمة   . نحدد مستكل الدلالة    لاتخاذ القرار حكؿ  -6
 نتخذ القرار كما يمي :، ك الحرجة    

 .   نقبؿ فرضية العدـ      إذا كانت قيمة : 
 .   كنقبؿ    نرفض فرضية العدـ      أما إذا كانت قيمة 
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( كندرس فيما إذا كانت بيانات تمؾ العينة خاضعة لمتكزيع 1-3لنتابع معالجة المثاؿ ) (:4-3مثال )
 الطبيعي العاـ باستخداـ اختبار )ليميفكرز( .

رم لذلؾ عمينا مع التكزيع الطبيعي المعيا بيانات ىذه العينة مقارنةظ أف المطمكب في ىذا المثاؿ ىك نلبح
 يمي: أف نجرم ما

 فنجد مف الحسابات السابقة أف:   ك  ̅ نقكـ بحساب متكسط العينة كتباينيا  -1

 ̅  ∑
  

 
  
 

 

   

                                                                     

 

   ∑
  

 

 

   

(  
   ̅)

 
                                          

 

             √                     كمنيا نجد أف الانحراؼ المعيارم لمعينة:

( فنحصؿ عمى مجالات جديدة 8-3نقكـ بحساب القيـ المعيارية لأطراؼ مجالات الجدكؿ ) -2
كالذم  (  ) تقابؿ نفس الاحتمالات التجميعية لتابع التكزيع الاحتمالي التجريبي  ]       ]
 . (  ) سنرمز لو بػ 

 . فنحصؿ عمى الجدكؿ التالي: (  ) نقكـ بحساب قيـ تابع التكزيع الطبيعي المعيارم  -3

 (: بيانات المثال:9-3جدول )
6 5 4 3 2 1 j 

 المجاؿ المعيارم -2148  -1165 -1165 -4183 -4183  4 4  4183 4183 1165 1165  2148
(       ) 

1 4195 4185 4144 4125 4145  (  ) 
419934 419545 417967 4154 412433 4144947  (  ) 
414466 414445 414533 4114 414467 4144453   | (  )   (  )| 

 المزاح (    )  4 4145 4125 4144 4185 4195

414434 411445 413967 4125 411533 4144947    | (  )   (    )| 
 

 تساكم : T( نلبحظ أف أكبر قيمة لػ 9-3كمف السطر الخامس في الجدكؿ )
      | (  )   (  )|       

تساكم تقريبان         عند مستكل دلالة  Tكمف جداكؿ اختبار )ليميفكرز( نجد أف القيمة الحرجة لػ 
      ما يمي:  

     

√ 
   لذلؾ نرفض فرضية العدـ  ،     ، كبالمقارنة نجد أف        

لا يخضع لمتكزيع  Xكبالتالي فإف  ،لا يخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم Zالتي تقكؿ أف    كنقبؿ 
 الطبيعي العاـ .
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 كنضعيا في السطر الأخير . كمنو نجد أف :   نقكـ بحساب الفركقات المزاحة ممكف كلتدارؾ أم خطأ 
     [       ]     [            ]         

كنقبؿ الفرضية البديمة التي تقكؿ أف    لذلؾ نرفض فرضية العدـ      كبالمقارنة نجد أف : 
 لا يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . Xلا يخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم كبالتالي فإف  Zالمتحكؿ 

 

 :تلاحتمالال(  P- P: اختبار ) 3-3-4
 -Probabilityمأخكذ مف الكممات )مخطط الاحتمالات مقابؿ الاحتمالات  (   )إف الرمز

Probability plot  ف ىذا الاختبار ينطمؽ مف أفكار )ككلمكغكركؼ( كيعتمد عمى حساب (، كا 
 تصاعديان كىما: لتجميعييفتابعي الاحتمالات ا

( )    وىو يحقق (  )  التجريبي ونرمز لو بـ التجميعيتابع الاحتمالات ا -    . 

( )    وىو يحقق (  )  النظري ونرمز لو بـالتجميعي تابع الاحتمالات  -    . 

 (( 6-3كما يمي )انظر الجدكؿ ) Xكنكتب قيميما المقابمة لقيـ أك لمجالات 
                    

 (  )  (  )  (  )  (  )   (  )    (  )   

 (  )  (  )  (  )  (  )   (  )   (  )   
          (    ) 

 ثـ نضع الفرضتيف كما يمي:
(  )  إن:     فرضية العدم  .    من أجل جميع القيم (  )  

(  )  إن:    الفرضية البديمة  (واحدة عمى الأقل)     من أجل قيمة ما (  )  
المقابمة ليا  (  ) تساكم قيـ  (  ) كىنا نلبحظ أنو إذا كانت فرضية العدـ محققة فإف جميع قيـ 

عمى شكؿ نقاط  ((  )  (  ) )يعني أنو لك رسمنا القيـ المتقابمة ليما ذا )بحدكد خطأ معينة( ، كى
فإننا سنحصؿ )في حالة التساكم( عمى نقاط متفرقة كلكنيا تقع عمى الخط ،  FOPعمى المستكل 

يساكم الكاحد )لأف أكبر  ضمف المربع الأكؿ الذم طكؿ ضمعوتقع ك ، صؼ لمربع الأكؿ نالمستقيـ الم
 قيمة ليما تساكم الكاحد ( كسيظير الشكؿ كما يمي :

1

1

P( )X

( )F X

 
   عند  (  ) مقابل  (  ) (: مخطط 11-3الشكل )
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     نستنتج ببساطة أن المستقيم المنصف لمربع الأول يمثل حالة تحقق فرضية العدم( 11-3) ومن الشكل
(  ) تككف ىي المحققة، كعندىا يككف لدينا    غير محققة فإف    أما إذا كانت  مف  (  )  

عمى  (( )  ( ) )، كعندما نرسـ القيـ المتقابمة ليا عمى شكؿ نقاط ىندسية   أجؿ بعض النقاط 
عمى فإننا سنحصؿ عمى نقاط لا تقع عمى المستقيـ المنصؼ لمربع الأكؿ . بؿ تقع  ،FOPالمستكل 

 جانبيو أك عمى جانب كاحد منو . كعندىا سيظير لدينا الشكؿ التالي :

1

1

P( )X

( )F X
0 

   عند  (  ) مقابل  (  ) (: مخطط 12-3الشكل )
يخضع لمتكزيع  Xفإذا كانت تمؾ النقاط قريبة جدان مف المستقيـ المنصؼ فإف ذلؾ يدؿ عمى أف 

ف الفرضية  ( ) المفركض   محققة .   )قد يككف التكزيع الطبيعي أك غيره( كا 
لا يخضع لمتكزيع  Xأما إذا كانت مكاقع تمؾ النقاط بعيدة نسبيان عف ذلؾ المستقيـ فإف ذلؾ يؤشر عمى أف 

 (  ) ، كلمتأكد مف ذلؾ نقكـ بحساب معامؿ الارتباط الخطي بيف التابعيف التراكمييف ( ) المفركض 
 مف العلبقة المعركفة التالية : (  ) ك 

  
∑ (    ̅)(    ̅) 

(   )       

                                                              (    ) 
 

كيمكف اختبار معنكية  ( ) يخضع لمتكزيع  Xفإننا نعتبر أف  (      )كبيرة  rفإذا كانت قيمة 
 (       مقابؿ          التالي: ) ضمف فرضية العدـ:   (ستكدينت)مف اختبار   قيمة 

  
 √   

√    
                                                                      (    ) 

 

| |فإذا كانت     معدكمان، كلذلؾ نرفض   التي تقكؿ أف معامؿ الارتباط  (      )تقبؿ     
 كالعكس بالعكس . ( ) كنعتبره غير خاضع لػ  Xالأساسية حكؿ 
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لى بياناتو المبكبة في الجدكؿ )1-3نعكد إلى المثاؿ ) (:5-3مثال ) ( فنجد أنيا تأخذ الشكؿ 5-3( كا 
 التالي:
 (:11-3جدول )
 Kالمجاؿ  1 2 3 4 5 6 ̅ المتكسط   

4144248 415893 1 4195 4185 4144 4125 4145  (  ) 
413792 415656 419934 419548 417957 4154 412443 414492  (  )   (  ) 

 

 كالمحسكب مف بيانات العينة التجميعي ىك تابع التكزيع التجريبي  (  ) حيث أف: 
،  (       ) كالمحسكب مف التكزيع الطبيعي التجميعي ىك تابع التكزيع النظرم  (  ) كأف: 

 )مقدريف مف بيانات العينة ( .  1291كانحرافو المعيارم  35الذم نكقعو 
فنحصؿ عمى  FOPعمى المستكل  [( )  ( ) ]المتقابمة التجميعية ثـ نقكـ برسـ نقاط الاحتمالات 

 الشكؿ التالي:

1

1

P( )X

( )F X
0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 

 (1-3لممثال ) ( ) مقابل  ( ) (: مخطط رسم 13-3الشكل )
تقع عمى جانبي المستقيـ )ثلبثة منيا قريبة جدان  [( )  ( ) ]كنلبحظ مف الشكؿ أف النقاط اليندسية 

المأخكذة مف بيانات العينة المسحكبة  Xمنو كثلبثة ليست بعيدة عنو( . لذلؾ يمكف اعتبار بيانات العمر 
 فنجد أف: (  )  ك (  ) طبيعية أك شبو طبيعية، كلمتأكد مف ذلؾ نحسب معامؿ الارتباط بيف 

  
∑(    ̅)(    ̅)

(   )       
        

 

  نحسب المؤشر   . كلاختبار معنكية  (  ) ك  (  ) كىي قيمة ممتازة تدؿ عمى ارتباط متيف بيف 
 مف العلبقة :

  
 √   

√    
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 vلدرجة حرية  المقابمة   (ستكدينت)، نجد أف القيمة الحرجة لمتحكؿ (ستكدينت)كمف جداكؿ تكزيع 
                 تساكم        كلمستكل دلالة  (         )لػ  تساكم

، لذلؾ نرفض فرضية العدـ حكؿ معامؿ الارتباط     الحرجة نجد أف:    المحسكبة مع   كبمقارنة
ىي قيمة معنكية . كمنيا نستنتج أف العلبقة   كنعتبر أف قيمة معامؿ الارتباط المحسكبة  (      )

ىي علبقة معنكية، كبالتالي يمكننا أف نعتبر أف متحكؿ العمر  (  ) ك  (  ) الخطية بيف التابعيف 
X  يخضع لمتكزيع الطبيعي المفركض (        ) . 
 :مكمياتل(  Q- Q: اختبار ) 3-3-5

 (Quantile-Quantile plotمأخكذ مف الكممات )مخطط الكميات مقابؿ الكميات (   )إف الرمز
مع القيـ الكمية لمتحكؿ التكزيع  Xكيعتمد ىذا الاختبار عمى مقارنة القيـ الكمية لممتحكؿ المدركس 

 ، كينطمؽ مف الفكرة التالية:Zالطبيعي المعيارم 
̅ )، كلكنيا تتجمع حكؿ مركزىا   إلى    تتحكؿ مف  Zإف قيـ المتحكؿ الطبيعي المعيارم    ) 

كتزداد كثافتيا كمما كانت قريبة مف ذلؾ المركز، كلذلؾ فإنو إذا سحبنا عينة عشكائية مف مجتمع طبيعي، 
مع أك متطابقة المقابمة كالمرتبة ستتكزع عمى الجانبيف، كلكنيا ستككف متقاربة أك متلبصقة  Zفإف قيـ 

 منطقة المركز(.بعضيا في المنطقة الكسطى )
خاضعان لمتكزيع الطبيعي العاـ أك المعيارم .  X. فإذا كاف  Xككذلؾ الأمر بالنسبة لممتحكؿ المدركس 

عمى الجانبيف، كأف تتجمع   فإنو لابد كأف تتكزع قيـ المشاىدات المأخكذة مف عينة عشكائية بحجـ مقبكؿ 
 . ̅ مما اقتربت مف المركز . كتزداد كثافتيا كتقاربيا مف بعضيا ك ̅ حكؿ المركز 

. فإذا  Zمع القيـ الكمية المرتبة لػ  Xكللبستفادة مف ىذه الخاصة نقكـ بمقارنة القيـ الكمية المرتبة لػ 
 يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . X. فإننا نستنتج أف المتحكؿ  Zتتجمع بشكؿ مشابو لتجمع  Xكانت قيـ 

 ؟ Zك  Xقيـ الكمية ليذيف المتحكليف السؤاؿ الآف ىك: كيؼ سنقكـ بمقارنة الك 
. ثـ ترتيبيا كمقارنة كؿ قيمة مف  Zك Xلمجكاب عمى ىذا السؤاؿ يجب أكلان تحديد القيـ الكمية لكؿ مف 

 المرتبة . Zالمرتبة مع القيمة المقابمة ليا مع قيـ  Xقيـ 
  مفردة كالحصكؿ منيا عمى   يتـ مف خلبؿ سحب عينة عشكائية بحجـ  Xإف تحديد القيـ الكمية لػ 

 مشاىدة، ثـ القياـ بترتيبيا تصاعديان، فنحصؿ عمى القيـ الكمية المرتبة التالية:
                                                                (    ) 

 كما يمي:   رسميا عمى المحكر ثـ نقكـ ب
 

1x 2x x nx
 

   عمى المحور  X(: توضع قيم 14-3الشكل )
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نمجأ إلى تقسيـ المساحة تحت منحني التكزيع الطبيعي المعيارم إلى  ، المعيارم Zكلتحديد القيـ الكمية لػ 
(. كبذلؾ يتشكؿ لدينا X)بعدد نقاط    مف النقاط عمى المحكر   عددان مساحات متساكية، كلذلؾ نرسـ 

، بحيث تككف قيـ   القيـ الكمية لتمؾ النقاط عمى المحكر  مكاقع مجالان جزئيان، كيتـ تحديد (   )
الاحتمالات المقابمة لتمؾ المجالات الجزئية متساكية، أم نشترط أف تككف المساحات التي تحت المنحني 

 ( .15-3كالمقابمة لكؿ مجاؿ جزئي متساكية كما في الشكؿ )
مجالان  (   )ساكم يمية تحت منحني التكزيع تساكم الكاحد، كأف عدد المجالات كبما أف المساحة الك

)جزئيان . فإف الاحتماؿ المقابؿ لكؿ مجاؿ جزئي يجب أف يساكم 
 

   
) . 
قسمان متساكيان، فنحصؿ عمى  (   )كلإنجاز ىذه الميمة نقكـ بتقسيـ المساحة التي تحت المنحني إلى 

 تقابؿ مجالات جزئية غير متساكية . كالشكؿ التالي يكضح ذلؾ :مساحات متساكية، كلكنيا 

1Z nZ1nZ Z0
3Z

2Z

1

1n 

1

1n 

1

1n 

1

1n 

1

1n 

1

1n 

1

1n 

Z

 
 Z(: تقسيم المساحة تحت المنحني لمحصول عمى قيم 15-3الشكل )

)كىنا نلبحظ أف الاحتماؿ الذم يقابؿ كؿ مجاؿ جزئي أصبح يساكم 
 

   
، كبذلؾ نجد أف تابع التكزيع (

الاحتمالات المقابمة لتمؾ المجالات  أك تكامؿ يساكم مجمكع (  ) لمتكزيع الطبيعي المعيارم التجميعي 
 كيساكم :   حتى النقطة 

 (  )   (    )  
 

   
 ∫

 

√  
 
  

   

  

  

                      (    ) 

 ىك عدد المجالات المحسكبة . kحيث أف: 
 المقابمة للبحتماؿ    ساب قيـ كاعتمادان عمى ىذه العلبقة يمكننا ح

   
 فنجد أف: ( ) مف جداكؿ  

      (
 

   
)                                                                               (    ) 

عندما يككف مستمران قد تككف  X، كلكف بما أف القيـ الكمية لػ kالحد الأعمى لممجاؿ  ىك   عممان بأف 
( إلى صيغة ملبئمة 73-3مقابمة لمراكز المجالات الجزئية لممعمكمات المبكبة، فقد تـ تعديؿ الصيغة )
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، كبذلؾ تأخذ  (        )كذلؾ بأخذ التكامؿ حتى منتصؼ المجاؿ الأخير  ،لمنتصفات المجالات
 ( الصيغة التالية:73-3العلبقة )

 (  )   (    )  
  

 
 

 
                                                             (    ) 

 كما يمي:    كمنيا يتـ حساب 

      (
  

 
 

 
)                                                                                   (    ) 

 [ كىي:Wikipedia] نذكر أىميا كما وردت في (73-3ىناك تعديلات كثيرة عمى الصيغة ) :1ملاحظة 
 (  )  

     

     
                            (  )  

       

      
                           

 

 (  )  
        

       
                      (  )  

  
 
 

  
 
 

                     (    ) 

 

 (  )  
     

      
                           (  )  

       

       
                            

 

 (  )  
   

   
                                                                                                 

 امة التالية:كأخيران نشير إلى أنو يمكف استنتاج جميع ىذه العلبقات مف العلبقة الع
 (  )  

   

      
                                                                    (    ) 

(، 77-3أية قيمة في ذلؾ المجاؿ نحصؿ عمى إحدل العلبقات )  . كعند إعطاء      حيث: 
  كعندما نضع 

 

 
 ( .75-3نحصؿ عمى العلبقة ) 

 [ قد اقترح الاعتماد عمى العلبقة التالية :Fillipinحصائييف ]كما نشير إلى أف أحد الإ

 (  )   

{
 
 

 
      

 
                                          

        

       
                      

   
 
                                                

                            (    ) 

نصؼ مساكيان لالمجاؿ الجزئي الأيمف )الأخير(  و إذا كضعنا( أن15-3نلبحظ مف الشكؿ ) :2 ملاحظة
 مستكل الدلالة 

 
 كبذلؾ يككف لدينا :، ار ثنائي الجانب ( ب)إذا كاف الاخت 

 

   
 

 

 
         

 

 
   

 

 
                                                         (    ) 

  مف العلبقة:      كمنو يمكننا حساب الحد الأدنى لحجـ العينة اللبزـ لتحقيؽ مستكل الدلالة 
 

 
 

 فإننا نجد أف:       فإذا كاف 
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ذا كاف    فإننا نجد أف:       كا 
  

 

    
                           

 تككف مرتبة تصاعديان كما يمي:   قيمة لػ   عمى فنحصؿ منيا ( 76-3) كالآف نعكد إلى العلبقة
                                                                              (    ) 

( كنشكؿ 81-3المبينة في ) Z( مع تكضع قيـ 72-3المبينة في العلبقة ) Xكبعدىا نقارف تكضع قيـ 
 :ا الأزكاج المتقابمة التاليةممني

(     )  (       )  (       )  (       )   (      )                   (    ) 

 فنحصؿ عمى الشكؿ التالي: ،ZOXثـ نرسـ ىذه النقاط اليندسية عمى المستكل 

1x

2x

nx

1 2 33 2 1
Z

X

0

 
 Z عمى X لـ Q-Q (: مخطط16-3الشكل )

، كعندىا فإف Zمتكافقان مع تكزيع  Xيككف تكزيع  ،  متكافقان مع تكضع القيـ    إذا كاف تكضع القيـ ف
ف ذلؾ يعني أف  يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ، أما  Xتمؾ النقاط تككف كاقعة تقريبان عمى خط مستقيـ، كا 

قكـ بحساب لا يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . كلمتأكد مف ذلؾ ن Xإذا كاف تكضع النقاط مشتتان عنو، فإف 
 مف العلبقة : Zك  Xمعامؿ الارتباط الخطي بيف 

  
∑(    ̅)(    ̅)

(   )     
 

∑(    ̅)  

(   )  
                                      (    ) 

̅ كذلؾ لأف:       ك      
نعتبر الارتباط      فإذا كانت  ، ك  المقابمة لػ       مع القيمة الحرجة   ثـ نقكـ بمقارنة قيمة 

 خضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . ي Xمعنكيان كنقبؿ فرضية العدـ التي تقكؿ أف  Zك  Xبيف 
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  مقيـ الحرجة لمعامؿ الارتباط لكمف أجؿ تنفيذ ىذا الاختبار بشكؿ صحيح نستعيف بالجدكؿ  المختصر 
 لي:التا  كحسب حجكـ مختمفة لمعينة        ك       عند مستكيي دلالة 

 :  و  حسب   (: القيم الحرجة لمعامل الارتباط 11-3جدول )
 nحجـ العينة  14 15 24 25 34 44 54 64 75 144 154 244

مستكل الدلالة  41918 41938 41954 41958 41964 41972 41976 41984 41984 41986 41991 41993
       

مستكل الدلالة  41935 41951 41964 41966 41971 41977 41981 41984 41987 41989 41992 41994
       

 [ Johnston P. 151المصدر: ] 
) كىك الأفضؿ ( كذلؾ بإجراء  Zقبؿ مقارنتيا مع قيـ  Xلقيـ  ) معايرة(يمكننا إجراء معيرة :3ملاحظة 

 التحكيؿ التالي عمييا :

   
    ̅

   

 (    )                 حيث                                              

̅ متكسطو    كبذلؾ نحصؿ عمى متحكؿ معيارم    كتباينو    
كبعد الحصكؿ عمى القيـ  ،   

فنحصؿ عمى الشكؿ الممعير  ZOYكنرسميا عمى المستكل  (      )نشكؿ الأزكاج المتقابمة    
 التالي :

1 2 33 2 1
Z

Y

0

3

2

1

1

2

3

 
 Q – Q (: المخطط الممعير لـ17-3الشكل )

 يف كما يمي:تكىنا نضع الفرض
، كىذا يعني أف قيـ kمف أجؿ جميع قيـ           : كتصاغ كما يمي   فرضية العدـ  -

يخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم . كمنو  Y، أم Zتتطابؽ مع قيـ المحكؿ المعيارم  Yالمتحكؿ 
 يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . Xنستنتج أف المتحكؿ الأصمي 

 Y. كىذا يعني أف  kمف أجؿ بعض قيـ           : كتصاغ كما يمي:    الفرضية البديمة  -
 لا يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . Xلا يخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم كبالتالي فإف 
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 مف العلبقة : Zك Yلارتباط الخطي بيف المتحكليف ، نقكـ بحساب معامؿ ا  تحقؽ الفرضية كلاختبار
  

∑(    ̅)(    ̅)

(   )     

 
∑     

(   )
                                             (    ) 

̅ كذلؾ لأف    ̅ كلأف            ك              ك      
فإننا نقبؿ      ، فإذا كانت   ك  حسب       المحسكبة مع القيمة الحرجة   ثـ نقارف قيمة 
 Xخاضعان لمتكزيع المعيارم . كبالتالي يككف المتحكؿ  Yالأساسية كنعتبر المتحكؿ    فرضية العدـ 

 خاضعان لمتكزيع الطبيعي العاـ .
 ...الخ .   كنقبؿ    فإننا نرفض      أما إذا كاف 

      )ضمف  وحسابو من العلاقة   (ستودينت)باستخدام مؤشر    يمكن اختبار معنوية: 4 ملاحظة

        مقابؿ   

  
   

√    

   

 
 √   

√    
                                                                          (    ) 

،     كلدرجة الحرية   الجدكلية المقابمة لمستكل الدلالة    المحسكبة مع قيمة   ثـ نقارف قيمة 
 كنقرر كما يمي:

غير معنكم،  Zك Y، كنعتبر أف معامؿ الارتباط بيف         فرضية فإننا نقبؿ     إذا كاف 
ف   . Zلا يخضع لتكزيع  Yكا 

.          كنقبؿ فرضية العدـ الأساسية          فرضية نرفض     أما إذا كانت 
ذا كاف  Xيخضع لمتكزيع الطبيعي المعيارم كنستخمص أف  Yكنعتبر يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . كا 

 كس .العكس فبالع
. كلقد  (    )صغيران   لا تككف مفيدة، إذا كاف حجـ العينة     : إف مخططات 5ملاحظة 

 .     يساكم        كعند مستكل دلالة   لاحظنا مما سبؽ أف الحد الأدنى لحجـ العينة 
في حالة العينات الصغيرة، لتحديد مدل تقارب تكزيع     كليذا يجب عدـ الاعتماد عمى مخططات 

 مف التكزيع الطبيعي العاـ أك المعيارم . Xالمحكؿ 
بتصرؼ [ لنفترض أننا نريد معرفة  Johnston, Wichern P.148 مأخكذ مف] (:6-3مثال )

التكزيع الاحتمالي، الذم تخضع لو درجة الحرارة عند الفجر في مكاف ما كخلبؿ شير الاعتداؿ )شير 
فكجدنا بعد القياس أف درجات  )مارس( أياـ مف آذار     آذار(، فأخذنا عينة عشكائية مؤلفة مف 

 الحرارة عند الفجر في تمؾ الأياـ كانت كما يمي:
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 كلمعالجة ىذه البيانات كاختبار خضكعيا لمتكزيع الطبيعي )أك غيره( نقكـ بما يمي:
نرتب قيـ ىذه المشاىدات تصاعديان . كنضعيا في السطر الأكؿ مف الجدكؿ المخصص لذلؾ كنرمز  -1

 .   ليا بػ 

. كنضعيا أرقاميا في السطر الثاني كنرمز لمرقـ العاـ ليا  15حتى  1ىدات المرتبة مف نرقـ المشا -2
 . kبالرمز 

نحسب قيـ الاحتمالات التراكمية لمتكزيع الطبيعي المعيارم التي تقابؿ كؿ مشاىدة مف ىذه  -3
 ( التالية :75-3المشاىدات، مف العلبقة المعدلة )

   
  

 
 

 
                                                                             

 في السطر الثالث ، فمثلبن نجد أف:  التراكمية كنضع ىذه الاحتمالات

   
  

 
 

  
                   

  
 
 

  
                

 ( فنجد أف:76-3مف العلبقة )   نقكـ بحساب قيـ المتحكؿ الطبيعي المعيارم  -4

      (
  

 
 

 
) 

(    )      فمثلبن نجد أف:                              
(    )      كىكذا                                 

 ثـ نضعيا في السطر الرابع، فنحصؿ عمى الجدكؿ التالي:
 (: بيانات المثال12-3جدول )

 المرتبة   قيـ المشاىدات  -1414 -114 116 411 612 814 1216 1514 1711 2315
 Kأرقاـ المشاىدات المرتبة  1 2 3 4 5 6 7 8 9 14

4195 4185 4175 4165 4155 4145 4135 4125 4115 4145 
الاحتمالات التراكمية 

المقابمة لممشاىدات المرتبة 
   

   قيـ المتحكؿ الطبيعي  -11645 -11436 -41674 -41385 -41125 41125 41385 41674 11436 11645
   المقابمة للبحتمالات 

 فنحصؿ عمى الشكؿ التالي: ZOXعمى المستكل  (        )نقكـ برسـ النقاط اليندسية  -5
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0.125 0.385 0.674 1.036 1.6450.1250.3850.6741.0361.645
0

10

15

23

10

kZ

 0,  7.75          ,Z x

kX

 
 (: تمثيل بيانات المثال18-3الشكل )

( السابؽ نلبحظ أف النقاط قريبة مف الخط المستقيـ المرسكـ . أم أف درجة الحرارة 18-3كمف الشكؿ )
T . يمكف أف تككف خاضعة لمتكزيع الطبيعي العاـ 
 ( فنجد أنو يساكم:85-3مف العلبقة )   ك   نقكـ بحساب معامؿ الارتباط بيف المتحكليف  -6

  
∑(    ̅)(    ̅)

(   )     

        

     كلػ        المقابمة لمستكل دلالة    مع القيمة الحرجة   كبمقارنة ىذه القيمة المحسكبة لػ 
. لذلؾ نرفض فرضية العدـ حكؿ معامؿ الارتباط      ، نجد أف          كالمساكية 

التي حصمنا عمييا ىي قيمة معنكية . أم أف العلبقة الارتباطية بيف   . كنعتبر أف قيمة  (      )
 يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . X، كمنيا نستنتج أف ىي علبقة معنكية كمتينة Zك Xالمتحكليف 

 يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . Xالتي تقكؿ أف  Xىذا يجعمنا نقبؿ فرضية العدـ حكؿ لأف 
ىذه البيانات بعد تحكيميا إلى بيانات طبيعية معيارية باستخداـ علبقة : كاف يمكف معالجة ملاحظة

 التحكيؿ التالية:
   

(    ̅)

   

                                                                         (    ) 

̅ ( نجد أف 12-3مف الجدكؿ ) المعيارية المقابمة    ، كبذلؾ نجد أف قيـ         كأف       
 المعيارية تأخذ الشكؿ التالي:   لقيـ 
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 (6-3(: البيانات المعيارية لممثال )13-3جدول )
14 9 8 7 6 5 4 3 2 1 K 

11577 4159 41794 41545 41431 41155- 41371- 41629- 41897- 11825-    
11645 11436 41674 41385 41125 41125- 41385- 41674- 11436- 11645-    

 فنحصؿ عمى الشكؿ التالي: ZOYعمى المستكل  (       )ثـ نقكـ برسـ النقاط اليندسية 

12

1

2

1

2

1 2

KY

kZ

 
 لممثال ة(: تمثيل البيانات الممعير 19-3الشكل )

 ثـ نقكـ بحساب معامؿ الارتباط مف العلبقة:

  
∑(    ̅)(    ̅)

(   )     
 

∑     
   

       
 

لذلؾ نعتبر العلبقة      نجد أف             مع القيمة الحرجة   كبمقارنة ىذه القيمة لػ 
 يخضع لمتكزيع الطبيعي العاـ . Xمعنكية كنقبؿ بأف 

  أو أكثر: (      ): اختبار التوزيع الطبيعي لمتحولين 3-3-6
]  لنرمز لشعاع المتحكليف بالرمز بػ 

  

  
𝜇.  كلشعاع التكقع الرياضي ليما بػ  [  *

𝜇 

𝜇 
+ . 

 

 :  كلمصفكفة التبايف المشترؾ ليا بالرمز 
     ( )  *

      

      
+                                                        (    ) 

 

 ( بالعلبقة :12-3يعطى حسب ) (      )كعندىا نجد أف التكزيع الاحتمالي المشترؾ لممتحكليف 
 (      )  

 

  | |
 
 

  
 
 
[(  𝝁)     (  𝝁)]                                (    ) 
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 كما في الشكؿ التالي:       كىك يشكؿ سطحان عمى شكؿ ىضبة انسيابية فكؽ المستكل 

 
 (: سطح التوزيع الطبيعي الثنائي21-3الشكل )

ف أم مقطع لو مكازٍ لممستكل  ف مسقطو عمى        كا         ، يككف عمى شكؿ قطع ناقص . كا 
 يككف أيضان عمى شكؿ قطع ناقص كما في الشكؿ التالي :

2

1

2X

1X

 
 

 (: مساقط مقاطع سطح التوزيع الطبيعي الثنائي21-3الشكل )
، C( تساكم 95-3( بكضع المعادلة )د)محد C أم مقطعكيتـ تحديد معادلة القطع الناقص عند 

 نحصؿ عمى المعادلة التالية:ف
 (     )  

 

  | |
 
 

  
 
 
[(  𝝁)     (  𝝁)]                                  (    )  
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كلمحصكؿ عمى ذلؾ القطع الناقص كاف يكفي أف  ،  كىذا يعني أف الأس يجب أف يساكم قيمة ثابتة 
 فنحصؿ عمى المعادلة التالية:   نضع الأس مساكيان لعدد ثابت 

(  𝝁)      (  𝝁)                                                              (    ) 
طكع الناقصة الناتجة عف مقاطع مجسـ التكزيع الطبيعي المشترؾ قكىي تمثؿ معادلة مساقط جميع ال

 (      ) . 
لأم نقطة     الإحصائية ىك عبارة عف مربع المسافة (91-3) مف العلبقة الأيسرعممان بأف الطرؼ 

    ذم  (  )  كىك يخضع لتكزيع  𝝁(𝜇   𝜇 )عف المركز الحقيقي        مف المستكل 
 درجة حرية .

 ( عمى الشكؿ التالي:91-3لذلؾ يمكننا أف نكتب المعادلة )
   (  𝝁)      (  𝝁)   

 (  )                                          (    ) 
 

كمف مصفكفة التبايف المشترؾ لمعينة  ̅ مجيكليف فإننا نقدرىما مف متكسط العينة   ك  𝜇كعندما يككف 
S  مف العلبقة:   تقدير لػ فنحصؿ عمى 

   (   ̅)      (   ̅)   
 (  )                                         (    ) 

 

 كلقد تـ تحديد كتمييز أىـ ثلبثة قطكع ناقصة ليذه التكزيعات الاحتمالية ىي:
، أم ىك القطع 5955القطع الناقص الأكؿ: كىك القطع الذم يككف الاحتماؿ الذم فكقو مساكيان لػ  -1

% . مف أصؿ الحجـ الكمي المساكم 55يككف الحجـ الذم فكقو كتحت سطح التكزيع مساكيان لػ  الذم
 لمكاحد . كيتـ تحديد ىذا القطع مف العلبقة :

 (     )                                                                                (    ) 
 

  يخضع لػ    كبما أف 
 فإنو يمكننا كتابة ىذه العلبقة كما يمي: (  ) 

 (     
 (    ))                                                                  (    ) 

 

  كمنيا كمف جداكؿ 
  يمكننا حساب قيمة  ( ) 

. فنجد  5955الحرجة كالمقابمة للبحتماؿ  (    ) 
  كؿ أف امف تمؾ الجد

 (    )  ( كما يمي:95-3تب العلبقة ). لذلؾ نك      
 (       )                                                                        (    ) 

 

 كىي معادلة القطع الناقص الأكؿ .
. كيتـ تحديد  5995القطع الناقص الثاني: كىك القطع الذم يككف الاحتماؿ الذم فكقو مساكيان لػ  -2

 ب، فنحصؿ عمى المعادلة التالية: معادلتو بنفس الأسمك 
 (       )                                                                        (    ) 

 

. كيتـ تحديد  5999القطع الناقص الثالث: كىك القطع الذم يككف الاحتماؿ الذم فكقو مساكيان لػ  -3
 لية :معادلتو بنفس الأسمكب ، فنحصؿ عمى المعادلة التا

 (       )                                                                        (    ) 
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كيستفاد مف ىذه القطكع . كخاصة مف القطع الأكؿ في اختبار طبيعية التكزيع الاحتمالي لأم متحكليف 
 . كلذلؾ نقكـ بالإجراءات التالية :(      )

 .    ك   كنأخذ منيا البيانات عف   نسحب عينة عشكائية مف المجتمع المدركس بحجـ  -1

 مف بيانات العينة .  ̅ ك  ̅ نحسب المتكسطيف  -2

  نحسب التباينيف المصححيف  -3
  ك  

 .مف بيانات العينة   

 .    ثـ نقكـ بحساب مقمكبيا  Sنحسب مصفكفة التبايف المشترؾ كنرمز ليا بػ  -4

 مف العلبقة التالية:   نحسب معادلة مربع المسافة  -5

                    (   ̅)      (   ̅)                                   (    ) 

في بيانات العينة فيما إذا كانت تحقؽ شرط الكقكع ضمف  (        )نقكـ باختبار كؿ نقطة  -6
 القطع الأكؿ مف العلبقة :

               
                                                                   (     ) 

% فإف ذلؾ يشير إلى أف بيانات العينة 55ضمف ذلؾ القطع أكثر مف  تقع فإذا كانت نسبة النقاط التي
    المدركسة تخضع لمتكزيع الطبيعي الثنائي . كلكف ذلؾ ليس كافيان بؿ يجب تطبيؽ الاختبار 

  عمى مربعات المسافات 
 . لذلؾ نتابع الاختبار بإجراء ما يمي :  

  نقكـ بترتيب المربعات  -7
 تصاعديان فنحصؿ عمى ما يمي:  

  
      

    
    

     
     

                                                (     ) 
 ( عمى أف:75-3ليذه المربعات فنحصؿ مف العلبقة )ثـ نقكـ بحساب الاحتمالات التراكمية المقابمة 

      
  

 
 

 
   

  
 
 

 
  
  

 
 

 
        

  
 
 

 
     

  
 
 

 
                    (     ) 

  يخضع لمتكزيع    كبما اف 
  فإننا نحسب القيـ الكمية لمتكزيع  ( ) 

 مف العلبقة: ( ) 

            
    

 (
  

 
 

 
)                                                                        (     ) 

 فنحصؿ عمى القيـ الكمية التالية:

  
    

 (
  

 
 

 
)    

 (
  

 
 

 
)    

 (
  

 
 

 
)     

 (
  

 
 

 
)     

 (
  

 
 

 
)        (     ) 

 نقكـ بتشكيؿ كرسـ النقاط اليندسية التالية: -8

*  
        

 (
  

 
 

 
)+                                                                (     ) 

   لممسافاتفنحصؿ عمى شكؿ الانتشار       عمى المستكل الاحداثي 
  مقابؿ القيـ   

 ( ) ، 
ي خاضعيف لمتكزيع الطبيع (      )فإننا نعتبر المتحكليف  ،فإذا كاف ذلؾ الشكؿ عمى ىيئة مستقيـ 

 الثنائي كالعكس بالعكس .
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  بيف القيـ الكمية   كلمتحقؽ مف ذلؾ نقكـ بحساب معامؿ الارتباط الخطي 
ثـ  ، ( )  كالقيـ الكمية   

 (      )فإننا نعتبر أك نقبؿ بأف المتحكليف      . فإذا كاف    نقارنو مع القيمة الحرجة 
  يخضعاف لمتكزيع الطبيعي الثنائي )كذلؾ حسب بيانات العينة المسحكبة (. كما يمكف اختبار معنكية 

         المحسكبة مع القيمة الحرجة   ( كمقارنة قيمة 86-3مف العلبقة )
نقبؿ      ، فإذا كانت  

 عكس بالعكس .يخضعاف لمتكزيع الطبيعي الثنائي . كال (      )فرضية بأف المتحكليف 
جراءات ىذه الفقرة عمى 7 ملاحظة كتطبيؽ              متحكلان، مثؿ :   : يمكف تعميـ أفكار كا 

نفس الخكارزمية لاختبار خضكع ىذه المتحكلات إلى التكزيع الطبيعي المتعدد، مع الانتباه إلى أف القيـ 
  الكمية 

 درجة حرية .  ستصبح بػ  ( ) 
ضافة [ لدراسة أحكاؿ  Johnston ,Wichern P.152] مأخكذ مف  (:7-3مثال ) بتصرؼ كا 

/ شركات صناعية في الكلايات المتحدة 15لمشركات الرئيسية في أمريكا تـ اعتماد البيانات المالية لأكبر /
 فكانت كما يمي: 1978الأمريكية كفي عاـ 

 ( بيانات الشركات:14-3جدول )
Chresler G.E Gulf IBM Std.oil Texaco Mobil Ford Exxon G.M اسـ الشركة 

   المكجكدات  2617 3814 1912 2416 1819 1418 1914 1412 1317 717
 ()مميكف دكلار

الدخؿ الصافي  313 214 117 114 419 114 217 418 111 215
 )مميكف دكلار(   

كالمطمكب اختبار فيما إذا كاف المتحكلاف    كلمدخؿ الصافي بػ    حيث رمزنا لممكجكدات بػ 
 يخضعاف لمتكزيع الطبيعي الثنائي . (      )

جراء ذلؾ الاختبار، نقكـ بحساب المتكسطيف الحل . ثـ حساب    ̅ ك  ̅ : لدراسة ىذه القضية كا 
 فنجد أف: Sمصفكفة التبايف المشترؾ 

 ̅  [
 ̅ 

 ̅ 
]  *

     
    

+               *
         
        

+ 

 فنجد أنو يساكم :    ثـ نحسب المقمكب 
    

 

(     )(    )  (    ) 
*
         
          

+  *
           
           

+ 
 

تعطى بالعلبقة  ( ̅   ̅ )إلى المركز   (     )كىكذا نجد أف معادلة مربع المسافة مف أية نقطة 
 التالية:

  
  (   ̅)      (   ̅)  

ف معادلة النقاط التي داخؿ كعمى محيط القطع الأكؿ   ساكم:تكا 

  
  [

(        )

(       )
]
 

 *
           
           

+  [
(        )

(       )
]       
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في معادلة القطع الأكؿ . كلنبدأ مف النقطة الأكلى  (     )ثـ نقكـ بتعكيض إحداثيات كؿ نقطة 
  فنجد أف مربع المسافة  G.Mلشركة جنراؿ مكتكرز  (          )

 يساكم :  

  
  [

(          )
(        )

]
 

 *
           
           

+  [
(          )
(        )

]       
 

 ( الخاص بمحيط القطع الأكؿ نجد أف:1939كبمقارنة ىذه القيمة مع العدد )
  
            

  المسافات  كىذا يعني أف ىذه النقطة تقع خارج القطع الأكؿ، ثـ نقكـ بحساب مربعات
لمشركات   

 الأخرل فنحصؿ عمى أنيا تساكم:
  
        

        
        

        
      

  
        

        
        

         
      

 

 

/ شركات تحقؽ الشرط 6( الخاص بالقطع الأكؿ نجد أف /1939كبمقارنة ىذه المربعات مع العدد )
% . كىذا يشير إلى أف 65أم أف نسبة الشركات التي تقع ضمف القطع الأكؿ تساكم  ،        

تخضع لمتكزيع الطبيعي . أم أنو لا يمكننا أف نرفض فرضية خضكع  (     ) بيانات ىذه الشركات
 بيانات ىذه الشركات إلى التكزيع الطبيعي الثنائي .
  عمى     ر كلمتابعة التحميؿ كالاختبار نقكـ بتطبيؽ الاختبا

. لذلؾ نقكـ بترتيبيا تصاعديان   

  كحساب الاحتمالات التراكمية المقابمة لكؿ منيا 
 

 

 
  ، ثـ حساب القيـ الكمية لػ  

 (
  

 

 

 
فنحصؿ عمى  (

  الجدكؿ المرتب تصاعديان حسب 
 التالي :  

  ( المرتبة تصاعدياً حسب 7-3(: حساب بيانات المثال )15-3جدول )
  

  قيـ  4147 4134 4147 4155 4169 4181 2121 3148 3169 6132 11821
 المرتبة  

 kالرقـ  1 2 3 4 5 6 7 8 9 14 

   تالاحتمالا 4145 4115 4125 4135 4145 4155 4165 4175 4185 4195 
 

 

  
 

11932 5199 3179 2177 2114 1164 1124 4186 4158 4133 4114 
قيمة الكميات 

  
 (

  
 

 

  
) 

 

  0ثـ نقكـ برسـ النقاط اليندسية 
      (

  
 

 

  
 فنحصؿ عمى الشكؿ التالي : 1(
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1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

2

Kd

2

2

1

2

1 0

K



 
 

 
 
 

 
  (: تمثيل العلاقة بين 22-3الشكل )

)    و   
  

 

 

  
). 

( نلبحظ أف معظـ النقاط متقاربة مف المستقيـ المرسكـ . كلمتأكد مف ذلؾ نقكـ 22-3كمف الشكؿ )
  حساب قيمة معامل الارتباط بين القيم الكميةب

)   والقيم الكمية  
  

 

 

  
         : فنجد أنيا تساوي (

نجد أف:        59917كالمساكية      ك       عند    كبمقارنة ىذه القيمة مع القيمة الحرجة 
 (     ) فلذلؾ نقبؿ فرضية أف يككف الارتباط معنكيان، كبالتالي نقبؿ ػـ يككف المتحكلا     

 خاضعيف لمتكزيع الطبيعي الثنائي .
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 الفصل الرابع
 الاس تدلال حول شعاع المتوسطات )لعدة متحولات طبيعية(

 
 : تمييد:4-1

يتناكؿ ىذا الفصؿ مسألة الاستدلاؿ حكؿ شعاع المتكسطات )لعدة متحكلات( في المجتمع مف خلبؿ 
تطبيؽ الاختبارات المناسبة عمى الفرضيات المطركحة . كليذا فإننا نقدـ بعض المفاىيـ اللبزمة 

ركفة . لاستعراض خكاص كمركبات المتكسطات، كذلؾ اعتمادان عمى مفاىيـ مجالات كمناطؽ الثقة المع
 ،عممان بأف قكاعد التحميؿ متعدد المتحكلات تقتضي أف تتـ معالجة المتحكلات المترابطة بشكؿ مشترؾ 

 كىذا ما سنعمؿ بو عند استعراض الطرائؽ المستخدمة في ىذا المنشكر .
كتباينو )مجيكؿ(،  𝜇في مجتمع طبيعي تكقعو  Xإننا ندرس أحكاؿ متحكؿ كاحد  -في البداية -لنفترض

ف القيمة الظاىرية لمتكسط يكؿ، مج الفرضيتيف   𝜇لذلؾ نضع حكؿ  ، 𝜇في ذلؾ المجتمع تساكم  Xكا 
 حصائيتيف كما يمي:الإ

𝜇   : كنكتبيا كما يمي :                             فرضية العدـ   𝜇  
𝜇   : كنكتبيا )ثنائية الجانب( كما يمي:             الفرضية البديمة   𝜇  

مف عناصر ذلؾ المجتمع كنأخذ منيا قيـ   نسحب عينة عشكائية بحجـ    كلمتحقؽ مف الفرضية 
 ، فنحصؿ عمى القيـ التالية : Xالمتحكؿ المدركس 

                                                                                             (   ) 

 مف العلبقتيف :   كتباينيا المصحح  ̅ ثـ نحسب متكسطيا 

 ̅  
 

 
∑  

 

   

                   
 

   
∑(    ̅) 
 

   

                        (   )  

نستخدـ مؤشر اختبار )ستكدينت( المعرؼ بالعلبقة   𝜇حكؿ    كلإجراء اختبار صحة فرضية العدـ 
 التالية:

  
 ̅  𝜇 

  √ 
                                                                                     (   ) 

 درجة حرية . (   )ىك متحكؿ عشكائي جديد يخضع لتكزيع )ستكدينت( بػ   عممان بأف المؤشر 
كلػ   دلالة مستكل النصؼ نقارنيا مع القيمة الحرجة لمتحكؿ )ستكدينت( المقابمة ل  كبعد حساب قيمة 

)     درجة حرية . كالتي يرمز ليا بػ  (   )
 

 
 )لأف الاختبار ثنائي الجانب،  (

 
 لكؿ جانب ( . 

)     أصغر أك تساكم  | |فإذا كانت القيمة المطمقة لػ 
 

 
بمستكل    ، فإننا نقبؿ فرضية العدـ  (

 )  دلالة 

 
 لكؿ جانب( كنكتب القاعدة كما يمي: 
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 ذا كانت :إ   نقبؿ الفرضية  
| |       (

 

 
)                                                                               (   ) 

. كعندىا نستخمص أف    ( غير محققة، فإننا نضطر إلى رفض الفرضية 4-4أما إذا كانت العلبقة )
 في المجتمع الطبيعي المدركس . 𝜇المجيكؿ  التكقعلتمثيؿ ىي قيمة غير مقبكلة   𝜇القيمة الظاىرية 

؟ . كالجكاب  𝜇( يمكف اعتبارىا قيمان مقبكلة لػ   𝜇كىنا نطرح السؤاؿ التالي: ىؿ ىناؾ قيـ أخرل )غير 
. كىي كما ىك  𝜇ىك: نعـ . لأنو في الحقيقة يكجد دائمان مجمكعة مف القيـ المقبكلة لتقدير تكقع المجتمع 

. كما يطمؽ عمييا اسـ    مقابؿ    ة( تسمى منطقة قبكؿ الفرضية معمكـ، تشكؿ مجالان )أك منطق
 .  المقابؿ لمستكل الدلالة   𝜇مجاؿ ) أك منطقة ( الثقة لػ 

 ( كما يمي :4-4كلتحديد ذلؾ المجاؿ نكتب العلبقة )

|
 ̅  𝜇 

  √ 
|      (

 

 
)                                                                    (   ) 

 ثـ نعالجيا كما يمي فنجد أف: 
      (

 

 
)   

 ̅  𝜇 

  √ 
       (

 

 
)                                            

. 

       (
 

 
)

 

√ 
  ̅  𝜇        (

 

 
)  

 

√ 
                                  

 

 كنغير الاتجاىات ( . -1بػ  ياثـ نضربمف الأطراؼ  ̅ كمنيا نحصؿ عمى مجاؿ الثقة التالي ) نطرح 
 ̅       (

 

 
)

 

√ 
 𝜇   ̅       (

 

 
)

 

√ 
                                   (   ) 

 كىك يرسـ بيانيان كما يمي:

0x
2

S
x t

n


2

S
x t

n


1 

            

         
         

2



2



 
  (: مجالات القبول والرفض المقابمة لمستوى الدلالة 1-4الشكل )

 المذككرة التي تجعمنا نقبؿ فرضية العدـ  𝜇كىنا نلبحظ أف ىذا المجاؿ يتضمف جميع القيـ الممكنة لػ 
    𝜇  𝜇  راف عشكائياف، لأنيما مرتبطاف بالمتحكليف العشكائييف ا، كأف طرفي ذلؾ المجاؿ ىما مقد

 المذيف يختمفاف مف عينة لأخرل .،  ك ̅ 
كيسمى احتماؿ الثقة . أم  ، (   )يساكم  𝜇كما أف احتماؿ أف يتضمف ذلؾ المجاؿ قيمة المتكسط 

أنو لك سحبنا عددان كبيران مف العينات الممكنة، فإننا سنحصؿ عمى عدد كبير مف مجالات الثقة المقابمة 
 .    (   )  مساكية  𝜇تتضمف قيمة التكقع كالمستقمة، كستككف نسبة المجالات منيا، التي 



 الجزء الثاني                                                                                  الفصؿ الرابع

157 

 

كبيرة نسبيان  | |، إذا كانت قيمة   ( كنشير إلى أننا سنرفض الفرضية 4-4كالآف نعكد إلى العلبقة )
| |)عندما تككف     

 
 

كبيرة    . إذا كانت قيمة    (. كىذا يكافئ القكؿ: أننا سنرفض الفرضية  
 أيضان .

 كنكتبو عمى الشكؿ التالي :  كليذا نربع 

   .
 ̅  𝜇 

  √ 
/

 

  ( ̅  𝜇 )  (  )   ( ̅  𝜇 )                           (   ) 

ىك عبارة عف متحكؿ عشكائي جديد )مكجب( . يعبر عف مربع    كىنا يجب أف نشير إلى أف المقدار 
ف تمؾ المسافة مقاسة   𝜇حتى القيمة المختبرة  ̅ المسافة مف المتكسط  بكاحدات الانحراؼ المعيارم ، كا 

 ) كالتي تساكم  ̅ المقدر لممتكسط 

√ 
معمكميف، فإف الاختبار السابؽ لممتحكؿ   ك ̅ ( . كعندما يككف  

 يصبح كما يمي: Xالمنفرد 
 إذا كاف : (   )باحتماؿ ثقة    مقابؿ    نقبؿ فرضية العدـ 

        
 (

 

 
)                                                                          (   ) 

 أم إذا كاف مربع المسافة يحقؽ المتراجحة التالية :
 ( ̅  𝜇 )( 

 )  ( ̅  𝜇 )      
 (

 

 
)                                 (   ) 

    حيث أف 
 (

 

 
)لمقابؿ لنصؼ مستكل الدلالة ا (ستكدينت): ىك مربع القيمة الحرجة لمتحكؿ  (

 

 
) 

 درجة حرية .  (   )كعند 
ف حمكؿ ىذه المتراجحة تشكؿ مجالان يسمى مجاؿ القبكؿ، كتترؾ عمى يمينيا مجالان يسمى مجاؿ الرفض  كا 

 بمتحكؿ t تكزيع )ستكدينت(متحكؿ ( . كلتسييؿ ذلؾ نعتمد عمى علبقة   )المقابؿ لمستكل الدلالة 
 كالتي تأخذ في حالة متحكؿ كاحد ، الشكؿ التالي: ، F (تكزيع )فيشر

    
 (

 

 
)         ( )                                                            (    ) 

))  درجة حرية كبمستكل دلالة  (   )عند     كىذا يعني أف مربعات قيـ متحكؿ )ستكدينت(
 

 
) 

كبمستكل        ك     د درجتي الحرية عنF لكؿ طرؼ( تساكم قيـ متحكؿ ) فيشر ( 
كيمكنؾ التحقؽ مف ذلؾ مف خلبؿ مقارنة القيـ في جداكؿ التكزيعيف المذككريف،  ،)لطرؼ كاحد(  دلالة 

 كتب بدلالة تكزيع فيشر عمى الشكؿ التالي :ت( يمكف أف 9-4أم أف العلبقة )
 ( ̅  𝜇 )( 

 )  ( ̅  𝜇 )         ( )                              (    ) 

ف حمكؿ ىذه المتراجحة تشكؿ عمى يسارىا مجاؿ القبكؿ )مجاؿ الثقة( باحتماؿ ثقة  كتترؾ  ،(   )كا 
كيمكف تمثيؿ ذلؾ بيانيان عمى الشكؿ التالي )قارنو  ، عمى يمينيا مجاؿ الرفض المقابؿ لمستكل الدلالة 

 (( .1-4مع الشكؿ )
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1 

2

,1, 1

2

nt F       0H    0H

F

2t

 
  لـ   (: مجالا الرفض والثقة بمستوى دلالة 2-4الشكل )

 ناضعك  ،لتكقع درجة حرارة جسـ الإنساف الصحيح 36 لاختبار القيمة الظاىرية السائدة (:1-4مثال )
𝜇   الفرضيتيف كما يمي:  𝜇   ك      كسحبنا عينة عشكائية مف  ،      ثـ حددنا  ،   

̅ فكجدنا أف متكسطيا:  ،شخصان      الأشخاص الأصحاء بحجـ     كأف تباينيا:     

 فكجدنا أف:  ، ثـ قمنا بحساب قيمة مؤشر الاختبار        كأف      
  

 ̅  𝜇 

  √ 
 

     

     √  
                                          

)     نجد أف:  (ستكدينت)كمف جداكؿ تكزيع 
 

 
)     (     )         

| |كعند المقارنة نجد أف:        (
 

 
 .   لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ  (

 مف العلبقة:   كيمكف إجراء ىذا الاختبار بحساب 
    ( ̅  𝜇 )( 

 )  ( ̅    )                                          
 

     (     )(    )  (     )  
  

    
      

 

فنجد مف ،  ( )       مع القيمة الحرجة لمتحكؿ تكزيع )فيشر(    قيمة  كلاتخاذ القرار المناسب نقارف
 أف:      ك     كدرجتي حرية        عند مستكل دلالة   جداكؿ 

       ( )        (    )       

 كعند المقارنة نجد أف:
(       )  (      (    )      ) 

𝜇. كنعتبر أف القيمة الظاىرية المفترضة    لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ  ىي قيمة مقبكلة لدرجة     
 حرارة الإنساف الصحيح .

 : اختبار شعاع المتوسطات لعدة متحولات طبيعية:4-2

 ما يمي:متحكلان مستمران كطبيعيان . لذلؾ نرمز ليا بالحركؼ الكبيرة ك  لنفترض الآف أننا نريد دراسة أحكاؿ 
                     

 كنكتبو مع شعاع تكقعاتو الفعمية كما يمي: Xثـ نشكؿ منيا شعاع العمكد 
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[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

          𝝁   ( )  

[
 
 
 
 
 (  )

 (  )

 (  )
 

 (  )]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
𝜇 

𝜇 

𝜇 

 
𝜇 ]

 
 
 
 

                              (    ) 

 

 كنكتبيا كما يمي:  كما نرمز لمصفكفة التباينات المشتركة الفعمية ليذه المتحكلات في المجتمع بالرمز 

  

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

                                                 (    ) 

 

]  𝝁كلنفترض أننا نريد اختبار فيما إذا كاف الشعاع الافتراضي 

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

قيمة ظاىرية  P، المؤلؼ مف [

 .  . كذلؾ بمستكل دلالة  𝝁لتكقعات تمؾ المتحكلات في المجتمع، يمثؿ شعاع التكقع الفعمي 
 كما يمي:    ك   لذلؾ نضع الفرضيتيف 

   𝝁  𝝁              [

𝜇 

𝜇 

 
𝜇 

]  [

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

]                                    (    ) 

 

𝜇            𝝁 من أجل قيمة واحدة عمى الأقل        𝝁              [

𝜇 

𝜇 

 
𝜇 

]  [

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

] 
 

مف عناصر المجتمع المدركس، كنأخذ مف كؿ   كلمتحقؽ مف ىذه الفرضية نقكـ بسحب عينة عشكائية 
 (   )، فنحصؿ عمى مصفكفة مف المرتبة                عنصر منيا قيـ المتحكلات المطمكبة 

 )كبيرة( . كنكتبيا كما يمي: Xمف القيـ العددية المجدكلة . نرمز ليا بػ 
 اصر العينةعن                                                          

     

  

  

  

 
  

                 

[
 
 
 
 
             

             

             

     
         ]

 
 
 
 
                                 (    ) 

 

مف بيانات العينة )أفقيان(، فنحصؿ عمى شعاع متكسطات ىذه المتحكلات،  ثـ نقكـ بحساب متكسطاتيا
 )كبيرة( كنكتبو كما يمي: ̅ كنرمز لو بالرمز 
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 ̅  

[
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
 

                 ̅  
 

 
∑   

 

   

                                         (    ) 

كنكتبيا    Sثـ نقكـ بحساب مصفكفة التباينات المشتركة ليا، مأخكذة مف بيانات العينة ، كنرمز ليا بػ 
 كما يمي:

     

[
 
 
 
 
             
             

             

     
             ]

 
 
 
 

         
 

   
∑(     ̅ )(     ̅ )

 

   

    (    ) 

 

بيف شعاع المتكسطات    نعتمد عمى مؤشر مربع المسافة    مقابؿ    كلمتحقؽ مف صحة الفرضية 
بدلالة الأشعة ( كنكتبيا 7-4كالذم يعطى بكاسطة علبقة مشابية لمعلبقة ) ، 𝝁كشعاع التكقع  ̅ 

 حسب الرمكز السابقة كما يمي :كالمصفكفات ك 
    ( ̅  𝝁)      ( ̅  𝝁)                                                       (    ) 

 

كىي مف المرتبة              ىي مصفكفة التباينات المشتركة لممتحكلات المدركسة  Sحيث أف 
̅ )ىك منقكؿ شعاع العمكد   (𝝁  )كأف الرمز  (   )  𝝁) . 

 بطريقة أخرل كما يمي :   كما يمكننا كتابة ذلؾ المؤشر 

   ( ̅  𝝁)  (
 

 
)
  

 ( ̅  𝝁)                                                 (    ) 
 

*حيث أف 
 

 
 .(17-4، كيمكف حسابيا كما في )̅ ىي مصفكفة التباينات المشتركة لشعاع المتكسطات  +

. كىك يعبر  𝜇حكؿ شعاع المتكسطات    لاختبار الفرضية  Hotellingبمؤشر    كيسمى المقدار 
بعدان   Pذم الػ    في الفضاء   𝝁حتى رأس الشعاع  ̅ حصائية مف رأس الشعاع عف مربع المسافة الإ

 ( الأكؿ( في الفصؿ 12-1] راجع الفقرة )
ىك متحكؿ عشكائي جديد، يخضع إلى تكزيع    ىك متحكؿ عشكائي، فإف المقدار  ̅ كبما أف الشعاع 

الذم  Harold Hotelling) نسبتو لرائد التحميؿ المتعدد  Hotellingاحتمالي محدد يسمى بتكزيع 
 كىك التكزيع الذم يعطى بالعلبقة التالية:، ( 1931استخرجو عاـ 

  ( 
 )   (  )

 
 
   .  

  

 
/

 
   
 

                                          (    ) 

     ىك عدد لجعؿ المساحة تحت المنحني تساكم الكاحد، كأف درجتي الحرية  Cحيث أف: 
 .  كحجـ العينة   مأخكذتاف مف عدد المتحكلات        ك



 الجزء الثاني                                                                                  الفصؿ الرابع

161 

 

2T
2T    0H

    0H

2T



 
 Hotelling(: منحني توزيع 3-4الشكل )

𝝁   ) كىي  𝝁حكؿ شعاع المتكسطات    كيستفاد مف ىذا التكزيع في اختبار الفرضية   𝝁    )
 كما يمي:

𝝁   نقبؿ فرضية العدـ   𝝁   إذا كاف : (   )باحتماؿ ثقة 
          

 ( )                                                                        (    ) 

 إذا كانت النتيجة بالعكس   كنرفض فرضية العدـ 
       حيث أف 

ك      عند درجتي الحرية  Hotellingىي القيمة الحرجة لمتحكؿ  ( ) 
 ( .3-4كما في الشكؿ )  مستكل دلالة المقابمة لك        
ف تطبيؽ  الحرجة لتكزيع  القيـ ( لاتخاذ القرار تقتضي إعداد جداكؿ خاصة لاستخراج21-4لعلبقة )اكا 

Hotelling         ( ) حصائية، كلكف مختمؼ المسائؿ الإ معالجةلؾ مف أجؿ استخداميا في . كذ
       كىك  ،Hotellingالبحكث اللبحقة برىنت عمى أف متحكؿ 

مرتبط بمتحكؿ )فيشر(  ( ) 
 درجتي حرية ، مف خلبؿ العلبقة التالية:       ك      ذم  ( )       

       
 ( )  

 (   )

   
       ( )                                               (    ) 

المتداكلة . كليذا  ( )       كاستبداليا بجداكؿ التكزيع  ( )       لذلؾ تـ الاستغناء عف جداكؿ 
𝜇   السبب فإنو عند إجراء الاختبار حكؿ   𝜇   4المحسكب مف العلبقة )   نقكـ بمقارنة المقدار-

 ( . فإذا كانت :22-4( مع مقدار القيمة الحرجة المأخكذة مف العلبقة )18
   

 (   )

   
        ( )                                                           (    ) 

𝝁   نقبؿ فرضية العدـ   𝝁  كذلؾ باحتماؿ ثقة ،(   ) . 
𝝁   عند قبكؿ الفرضية  كأخيران يمكننا   𝝁 ، :أف نكتب ذلؾ كما يمي 

 0 ( ̅  𝝁)      ( ̅  𝝁)  
 (   )

   
       ( )1              (    ) 

 أما إذا كانت:

   
 (   )

   
       ( )                                                               (    ) 
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𝝁   فإننا نرفض فرضية العدـ   𝝁   كنعترؼ بأف أحد )أك أكثر( مركبات شعاع المتكسطات
 في المجتمع . 𝝁شعاع التكقع لا يصمح لأف يككف ممثلبن لما يقابمو في   𝝁المفترض 

في مجتمع ما، كاختبار فيما    ك   لنفترض أننا نريد دراسة أحكاؿ متحكليف طبيعييف  (:2-4مثال )
*  𝝁إذا كاف الشعاع 

 

 
𝝁يمثؿ شعاع التكقع ،  +  *

𝜇 

𝜇 
 ليذيف المتحكليف . +

 ، ثـ نضع الفرضيتيف كما يمي:      لإجراء ذلؾ الاختبار نحدد مستكل الدلالة بػ 
   𝜇  𝜇   ك   𝜇  𝜇   مف أجؿ أحد المتحكليف عمى الأقؿ . ثـ نسحب عينة مف عناصر ذلؾ
 ، كنأخذ قيـ ىذيف المتحكليف منيا . كلنفترض إنيا كانت كما يمي:    المجتمع بحجـ 

  

 

[
  

  
]  

             

*
         

         
+

 
 

    

*
    
   

+ 

 ثـ نقكـ بحساب شعاع المتكسطات ليما، فنجد أف:

 ̅  [
 ̅ 

 ̅ 

]  [

      

 
     

 

]  *
 
 
+                       

 المشترؾ ليما فنجد أف:ثـ نقكـ بحساب عناصر مصفكفة التبايف 

    
 

   
∑(     ̅ )

 

 

   

 
(   )  (    )  (   ) 

 
  

    
 

   
∑(     ̅ )

 

 

   

 
(   )  (   )  (   ) 

 
  

 

 

      
 

   
∑(     ̅ )

 

   

(     ̅ )                                                

    
(   )(   )  (    )(   )  (   )(   )

 
   

 

 التالية : Sكبذلؾ نحصؿ عمى مصفكفة التبايف المشترؾ 
  *

   
   

+                                                                                         

 كمنيا نجد أف مقمكبيا يساكم:

    
 

    (  )(  )
*
  
  

+  [

 

 

 

 
 

 

 

  

]                                

 ( التالية:18-4مف العلبقة )   يمة ثـ نقكـ بحساب ق
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    ( ̅  𝝁 )
      ( ̅  𝝁 )                                   

  [(   ) (   )]  [

 

 

 

 
 

 

 

  

]  [
(   )

(   )
]  

    (     ) [

 

 

 

 
 

 

 

  

] *
  
 

+   (     ) [
 

 

 
 

  

]  
 

 
        

 

 

 خضع لمتكزيع التالي :ت   ( فإف 22-4كبناءن عمى العلبقة )

   
 (   )

   
        

 (   )

   
            

𝝁   كلاتخاذ القرار المناسب حكؿ فرضية العدـ   𝝁   المحسكبة مف بيانات العينة    نقارف قيمة
(   

 

 
 مع القيمة الحرجة لتكزيعيا كىي التي تساكم : (

       
 (    )  

 (   )

   
       (    )        (    )   (     )      

     مع    كبمقارنة 
 نجد أف : ( ) 

(   
 

 
)  (    (    )     )                                                                   

 

𝝁   لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ   𝝁   كنعتبر أف الشعاع𝝁  *
 
 
𝝁يمثؿ شعاع التكقع  +  *

𝜇 

𝜇 
+ 

 .         باحتماؿ ثقة    ك   لممتحكليف المدركسيف 
تكضيح الحسابات . كلا يجكز لتسييؿ ك : لقد جعمنا حجـ العينة في ىذا المثاؿ صغيران جدان ملاحظة

 الاعتماد عمى مثؿ ىذه العينات الصغيرة لإجراء الاختبارات المشابية .
خكاص التعرؽ عند بتصرؼ[ لدراسة  Johnson, Wichern , P, 173 مأخكذ مف](: 3-4مثال )
 :ىي ( متحكلات3تـ اختيار ) النساء،

،    معدؿ التعرؽ،       كمية البكتاسيكـ .   كمية الصكديكـ

]  𝝁المطمكب اختبار فيما إذا كاف شعاع القيـ الظاىرية ك 
 
  
  

يمثؿ شعاع  تلتكقعات ىذه المتحكلا [

𝝁التكقعات الفعمية في المجتمع   [

𝜇 

𝜇 

𝜇 

 .         كذلؾ بمستكل دلالة  [

𝝁    :الفرضيتيف كما يميلإجراء ىذا الاختبار كضعنا   𝝁   مقابؿ   𝝁  𝝁  ثـ سحبنا عينة ،
ثـ حسبنا متكسطاتيا كالتبايف المشترؾ ليا فكانت ’ امرأة كأخذنا قياسات تمؾ المتحكلات  25عشكائية مف 

 كما يمي:
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 ̅  *

 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

+  [
      
      
     

]          [
                 
                   
                 

] 

 فكجدنا أف:    كمنيا حسبنا المقمكب 

    [
               
                 
                

]                                          

 ( فكجدنا أف:18-4مف العلبقة )   ثـ قمنا بحساب قيمة 

     ⟦(       ) (         ) (        )  [
               
                 
                

]  *

(       )

(         )

(        )
+   

 

     [                     ] [
     
      
     

]                                                                  
 

( ) مع القيمة الحرجة         مقارنة القيمة المحسكبة كل
 مف العلبقة التالية:نقكـ بحسابيا   

 ( )
  

 (   )

   
       ( )  

    

  
      (    )       (    )       

 كبالمقارنة نجد أف:
(       )  (  

      ) 

𝝁   لذلؾ نرفض فرضية العدـ   𝝁   كنقبؿ الفرضية البديمة،          بمستكل دلالة
   𝝁  𝝁  تختمؼ كثيران  ̅ أف كاحدة أك أكثر أك بعض مركبات شعاع المتكسطات  ، التي تقكؿ

]  𝝁)قارف المركبة الثانية( عف القيمة المقابمة ليا في الشعاع المفترض 
 
  
  

. كفي ىذه الحالة لا  [

 .  𝝁يككف لدينا أم مبرر لمقكؿ بأف بيانات العينة المسحكبة تدعـ القيـ المفترضة في 
 ستخرجةالم    مخططات  بما أننا نفترض أف بيانات العينة تخضع لمتكزيع الطبيعي المتعدد، فإف

ستشكؿ خطكط مستقيمة تقريبا . كما أف    ك   ك   مف التكزيعات اليامشية )المنفردة( لممتحكلات 
أشكاؿ الانتشار لأزكاج المشاىدات سيككف ليا أشكاؿ قطكع ناقصة . كىذا ما يجعمنا نستخمص أف 

 ) كما سنرل في الأمثمة اللبحقة ( . تىذه الحالامثؿ حقيقية في تككف الفرضيات الطبيعية 
 ولمركباتو : 𝝁: تحديد مناطق الثقة لشعاع المتوسطات 4-3

، نقكـ بتعميـ فكرة مجاؿ الثقة لممتكسط  𝝁حتى نحصؿ عمى استدلاؿ كامؿ عف شعاع المتكسطات 
ف    كنشكؿ لو ما يسمى منطقة الثقة في الفضاء  𝝁عمى الشعاع المتعدد  𝜇الكحيد  ىذه المنطقة . كا 

متحكلان ىي:  Pتتحدد مف خلبؿ بيانات العينة في تمؾ المحظة . لذلؾ نفترض أنو لدينا 
ف قيميا العددية المأخكذة مف عينة حجميا                 التالية : Xتشكؿ المصفكفة  n، كا 
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 عناصر العينة                                                              

  

  

  

  

 
  

                 

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 
                                        (    ) 

 

 كما يمي : Sكتبايناتيا المشتركة تشكؿ المصفكفة  ̅ تشكؿ الشعاع  أف متكسطاتيا

 ̅  

[
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
                [

          
          

    
          

]                          (    ) 

. مف خلبؿ العلبقة  (   )تتحدد، كبدرجة ثقة    في الفضاء  𝝁فعندىا نجد أف منطقة الثقة لمشعاع 
 ( كالتي نكتبيا عمى الشكؿ التالي:4-24)

 0 ( ̅  𝝁)      ( ̅  𝝁)  
 (   )

   
       ( )1              (    ) 

 

تحقؽ ىذه العلبقة  لنا تضمف ، لأنيا (   ) منطقة نرمز ليا بػ    كىذا يعني أنو ىناؾ في الفضاء
. لذلؾ نسمييا منطقة الثقة المقابمة للبحتماؿ     (   ) أك بنسبة  (   )باحتماؿ قدره 

(   ) . 
 ،(  𝝁يقع ضمف تمؾ المنطقة )أك يشكؿ قيمة محتممة لػ   𝝁كلتحديد فيما إذا كاف أم شعاع مفترض 

̅ ) ]مف العلبقة:   𝝁ك ̅ حسب مربع المسافة ما بيف ن  𝝁 )
      ( ̅  𝝁 ) ثـ ،  [   

*نقكـ بمقارنتو مع المقدار 
 (   )

   
       ( ) فإف  ( )     ، فإذا كانت  +( )   

𝝁   يككف كاقعان داخؿ منطقة الثقة، كعندىا نقبؿ فرضية العدـ التي تقكؿ أف   𝝁الشعاع   𝝁   أما ،
𝝁   فإننا نرفض فرضية العدـ  ( )     إذا كانت   𝝁   كنقبؿ الفرضية البديمة التي تقكؿ أف

   𝝁  𝝁  ستكل دلالة قدرة كذلؾ بم  . 
𝝁   لإجراء اختبار تحقؽ الفرضية (   ) كىكذا نجد أنو يمكننا استخداـ منطقة الثقة  𝝁  

𝝁   مقابؿ  𝝁   كذلؾ مف خلبؿ دراسة فيما إذا كانت تمؾ المنطقة  (   )كباحتماؿ ثقة قدره .
   قبكلان لمفرضية    . كىذا ما يقابؿ أف تككف نتيجة الاختبار   𝝁تحتكم عمى الشعاع المفركض 

 ([24-4] انظر العلبقة ) (   )كباحتماؿ ثقة    مقابؿ 
 ؟   في الفضاء  (   ) : ما ىك شكؿ منطقة الثقة والسؤال الآن

في  فإنو يتعذر عمينا رسـ أك تجسيـ تمؾ المنطقة (   )كالجكاب ىك: أنو إذا كاف عدد المتحكلات 
 .   الفضاء 

 



 الجزء الثاني                                                                                  الفصؿ الرابع

166 

 

،   تتألؼ مف جميع النقاط في الفضاء  (   )كبصكرة عامة فإف منطقة الثقة المقابمة للبحتماؿ 
 التي تحقؽ المتراجحة التالية:

 ( ̅  𝝁)      ( ̅  𝝁)  
 (   )

   
       ( )    ( )          (    ) 

. ( )  محددان، فإف الطرؼ الأيمف يككف معمكمان كمكجبان . لذلؾ رمزنا لو بػ  معمكمان ك  كعندما يككف 
 كلتعريؼ حدكد تمؾ المنطقة نضع المتراجحة عمى شكؿ مساكاة كما يمي:

 ( ̅  𝝁)      ( ̅  𝝁)    ( )                                                     (    ) 
 

̅ )  بالرمز  𝝁إلى  ̅ كلنرمز الآف لمشعاع الكاصؿ مف   𝝁) ( كما يمي :35-4كنكتب العلبقة ) 

             ( )                                                                         (    ) 
كىنا نلبحظ أف الطرؼ الأيسر ما ىك إلا أحد الأشكاؿ النمكذجية لمعادلة القيـ الذاتية لممصفكفات الشاذة، 

 لك أخذنا المعادلة النمكذجية لمقيـ الذاتية المعرفة بالعلبقة التالية: ولأن
                                                                                                          (    ) 

ذا   S .لممصفكفة الأصمية  المقابمة لمقيـ الذاتية    فإننا نجد أف حميا ىك عبارة عف الأشعة الذاتية  كا 
 ، سنحصؿ عمى أف:       ( بضرب طرفييا مف اليسار بػ  32-4قمنا بإعادة صياغة)

                           
 كمنيا نحصؿ عمى العلبقة المميزة  التالية:

             
 

 
    

 

 
                                                    (    ) 

( ، المقابؿ لمقيـ الذاتية (       )كذلؾ لأف ،)Zىك مربع طكؿ شعاع الحؿ الذاتي    حيث أف 
𝜇)حيث     لممصفكفة  𝝁المقابؿ لمقيمة الذاتية  أك S .لممصفكفة الأصمية    

 

 
  .) 

 ( فنحصؿ عمى أف :31-4( في )33-4العلبقة )مف        كالآف نعكض 
  ( )

 
 

 

 
                                                                                  (    ) 

 يساكم: Zنجد أف طكؿ الشعاع ( 29-4كمف )كمنيا 

   √ 

 
  ( )  √ 

 
 √

 (   )

   
       ( )                  (    ) 

 

قيمة . كعندما نرتب ىذه القيـ تنازليان يككف   ، كىي تأخذ  Sىي أحد القيـ الذاتية لممصفكفة   حيث أف 
 لدينا:

 
 
  

 
  

 
   

 
                                                             (    ) 

 كىي:ؿ الأشعة الذاتية المقابمة ليا ا( نحصؿ عمى أطك 35-4كمف العلبقة )
                                                                         (    ) 

 .    في الفضاء عمى محاكره الأساسية (   ) كىك عبارة عف أنصاؼ أقطار مجسـ منطقة الثقة 
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]  ، فإنو يككف لدينا متحكلاف فقط     : عندما يككف حالة خاصة
  

  
، كأف منطقة الثقة في  [
. كترتبط مساحة كؿ منيا بقيمة  ̅ ىذه الحالة تشكؿ قطكع ناقصة في المستكل مركزىا رأس الشعاع 

، كالتي تحسب S. أما محاكرىا فتحسب مف الأشعة الذاتية المقابمة لمقيـ الذاتية لممصفكفة  ( ) الثابت 
 مف معادلة المحدد التالي :

|
               
                

|                                                                  (    ) 
 كمنيا نحصؿ عمى قيمتيف ذاتيتيف ىما: 

 
  

 
 ، ثـ نقكـ بحساب طكؿ المحكر الكبير بتعكيض  

 
 

 ( فنجد أف :35-4في )

   √
 
 

 
   ( )                                                                        (    ) 

 ثـ نقكـ بحساب طكؿ المحكر الصغير بتعكيض 
 

 ( فنجد أف:35-4في العلبقة ) 

   √
 
 

 
   ( )                                                                        (    ) 

%50 0.
99

0.95

1X

2X

2X

1X

 
   (: مناطق الثقة في 4-4الشكل )

. كليذا فإف العلبقتيف تعطيانا   المرتبطة بمستكل الدلالة  ( ) يرتبطاف بقيمة   ك   كىنا نلبحظ أف 
المرتبط  ( ) بػ طردان  مرتبط ( )  لأف]  قطكع متعددة، تزداد مساحتيا كمما تناقص مستكل الدلالة 

([ كبذلؾ نحصؿ عمى القطكع الأساسية المذككرة في الفصؿ الثالث 3-4. انظر الشكؿ ) عكسان مع
 (( كىي:6-3-3)الفقرة ) 

 % مف قيـ المشاىدات .55القطع الأكؿ: كيتضمف 
 % مف قيـ المشاىدات .95القطع الثاني: كيتضمف 
 % مف قيـ المشاىدات .99القطع الثالث: كيتضمف 
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 المحكريف مف العلبقة التالية: بيف طكلي تناسبالساب درجة كأخيران يمكننا أف نقكـ بح

  
   

   
 

√ 
 
   ( )

√ 
 
   ( )

 

√ 
 
 

√ (   )
           ( )

√ 
 
 

√ (   )
           ( )

        

 

                  

√ 
 

 

√ 
 

 

  √
 
 

 
 

                                                                  (    ) 

دراسة الاشعاع المتسرب مف أجيزة )الميكرك كايؼ( حسب حالة أبكابيا المفتكحة أك ل(: 4-4مثال )
تجربة لكؿ حالة )مفتكحة أك مغمقة( كسجمنا المعمكمات اللبزمة لكؿ      قمنا بإجراء ، المغمقة 
 ,Johnson, Wichern، ثـ حكلناىا لتتقارب مف التكزيع الطبيعي مف خلبؿ التحكيميف التالييف ]منيما

P.184 بتصرؼ: ] 

 كمية الإشعاع في حالة الأبكاب المغمقة√   

 
 

 كمية الإشعاع في حالة الأبكاب المفتكحة√   

 
 

 يما المشترؾ كما يمي:ييما كمصفكفة تباينيفكاف شعاع متكسط
 ̅  *

     
     

+                        *
            
            

+ 
 

 .          لػ كالمطمكب إيجاد منطقة الثقة المقابمة
 فنجد أف: ،      كلذلؾ يجب عمينا حساب ، ( 28-4الحؿ: لإيجاد ىذه المنطقة نعتمد عمى العلبقة )

    *
               
               

+ 
 ( فنجد أف:29-4مف العلبقة )حساب منطقة الثقة نقكـ بثـ 

    ( ̅  𝝁 )
      ( ̅  𝝁 )  

 (   )

   
      ( )    ( )       (    ) 

 

  [(      𝜇 )  (      𝜇 ) ]  *
               
               

+  [
(      𝜇 )

(      𝜇 )
] 

 
 (  )

  
     (    )                  

(    )     كذلؾ لأف   ، كالمتراجحة السابقة تأخذ الشكؿ التالي:      
  (       )(      𝜇 )

    (       )(      𝜇 )
  

   (      )(      𝜇 )(      𝜇 )       
         احتماؿ الثقة  الثاني ذم القطع الناقصمعادلة كىي العلبقة التي تعطينا 
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*  𝝁كلنفرض الآف أنو يطمب مننا أف نختبر فيما إذا كاف الشعاع 
     
     

يقع ضمف منطقة الثقة  +
 . 5995السابقة كذلؾ باحتماؿ ثقة 

 لذلؾ نعكض ذلؾ الشعاع في معادلة القطع السابؽ فنجد أف:
  (       )(           )    (       )(           )  
   (      )(           )(           )            

 

*  𝝁أم أف الشعاع 
     
     

كبناء عمى ذلؾ نقبؿ فرضية العدـ  . يقع ضمف منطقة الثقة السابقة +
   𝝁  𝝁   مقابؿ    أم أنو لا يمكف رفض  ،(   )باحتماؿ ثقة   𝝁  𝝁   كبمستكل دلالة

ف القطع الناقص الثاني الذم يمثؿ منطقة الثقة السابقة يرسـ في المستكل    :الشكؿ التالي . كا 

2X

2 0.603X 

1 0.564X 

0.95

1

2

2e
1e

 
 5995(: منطقة الثقة ذات الاحتمال 5-4الشكل )

كلذلؾ نحسب أكلان ، ( 45-4( ك)39-4كلحساب طكلي محكرم ذلؾ القطع عمينا أف نطبؽ العلبقتيف )
 :مف المعادلة التالية  Sالقيـ الذاتية لممصفكفة 

|
               
                

|  |
                     
                      

|    
 

 كمنيا نحصؿ عمى المعادلة المميزة التالية:
(        )(        )  (      )    

 يا نحصؿ عمى القيمتيف الذاتيتيف التاليتيف:بحمك 
                                             

 :لكؿ منيما فنجد أنيما يساكياف  يفالمقابم يفالكاحدي فالذاتيالشعاعيف ثـ نقكـ بحساب 
   *

     
     

+                              *
      
     

+  
 كاعتمادان عمى ىذه البيانات نقكـ بحساب نصؼ طكؿ المحكر الكبير مف العلبقة التالية:
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   √
 
 

 
 √

 (   )

   
      (    )  √

     

  
√
 (  )

  
(    )        

 

 ثـ نحسب نصؼ طكؿ المحكر الصغير فنجد أف:

   √
 
 

 
√
 (   )

   
      ( )  √

     

  
√
 (  )

  
(    )        

 

ف ىذيف المحكريف يكازياف الشعاعيف  كما ىك مبيف عمى   المرسكميف مف النقطة المركزية    ك   كا 
 ( .5-4الشكؿ )

 كأخيران نقكـ بحساب نسبة طكلي المحكريف مف العلبقة التالية :

  
   

   

 √
 
 

 
 

 √
     

     
 

    

     
                                             

 

 مرة . 396أم أف طكؿ المحكر الكبير أكبر مف طكؿ المحكر الصغير بػ 
 : مجالات الثقة المنفردة والمتزامنة:4-4

 تعطى بكاسطة العلبقة التالية:           المؤلؼ مف المتحكلات  Xلقد رأينا أف منطقة الثقة لمشعاع 

 ( ̅  𝝁)    ( ̅  𝝁)    ( )  
 (   )

   
      ( ) 

 

 Xكالآف سنبحث في إيجاد منطقة الثقة لأم تركيب خطي لتمؾ المتحكلات ، لذلؾ نفترض أف الشعاع 
ىك تركيب خطي مف تمؾ المتحكلات معرؼ  Z، كأف  (   𝝁) يخضع لمتكزيع الطبيعي المشترؾ 

 بالعلبقة التالية :

                   [        ] [

  

  

 
  

]  𝓵               (    ) 

 

 في المجتمع يساكم: Zكبذلؾ نجد أف التكقع الحقيقي لػ 
𝜇   ( )   (    )     ( )  𝓵  𝝁                                               (    ) 

ف تباينو    في المجتمع كا 
 يساكم:  

  
      ( )     (𝓵  )  𝓵     ( )  𝓵  𝓵     𝓵                 (    ) 

 . (        𝝁  ) يخضع لمتكزيع الطبيعي  Zف أم أ
ذا سحبنا عينة بحجـ  منيا كحسبنا شعاع متكسطاتيا  Xمف ذلؾ المجتمع كأخذنا قياسات المتحكلات  nكا 

 مف العلبقتيف التاليتيف : Zفإنو يمكننا تقدير متكسط كتبايف  ، Sكمصفكفة تباينتيا المشتركة  ̅ 
 ̅  𝓵   ̅                   

  𝓵     𝓵                                     (    ) 
ىي مصفكفة التباينات المشتركة المحسكبة  Sالمحسكب مف العينة، ك Xىك شعاع متكسطات  ̅ حيث 

 مف العينة .
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( المتعمؽ 45-4مف خلبؿ التركيب الخطي ) ̅ ىك متحكؿ عشكائي مرتبط بػ ̅ كىنا نلبحظ أف المتكسط 
 . كىنا نميز بيف الحالات التالية: 𝓵أيضان بقيـ الشعاع 

  ثابتاً وكان  𝓵: الحالة الأولى : إذا كان الشعاع 4-4-1
  مقدراً بواسطة   

  
يحسب ككأنو متحكؿ كاحد بالاعتماد عمى  𝜇  𝓵 𝝁لمتكقع  (   )ذم الاحتماؿ  إف مجاؿ الثقة

 مؤشر اختبار )ستكدينت( التالي: 
| |  |

 ̅  𝜇 

   √ 
|      (

 

 
)                                                                 (    ) 

 

 ( التالية :6-4يحسب مف العلبقة المشابية لػ )  𝜇كىذا يقكدنا إلى أف مجاؿ الثقة لػ 
 ̅      (

 

 
)
  

√ 
 𝜇   ̅      (

 

 
)  

  

√ 
                                  (    ) 

 

 التالي: 𝜇  لػ أك   𝜇لػ  ( نحصؿ عمى مجاؿ الثقة45-4مف العلبقة )   ك ̅ كبتعكيض 

𝓵  ̅      (
 

 
)  

√     

√ 
 𝓵 𝝁  𝓵  ̅      (

 

 
)
√     

√ 
              (    ) 

 

)    حيث أف 
 

 
التي تترؾ عمى ، درجة حرية     ىي القيمة الحرجة لمتحكؿ )ستكدينت( عند  (

)يمينيا نصؼ مستكل الدلالة 
 

 
) . 
  𝜇ك  𝜇( لمحصكؿ عمى مجالات ثقة لكؿ مف التكقعات المنفردة 48-4كيمكننا الاستفادة مف العلبقة )

( قيمة تساكم  𝓵) أو  𝓵، كذلؾ بإعطاء إحدل مركبات  𝝁المكجكدة في مركبات الشعاع   𝜇... ثـ 
عطاء بقية المركبات قيمان صفرية عمى التكالي:  الكاحد كا 

كعندىا  (          ) 𝓵فإننا نضع   𝜇فمثلبن: نجد أنو إذا كنا نريد إيجاد مجاؿ الثقة لمتكقع المنفرد 
 نجد أف:

𝓵 𝝁  (           )  [

𝜇 

𝜇 

 
𝜇 

]  𝜇                                                                           

𝓵  ̅  (         )  

[
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
  ̅                                                              (    )

𝓵   𝓵  (         )  [

          
          

    
          

]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

                                        

 

 التالي:  𝜇( الشكؿ الخاص بػ 48-4كبذلؾ تأخذ العلبقة المركبة )
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 ̅      (
 

 
)  √

   
 

 𝜇   ̅      (
 

 
)  √

   
 

                      (    ) 
 

 بمفرده .  ̅ ( لمجاؿ الثقة لتكقع المتحكؿ 6-4كىي نفس الصيغة المعرفة في )
كذلؾ  ،الأخرل           كىكذا يمكننا أف نحصؿ عمى مجالات الثقة المنفردة لتكقعات المتحكلات 

ثـ ،  عمى الترتيب(           )   ك... (           )  ثـ  (           )  بكضع 
 عمى التكالي :  𝜇  𝜇  𝜇فنحصؿ عمى مجالات الثقة لمتكقعات، ( 48-4) العلبقة تعكيضيا في

 ̅      (
 

 
)√

   
 

 𝜇   ̅      (
 

 
)  √

   
 

 ̅      (
 

 
)√

   

 
 𝜇   ̅      (

 

 
)  √

   

 
                       

 ̅      (
 

 
)√

   

 
 𝜇   ̅      (

 

 
)  √

   

 

                   (    ) 

 

، كلكف ىؿ (   )باحتماؿ ثقة قدره   𝜇يتضمف ذلؾ التكقع   𝜇كىنا نلبحظ أف مجاؿ الثقة لكؿ تكقع 
 ؟. (   )احتماؿ تحققيا معان يساكم 

ىك احتماؿ الثقة الكمي الذم يضمف لنا أف تحتكم جميع مجالات الثقة  كىنا يبرز أمامنا السؤاؿ التالي: ما
 ؟  𝜇السابقة معان عمى جميع التكقعات المنفردة 

( معان بحادث تحقؽ 51-4يع المتراجحات )كلتسييؿ الإجابة عمى ىذا السؤاؿ نسمي حادث تحقؽ جم
مستقمة عف بعضيا البعض، فعندىا           المجالات المتزامنة، كلنفترض الآف أف المتحكلات 

، المقابمة (   )يمكننا حساب احتماؿ الثقة الكمي مف خلبؿ تطبيؽ قاعدة ضرب احتماؿ الثقة 
 لمجالات الثقة المنفردة ليا .

 كنكتب ذلؾ كما يمي:
 )لأنيا مستقمة([= جداء احتمالاتيا  𝜇( قيـ التكقعات 51-4احتماؿ ] أف تحتكم جميع المجالات )

 أم أف:
 [                  (    )        𝜇   ]               مرة (   ) (   )(   ) 
 (   )  (   )                                                                                                       (    ) 

كأف عدد          ككمثاؿ عمى ذلؾ : لنفترض أف احتماؿ الثقة لكؿ مف المجالات المنفردة كاف: 
(       51-4، فعندىا نجد أف احتماؿ الثقة لتحقؽ جميع المتراجحات )    المتحكلات المدركسة 

 معان يساكم:
 (   )  (   )  (    )         
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باحتماؿ الثقة الكمي لحادث  (   ) بكثير. كيسمى الاحتماؿ الأخير         كىك أصغر مف 
 (   ) ( معان كبشكؿ متزامف، كحتى نجعؿ ذلؾ الاحتماؿ الكمي المتزامف 51-4تحقؽ المجالات )

تكسيع المجالات في  أك أكبر منو، عمينا أف نعمؿ عمى (        )مساكيان لاحتماؿ الثقة المعتمد 
يأخذ قيمة ثابتة، فإف   أف الشعاع  -في ىذه الحالة –بما أننا اعتبرنا لكف ( بمقادير مناسبة، ك 4-51)

) عممية التكسيع تقتضي استبداؿ القيمة الحرجة 
 

 
 بقيمة أكبر منيا في كؿ مف ىذه المجالات . فييا (

) ( لا ترتبط بػ 51-4مجالات الثقة في ) كحتى نعالج ىذه المسألة بشكميا العاـ، نلبحظ أف سعات
 

 
) 

.   ( تشير بكضكح إلى أنيا ترتبط أيضان بشعاع أمثاؿ التركيب الخطي 48-4فقط ، بؿ إف العلبقة )
[. كلذلؾ سنأخذ الحالة العامة  S] كذلؾ مف خلبؿ المصفكفة  nكبحجـ العينة   ككذلؾ بعدد المتحكلات 

 كنعالجيا كما يمي:ة متعددة كمحددة تأخذ قيمان متغير   التي تعتبر أف 
 

 متغيراً ويأخذ قيماً متعددة ومحددة 𝓵: الحالة الثانية : الحالة التي يكون فييا 4-4-2
ف ك42-4عدد كبير مف التراكيب الخطية مثؿ ) عندىا يككف لديناك  منيا يؤثر بطريقتو الخاصة  ؿ(، كا 

بمعالجة تأثير ىذه التراكيب لما سبؽ (. كسنقكـ بطريقة مشابية 48-4عمى سعات مجالات الثقة في )
، كبحيث يبقى احتماؿ الثقة           لمتحكلات االخطية عمى مجالات الثقة المتزامنة لتكقعات 

 تلك كانت لدينا عينة مف البيانات عف المتحكلا. كىذا يعني أنو (   )الكمي المتزامف ليا مساكيان لػ 
( 48-4يأخذ أية قيمة عممية فإف حدكد مجالات الثقة في العلبقة المركبة ) 𝓵 ، ككاف          

ف مراكزىا تتشكؿ مف القيـ  تككف مرتبطة بقيـ  ( التي تأخذ الشكؿ 46-4التي تحقؽ العلبقة ) 𝝁  ، كا 
 التالي:

| |  |
 ̅  𝜇 

   √ 
|  |

√ (𝓵  ̅  𝓵 𝝁)

√𝓵  𝓵
|      (

 

 
)                                (    ) 

 كبتربيع الطرفيف نحصؿ عمى أف:
   

 (𝓵  ̅  𝓵 𝝁) 

𝓵  𝓵
 

 [𝓵 ( ̅  𝝁)] 

𝓵  𝓵
     

 (
 

 
)                                (    ) 

 

صغيران    ، التي تجعؿ المقدار  𝓵 𝝁كىذا يعني أف منطقة الثقة المتزامنة تعطى مف خلبؿ مجمكعة قيـ 
    نسبيان كأصغر مف المقدار 

 (
 

 
ذا أخذنا الحالة الحدية ، ك  𝓵، كذلؾ مف أجؿ جميع القيـ الممكنة لػ ( ا 

             فإنو يككف لدينا ما يمي: 
 (

 

 
) . 

     ةالثابت الحرجة قيمةالكىذا يجعمنا نتكقع أنو إذا استبدلنا 
 (

 

 
( 54-4الكاردة في العلبقة الأخيرة ) (

ذا أخذنا قيـ  ، ( )  كالتي نرمز ليا بػ  ، ابأكبر قيمة لي فإنو ، (54-4التي تحقؽ المتراجحة ) 𝓵كا 
 يككف لدينا ما يمي:

              
 

     ( )                                                                        (    ) 
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 فإننا سنتكصؿ إلى أف:كبالتالي 
   

 
       

 

 [𝓵 ( ̅  𝝁)] 

𝓵  𝓵
 (    )           مف أجؿ جميع قيـ                   ( )   

̅   و 𝓵  : نجد أنو عندما نضع (*)ز(ر شكا -كبناءن عمى نظرية )ككشي  𝝁 نجد أف:    ك 

   
 

        
 

[𝓵 ( ̅  𝝁)] 

𝓵  𝓵
  ( ̅  𝝁)     ( ̅  𝝁)               (    ) 

   حصائية تساكم مربع المسافة الإ   الممكنة لػ قيـالمف أجؿ جميع    كىكذا نجد أف القيمة العظمى لػ 
ف حميا يتناسب مع الشعاع  ̅ )   . كا   𝝁)  ، أم أف حميا𝓵  يساكم𝓵       ( ̅  𝝁)  

 عمى الشكؿ التالي:( 56-4كمما سبؽ نجد أنو يمكننا أف نكتب العلبقة )

   
 [𝓵 ( ̅  𝝁)] 

𝓵  𝓵
 (    )               مف أجؿ جميع قيـ                              ( )   

 أك عمى الشكؿ التالي:
    ( ̅  𝝁)    (  𝝁)    ( )                                                 (    )   

 لمنطقة الثقة المتزامنة يحسب كما يمي :كمنيا نجد أف احتماؿ الثقة الكمي 
 [     ( )]                                                                         (    ) 

 بكاسطة العلبقة: Fالمرتبط بتكزيع فيشر  (       ) Hotellingتخضع لتكزيع    كلكف بما أف 

       
  

 (   )

   
                                                                          (    ) 

       بالقيمة الحرجة  ( )  فإنو يمكننا استبداؿ 
، المحسكبة Fأك بالقيمة الحرجة المقابمة ليا  ( ) 

 ذلؾ كما يمي : ضعكن، ( 61-4مف العلبقة )

  ( )         
 ( )  

 (   )

   
       ( )                                            (    ) 

 تأخذ الشكؿ التالي:نجد أنيا ( 65-4العلبقة )كبتعكيض ذلؾ في 
 0   

 (   )

   
       ( )1                                                                (    ) 

 كما يمي:  مف أجؿ جميع قيـ    الثقة لػ  يمكننا أف نكتب مجاؿكبالعكدة إلى الرمكز السابقة  

 0
 (𝓵  ̅  𝓵 𝝁) 

𝓵  𝓵
   ( )1                       (         )                       (    ) 

̅  𝓵)نحصؿ عمى أف مجاؿ الثقة لممقدار كجذرىا يا بعد معالجتك   𝓵 𝝁) : يساكم 

  ( )√
𝓵  𝓵

 
 (𝓵  ̅  𝓵 𝝁)   ( )√

𝓵  𝓵

 
                                              (    ) 

                                    

]                                                         شكارز( ىي أف: -: إف خلبصة نظرية )ككشي  (*)
(    )

 

      
]           

ف متراجحة )ككشي           (    )( ىي:                                                                    شكارز -كا 
 

      
        

ف حميا بالنسبة لػ                     يساكم:                                                                                Xكا 
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 الذم يأخذ الشكؿ التالي:، 𝓵مف أجؿ جميع قيـ  𝓵 𝝁نحصؿ عمى مجاؿ الثقة لػ وأخيراً 

𝓵  ̅   ( )√
𝓵  𝓵

 
 𝓵 𝝁  𝓵  ̅    ( )√

𝓵  𝓵

 
                      (    ) 

 

 يساكم: 𝓵 𝝁( نحصؿ عمى أف مجاؿ الثقة لػ 62-4بما تساكيو مف ) ( ) كباستبداؿ 

𝓵  ̅  √
 (   )

   
       ( )  √

𝓵  𝓵

 
 𝓵 𝝁  𝓵  ̅  √

 (   )

   
       ( )  √

𝓵  𝓵

 
     (    ) 

 

العلبقة مف خلبؿ  𝓵كلجميع القيـ الممكنة لػ  𝓵 𝝁لػ  الثقة المتزامنة مجالاتكىكذا نككف قد حصمنا عمى 
لأنو يتـ تحديد معاملبت الثقة ليا مف التكزيع  ،  ( . كتسمى ىذه المجالات بمجالات4-67)

باحتماؿ ثقة  𝓵 𝝁 ، كىي تضمف لنا أف تحتكم عمى(       )علبقتو مع  خلبؿ  أك مف (       )
 . 𝓵كمف أجؿ جميع قيـ  (   )

  𝜇  𝜇   𝜇( في استنتاج مجالات الثقة المتزامنة لمتكقعات الفردية 67-4كيستفاد مف العلبقة )
 عمى التكالي:  𝓵 ، كذلؾ بكضع قيـ اختيارية لػ          لممتحكلات 

𝓵 
  (         )  𝓵 

  (           )                𝓵 
  (           ) 
 ( نحصؿ عمى ما يمي :67-4في العلبقة )  قيـ لػ فنجد أنو عندما نعكض ىذه ال

𝓵 
 𝝁  𝜇     𝓵 

 𝝁  𝜇       𝓵 
 𝝁  𝜇       𝓵 

 𝝁  𝜇      

𝓵 
  ̅   ̅      𝓵 

  ̅   ̅      𝓵 
  ̅   ̅       𝓵 

  ̅   ̅      

𝓵 
  𝓵     𝓵 

  𝓵     𝓵 
  𝓵      𝓵 

  𝓵     

              (    ) 

 

 تأخذ الأشكاؿ التالية :  𝜇  𝜇   𝜇 متكقعاتكبذلؾ نجد أف مجالات الثقة المتزامنة لػ

 ̅  √
 (   )

   
       ( )  √

   
 

 𝜇   ̅  √
 (   )

   
       ( )  √

   
 

 ̅  √
 (   )

   
       ( )  √

   
 

 𝜇   ̅  √
 (   )

   
       ( )  √

   
 

                                

 ̅  √
 (   )

   
       ( )  √

   

 
 𝜇   ̅  √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

            (    ) 

 

ف احتماؿ تحققيا بشكؿ  (   )عممان بأف احتماؿ الثقة في كؿ مف ىذه المجالات أكبر أك يساكم  ، كا 
 .(   )متزامف يساكم 

،  ( 𝜇  𝜇)( لاستخراج مجاؿ الثقة لمفرؽ بيف أم تكقعيف 67-4كما يمكف الاستفادة مف العلبقة )
 ، بحيث يككف ليا الشكؿ التالي: 𝓵ـ كلذلؾ نضع قيـ اختيارية مناسبة ؿ

𝓵  (                 ) 
 فإننا نحصؿ عمى أف :     ك      فعندما نضع 

𝓵 𝝁  𝜇  𝜇                  𝓵  ̅   ̅   ̅ 

𝓵  𝓵              
                                             (    ) 
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 ( نحصؿ عمى المجاؿ التالي:67-4كبالتعكيض في العلبقة )

( ̅   ̅ )  √
 (   )

   
       ( )  √

            

 
 𝜇  𝜇  ( ̅   ̅ )   

              √
 (   )

   
       ( )  √

            

 
                                  (    ) 

 

المتزامنة تككف مجالات مثالية لمبيانات الاستطلبعية    كىنا نشير إلى أف مجالات الثقة 
(Snooping ف احتماؿ الثقة ، لأنو يمكننا تقدير 𝓵يبقى دكف تغير مف أجؿ أم خيار لػ  (   )(. كا 

 كؿ جدارة مف خلبؿ الانحدار المتعدد .ب  𝜇معاملبت التركيب الخطي لممركبات 
بتصرؼ[ لتقدير مستكيات كمجالات  Johnson, Wichern P. 185]مأخكذ مف:  (:5-4مثال )

عمى  كاعتمدنا     سحبنا عينة مف الطلبب بحجـ  ،الثقة لمنتائج الامتحانية في الشيادة الثانكية
. ثـ حسبنا شعاع    علبمة العمكـ  –   علبمة الرياضيات  –   ثلبثة متحكلات ىي: المجمكع العاـ 

 ليا فكانت كما يمي: ةالمشترك اتالمتكسطات كمصفكفة التباين

 ̅  [
      
     
     

]                       [
                   
                 
                

] 
 

 .       بمستكل دلالة   𝜇ك  𝜇ك  𝜇كالمطمكب : حساب مجالات الثقة المتزامنة لػ 
(، لذلؾ نقكـ أكلان بحساب القيمة الحرجة 69-4الحؿ: لحساب المجالات المطمكبة نطبؽ العلبقات )

 المشتركة فييا كىي:
 (   )

   
       (    )  

 (    )

(    )
      (    )  

 (  )

  
(    )       

 

 ( نحصؿ عمى مجالات الثقة المتزامنة التالية:69-4كبتعكيض ذلؾ في المعادلات )

   𝜇         √    √
       

  
 𝜇         √    √

       

  
 

         𝜇                                           أم أف :                   
 

   𝜇        √    √
      

  
 𝜇        √    √

      

  
 

        𝜇                                             أم أف :               
 

   𝜇        √    √
     

  
 𝜇        √    √

     

  
 

        𝜇                                                أم أف :            



 الجزء الثاني                                                                                  الفصؿ الرابع

177 

 

في     بكاسطة الرسـ اليامشي    كىنا يجب أف نشير إلى أف نتائج تحميؿ بيانات المؤشر 
متحكلان خاضعان لمتكزيع الطبيعي . كلكننا مع ذلؾ، نجد    المستكل، لـ تعطينا أم مبرر جدم لاعتبار 

ؿ بشرط التكزيع يعتبر حجمان كافيان لمحكـ عمى أف ىذه البيانات لا تخ     أف حجـ العينة الكبير 
 الطبيعي .

لجميع المجالات المتزامنة لمركبات المتكسطات  (   ): حتى نضمف تحقؽ قيمة الاحتماؿ ملاحظة
، تككف أطكاليا أكبر مف أطكاؿ  معان  nك  عمى   تعتمد عمىالتي    نلبحظ أف المجالات المتزامنة 

 . (   )الاحتماؿ ، مع إف كؿ منيما يحقؽ  فقط nتعتمد عمى ، الي  tالمجالات المنفردة 

√فإف مضاريب المقادير     ك     ك         فمثلبن نجد أنو عندما يككف لدينا 
   

 
في  

 ما يمي:ل( تككف مساكية 51-4العلبقة )
    (

 

 
)     (     )        

√بينما نجد أف مضاريب المقدار 
   

 
  يمي: مساكية لماتككف  (69-4في العلبقة ) 

√
 (   )

   
       ( )  √

 (  )

  
      (    )  √

 (  )

  
(    )       

 

إف المجالات ( . أم 51-4تككف أكسع منيا في العلبقة ) (69-4كىكذا نجد أف المجالات في العلبقة )
 المتزامنة تككف أكسع مف المجالات المنفردة بنسبة تساكم ]في ىذا المثاؿ[ ما يمي:

(          )

     
         

  ك  حسب قيـ    كالمجالات المتزامنة  tة دكنكرد فيما يمي جدكلاا لبعض القيـ الحرجة لممجالات المنفر 
 .         كعندما يككف 

 .         يكون عندماو   ك  حسب قيـ (: أطوال المجالات المنفردة والمتزامنة 1-4جدول )

√القيمة الحرجة لـ 
 (   )

   
القيمة الحرجة  ( )       

    (     ) 
 nحجم العينة 

         
11.52 4.14 2.145 15 
6.39 3.63 2.364 25 
5.35 3.31 2.313 53 
4.61 3.19 1.973 133 
4.28 3.38 1.963 ∞ 

 [ Johnson wichern P. 189المصدر: ] 
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تزداد مع  ، t دةبالنسبة لممجالات المنفر    كمف الجدكؿ السابؽ نلبحظ أف سعة المجالات المتزامنة 
 ثابتة ( . P)إذا كانت  nثابتة ( كتتناقص مع ازدياد  n)إذا كانت  Pزيادة 
 ( لممقارنات المتعددة :Bonferroni: طريقة )بونفيروني 4-4-3

كف أف عدد عبارات الثقة المنفردة قميلبن ، كمف الممكبالتالي    عدد المتحكلات كىي تطبؽ عندما يككف
قميلبن، أك  𝝁 عدد مركبات شعاع المتكسط  إذا كاف  ، أم أنوتككف أفضؿ مف طريقة المجالات المتزامنة

فإنو يمكف تطكير مجالات الثقة المتزامنة كجعميا أصغر مما ىي  ، التراكيب الخطية قميلبن عدد   كاف 
كنفيركني( ب) :المتعددة تدعى طريقة ( ، كالطريقة البديمة لممقارنات69-4)المذككرة في    في عبارات 

قبؿ  -نفيركني( في الاحتمالات . كلشرح ىذه المتراجحة، نفترض مسبقان ك لأنيا تعتمد عمى متراجحة )ب
 𝓵 إنو يطمب منا إنشاء عبارات الثقة لػ -سحب العينة

  𝝁 تركيبان خطيان معطيان كما يمي:   في 
𝓵 
  𝝁     𝜇     𝜇       𝜇 

𝓵 
  𝝁     𝜇     𝜇       𝜇 

                
𝓵 
  𝝁     𝜇     𝜇       𝜇 

                                            (    ) 

 

 𝓵ىك حادث تحقؽ انتماء القيمة    كلنفترض أف الحادث 
  𝝁  ف احتماؿ إلى عبارة الثقة المطمكبة، كا 

 تحقؽ ىذا الحادث فييا يساكم:
 [      ]                                                                  (    ) 

 يساكم :   كبذلؾ نجد أف احتماؿ عدـ تحقؽ الحادث 
 [       ]                                                                                      (    ) 

 معان )بشكؿ متزامف( يساكم:   أخرل نجد أف الاحتماؿ الكمي لتحقيؽ جميع الحكادث كمف جية 

 [           ]     0
                    

عدـ تحقؽ كاحد عمى الاقؿ مف   
1                                               

 

 [           ]    ∑ [        ]

 

   

                                                                   
 

 [           ]    (          ]                                     (    ) 
 

كبذلؾ نحصؿ عمى حالة خاصة لمتراجحة )بكنفيركني(، التي تعطينا كسيمة لمتحكـ في احتماؿ الخطأ 
 بغض النظر عف الارتباطات الييكمية بيف عبارات الثقة . [          ]الكمي 

ف ىذه الكسيمة تككف مفيدة لمتحكـ في معدؿ الخطأ مف أجؿ مجمكعة مف العبارات اليامة كتحقيؽ  كا 
 التكازف بينيا بكاسطة خيار آخر مف العبارات غير اليامة .

تركيبان  mكالمؤلفة مف كالآف سنقكـ بتطكير تقديرات المجالات المتزامنة مف أجؿ المجمكعة المختصرة 
. كاعتمادان عمى الأىمية النسبية ليذه المركبات، نجد أف المجاؿ  𝝁 مف  𝜇التي تتضمف المركبات  فقط ،
 ( التالية :51-4)يعطى مف خلبؿ     خاصة كباحتماؿ دلالة  𝜇لممركبة   المنفرد 
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 * ̅      (
  

 
)√

   
 

 𝜇   ̅      (
  

 
)√

   
 
+                                   (    ) 

 

ذا جعمنا )أك افترضنا( أف قيـ     متساكية كتساكم :    كا 
 

 
فإننا نجد  ،(76-4كعكضنا ذلؾ في ) 

 يأخذ الشكؿ التالي:  𝜇أف المجاؿ السابؽ لػ 

 * ̅      (
 

  
)√

   
 

 𝜇   ̅      (
 

  
)√

   
 
+    

 

 
                             (    ) 

 

( يمكننا أف نستخمص مباشرة أف الاحتماؿ الكمي لأف تتضمف 75-4كبناء عمى متراجحة )بكنفيركني( )
 يساكم :  𝜇( التكقعات 77-4جميع المجالات في )

 *     ̅      (
 

  
)√

   

 
         𝜇          +    [

 

 
 

 

 
  

 

 
]          

 أم أف
        [             𝜇

 
]                                                                     (    ) 

 . (   )باحتماؿ ثقة أكبر أك يساكم   𝜇لػ ( تعطينا مجالات منفردة 78-4كبذلؾ نجد أف العلبقة )
مساكيان   أم نجعؿ عدد التراكيب الخطية  (   )كيفضؿ في كثير مف الحالات أف نجعؿ أك نضع 

 ( تعطينا المجالات المتزامنة التالية:78-4، كعندىا نجد أف العلبقة )  لعدد المتحكلات 

 ̅      (
 

  
)√

   
 

 𝜇   ̅      (
 

  
)√

   
 

 ̅      (
 

  
)√

   

 
 𝜇   ̅      (

 

  
)√

   

 
                       

 ̅      (
 

  
)√

   

 
 𝜇   ̅      (

 

  
)√

   

 

                         (    ) 

 

ف احتماؿ الثقة (   )كىنا نلبحظ أف احتماؿ الثقة الكمي ليذه المجالات المتزامنة أكبر أك يساكم:  ، كا 
     المنفرد لكؿ منيا يساكم: 

 

 
 . 

حيث تـ استبداؿ ، ( 69-4المجالات المتزامنة في )ىيكميان ( تشابو 79-4كما نلبحظ أف المجالات )
(   ) المضاريب 

   
)    بالمضاريب  ( )       

 

  
، أم أف أطكاؿ )سعات( المجالات قد  (

 كىي: (67-4في ) تغيرت )تقمصت( كلكنيا حافظت عمى نفس الصيغة الييكمية

𝓵  ̅  (              )√
𝓵  𝓵

 
                                                           (    ) 
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ت المتزامنة بطريقة بعد حساب المجالا   كلحساب معدؿ التقمص الذم طرأ عمى المجالات المتزامنة 
 مف العلبقة :   نحسب نسبة طكؿ مجاؿ )بكنفيركني( عمى طكؿ مجاؿ  )بكنفيركني(،

  
 طكؿ مجاؿ (بكنفيركني)

 طكؿ مجاؿ  
 

  

   
 

    (
 
  

)

 (   )
   

       ( )
             (    ) 

 

 كبذلؾ نجد أف معدؿ التقمص يساكم : ،     ك  ̅ كنلبحظ أف ىذه النسبة لا تتعمؽ بالكميات العشكائية  
                                                                                       (    ) 

التعرؽ عند النساء . كلنقـ بحساب المجالات المنفردة ( عف 3-4: لنتابع معالجة المثاؿ )(6-4مثال )
كطريقة     طريقة المجالات المتزامنة ،tطريقة المجالات المنفردة  ،كالمتزامنة بالطرائؽ المختمفة

 )بكنفيركني( فنجد أف :
 يا نطبؽ العلبقة :فيك : tأولًا: طريقة المجالات المنفردة 

 ̅      (
 

 
)√

   

 
 𝜇   ̅      (

 

 
)√

   

 
                            ( ) 

 

)    فإف      كأف        كباعتبار أف 
 

 
)     (     )  كبما أف:       

 ̅  [
     
      
     

]                       [
                  
                   
                 

] 
 

فنحصؿ عمى المجالات   𝜇ك  𝜇ك  𝜇السابقة لحساب مجالات التكقعات  ( ) نعكض ذلؾ في العلبقة
 المنفردة التالية :

      (     )√
     

  
 𝜇        (     )√

     

  
                        

 

       𝜇                       
 

       (     )√
       

  
 𝜇         (     )√

       

  
 

 

       𝜇                         
 

      (     )√
     

  
 𝜇        (     )√

     

  
                   

 

       𝜇                       
 

 يا نطبؽ العلبقة:في: ك    ثانياً: طريقة المجالات المتزامنة 

 ̅  √
 (   )

   
       ( )  √

   
 

 𝜇   ̅  √
 (   )

   
       ( )√

   
 

      ( ) 
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 نقكـ أكلان بحساب معامؿ القيمة الحرجة فنجد أف:
 (   )

   
       ( )  

 (  )

  
     (    )  

 (  )

  
(      )          

 

فنحصؿ عمى ،   𝜇ك  𝜇ك  𝜇السابقة لحساب مجالات التكقعات  ( ) ثـ نعكض ذلؾ في العلبقة
 المجالات المتزامنة التالية :

      √        √
     

  
 𝜇        √        √

     

  
                

 

       𝜇                        
 

       √        √
       

  
 𝜇         √        √

       

  
 

 

        𝜇                      
 

      √        √
     

  
 𝜇        √        √

     

  
             

 

       𝜇                         
 يا نطبؽ العلبقة:في: ك  ثالثاً: طريقة )بونفيروني(

 ̅      (
 

  
)√

   

 
 𝜇   ̅      (

 

  
)√

   

 
                           ( ) 

 

)    لذلؾ نقكـ بحساب القيمة الحرجة 
 

  
 فنجد أف: (

    (
 

  
)     (

    

   
)     (       )        

 

 فنجد أف:  𝜇ك  𝜇ك  𝜇السابقة لحساب مجالات التكقعات  ( ) في العلبقة ذلؾ ثـ نعكض

      (     )√
     

  
 𝜇        (     )√

     

  
              

 

       𝜇                         
 

       (     )√
       

  
 𝜇         (     )√

       

  
 

 

        𝜇                       
 

      (     )√
     

  
 𝜇        (     )√

     

  
                 

 

       𝜇                     
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 الجدكؿ التالي: نضعيا فيؿ ىذه المجالات حسب الطرائؽ الثلبثة اكمف أجؿ مقارنة أطك 
   𝜇ك  𝜇ك  𝜇(: أطوال مجالات الثقة حسب الطرائق الثلاثة لـ 2-4جدول )

طريقة المجالات  (طريقة )بكنفيركني Qالنسبة 
   المتزامنة 

طريقة المجالات 
 tالمنفردة 

 التكقع

418417 119918 214844 1.5881 𝜇  

418417 1615936 2416958 1312346 𝜇  
418417 212364 217888 1.27828 𝜇  

 

كمف الجدكؿ السابؽ نلبحظ كيؼ أف أطكاؿ )سعات( المجالات تتغير مف طريقة لأخرل، كنلبحظ أف 
أكبر مف أطكاليا في الطريقتيف الأخيرتيف . كما نلبحظ     أطكاؿ المجالات حسب المجالات المتزامنة 

 كالثانية . أف أطكاؿ المجالات حسب طريقة )بكنفيركني( تأخذ كضعان كسطان بيف الطريقتيف الأكلى
كأخيران نلبحظ أف نسبة طكؿ كؿ مف مجالات )بكنفيركني( عمى طكؿ المجاؿ المقابؿ لو مف المجالات 

 تساكم :   المتزامنة 
  

      

      
 

       

       
 

      

      
        

ف معدؿ التقمص يساكم  (      )                          :كا 

 ،   بكنفيركني( تعطينا مجالات متزامنة أقؿ طكلان مف المجالات المتزامنة كبصكرة عامة فإف طريقة )
كلحالة  nك p( مف أجؿ قيـ مختارة لػ 3-4نكرد الجدكؿ ) ، التقمصلبطلبع عمى بعض تغيرات نسبة كل

m=p . 
  )   (: نسبة أطكاؿ مجالات )بكنفيركني( عمى أطكؿ مجالات 3-4جدكؿ )

  

   
لػ لقيـ مختارة  (

n كp ، كيككف         كذلؾ عندما يككف ،   
    

 
     عندما يككف، ك  

 nحجـ العينة              

4129 4169 4188 15 
4148 4175 4194 25 
4158 4178 4191 54 
4162 4184 4191 144 
4166 4181 4191 ∞ 

 [ Johnson, Wichern P. 190 ]المصدر:                 
. كىي طريقة    ىذا الجدكؿ أف طريقة )بكنفيركني( تعطينا مجالات أقصر مف مجالات كيتضح مف 

 تمبي عمميات الاستدلاؿ في التحميؿ متعدد المتغيرات . نسبيان  سيمة التطبيؽ كتعطينا مجالات ثقة قصيرة
  كىنا نلبحظ أف نسبة الأطكاؿ ) 

  

   
نيا تستقر عندn( تتزايد مع حجـ العينة   القيـ المبينة في  ، كا 

 لانيائيان . n الجدكؿ عندما  يصبح حجـ العينة
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 : الاستدلال حول شعاع المتوسطات في حالة العينات الكبيرة : 4-4-4
، يمكف أف تعمـ  𝝁كبيران، فإف اختبارات الفركض كمناطؽ الثقة لممتكسط   عندما يككف حجـ العينة 

بيعيان. كما يمكننا الاستدلاؿ حكؿ متكسط المجتمع حتى بدكف افتراض أك اشتراط أف يككف المجتمع ط
منقطعان. كذلؾ لأف حجـ العينة الكبير يغطي معظـ الخكاص العممية لممجتمع  يععندما يككف التكز 

الطبيعي، كيجعؿ اختبارات الفرضيات كعبارات الثقة المتزامنة محققة )تقريبان( لعلبقة احتكاء قيميا 
لثقة المنفردة أك المتزامنة في ىذه الحالة لنفترض أنو لدينا المتحكلات )غير كلإنشاء مناطؽ ا. الأسمية

 كالتي شعاع تكقعاتيا كمصفكفة تبايناتيا المشتركة في المجتمع كما يمي:،              المشركطة( 

  [

  

  

 
  

]        𝝁   ( )  [

𝜇 

𝜇 

 
𝜇 

]          [

             
             

     
             

]       (    ) 
 

 : S ةالمشترك اتصفكفة التباينكم ̅ كيقابميا في العينة شعاع المتكسطات 

 ̅  

[
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
              [

          
          

    
          

]                                      (    ) 

 

  بمستكل دلالة  𝝁 مشعاع( كجدنا أف مجاؿ الثقة المتزامف لػ59-4كالعلبقة )( 4-4كمف الفقرة )
 يحسب مف العلبقة التالية:

    ( ̅  𝝁)    ( ̅  𝝁)    ( )                                                 (    ) 
 كالتي يمكف كتابتيا عمى الشكؿ التالي:

   ( ̅  𝝁) (
 

 
)
  

( ̅  𝝁)    ( )                                                 (    ) 
في  𝝁عف التكقع  ̅ حصائية لممتكسط يعبر عف مربع المسافة الإ   كبذلؾ نجد أف الطرؼ الأيسر 

  . كىك يخضع تقاربيان لتكزيع    الفضاء
كبيران( . أم أنو يمكننا استبداؿ الحد الأعمى  n)عندما يككف   

.   كلدرجة الحرية   المقابمة لمستكل الدلالة    ( بالقيمة الحرجة لمتحكؿ ( )  لو ) الطرؼ الأيمف 
 ( كما يمي:85-4كبذلؾ يمكننا كتابة العلبقة )

   ( ̅  𝝁) (
 

 
)
  

( ̅  𝝁)    
 ( )                                                 (    ) 

 كىذا يعني أف احتماؿ الثقة ليذه المنطقة يساكم:
 [ ( ̅  𝝁) ( )  ( ̅  𝝁)    

 ( )]                                         (    ) 
 

 . (   )باحتماؿ ثقة  𝝁( تعطينا منطقة الثقة لشعاع التكقع 87-4كىنا نلبحظ أف العلبقة )

 ( تعطينا القطكع الناقصة التالية :87-4فإف العلبقة )    فإذا كاف عدد المتحكلات 
 0( ̅  𝜇 ) ( ̅  𝜇 )]  [

      
      

]
  

 [
( ̅  𝜇 )

( ̅  𝜇 )
]    

 ( )                (    ) 
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ذا أخذنا أم تركيب خطي لممتحكلات   نجد أف :             كا 
  𝓵   𝜇  𝓵 𝝁     ̅  𝓵  ̅         ̃ 

  𝓵  𝓵                   (    ) 

 ( تكتب عمى الشكؿ التالي :54-4كعندىا فإف العلبقة )

   .
 ̅  𝜇 

   √ 
/

 

 0
 (𝓵  ̅  𝓵 𝝁) 

𝓵  𝓵
1    

 ( )                                          (    ) 

 كىكذا نجد أف كأف:
(𝓵  ̅  𝓵 𝝁)    

 ( )  
𝓵  𝓵

 
                                                                      (    ) 

 

 √  
 ( )  √

𝓵  𝓵

 
 (𝓵  ̅  𝓵 𝝁)   √  

 ( )√
𝓵  𝓵

 
                          (    ) 

 

( مع تغيير الاتجاه، نحصؿ عمى أف مجالات الثقة -1مف أطرافيا الثلبثة كضربيا بػ ) ̅  𝓵كبطرح 
 في العينات الكبيرة تعطى مف خلبؿ العلبقة التالية:  𝓵 𝝁المتزامنة لػ 

𝓵  ̅  √  
 ( )  √

𝓵  𝓵

 
 𝓵 𝝁  𝓵  ̅  √  

 ( )  √
𝓵  𝓵

 
                (    ) 

 

القيـ   𝓵نعطي منقكؿ شعاع الأمثاؿ   𝜇   𝜇     𝜇كلمحصكؿ عمى عبارات الثقة المتزامنة لمتكقعات 
 المتتالية:

𝓵 
  (         )   𝓵 

  (         )     𝓵 
  (         )  

 

 ( [ 69-4( أك في )51-4التالية ] كما فعمنا في )   فنحصؿ عمى عبارات المجالات المتزامنة 

 ̅  √  
 ( )  √

   
 

 𝜇   ̅  √  
 ( )  √

   
 

 ̅  √  
 ( )  √

   

 
 𝜇   ̅  √  

 ( )  √
   

 
                        

 ̅  √  
 ( )  √

   

 
 𝜇   ̅  √  

 ( )  √
   

 

                           (    ) 

 

ف احتماؿ الثقة الكمي ليذه المجالات أكبر أك يساكم  العبارات السابقة. ، كذلؾ مف أجؿ جميع (   )كا 
 كىذا الاحتماؿ ما ىك إلا نتيجة لنظرية تقارب التكزيعات في حالة العينات الكبيرة .

سحبنا عينة عشكائية ، : لدراسة قدرات الطلبب الناجحيف في الثانكية )عممي( في مدينة ما(7-4مثال )
فكانت مع                مقررات  7طالبان. كحسبنا متكسطات علبماتيـ في      منيـ بحجـ 

 يمي: انحرافاتيا المعيارية كما
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 في المقررات لعلامات أفراد العينة ية(: المتوسطات والانحرافات المعيار 4-4جدول )                   
 رمز المقرر  ̅ المتكسط        √الانحراؼ المعيارم 
5176 2811    
5185 2616    
3182 3514    
5112 3412    
3176 2316    
3193 2214    
4143 2217    

 [ Johnson, Wichern P. 193 ]المصدر:                              
.   𝜇   𝜇    𝜇% لمتكقعات 95كالمطمكب إيجاد مجالات الثقة المتزامنة المقابمة لاحتماؿ ثقة كمي 

لذلؾ نقكـ أكلان ك (، 94-4نطبؽ العلبقة ) ىذه العينة الكبيرة لتكقعاتالمتزامنة  المجالات تمؾ الحؿ: لإيجاد
  بحساب القيمة الحرجة 

  فنجد أنيا المشتركة فييا ،  ( ) 
 ( )    

 (    ) ثـ ،        
 التالية:   فنحصؿ عمى المجالات  ،(94-4( في العلبقة )4-4نعكض بيانات الجدكؿ )

     √      
    

√  
 𝜇       √      

    

√  
 

        𝜇      :                                              أي أن          
 

     √      
    

√  
 𝜇       √      

    

√  
 

        𝜇      :                                              أي أن          
 

     √      
    

√  
 𝜇       √      

    

√  
 

        𝜇      :                                              أي أن          
 

     √      
    

√  
 𝜇       √      

    

√  
 

        𝜇      :                                              أي أن          
 

     √      
    

√  
 𝜇       √      

    

√  
 

        𝜇                                   :                 أي أن          
 

     √      
    

√  
 𝜇       √      

    

√  
 

        𝜇      :                                              أي أن          
 

     √      
    

√  
 𝜇       √      

    

√  
 

        𝜇      :                                              أي أن          
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( باستبداؿ 79-4: إف تطبيؽ طريقة )بكنفيركني( عمى العينات الكبيرة، يقتضي تعديؿ العلبقة )ملاحظة
)    القيمة الحرجة 

 

  
) القيمة الحرجة لمتكزيع الطبيعي المعيارم ب (

 

  
المقابمة لمستكل الدلالة  (

(
 

  
 كما يمي:العامة ليا كتصبح العلبقة  (

 ̅    (
 

  
)

  

√ 
 𝜇   ̅    (

 

  
)

  

√ 
                                    (    ) 

نقكـ بحساب القيمة ، % 95: لإيجاد مجالات )بكنفيركني( لممثاؿ السابؽ باحتماؿ ثقة (8-4مثال )
) الحرجة المعيارية 

 

  
 فنجد أف:،  (

 (
 

  
)   (

    

   
)   (       )       

 :ما يمي ( تساكم4-4حسب بيانات الجدكؿ)  𝜇   𝜇    𝜇ف مجالات )بكنفيركني( لمتكقعات فإكبذلؾ 
     (    )

    

√  
 𝜇       (    )

    

√  
 

        𝜇      :                                           أي أن          
 

     (    )
    

√  
 𝜇       (    )

    

√  
 

         𝜇       :                                        أي أن          
 

     (    )
    

√  
 𝜇       (    )

    

√  
 

         𝜇       :                                        أي أن          
 

     (    )
    

√  
 𝜇       (    )

    

√  
 

         𝜇                              :                 أي أن          
 

     (    )
    

√  
 𝜇       (    )

    

√  
 

         𝜇       :                                        أي أن          
 

     (    )
    

√  
 𝜇       (    )

    

√  
 

         𝜇       :                                        أي أن          
 

     (    )
    

√  
 𝜇       (    )

    

√  
 

         𝜇       :                                        أي أن          
 

ف قيمة النسبة    كىنا نلبحظ أف أطكاؿ ىذه المجالات أصغر مف أطكاؿ المجالات  بينيما  Q، كا 
 تساكم:

  
  

   
        (       ) 
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 الاستدلال حول نسبة الفئات المتكاممة في حالة العينات الكبيرة :: 4-4-5
لمعالجة ىذه المسألة، يمكننا حساب كتقدير نسبة ام فئة في المجتمع أك العينة مف خلبؿ تعريؼ 

 متحكلات ثنائية مقابمة لكؿ منيا .
 Xبحيث يأخذ ،  Xفي مقرر ما. نعرؼ متحكلان ثنائيان  Pفمثلبن لحساب نسبة أك تقدير نسبة الناجحيف 

 ( إذا كاف الطالب راسبان . كنكتب ذلؾ كما يمي:5إذا كاف الطالب ناجحان كيأخذ القيمة ) (1)القيمة 

   ,
إذا كاف ناجحان                      
إذا كاف راسبان                       

                                     (    ) 

. مقابؿ كؿ طالب فييا. 5أك  1يأخذ احدل القيمتيف  X، فإف nكعندما نسحب عينة مف المجتمع بحجـ 
 كنحصؿ منيا عمى أف )مثلبن( .

 (   قيمة)                                                                 
 كنكتب ذلؾ كما يمي: mفإننا سنحصؿ عمى عدد الناجحيف  Xفإذا أخذنا مجمكع قيـ 

∑  

 

   

 (             )    

ذا أخذنا المتكسط   ف:لأ ̃ النسبة في العينة  فإننا سنحصؿ عمى ̅ كا 
 ̅  

 

 
∑   

 

 
  ̃                                                     (    ) 

 X، عمى أنيا متكسط المتحكؿ الثنائي Pأم أنو يمكننا النظر إلى نسبة أم خاصة في المجتمع أك العينة 
، كانطلبقان مف ذلؾ يمكننا تطبيؽ أساليب الاستدلاؿ التي استخدمناىا حكؿ المتكسطات عمى ̅ المقابؿ ليا 

الاستدلاؿ حكؿ النسب . مع الانتباه إلى ضركرة حساب مصفكفة التبايف المشترؾ بدلالة تمؾ النسب كما 
 سنرل لاحقان .

نريد تقدير شعاع النسب لعدة خكاص منفصمة كمتكاممة في المجتمع ] مثؿ نسب  كالآف لنفترض أننا
الطلبب حسب المحافظات، أك نسب المكظفيف حسب الحالة الاجتماعية [ كىذا يعني أف المجتمع يككف 

ذا لـ تكف متكاممة )، qمقسمان إلى عدة فئات منفصمة كمتكاممة . كسنرمز لعددىا في المجتمع بالرمز  كا 
 (، كتسييلبن لقضايا التحميؿ نفترض أف   نرمز ليا بػ  ئات المتبقية فئة خاصةمف جميع الف نشكؿ

 كنكتبو كما يمي : Pكلنرمز لنسب ىذه الفئات في المجتمع بالشعاع فئات المجتمع منفصمة كمتكاممة ، 

                    [

  

  

 
  

]                                                                        (    ) 
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  ، كنعرؼ مقابؿ كؿ فئة nكحتى نقدر ىذه النسب عمينا أف نسحب عينة عشكائية مف المجتمع بحجـ 
نيا ، فنحصؿ م̅ المتكسطات  شعاع ، ثـ نجمع المعمكمات عنيا كنحسب  متحكلان ثنائيان في المجتمع، 

 . كالذم يساكم : nفي العينة  ̃ عمى شعاع النسب 

 ̃  [

 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ 

]  

[
 
 
 
 
 
 
  

 
  

 
 

  

 ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 ̃ 

 ̃ 

 
 ̃ ]

 
 
 

                                                              (    ) 

كبما أف الفئات المدركسة منفصمة كمتكاممة فإف كؿ عنصر في المجتمع )أك في العينة( ينتمي إلى فئة 
 كاحدة فقط . أم أف مجمكع ىذه النسب في المجتمع )أك في العينة( يجب أف يساكم الكاحد . أم أف:

∑  ̃   

 

   

∑       أك                     

 

   

                                      (     ) 

، كيمكف البرىاف عمى أف تكقع الشعاع    ( تساكم 99-4أم أف درجة الحرية ليا كرتبة المصفكفة )
 ، أم أف : Pيساكم الشعاع الأصمي  ̃ 

 ( ̃)    [

  

  

 
  

]                                                                      (     ) 

ف مصفكفة التباين  ية :مف خلبؿ العلبقة التالك ليا في المجتمع تقدر مف بيانات العينة  ةالمشترك اتكا 

  ̃     ( ̃)  

[
 
 
 
          
          

    
          ]

 
 
 

 

[
 
 
 
 
 ̃ (   ̃ )   ̃  ̃   ̃  ̃ 

  ̃  ̃     ̃ (   ̃ )   ̃  ̃ 
             
  ̃  ̃   ̃  ̃   ̃ (   ̃ )]

 
 
 
 

       (     ) 

 

   يساكم :    كذلؾ لأف تبايف كؿ متحكؿ ثنائي 
     (   )    (    ) 

ف التبايف المشترؾ لأم متحكليف ثنائييف  (        )   يساكم :    ك   كا         
( باحتماؿ 5، كيأخذ القيمة )  ( باحتماؿ 1يأخذ القيمة )   كلمبرىاف عمى ذلؾ يكفي أف نتذكر أف 

 ، كعندىا نجد أف تكقعو كتباينو يساكياف ما يمي :(    )
𝜇      (   )        (    )                                      (     ) 

 

   
     (   )   (  

 )    (  )          (    )    
                    

 

                                  
    (    )                                             (     ) 

 المشتركة فنحسبيا مف العلبقة:أما التباينات 
       (        )   (        )   (   ) (   )                  (     ) 

 

(         )فإف الجداء ف، لبمستق     ك     فكلكف بما أف المتحكلي  بذلؾ نجد أف :ك ،    
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     ( )                                               (     ) 
 وىي تأخذ قيماً سالبة .

 في المجتمع كليكف : Pكالآف لنأخذ أم تركيب خطي لشعاع النسب 
  𝓵                                                                (     ) 

 فإننا نجد أنو يقدر بكاسطة التركيب الخطي لشعاع النسب في العينة :
 ̃  𝓵   ̃     ̃     ̃      ̃                                              (     ) 

ننا نجد أف تكقع كتبايف ذلؾ التركيب الخطي يساكياف :  كا 
𝜇   (𝓵  ̃)  𝓵   ( ̃)  𝓵                                                   (     ) 

 

  
     (𝓵  ̃)  𝓵     ( ̃)  𝓵  𝓵    𝓵                                (     ) 

. كالمقابمة    𝓵نجد أف منطقة الثقة المتزامنة لػ ،  ̅ كبناء عمى المعادلات المشابية لشعاع المتكسطات 
 تعطى بالعلبقة العامة التالية : (   )لاحتماؿ الثقة 

𝓵  ̃  √    
 ( )  √

𝓵  𝓵

 
  𝓵   𝓵  ̃  √    

 ( )  √
𝓵  𝓵

 
        (     ) 

كىي مصفكفة ،  ̃ لمشعاع  ةالمشترك اتىي مصفكفة التباين S أفمف العينة ك  Pىك تقدير  ̃ حيث أف 
ف عناصرىا:     مربعة مف المرتبة  ف  (    )      كا             : كا 

    أما 
    لمتحكؿ التكزيع  الحرجةفيي القيمة ( ) 

 .    كدرجة حرية   عند مستكل دلالة   
كبيران بشكؿ يجعؿ عدد المفردات في كؿ فئة  (     )يشترط أف يككف  (111-4)كلتطبيؽ العلبقة 

 ، بشكؿ ممحكظ     أكبر مف  n: كىذا الشرط لا يتحقؽ إلا إذا كاف 25أكبر أك يساكم العدد  (̃  )
ذا أردنا أف نحصؿ عمى مجالات الثقة المنفردة لكؿ  مساكية لمكاحد،   𝓵في  فإننا نجعؿ المركبة    كا 

( 94-4فنحصؿ بطريقة مشابية لمعلبقة ) (           )  𝓵كنضع بقية المركبات أصفاران مثؿ 
 عمى ما يمي:

 ̃  √    
 ( )  √

 ̃ (   ̃ )

 
     ̃  √    

 ( )  √
 ̃ (   ̃ )

 
        (     ) 

ذا أردنا أف نحصؿ عمى مجاؿ الثقة لمفرؽ بيف  المركبة   𝓵نجعؿ في الشعاع  ،(     )أم نسبتيف  كا 
فنحصؿ عمى المجاؿ ، (، كنضع بقية المركبات أصفاران -1مساكية )  ( كالمركبة 1مساكية لػ )  

 التالي:

( ̃   ̃ )  √    
 ( )√

 ̃ (   ̃ )   ̃ (   ̃ )    ̃  ̃ 

 
 (     )  ( ̃   ̃ )   

 

                     √    
 ( )  √

 ̃ (   ̃ )   ̃ (   ̃ )    ̃  ̃ 

 
                             (     ) 
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 لكجدنا أف: (        )   كذلؾ لأنو لك جعمنا 
𝓵  𝓵                ̃ (   ̃ )   ̃ (   ̃ )    ̃  ̃                  (     ) 

  لمستكل الدلالةكالمقابمة  مجالات )بكنفيركني( المتزامنةحساب  كلكف عندما يككف اىتمامنا مركزان عمى
مف خلبؿ العلبقة التالية: فإننا نحسب تمؾ المجالات ، في العينات الكبيرة   ك   بيف النسبتيف  اتقك مفر ل

[Johnson, Wichern P.197] 

( ̃   ̃ )   (
 

(   ) 
)√

 ̃ (   ̃ )   ̃ (   ̃ )    ̃  ̃ 

 
 (     )  ( ̃   ̃ )   

 

                       (
 

(   ) 
)√

 ̃ (   ̃ )   ̃ (   ̃ )    ̃  ̃ 

 
                   (     ) 

 

) حيث أف 
 

(   ) 
) ع الطبيعي المعيارم المقابمة لػلمتحكؿ التكزي ىي القيمة الحرجة (

 

(   ) 
عممان ،  (

ف عدد الأزكاج الممكنة يساكم: ىك عدد الفئات المتكاممة في المجتمع  qبأف   .q (q-1)/ 2، كا 
التي المسافريف عمى شركات النقؿ العاممة بيف دمشؽ كاللبذقية، ك  ع: في دراسة لنسب تكز (9-4مثال )
. سحبنا عينة عشكائية مف  Eكىناؾ كسائؿ أخرل  Dك Cك Bك Aىي:  معتمدة ( شركات4عددىا )

 فكانت النتائج كما يمي :      المسافريف خلبؿ يكـ ما بحجـ 
 )لأننا اعتبرنا الوسائل الأخرى فئة خامسة(       (: نتائج بيانات العينة عمماً بأن 5 -4جدول )

 اسـ الشركة Aشركة  Bشركة  Cشركة  Dشركة  Eكسائؿ أخرل  المجمكع

355 54 25 56 119 145 
عدد المسافريف 

 عمييا

     (           )             
النسبة في 
   المجتمع 

  ̃        ̃        ̃        ̃    33  ̃  
   

   
      

النسبة في 
  ̃ العينة 

 

 . 5995في المجتمع باحتماؿ ثقة                كالمطمكب إيجاد مجالات الثقة المتزامنة لمنسب 
كلذلؾ نقكـ أكلان بإيجاد القيمة الحرجة  ،(112-4لإيجاد ىذه المجالات نقكـ بتطبيؽ العلبقة )الحؿ: 

    
 فنجد أف:   مف جداكؿ  ( ) 

    
 ( )    

 (    )                                                                          
 ( فنحصؿ عمى المجالات التالية :112-4ثـ نعكض ىذه البيانات عمى التكالي في )

            √    √
(    )(    )

   
         √    √

(    )(    )
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            √    √
(    )(    )

   
         √    √

(    )(    )

   
 

 

             
 

            √    √
(    )(    )

   
         √    √

(    )(    )

   
 

 

             
 

            √    √
(    )(    )

   
         √    √

(    )(    )

   
 

 

             
 

            √    √
(    )(    )

   
         √    √

(    )(    )

   
 

 

             
 فنجد أف: ،(113-4نطبؽ العلبقة ) Bك Aالشركتيف النسبتيف في كلإيجاد مجاؿ الثقة لمفرؽ بيف 

(         )  √    √
    (    )  (    )(    )   (    )(    )

   
        

 

                                   (         )  √    √
    (    )  (    )(    )   (    )(    )

   
 
 

                 
 

ذا أردنا المزيد مف الدقة نطبؽ العلبقة )  فنجد أف: Z( لذلؾ نبحث عف القيمة الحرجة لػ 115-4كا 
 (

 

(   ) 
)   (

    

   
)   (      )        

 

(         )  (     )√
    (    )      (    )   (    )(    )

   
 (     )   

 

                  (         )  (     )√
    (    )  (    )(    )   (    )(    )

   
 
 

      (     )  . كىك أصغر مف المجاؿ السابؽ           
 كىكذا نحسب المجالات المختمفة  لمفركقات الأخرل.
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  مع نسبة الإمكانية العظمى    : علاقة 4-5

ممتحكلات الطبيعية لمتعدد الأف تابع الإمكانية العظمى لمتكزيع الطبيعي  -فترض أننا نعمـأك يُ  –نعمـ 
)محددة إيجابيان(،  Vليا ىي  ةالمشترك اتكمصفكفة التباين 𝝁لشعاع ا، التي تكقعيا            

 يساكم جداء تكزيعاتيا  الطبيعية كيعطى بالعلبقة التالية:

 (𝝁   )  
 

(  )
  
  | |

 
 

   * 
 

 
∑(   𝝁)

 
   (   𝝁)

 

 

+         (     ) 

مف ذلؾ المجتمع كنحسب تقديرىما  n( نسحب عينة بحجـ 4-116في ) Vو 𝝁كلتقدير المعمميف 
 الأعظمي مف العلبقتيف:

�̃�  
 

 
∑  

 

   

  ̅  [

 ̅ 

 ̅ 

 

 ̅ 

]                                                             (     ) 

 

 ̃  
 

 
∑(    ̅)

 
(    ̅)

 

   

 [   ]                                            (     ) 

يأخذ قيمان مختمفة في الفضاء  (   𝝁) كلكف بما أف ىذيف التقديريف يختمفاف مف عينة لأخرل، فإف التابع 
عبر    و 𝝁عندما يتغير  – (   𝝁) كمعمكـ مف طريقة الإمكانية العظمى أف أكبر قيمة لمتابع  ،  

 تعطى بكاسطة العلبقة التالية : –قيميا الممكنة 
   
   

 (𝝁  )  
 

(  )
  
 | ̃|

 
 

   
  
                                                 (     ) 

 كتسمى ىذه القيمة بالقيمة العظمى غير المشركطة بأم قيد عمييا .
𝝁   كلكف عندما نريد أف نختبر فرضية العدـ التالية   𝝁   فإننا نككف قد كضعنا شرطان عمى تغيرات

𝝁  ىك أف𝝁  يجب أف تساكم𝝁  4لا تقدر مف العلبقة )  ، كعندىا فإف مصفكفة التبايف المشترؾ-
 ( بؿ مف العلبقة التالية :118

 ̃  
 

 
∑(   𝝁 )

 (   𝝁 )                                                            (     ) 

 متغيرة، تحسب مف العلبقة التالية: Vك ان ثابت  𝝁، الذم فيو  (    𝝁) كعندىا فإف أكبر قيمة لمتابع 
   

 
 (𝝁   )  

 

(  )
  
 | ̃ |

 
 

   
  
                                                 (     ) 

𝝁   كتسمى ىذه القيمة بالقيمة العظمى المشركطة بالفرضية   𝝁   
 بالعلبقة التالية :  كبناء عمى ما تقدـ تعرؼ نسبة الإمكانية العظمى 

  
𝝁 القيمة العظمى المشركطة بػ

 𝝁 القيمة العظمى غير المشركطة لأم مف   ك
                                   (     ) 
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    (𝝁   )

    (𝝁  )
 

 

(  )
  
 | ̃ |

 
 

  ̅  
  
 

 

(  )
  
 | ̃|

 
 

  ̅  
  
 

 

 

| ̃ |
 
 

 

| ̃|
 
 

                                     

 

  0
| ̃|

| ̃ |
1

 
 

 (     )                                 نسبة الإمكانية العظمى             

 حسب مف العلبقة التالية:يك  (Wilk's Lamada)كيشتؽ مف ىذه النسبة مؤشر إحصائي يسمى مؤشر 

 
 
  

| ̃|

| ̃ |
  

محدد ̃  غير المشركط
محدد   ̃   المشركط

                                            (     ) 

𝝁   كىنا نلبحظ أنو إذا كانت الفرضية   𝝁   تككف قريبة مف قيمة  |̃ |صحيحة فإف قيمة المحدد
̃ ] أم يككف   ̃ المحدد   )كبذلؾ تأخذ ، [   ̃  

 

قيمة قريبة مف الكاحد، كمنو  ( )أك النسبة  ( 
 .      نستنتج أف : 

𝝁   كبناء عمى ذلؾ يمكننا الحكـ عمى الفرضية   𝝁   مقابؿ   𝝁  𝝁  :كما يمي 
 *أك   إذا كانت قيمة 

 

 .   قريبة مف الكاحد نقبؿ الفرضية  + 
 *أك   أما إذا كانت قيمة 

 

 .   صغيرة جدان فإننا نرفض الفرضية قريبة مف الصفر أك  + 
𝝁   كىذا يعني إننا سنرفض   𝝁   إذا كانت   عند مستكل الدلالة: 

                                    ( )                                            (     ) 

] لاحظ أف نسبة الإمكانية العظمى   ىي القيمة الحرجة لمتحكؿ التكزيع الاحتمالي لػ  ( ) حيث أف: 
  لي لػ حتماكلكف بما أف التكزيع الإ، [   ̃ و ̃  ىي عبارة عف قكة لنسبة محددم مصفكفتي التبايف  

لاستخدامو في حساب   ككف بحاجة إلى تكزيع نفإننا سكؼ لف ،    يرتبط مع التكزيع الاحتمالي لػ 
 ( .125-4المذككرة في العلبقة ) ( ) 

 )كلاستخراج العلبقة التي تربط 
 

[. كمف ىناؾ  Johnston, Wichern P.177] انظر    مع  ( 
 نجد أنيما يرتبطاف بالعلبقة التالية :

 
 
  0  

  

   
1

  

 
| ̃|

| ̃ |
                                                  (     ) 

 كبعبارة أخرل نجد أف:

  
  

   
 

| ̃ |

| ̃|
 [

 

 
]

 
 
     

 
                                              (     ) 
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          كبيرة، فإف نسبة الإمكانية العظمى   ، أم أنو إذا كانت قيمة   ترتبط عكسان مع    كبذلؾ نجد أف 
𝝁   ا ىاتيف الحالتيف نرفض فرضية العدـ تكفي كم، تككف صغيرة   𝝁 ( 127-4، كيمكننا مف )

 فنجد أف:   أف نحسب قيمة 

   0
| ̃ |

| ̃|
  1 (   )                                                           (     ) 

        ب مقمكب مصفكفة التبايف احسل الحاجة بدكف   ككف قد تكصمنا إلى طريقة أخرل لحساب نكىكذا 
 ( .    ) أك  

𝝁   كعندما تككف الفرضية   𝝁   ( 123-4يحسب مف العلبقة )  صحيحة فإف التكزيع الاحتمالي لػ
 بالعلبقة التالية : Fالسابقة . كىك يرتبط مع تكزيع 

   0
| ̃ |

| ̃|
  1 (   )      

 (   )

   
                                (     ) 

 

( بالقيمة الحرجة 4-125مف العلبقة ) ( ) كاعتمادان عمى ىذه العلبقة يمكننا استبداؿ القيمة الحرجة 
(   ) التالية 

   
     كدرجتي الحرية   مقابؿ مستكل الدلالة  Fالمأخكذة مف جداكؿ  ( )      

 |̃ |و | ̃ |مف محددم المصفكفتيف    في حساب (128-4) . كيستفاد مف العلبقة      ك
(   ) مع القيمة الحرجة    (، ثـ مقارنة قيمتيا المحسكبة    )بدكف حساب 

   
، كنتخذ قرار        

𝝁   القبكؿ أك الرفض لمفرضية   𝝁  :كما يمي 
      نقبؿ                        

 (   )

   
       إذا كانت                    

        نرفض        كنقبؿ     
 (   )

   
       أماإذا  كانت                 

         (     ) 

 ملاحظة ىامة:
 (     )كبيران كتككف الشركط الأخرل محققة، فإف تكزيع المعاينة لممقدار  nعندما يككف حجـ العينة 

     يككف خاضعان تقاربيان لمتكزيع 
 ، حيث أف: (    )بدرجة حرية   

     
 (   )

 
              ك              

 (   )

 
 

 كبيران فإف: nكأخيران نكتب ذلؾ كما يمي : عندما يككف 

          0
    (𝝁   )

    (𝝁  )
1            

                                       (     ) 
 

نقارنيا مع       ، كبعد حساب قيمة (    𝜇)درجة أبعاد    ك (  𝜇)درجة أبعاد   حيث أف 
     القيمة الحرجة 

           إذا كانت    كنقبؿ  ( ) 
 كالعكس بالعكس .  
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 الفصل الخامس
 الاس تدلال حول شعاعين لمتوسطات عدة متحولات طبيعية

 
 
 : تمييد:5-1

ىذا الفصؿ باستعراض بعض خكاص التراكيب الخطية المنتشرة في التحميؿ متعدد المتحكلات . أ دسنب
تعكس بعض خكاص المجتمع المدركس، كترتبط مع             متحكلان  Pلذلؾ نفترض أنو لدينا 

 بعضيا بكاسطة علبقة خطية مف الشكؿ التالي:
                                                               (   ) 

             ىك شعاع المتحكلات  Xو  : ىك منقكؿ الشعاع    حيث 
تقابميا   ، كعندىا نجد أف كؿ مشاىدة nكلنفترض أننا سحبنا مف ذلؾ المجتمع عينة عشكائية بحجـ 

 كما يمي:( 1-5علبقة خطية مف الشكؿ )
                                                                    (   ) 

          حيث أف :   
 نجد أنيا تساكم :في العينة ددية لمتكسط ىذا التركيب الخطي كلحساب القيمة الع

 ̅  
 

 
∑   

 

 
∑     

 

   [
           

 
]      ̅          (   ) 

 

 ساكم:في العينة تتبايف ىذا التركيب الخطي العددية لقيمة الككذلؾ نجد أف 
  

     ( )                                                                                 (   ) 

 . Xلتمؾ المتحكلات  ةالمشترك اتىي مصفكفة التباين Sحيث أف: 
 ككذلؾ نجد أنو إذا كاف لدينا تركيب خطي آخر ليذه المتحكلات مثؿ:

                                                                  (   ) 

 العينة يساكياف : و فيكتباين وفإف متكسط
 ̅      ̅                                                                                           (   )

  
                                                                                            (   )

 
 

 فيك يساكم: Yك Zأما التبايف المشترؾ لمتركيبيف الخطييف 
   (   )      (         )                               (   ) 
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 كما يمي:           لنفترض أنو لدينا تركيبيف خطييف معرفيف عمى ثلبثة متحكلات  (:1-5مثال )

      [        ] [
  

  

  

]            

      [       ] [
  

  

  

]           

 

 

عناصر، كأخذنا قياسات تمؾ المتحكلات المقابمة ليذه العناصر     كلنفترض أننا سحبنا عينة مف 
 فكانت كما يمي :

  

         
  

  

  

[

   

   

   

   

   

   

   

   

   

]
 [

   
   
   

] 

 فنجد أف:(    )حسب كؿ متحكؿ  Xنقكـ بحساب شعاع متكسطات المتحكلات 

 ̅  *

 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

+  

[
 
 
 
 
 
     

 
     

 
     

 ]
 
 
 
 
 

 [
 
 
 
] 

 تساكم : Zكىكذا نجد أف القيمة العددية لمتكسط التركيب 

 ̅      ̅  [        ] [
 
 
 
]    

 يساكم : Yكأف القيمة العددية لمتكسط التركيب الثاني 

 ̅      ̅  [        ] [
 
 
 
]     

 يجب عمينا أف نطبؽ العلبقتيف : Yك Zالتركيبيف الخطييف  يكلحساب تباين
  

        

  
        

 

 فنجد مف البيانات السابقة أنيا تساكم : S ةالمشترك اتكلذلؾ عمينا أف نقكـ بحساب مصفكفة التباين

  

[
 
 
 
 
   

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 ]
 
 
 
 
 

 (قـ بحسابيا)                    
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 يساوي : Zوبذلك نجد أن تباين التركيب الخطي 

  
         [        ]

[
 
 
 
 
   

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 ]
 
 
 
 
 

 [
 
 
  

]  [        ] [

 

 
 

 
 

]    

 يساوي: Yوكذلك نجد أن تباين التركيب الخطي 

  
         [        ]

[
 
 
 
 
   

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 ]
 
 
 
 
 

 [
 
  
 

]  [        ]

[
 
 
 
 
 

 
  
 

 ]
 
 
 
 

    

 : نطبق العلاقة Yك Z ولحساب التباين المشترك لمتركيبين
    (    )      (         )                

    (         )  [        ]

[
 
 
 
 
   

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 ]
 
 
 
 
 

[
 
  
 

]  [        ] [
 
  
 

]  
 

 
 

من             ونستنتج مما سبق أنو يمكننا حساب مؤشرات التراكيب الخطية المعرفة عمى المتحولات 
 .   و ̅ بيانات تمك المتحولات مباشرة وذلك باستخدام 

تركيباً  qكما يمكننا تعميم ىذه القاعدة عمى عدة تراكيب خطية معرفة عمى تمك المتحولات، وليكن عددىا 
 خطياً، وتأخذ الشكل التالي:

                            

                            

                   
                            

                                  (   ) 

 يمكننا أف نكتب ىذه التراكيب الخطية بشكؿ مصفكفي كما يمي: وكعندىا نجد أن

[

  

  

 
  

]  [

                   

                   

             
                   

]  [

                

               

       
               

] [

  

  

 
  

]            (    ) 

 بعمود المتحولات A من المصفوفة K بضرب السطر    يمكننا الحصول عمى التركيب الخطي( 15-5) ومن
X ، متوسطو من ثم حساب  ̅    

   وتباينو من  
 المتوسطاتوبصورة عامة يمكننا حساب شعاع ،        

 من العلاقة : ̅ 
 ̅     ̅                                                                           (    ) 

 حساب مصفوفة التباين المشترك من العلاقة :ثم 
    (    )                                                               (    ) 
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 ((2( وبعدية )1)لتجربتين عمى عينة واحدة: قبمية ): المقارنات الزوجية المترابطة 5-2

إف قياسات التجارب غالبان ما تؤخذ تحت جممة مف الشركط التجريبية . كذلؾ لبياف فيما إذا كانت قيـ 
يز بيف عدة الاستجابة تختمؼ معنكيان عف شركط تمؾ الجممة، كلإجراء المقارنات بيف ىذه القياسات سنم

 حالات ىي:
 :X: حالة متحول واحد 5-2-1

(، 2لدل مرضى السكرم )  Xعمى مستكيات السكر في الدـ  لنفترض أننا نريد دراسة تأثير أحد الأدكية
، ثـ نقكـ nحتى  1مريضان، كنرقميـ مف n( بحجـ 2لذلؾ نسحب عينة عشكائية مف مرضى السكرم )

بقياس مستكيات السكر عمى الريؽ، لأفراد ىذه العينة عمى الترتيب قبؿ إعطائيـ الدكاء، كنطمؽ عمى ىذه 
 كنكتبيا كما يمي:    ( كنرمز ليا بالرمكز 1القياسات مصطمح القياسات القبمية )أك قياسات المعالجة 

                                                                         (    ) 
، نقكـ بأخذ قياسات صياـ  ثـ نقكـ بإعطاء ذلؾ الدكاء لجميع كنفس أفراد تمؾ العينة، كبعد مركر ساعة

فنحصؿ عمى قياسات جديدة تسمى القياسات البعدية )أك قياسات ، السكر ليؤلاء الأفراد عمى الترتيب 
 كتبيا كمايمي :كن    ( . كنرمز ليا بػ 2المعالجة 

                                                                              (    ) 
ثـ نضع نتائج القياسات القبمية لكؿ فرد مقابؿ القياسات البعدية لو في جدكؿ مناسب فنحصؿ عمى جدكؿ 

 كالتالي :
 لأفراد العينة : X(: القياسات القبمية والبعدية لمستويات السكر 1-5جدول )

 iرقـ الفرد  1 2 3 ....   ....   

     ....     ....             
 القياسات القبمية 

    

 القياسات البعدية              ....     ....     

    
   الفركقات           ....    ....    ̅ 
  
  (    ̅)

  .... (    ̅)
  .... (    ̅)

  (    ̅)
  (    ̅)

  (    ̅)
 
 

 

 ثـ نقكـ بحساب الفركقات بيف كؿ زكج مف القياسات المتقابمة مف العلبقة :
                                                                     (    ) 

 مف العلبقة : ̅ كنضعيا في سطر مستقؿ ثـ نحسب متكسطيا 

 ̅  
 

 
∑  

 

   

                                                                                     (    ) 

 )مف السطر الأخير( باستخداـ العلبقة :   ثـ نحسب تباينيا المصحح 

  
  

 

   
∑(    ̅)

 
 

   

                                                                (    ) 
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( ىي 15-5كلدراسة تأثير ذلؾ الدكاء عمى مستكيات السكر عند المرضى، نفترض أف الفركقات في )
    ̅ ) عبارة عف مشاىدات مستقمة كتخضع لمتكزيع الطبيعي في المجتمع المدركس 

الذم تكقعيا  (  
 (  ) (  )   كتباينيا  ̅      

 ، ثـ نضع الفرضيتيف كما يمي:  
̅    (                    فرضية العدم ) توقع الفروقات في المجتمع يساوي الصفر -      

̅    (               فرضية البديمة ) توقع الفروقات في المجتمع يختمف عن الصفر -     

 التالي: (ستكدينت)بار نستخدـ مؤشر اخت   كلاختبار الفرضية 

  
 ̅   ̅ 

   √ 
 

 ̅   

   √ 
                                                                 (    ) 

ذا  .درجة حرية  (   )كىك يخضع لتكزيع )ستكدينت( بػ ،   كذلؾ تحت شرط تحقؽ فرضية العدـ  كا 
̅    فإننا نقبؿ فرضية العدـ،  ،  حددنا مستكل الدلالة بػ  ̅    المقابمة لػ     إذا تحققت    

 المتراجحة التالية:
| |      (

 

 
)                                                                                    (    ) 

)    حيث 
 

 
درجة حرية، كالتي تترؾ عمى  (   ) عند (ستكدينت)ىي القيمة الحرجة لمتحكؿ  (

)يمينيا احتمالان يساكم 
 

 
) . 

| |أما إذا كانت       (
 

 
 .  بمستكل دلالة    كنقبؿ    فإننا نرفض  (

 مف العلبقة التالية: ̅ ثـ نقكـ بإنشاء مجاؿ الثقة لتكقع الفركقات 
 ̅      (

 

 
)  

  

√ 
  ̅   ̅      (

 

 
)  

  

√ 
                                     (    ) 

سحبنا  ،(2مرضى السكرم ) عند: لدراسة تأثير )عصير الميمكف( عمى مستكيات السكر (2-5مثال )
ثـ أخذنا قياسات السكر ليـ عمى الريؽ قبؿ إعطائيـ العصير،  ،(    )عينة عشكائية منيـ بحجـ 

أعطيناىـ عصير الميمكف، كمنعنا عنيـ أم طعاـ أك شراب آخر، ، ثـ    فحصمنا عمى القياسات القبمية 
، ثـ كضعنا     كبعد مركر ساعة عمى تناكؿ ذلؾ العصير، أخذنا قياسات مستكيات السكر البعدية 

 في جدكؿ مناسب كالتالي: iالنتائج المتقابمة لكؿ فرد 
 (: القياسات القبمية والبعدية لمستويات السكر2-5جدول )

 iرقـ الفرد  1 2 3 4 5 6 7 8 9 14 المتكسط

    القياسات القبمية  134 144 174 154 134 164 144 134 150 164 

    القياسات البعدية  124 134 154 124 114 144 124 114 120 144 

 ̅            الفركقات  14 14 24 34 24 24 24 24 30 24    

  
  

   

 
 4 100 4 4 4 4 144 4 144 144 (    ̅)

 
 

 



 الفصؿ الخامس                                               الجزء الثاني                                  

255 

 

 .     كالمطمكب: اختبار تأثير ذلؾ العصير عمى مستكل السكر في الدـ بمستكل دلالة 
 يساكم: ̅ ( نجد أف متكسط الفركقات 2-5كمف الجدكؿ )الحؿ: 

 ̅  
 

 
∑  

 

   

 
   

  
                                                                             

ف تبايف ىذه الفركقات             كا 
 يساكم :  

  
  

 

   
∑(    ̅)

 
  

   

 
   

 
                                                                  

 

   √
   

 
 

  

 
ف انحرافيا المعيارم يساكم                                                      كا 

 ، نضع الفرضيتيف في المجتمع كما يمي:       مكب بمستكل الدلالة كلإجراء الاختبار المط
    ̅                                          ̅      

 ثـ نحسب قيمة مؤشر الاختبار مف العلبقة :

  
 ̅   ̅ 

   √ 
 

    

  
 

 √  
                                                                   

)    مع القيمة الحرجة   ثـ نقارف القيمة المحسكبة 
 

 
 كما يمي : (ستكدينت)كالتي نأخذىا مف جدكؿ  (

    (
 

 
)    (

    

 
)    (     )                                        

 

 كعند المقارنة نجد أف
(
 

 
)
       (       ) ،    كنقبؿ    لذلؾ نرفض فرضية العدـ ،   

ف ىذه الفركقات ىي التي تقكؿ أنو  يكجد فركقات معنكية بيف القياسات البعدية كالقياسات القبمية . كا 
. كىذا يعني أف عصير الميمكف المستخدـ في المعالجة  5955فركقات معنكية باحتماؿ دلالة أصغر مف 

 (، يؤثر عمى مستكيات السكر في الدـ، كيؤدم إلى انخفاض تمؾ المستكيات بشكؿ معنكم .2)
 ( فنجد أف:25-5في المجتمع نطبؽ العلبقة ) ̅ اء مجاؿ الثقة لتكقع الفركقات كلإنش

   (     )

  
 

√  
  ̅     (     )

  
 

√  
 

 

       ̅        
درجة تقريبان . كذلؾ  25إلى  15أم أف ذلؾ العصير يؤدم إلى تخفيض مستكل السكر في الدـ مف 

 % .95باحتماؿ ثقة 
 :   و   : حالة متحولين 5-2-2

معرفيف    ك    نفترض في ىذه الحالة أننا نريد دراسة تأثير أحد الأدكية أك العكامؿ عمى متحكليف 
عند مرض    كعمى مستكل الككليستركؿ     كتأثير أحد الأدكية عمى مستكل السكر  ،عمى مجتمع ما

   ك    مريضان، ثـ نأخذ قياسات المتحكليف  n(، كلذلؾ نسحب عينة عشكائية منيـ بحجـ 2السكرم )
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لكؿ منيما، ثـ نعطييـ الدكاء كنمنع ....     ك     قبؿ إعطائيـ الدكاء، فنحصؿ عمى القياسات القبمية 
     لكؿ فرد منيـ فنحصؿ عمى القياسات البعدية    ك   كبعد ساعة نأخذ قياسات ، عنيـ أم طعاـ 

 ا .لكؿ منيم...     ك
 : كما يمي (في الأسفؿ كالبعدية في الأعمى )القبميةلقياسات المتقابمة ضمف جدكؿ كاحدثـ نضع ىذه ا

القبمية لػ    ك  

] البعدية لػ    ك  
 
 
 
 
   

   

   

   ]
 
 
 
 

 

                           

[

                 

                 

                 

                 

]       
    

    

        (    ) 

ثـ نقكـ بحساب الفركقات بيف القياسات القبمية كالبعدية المتقابمة لكؿ مف ىذيف المتحكليف مف العلبقات 
 :)حسب الاسيـ(التالية 

                                                 
                                                 

                                 (    ) 

 فنحصؿ عمى أف:   ك   ثـ نقكـ بحساب متكسطات ىذه الفركقات لكؿ مف 

 ̅  
 

 

 
∑    

 

   

 ̅  
 

 

 
∑    

 

   

         ̅  0
 ̅  

 ̅  

1                                                         (    ) 

  ̅ الفركقات  تمؾ شعاع متكسطاتل ̅  رمزنا بػحيث 
  ̅ ك 

  . 
  ̅ كالآف لنفترض أف الفركقات 

  ̅ ك 
الذم  (   ̅ ) مستقمة، كتخضع لمتكزيع الطبيعي المتعدد  

 يساكم : ̅ تكقعو 

 ̅   0
 ̅  

 ̅  

1  0
 ̅  

 ̅  

1                                                                         (    ) 

، كالتي تقدر مف بيانات العينة مف خلبؿ مصفكفة التباينات    كالذم مصفكفة تبايناتو المشتركة تساكم 
 ، كىي تحسب مف العلبقة :   المشتركة ليا 

   
 

   
∑(      ̅  

)(      ̅  
)
 

 

   

                                              (    ) 
 

   
 

   
∑0

      ̅  

      ̅  

1 [(      ̅  
) (      ̅  

)]

 

   

                            
 

   0
   

      

     
   

 1                                                                             (    ) 
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، التي   تعتمد عمى المسافة الإحصائية  ̅ كعندىا نجد أف مسألة الاستدلاؿ حكؿ شعاع تكقع الفركقات 
 تحسب مف العلبقة التالية:

    ( ̅   ̅)
 
   

   ( ̅   ̅)                                                     (    ) 

تشكؿ عينة عشكائية مسحكبة مف      ك     نجد أنو إذا كانت الفركقات    كاعتمادان عمى خكاص 
 تككف خاضعة تقاربيان لتكزيع   حصائية الإ مسافة . فإف (    ̅ ) مجتمع يخضع لمتكزيع الطبيعي 

Hotelling، مرتبط بالتكزيع الF : كفؽ العلبقة 

     
 (   )

   
                                                                                    (    ) 

 ىك عدد المتحكلات المستخدمة في التحميؿ المتعدد . Pحيث 
   كبناءن عمى ذلؾ يمكننا أف نجرم الاختبار حكؿ معنكية الفركقات بيف الأزكاج 

   ك 
 كفؽ التالي: 

 نفترض أف منقكلا شعاعي الفركقات المشاىدة ىما:
   

  (    
      

        
 )

   

  (    
      

        
 )
                                                                     (    ) 

 ، كنضع الفرضيتيف كما يمي :  ثـ نحدد مستكل الدلالة 
     ̅                     ̅                                                               (    ) 

المحسكبة مف  ( )  ( كنقارنيا مف القيمة الحرجة 27-5مف العلبقة )   ثـ نقكـ بحساب قيمة 
 إذا كانت :   كما يمي: نقبؿ الفرضية    ( . كنتخذ القرار ضمف شركط الفرضية 28-5العلبقة )

     ( ̅   )
 
   

   ( ̅   )  
 (   )

   
       ( )                     (    ) 

 إذا كاف العكس .   كنرفض الفرضية 
.  (   ) ك ( )ذم درجتي الحرية  Fىي القيمة الحرجة لمتحكؿ التكزيع  ( )       حيث أف: 

 ،  كالتي تترؾ عمى يمينيا احتمالان قدره 
(، فإف مجالات الثقة المتزامنة لتكقيع الفركقات الفردية تعطى  4 -4كبناءن عمى ما كرد في الفقرة )

 بالعلبقة:

 ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
  ̅  

  ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
       (    ) 

 

 ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
  ̅  

  ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
       (    ) 

درجة   بػ    يصبح مقاربا لتكزيع    فإف تكزيع المقدار ، كبيران (   ) : عندما يككف العدد ملاحظة
 أف: أم، حرية 

   
 (   )

   
            

                                                                            (    ) 
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-5( ك)32-5كعندىا لا نحتاج إلى افتراض أف يككف المجتمع طبيعيان. كنستبدؿ ذلؾ في العلبقتيف )
 ( لحساب مجالات الثقة المتزامنة. 33

ني( لتكقعات الفركقات الفردية كباحتماؿ ثقة ك مجالات الثقة المتزامنة حسب طريقة )بكنفير  كلإنشاء
 نطبؽ العلبقتيف التاليتيف : (   )

 ̅  
     (

 

   (   )
)  √

   

 

 
  ̅  

  ̅  
     (

 

   (   )
)  √

   

 

 
         (    ) 

 

 ̅  
     (

 

   (   )
)  √

   

 

 
  ̅  

  ̅  
     (

 

   (   )
)  √

   

 

 
         (    ) 

 

)    حيث أف 
 

   (   )
)المقابمة لمستكل دلالة  (ستكدينت): ىي القيمة الحرجة لمتحكؿ  (

 

   (   )
) 

 درجة حرية . (   ) ك
 بتصرؼ [ Johnson ,Wichern P. 213: ] مف (3-5مثال )

قامت مصمحة حماية البيئة بسحب لدراسة تأثير مياه الصرؼ الصحي عمى مياه كالأنيار كالجداكؿ، 
قامت المصمحة   ،( جرعة مف مياه الأنيار كمف مناطؽ مختمفة، كبعد تسجيميا كترتيبيا كترقيميا11)

جرعة .          بتقسيـ كؿ جرعة إلى قسميف فحصمت عمى عينتيف متكافئتيف بحجميف 
رسمت العينة الأخرل إلى مخبر كلتحميؿ ىاتيف العينتيف، أرسمت إحدل العينتيف إلى مخبر خاص، كأ

، (SS)ككمية الأملبح العالقة بيا  (BOD)فيياحككمي، كطمبت منيما تحديد كمية الأككسجيف الحيكم 
 فكانت نتائج التحميؿ في ىذيف المخبريف كما يمي:

 :(SS)و (BOD)(: نتائج التحميل في المخبرين لـ 3-5جدول )

11 14 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
رمز 
 المتحكؿ

 الجرعة رقـ

24 33 43 71 28 34 11 8 18 6 6     BOD  نتائج المختبر
 SS     27 23 64 44 34 75 26 124 54 34 14 الخاص

39 29 34 54 42 44 15 35 36 28 25     BOD  نتائج المختبر
 SS     15 13 22 29 31 64 34 64 56 24 21 الحككمي

 كالسؤاؿ الآف: ىؿ نتائج التحميؿ في ىذيف المخبريف متكافقة أك مختمفة ؟ 
ذا ظيرت فركقات، فما ىي طبيعة تمؾ الفركقات ؟                 كا 

الحؿ: للئجابة عمى ذلؾ عمينا أف نقكـ باختبار الفركقات بيف نتائجي ىذيف التحميميف )الخاص 
 كقات معنكية أـ عشكائية ؟كالحككمي(، كدراسة فيما إذا كانت تمؾ الفر 

   كالذم سنرمز لو بػ BODعمى شعاعي الفركقات لممتحكليف:    كىنا يجب عمينا أف نطبؽ اختبار 
كنضع الفرضيتيف حكؿ تكقع        . لذلؾ نحدد مستكل الدلالة بػ    كالذم سنرمز لو بػ  SSك

 الفركقات في المجتمع كما يمي:
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     ̅          ̅  0
 ̅  

 ̅  

1  *
 
 
+

     ̅          ̅  0
 ̅  

 ̅  

1  *
 
 
+

 

 ثـ نقكـ بحساب الفركقات مف بيانات العينة فنجد أنيا تساكم:
   (: الفروقات 4-5جدول )

 ( :3-5محسوبة من الجدول )    و 
 رقـ الجرحة 1 2 3 4 5 6 7 8 9 14 11 المتكسط
9136- 19- 4 9 17 14- 14- 4- 27- 18- 22- 19-     

           
13127 7 14 2- 64 4- 11 1- 15 42 14 12     

           
 

( أنو 4-5( فنجد مف الجدكؿ )23-5كمنيا نحسب شعاع متكسط الفركقات في ىذه العينة مف العلبقة )
 يساكم :

 ̅  0
 ̅  

 ̅  

1  *
     
     

+ 

 ( فنجد أنيا تساكم :26-5ليما مف العلبقة ) ةالمشترك اتثـ نقكـ بحساب مصفكفة التباين

   0
   

      

     
   

 1  *
           
           

+ 

ف مقمكبيا    كا 
 يساكم:   

  
   *

             
             

+ 
 

 يساكم :   ( فنجد أنو حسب الفرضية 27-5مف العلبقة )   ثـ نقكـ بحساب قيمة مؤشر الاختبار 

     [( ̅  
  ) ( ̅  

  )]    
   0

( ̅  
  )

( ̅  
  )

1 

 أم أف:
     [            ] *

             
             

+  *
     
     

+ 
 

        كبعد إجراء الحسابات نجد أف:                                              
فنجد مف العلبقة  Fتكزيعنستعيف بجداكؿ ال ( )  مع القيمة الحرجة    كلمقارنة ىذه القيمة المحسكبة 

 ( أف:5-28)

  ( )   
 (   )

   
      ( )  

 (    )

    
     (    )  

  

 
(    )       

 نجد أف: ( )  مع    كبمقارنة 
(       )  (  ( )      ) 

حكؿ عدـ كجكد فركقات بيف نتائج التحميؿ مف المخبريف الخاص    لذلؾ نرفض فرضية العدـ 
 كالحككمي: كنستنتج أنو يكجد فركقات معنكية )غير معدكمة( بيف نتائج التحميؿ في المخبريف المذككريف .
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)أم    ( حيث نلبحظ أف نتائج المتحكؿ 3-5كفي الحقيقة أف تمؾ الفركقات تظير فكران مف الجدكؿ )
BODف نتائج المتحكؿ  ممار الخاص بشكؿ عاـ أقؿ ( في المخب )أم    عميو في المخبر الحككمي، كا 

SS مف المخبر الحككمي .أكبر ( في المخبر الخاص بشكؿ عاـ 
  ̅ كلإنشاء مجالات الثقة المتزامنة لتكقعات الفركقات 

  ̅ ك 
-5( ك)35-5بينيما نطبؽ العلبقتيف ) 

 ( فنجد أف :36

 ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
  ̅  

  ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
 

      √     √
      

  
  ̅  

       √     √
      

  
 

  ̅        كبذلؾ نجد أف:                                               
      

  ̅ ككذلؾ نجد أف مجاؿ الثقة لػ 
 يساكم: 

 ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
  ̅  

  ̅  
 √

 (   )

   
       ( )  √

   

 

 
 

      √     √
      

  
  ̅  

      √     √
      

  
 

 

  ̅       كبذلؾ نجد أف:                                            
       

  ̅ كىنا نلبحظ أف ىذيف المجاليف المتزامنيف يحتكياف التكقعيف 
  ̅ ك 

ف كؿ 95باحتماؿ ثقة   % . كا 
̅     منيما يتضمف قيمة الصفر، التي رفضناىا عندما رفضنا الفرضية  % . 5بمستكل دلالة    

 فكيؼ سنفسر ذلؾ ؟
. كذلؾ لأف تصميـ المجالات المتزامنة يشمؿ    إف مثؿ ىذه الحالات قد تحدث عندما نرفض الفرضية 

  ̅   *  ̅ ك  ̅ جميع التراكيب الخطية لمتكقعيف 
  ̅    ك

، كلكف مجالات الحالة العممية،  +مثؿ 
 التي صادفتنا في ىذا المثاؿ، تقابؿ الحالتيف التاليتيف فقط :

(           )          ̅  
 

(           )          ̅  

 

ر . ككذلؾ فإنيا ستعطينا مجالات متزامنة لا تتضمف قيمة الصف   ك   أما بقية الحالات الممكنة لػ 
    الأمر في مجالات )بكنفيركني(. كعدا عف ذلؾ فإننا نفترض عند التحميؿ أف الفركقات 

    ك
تخضع 
لمتكزيع الطبيعي، كلكف في الحالات العممية قد لا يككف ىذا الافتراض محققان بالنسبة لكاحد أك أكثر مف 

 أخرل .الفركقات . كما أف تمؾ الفركقات قد تعكد لأسباب تنظيمية 
. فيذا يقتضي بالضركرة أف    كأخيران نشير إلى أنو إذا كانت نتيجة الاختبار قبكؿ فرضية العدـ 

 تتضمف جميع المجالات المتزامنة نقطة الصفر .
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 :             : حالة عدة متحولات  5-2-3
ة ىذمتحكلان معرفان عمى مجتمع ما، كنريد دراسة تأثر احد العكامؿ عمى  Pفي ىذه الحالة نفترض أنو لدينا 

كعمى مستكل الككليستركؿ    مثؿ تأثير أحد الأدكية عمى مستكل السكر  ،           المتحكلات 
كعمى عدد نبضات    ، كعمى مستكل الضغط الانقباضي    ، كعمى مستكل الضغط الانبساطي   

 ...الخ .   قيقة القمب في الد
، ثـ نأخذ قياسات ىذه المتحكلات nفإننا نقكـ بسحب عينة عشكائية مف أفراد ذلؾ المجتمع بحجـ لذلؾ 

 كنكتبيا مع متكسطاتيا كما يمي:     قبؿ إعطاء الدكاء فنحصؿ عمى القياسات القبمية ليا . نرمز ليا بػ 

[
 
 
 
 
    

    

    

 
    ]

 
 
 
 

 

                    

[
 
 
 
 
                 

                 

                 

     
                 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
∑     

 

   

 

 
∑     

 

   

 

 
∑     

 

   

 
 

 
∑     

 

   ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

نأخذ ك  ننتظر ساعة ثـ .ثـ نقكـ بإعطاء الدكاء لجميع أفراد العينة ) أك نطبؽ العامؿ المدركس عمييا (
كنكتبيا مع متكسطاتيا      قياسات تمؾ المتحكلات، فنحصؿ عمى القياسات البعدية ليا . كنرمز ليا بػ 

 كما يمي:

[
 
 
 
 
    

    

    

 
    ]

 
 
 
 

 

         

[
 
 
 
 
             

             

             

    
             ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
∑     

 

 

 
∑     

 

 

 
∑     

 

 
 

 
∑     

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 كبناء عمى ذلؾ يمكننا كتابة نتائج ىذه القياسات كمتكسطاتيا ضمف عمكد كاحد )شعاع كاحد( كما يمي:

   

   

          

[
 
 
 
 
 
 
 
    

    

 
    

    

    

 
    ]

 
 
 
 
 
 
 

 

القياسات القبمية لممتحكلات
        

القياسات البعدية للمتحولات

        

     

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 
 ̅  

 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

متكسطات القياسات القبمية

متوسطات القياسات البعدية

    (    ) 
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كبناء عمى ذلؾ يمكننا حساب شعاع الفركقات بيف القياسات القبمية كالبعدية كمتكسطاتيا مف العلبقات 
 التالية:

   [

   

   

 
   

]  [

         

         

 
         

]       ̅  

[
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 

 
∑   

 

 
∑   

 
 

 
∑   ]

 
 
 
 
 
 

                 (    ) 

          حيث أف 
 كالآف نفترض أف تكقع شعاع ىذه الفركقات كمصفكفة تبايناتيا المشتركة في المجتمع يساكياف :

 ̅   (  )  

[
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
                         (  )                                    (    ) 

، كعندىا فإف مسألة (     ̅ ) كما نفترض أف ىذه الفركقات مستقمة كخاضعة لمتكزيع الطبيعي 
̅     ضمف الفرضية  ̅ الاستدلاؿ حكؿ شعاع متكسطات الفركقات  ، تعالج بكاسطة مؤشر   

 الذم يعطى مف العلبقة التالية:   الاختبار 
     ( ̅   ̅)

 
   

   ( ̅   ̅)                                                   (    ) 

 كتحسب مف العلبقة:   لمفركقات     مصفكفة التباينات المشتركة تقدير ىي   حيث أف: 
   

 

   
∑( ̅   ̅)( ̅   ̅)

 
  ̃  

 

فتأخذ مف فرضية العدـ  ̅ (، أما قيمة 45-5ىك شعاع متكسطات الفركقات المعرؼ بالعلبقة )  ̅ كأف
     ̅    (، أم أننا نقبؿ 31-5حسب العلبقة )   ، كيتـ اتخاذ القرار حكؿ معنكية الفركقات   
 إذا كانت: (   )باحتماؿ ثقة 

   
 (   )

   
       ( )                                                             (    ) 

 مف العلبقة: (   )كنشكؿ مجالات المتزامنة ليا باحتماؿ ثقة 

 ̅   √
 (   )

   
       ( )  √

   

 
                                           (    ) 

  طريقة المصفوفة المتعارضة( Contrast )  متحولًا :  للاستدلال حول شعاع المتوسطات لـ 

ف مجمكع عناصر كؿ  ،تتميز بأف أسطرىا مستقمة ،إف المصفكفة المتعارضة ىي مصفكفة مستطيمة كا 
 ، مثؿ المصفكفات التالية :Cسطر فييا يساكم الصفر، كيرمز ليا بالحرؼ 
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     [

    
    
    
    

|

     
     
     
     

]      [

      
      
      
      

]

     [
     
     
     

]                                  [
      
      
      

]         

      (    ) 

 

 ،مف القياسات القبمية كالبعدية مباشرة   كتستخدـ ىذه المصفكفات لممساعدة في حساب قيمة المؤشر 
ليا، كذلؾ باتباع التعميمات    كدكف حساب المصفكفة    أم دكف المركر بحساب شعاع الفركقات 

 التالية :
كنضعيا في شعاع عمكد  jعف المتحكؿ  iلممفردة      كالقياسات البعدية      نأخذ القياسات القبمية 

 كاحد ثـ نحسب متكسطاتيا فنحصؿ عمى الشعاعيف التالييف :

  

    
 

[
 
 
 
 
 
 
 
    

    

 
    

    

    

 
    ]

 
 
 
 
 
 
 

 

القياسات القبمية
 لممتحكلات لممفردة  
القياسات البعدية

 للمتحولات لممفردة  

   ̅
    

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 
 ̅  

 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

المتكسطات القبمية
لممتحكلات

المتوسطات البعدية

لممتحكلات

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
∑     

 

 

 
∑     

 

 
 

 
∑     

 

 

 
∑     

 

 

 
∑     

 

 
 

 
∑     

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      (    ) 

 عمى الشكؿ التالي : (    )مف المرتبة       ثـ نعرؼ المصفكفة المتعارضة 

      
[

    

    

    

    

|

     

     

    

     

]

      (  عمكدان )       (  عمكدان )

 (    )                          (   سطران )    

( مف 45-5كالمعرفة بالعلبقة ) iلكؿ مفردة    كعندىا نجد أنو يمكننا التعبير عف شعاع الفركقات 
 خلبؿ العلبقة التالية:

       [

    

    

    

    

|

     

     

    

     

]

[
 
 
 
 
 
 
 
    

    

 

    

    

    

 

    ]
 
 
 
 
 
 
 

 [

         

         

 
         

]        (    ) 

          حيث أف: 
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 يساكم: ̅ ككذلؾ نجد أف شعاع متكسطاتيا 
              ̅     ̅                                                                             (    )      

 تساكم :   كأخيران نجد أف مصفكفة التباينات المشتركة 
                                                                              (    ) 

الكاردة في      مقياسات البعدية كل     ىي مصفكفات التباينات المشتركة لمقياسات القبمية  Sحيث أف 
 كمؤلفة مف أربع مصفكفات مربعة كما يمي:      ، كتككف مف المرتبة    الشعاع 

  [
      
      

]                                                                              (    ) 

ىي مصفكفة     فقط ، كأف      ىي مصفكفة التباينات المشتركة لمقياسات القبمية     كحيث أف 
فيما مصفكفة التباينات     ك    يف فقط . أما المصفكفت     التباينات المشتركة لمقياسات البعدية 

. عممان بأنيما مرتبطتاف بالعلبقة      كالقياسات البعدية      المشتركة المتبادلة بيف القياسات القبمية 
       

   . 
كتحت فرضية العدـ  (،42-5المعرفة في العلبقة )   كبتعكيض ىذه المصفكفات في عبارة 

(     ̅  تصبح مساكية كما يمي:   نجد أف  (  
      ̅    (    )     ̅                                                (    ) 

 

(، كذلؾ 52-5مف العلبقة )   ، كىذا يعني أنو يمكننا حساب   كىي عبارة لا تتضمف الفركقات 
 معان، لمقياسات القبمية كالبعدية Sجة كمصفكفة التباينات المشتركة المزدك  Cبدلالة المصفكفة المتعارضة 

̅     كضمف الفرضية:    ̅ كباستخداـ شعاع المتكسطات المزدكج      . 
( )  نقارنيا مع القيمة الحرجة ليا :    كبعد حساب   

 (   )

   
 . فإذا كانت: ( )       

 

   
 (   )

   
       ( )                                                              (    ) 

̅     فإننا نقبؿ فرضية العدـ   كالعكس بالعكس . (   )كذلؾ باحتماؿ ثقة    
تعطى   𝝁 تكقعات تمؾ المتحكلات لفركقات كما إف عممية إنشاء مجالات الثقة المتزامنة أك المنفردة 

 بالعلبقة :

 𝝁    ̅  √
 (   )

   
       ( )√

   

 
                                                  (    ) 

 

 :  : حالة التجارب المكررة )عمى عينة واحدة ولمتحول واحد (5-2-4
. كذلؾ (ستكدينت) t( لممقارنات الزكجية عمى متحكؿ كاحد باستخداـ 1-2-5ىي تعميـ آخر لمحالة ) 
خلبؿ فترات متتالية مف  Xمرة، عمى نفس العينة لقياس قيـ أحد المتحكلات  qعندما نقكـ بتكرار التجربة 

الزمف . مثؿ متابعة أكزاف عينة مف المكاليد بعد كؿ شير . أك متابعة أكزاف عينة مف الأشخاص 
 الخاضعيف لنظاـ التنحيؼ بعد كؿ أسبكع ...الخ .
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 كنكتبيا كما يمي :    قيمة عددية نرمز ليا بػ  qتعطينا شعاعان مؤلفان مف  iكعندىا فإف كؿ مفردة 

   [

   

   

 
   

]                                                                                       (    ) 

  iعمى المفردة  jىي نتيجة التجربة     حيث أف 
المعرؼ بالعلبقة  𝝁كلمقارنة ىذه القياسات المستيدفة نفترض أف تكقعاتيا في المجتمع تشكؿ الشعاع 

 التالية :

𝝁   (  )  

[
 
 
 
 (   )

 (   )
 

 (   )]
 
 
 

 

[
 
 
 
 𝜇 

𝜇
 

 

𝜇
 ]
 
 
 
 

                                                             (    ) 

 . كنتبع أحد الأسمكبيف التالييف : 𝝁ثـ نعمؿ عمى إجراء المقارنات الزكجية بيف كؿ مركبتيف مف مركبات 
𝜇مقارنة المركبة الأكلى  -

 
𝜇المركبات الأخرل  إحدل مع 

 
زكجان .  (   )فنحصؿ عمى  

 كنكتبيا كما يمي :   كلإجراء ذلؾ نستخدـ المصفكفة المتعارضة 

[
 
 
 
 𝜇 

 𝜇
 

𝜇
 
 𝜇

 

 

𝜇
 
 𝜇

 ]
 
 
 
 

 [

      
      
     
      

]

[
 
 
 
 𝜇 

𝜇
 

 

𝜇
 ]
 
 
 
 

    𝝁                              (    ) 

𝜇مقارنة كؿ مركبة  -
 

𝜇مع المركبة التي تسبقيا  
   

زكجان .  (   )فنحصؿ أيضان عمى  
 كنكتبيا كما يمي :   كلإجراء ذلؾ نستخدـ المصفكفة المتعارضة 

[
 
 
 
 𝜇

 
 𝜇

 

𝜇
 
 𝜇

 

 

𝜇
 
 𝜇

   ]
 
 
 
 

 [

       
       
      
       

]

[
 
 
 
 𝜇 

𝜇
 

 

𝜇
 ]
 
 
 
 

    𝝁                 (    ) 

لكؿ كاحدة مقابؿ أخرل . كىنا نشير  𝜇إف طبيعة ىذا التصميـ تعكس لنا الفركقات بيف مركبات التجارب 
 .حسب ما يراه مناسبان إلى أنو يمكف لمباحث أف يقكـ بترتيب التجارب عشكائيان في كؿ مكضكع 

 تككف تكقعات تمؾ التجارب متساكية، فإف :كعندما 
  𝝁    𝝁                                                                          (    ) 

كلذلؾ فإف فرضية العدـ تككف حكؿ عدـ كجكد فركقات بيف أزكاج قياسات التجارب مف أجؿ أم خيار 
شكيمة ليذه الأزكاج . كبصكرة عامة نكتب الفرضيتيف     . أم مف أجؿ أم ت Cلممصفكفة المتعارضة 

 كما يمي:
     𝝁                                     𝝁                                 (    ) 

 . Cكذلؾ مف أجؿ أية مصفكفة متعارضة 
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 كما يمي: Cثـ نجرم التجارب كنحسب الفركقات بينيما باستخداـ المصفكفة المتعارضة 

    [

      
      
     
      

] [

   

   

 

   

]                                                  (    ) 

 ثـ نحسب متكسطاتيا كمصفكفة تبايناتيا المشتركة فنجد أف:
 ̅    ̅                            ̅  

 

 
∑                                                        (    ) 

 

                                                                                      (    ) 
 

كلإجراء الاختبار حكؿ فرضية العدـ  .    : ىي مصفكفة التباينات المشتركة لمقياسات Sحيث أف 
     𝝁  ( كالذم يأخذ الشكؿ التالي :52-5المعرؼ بالعلبقة )   نستخدـ المؤشر    

     (  ̅)  (    )     ̅                                                                      (    ) 
 لمتجارب المكررة .    مف القياسات المباشرة    كيحسب  ييعط، بؿ   كىك شكؿ لا يتضمف الفركقات 

ككانت فرضية العدـ  (   𝝁) خاضعة لمتكزيع الطبيعي المتعدد     كىكذا نجد أنو إذا كانت القياسات 
 كما يمي:   كالفرضية البديمة    

     𝝁                                     𝝁                                                            (    ) 
  ( باستبداؿ 53-5تحقؽ المتراجحة التالية المعدلة مف )   إذا كانت قيمة    فإننا نقبؿ الفرضية 

فنجد ، (   )مساكيان لعدد الأزكاج ا   أم باعتبار عدد المتحكلات  ،(   )الفركقات  أزكاج بعدد
 أف :

     (  ̅)  (    )     ̅  
(   )(   )

     
            ( )            (    ) 

 

  )كلكؿ تجربة بمفردىا  (   )كلإنشاء مجالات الثقة المتزامنة باحتماؿ ثقة
 𝜇) :نستخدـ العلبقة التالية 

      𝝁     
  ̅  √

(   )(   )

     
            ( )  √

  
      

 
        (    ) 

  حيث أف 
 . Cمف  jىك السطر   

مؤثريف عمى مفردات العينة، ثـ    ك   : يمكف تعميـ فكرة التجارب المكررة عمى متحكليف ملاحظة
، أك لإنشاء مجالات الثقة ( )  ثـ مقارنتيا مع    لحساب  Cالاستعانة بالمصفكفات المتعارضة 
 المثاؿ التالي :المتزامنة . كما سنرل مف خلبؿ 

 بتصرؼ [ Johnston ,Wichern P. 218] مأخكذ مف (: 4-5مثال )
لدراسة تأثير المكاد المخدرة عمى المدة الفاصمة بيف نبضات القمب عند الكلبب . تـ سحب عينة عشكائية 

بضغط  (   )تـ تعريضيـ لغاز ثاني أككسيد الكربكف كمبان . كبعد تحضيرىـ      منيـ بحجـ 
عادة التجربة عمييـ كتعريضيـ ثانية Hثـ تـ إعطاءىـ مادة )اليالكثيف :  ،ثـ بضغط منخفضعاؿٍ  ( كا 
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كتـ تسجيؿ المدد الفاصمة بيف نبضات القمب بعد كؿ  ،ثـ بضغط منخفض ،بضغط عاؿٍ  (   )لغاز 
 تجربة ) بالميمى ثانية ( كتـ تصميـ جدكؿ خاص لعرض نتائج ىذه التجارب المتقاطعة كما يمي:

 حالات ( 4(: تصميم نتائج التجارب المتقاطعة )5-5جدول )           

 المجمكع
     (   )يض لػ ر حالات التع

 بضغط عاؿ بضغط منخفض Hحالة 
𝜇  𝜇   التجربة الثانية كتكقعيا𝜇   التجربة الأكلى كتكقعيا𝜇   قبؿ تناكؿH 

𝜇  𝜇   التجربة الرابعة كتكقعيا𝜇   التجربة الثالثة كتكقعيا𝜇   بعد تناكؿH 
 𝜇  𝜇  𝜇  𝜇  المجمكع 

           كىكذا يككف شعاع التكقعات لممدد الفاصمة بيف نبضات القمب حسب ىذه التجارب الأربعة 
 كما يمي :

𝝁  

[
 
 
 
 
 𝜇 

𝜇
 

𝜇
 

𝜇
 ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
ضغط عال   لــ      بدون        التجربة   

ضغط منخفض لــ     بدون   التجربة   

ضغط عال   لــ     مع          التجربة   

ضغط منخفض لــ     مع     التجربة    ]
 
 
 
 

 

 كىنا نلبحظ أف ىذا التصميـ يعطينا ثلبثة أزكاج لمفركقات ىي:
كيمثؿ بالفرؽ بيف     ( كعدـ كجكده في كمتا حالتي ضغط Hالفرؽ بيف كجكد )اليالكثيف   -1

( 𝜇  𝜇)المجمكعتيف   (𝜇  𝜇 ) . 

كيمثؿ بالفرؽ  Hالفرؽ بيف التعريض بضغط عاؿٍ كضغط منخفض، في كمتا حالتي الدكاء  -2
( 𝜇  𝜇)بيف المجمكتيف:   (𝜇  𝜇 ) . 

كيمثؿ بالفرؽ بيف  (   )الفرؽ بيف تداخؿ حالتي ) اليالكثيف( مع حالتي ضغط التعريض  -3
( 𝜇  𝜇)المجمكعتيف:   (𝜇  𝜇 ) . 

 التالية :     كيمكف التعبير عف ىذه الفركقات باستخداـ المصفكفة المتعارضة 

     [
      
      
      

] 

 حيث نجد أنو يمكننا كتابة تمؾ الفركقات عمى الشكؿ التالي :

 𝝁  [
      

      

      

]  

[
 
 
 
 
𝜇
 

𝜇
 

𝜇
 

𝜇
 ]
 
 
 
 

 [

(𝜇
 
 𝜇

 
)  (𝜇

 
 𝜇

 
)

(𝜇
 
 𝜇

 
)  (𝜇

 
 𝜇

 
)

(𝜇
 
 𝜇

 
)  (𝜇

 
 𝜇

 
)

] 

𝝁     كبذلؾ تككف فرضية العدـ عمى الشكؿ :  𝝁     مقابؿ         
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كمبان(      كبعد اعتماد ىذا التصميـ تـ إجراء تمؾ التجارب عمى كلبب العينة المذككرة )التي حجميا 
 قياسات المدد الفاصمة بيف نبضات القمب )بالميمي ثانية( فكانت كما يمي: ا كأخذك 

 لفاصمة بين نبضات القمب )بالميمي ثانية( وحسب التجارب الأربعةا(: نتائج قياس المدد 6-5جدول )
 4نتائج التجربة 

Low    +H 

 3نتائج التجربة 
High    +H 

 2نتائج التجربة 
Low    -H 

 1نتائج التجربة 
High    -H رقـ الكمب 

644 558 649 426 1 
395 392 236 253 2 
357 349 433 359 3 

066 522 431 432 4 
513 513 426 445 5 
539 547 438 324 6 
426 414 312 414 7 
544 354 326 326 8 
548 547 447 375 9 
422 443 286 286 14 
497 473 382 349 11 
547 488 414 429 12 
514 447 377 348 13 
446 472 473 412 14 
468 455 326 347 15 
524 637 458 434 16 
469 432 367 364 17 
531 548 395 424 18 
625 645 556 397 19 

 المتكسطات 368121 444163 479126 542189
 التباينات 2819129 7963114 6851132 4878199

 كمف ىذه البيانات نجد أف شعاع المتكسطات في العينة يساكم:

 ̅  

[
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

 ̅ ]
 
 
 
 

   [

      
      
      
      

] 

 تساكم:               كما نجد أف مصفكفة التباينات المشتركة ليذه المتحكلات الأربعة 

  [

                            
                            
                            
                            

] 
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 يساكم: ̅  كمنيا نجد أف الجداء 

  ̅  [
      
      
      

]  [

      
      
      
      

]  [
      
      
      

] 

 كأف

        [
                    
                    
                   

]              

جراء الحسابات اللبزمة نجد أف 52-5كبالتعكيض في )  تساكم :   ( كا 
    (  ̅)  (       )     ̅    (    )      

 

 ما يمي: (      )التي تساكم عندما  ( )  مع القيمة الحرجة    كبمقارنة ىذه القيمة لػ 
  ( )  

(   )(   )

     
            ( )  

    

  
      (    )  

    

  
(    )        

(      )نجد أف   (  ( ) 𝝁     لذلؾ نرفض فرضية العدـ  (       كنقبؿ    
 التي تقكؿ بأنو يكجد فركقات معنكية بيف نتائج تمؾ التجارب الأربعة .   الفرضية 

. نقكـ بإنشاء مجالات الثقة المتزامنة ليذه    كلبياف أم الأسطر المتعارضة أدل إلى رفض الفرضية 
 : مجاؿ الثقة لمفرؽ الأكؿ يساكم ، فنجد أف السطر الأكؿ يعطينا أف5995الأسطر باحتماؿ ثقة قدره 

  
 𝜇  (𝜇  𝜇 )  (𝜇  𝜇 ) (اليالكثيف)     تأثير 

ف مجاؿ الثقة لو يقدر بما يمي:  كا 

[( ̅   ̅ )  ( ̅   ̅ )]  √
    

  
      (    )  √

  
    

 
  

 

         √      √
       

 
                                      

   [               ]                                                                   

كىك مجاؿ لا يتضمف النقطة صفر، أم أنو يكجد تأثير معنكم )لميالكثيف( عمى المدد الفاصمة بيف 
ف كجكده يجعميا أطكؿ .  نبضات القمب كا 

 الثاني يساكم: لمفرؽكبصكرة مشابية نجد أف مجاؿ الثقة 

[( ̅   ̅ )  ( ̅   ̅ )]  √
    

  
      (    )  √

  
    

 
  

 

         √      √
       

 
                                      

   [             ]                                                                   



 الفصؿ الخامس                                               الجزء الثاني                                  

215 

 

ى المدد الفاصمة عم    كىك مجاؿ يتضمف النقطة صفر، أم أنو لا يكجد تأثير معنكم لمستكل ضغط 
 يجعميا أطكؿ قميلبن .     الضغط المنخفض لػ مع إف بيف نبضات القمب . 
 الثالث حيث نجد أف: لمفرؽككذلؾ الأمر بالنسبة 

[( ̅   ̅ )  ( ̅    )]  √
    

  
      (    )  √

  
    

 
  

 

         √      √
       

 
                                      

   [               ]                                                                   

 .   وىو يتضمن نقطة الصفر، أي أنو لا يوجد فرق معنوي لتداخل تأثير)اليالوثين( مع حالتي الضغط لـ
 : مقارنة شعاعي المتوسطات في مجتمعين طبيعيين )من عينتين مستقمتين(:5-3

 :  تمييد: 5-3-1
لمقارنة قياسات عدة متحكلات، مأخكذة مف مجتمعيف طبيعييف كذلؾ    سنقكـ الآف بتطكير فكرة المؤشر 

 دكف أف نقكـ بحساب الفركقات المتقابمة، كما فعمنا في حالة المقارنات الزكجية .
متحكلان ىي:   ا ملذلؾ لنفترض أنو لدينا مجتمعيف )مجتمع أكؿ، كمجتمع ثاني( كمعرؼ عميي

كنريد مقارنة تغيرات ىذه المتحكلات في المجتمعيف المذككريف، كذلؾ مف خلبؿ مقارنة             
شعاعي متكسطات تمؾ المتحكلات في ىذيف المجتمعيف كالاستدلاؿ عمى تجانسيا أك اختلبفيما . كحتى 

( 2( ك)1متحكلات في المجتمعيف )نستطيع القياـ بعممية الاستدلاؿ نفترض أف شعاعي تكقعات ىذه ال
ف الفرؽ بينيما ىك:   𝝁و  𝝁ىما:   كنكتب ذلؾ كمايمي : ( 𝜇  𝜇). كا 

𝝁  

[
 
 
 
 𝜇  

𝜇
  

 

𝜇
  ]

 
 
 
 

       𝝁  

[
 
 
 
 𝜇  

𝜇
  

 

𝜇
  ]

 
 
 
 

            (𝝁  𝝁 )  

[
 
 
 
 𝜇  

 𝜇
  

𝜇
  

 𝜇
  

 

𝜇
  

 𝜇
  ]

 
 
 
 

                (    ) 

 

عمى    و   كما نفترض أف مصفكفتا التباينات المشتركة لتمؾ المتحكلات في ىذيف المجتمعيف ىما 
 الترتيب .

كنفترض أيضان أف قياسات تمؾ المتحكلات في المجتمع الأكؿ يخضع لمتكزيع الطبيعي المتعدد 
 (𝝁     )  كأف قياسات تمؾ المتحكلات في المجتمع الثاني تخضع لمتكزيع الطبيعي المتعدد ،
 (𝝁     ) . 
 جيب عمى السؤاؿ التالي :نكعمينا الآف أف 

ذا كاف     𝝁  𝝁؟، أك بعبارة أخرل ىؿ   𝝁  𝝁ىؿ  فأم المركبات     𝝁  𝝁؟، كا 
 المتكسطة ىي سبب ىذا الاختلبؼ ؟
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بيف الحالتيف  -كما فعمنا في حالة المتحكؿ الكاحد -مى ىذه الأسئمة لابد مف أف نميزكحتى نجيب ع
 التاليتيف :

 : حالة تجانس عناصر المصفكفتيف .      الحالة التي يككف فييا  - أ

 : حالة عدـ تجانس عنصر كاحد أك أكثر منيما .      الحالة التي يككف فييا  - ب

كما عمينا أف نميز بيف حالتي العينات الصغيرة كالعينات الكبيرة . لذلؾ نفترض أيضان أننا سحبنا مف 
   عنصران، كسحبنا مف المجتمع الثاني عينة عشكائية بحجـ    المجتمع الأكؿ عينة عشكائية بحجـ 
، فحصمنا عمى القياسات فمف عناصر ىاتيف العينتي          عنصران . ثـ أخذنا قياسات المتحكلات 

 يمي:، فكانت كمامتكسطاتيا كمصفكفتي التباينات المشترؾ لكؿ منيما شعاعي الفعمية ليا ثـ حسبنا
     : كنرمز ليا بػ  قياسات العينة الأولى -1

 كنكتبيا كما يمي : 

     
     
 

     

      

                  

                  

     
                  

                                             (    ) 

 

 :كنحسبيما كما يمي  ̅  بػ كلشعاع المتكسطات فييا   ̅ في العينة الأكلى بػ    كنرمز لمتكسط المتحكؿ 

 ̅   
 

  
∑    

  

   

      ̅  

[
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 
                                              (    ) 

 مف العينة الأكلى مف العلبقة:          كما نحسب مصفكفة التباينات المشتركة لقياسات المتحكلات

   
 

  
∑(      ̅  )(      ̅  )

 

  

   

                                            (    ) 

 

 كنكتبيا كما يمي :     كنرمز ليا بػ قياسات العينة الثانية:  -2

     
     
 

     

                  

                  

     
                  

                                             (    ) 

 كنحسبيما كما يمي :  ̅ كلشعاع المتكسطات فييا    ̅ في العينة الثانية بػ    كنرمز لمتكسط المتحكؿ 

 ̅   
 

  

∑    

  

   

      ̅  

[
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 
                                              (    ) 

 مف العينة الثانية مف العلبقة:          كما نحسب مصفكفة التباينات المشتركة لقياسات المتحكلات

   
 

    
∑(      ̅  )(      ̅  )

 

  

   

                                  (    ) 
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كأخيران نشير إلى أنو إذا كانت العينتاف المسحكبتاف مف المجتمعيف مستقمتيف، فإف ىذا يعني أف القياسات 
في العينة الأكلى تككف    الناتجة عنيما تككف مستقمة عف بعضيما البعض، أم أف قياسات كؿ متحكؿ 

لذلؾ سنعمؿ      تككف مستقمة عف      مستقمة عف قياساتو في العينة الثانية، كىذا يعني أف القياسات 
 ضمف الفرضيات التالية :

كمصفكفة تبايناتو   𝜇خاضعة لمتكزيع الطبيعي المتعدد الذم تكقعو      إف قياسات العينة الأكلى   -1
 .   المشتركة 

بايناتو كمصفكفة ت  𝜇خاضعة لمتكزيع الطبيعي المتعدد الذم تكقعو      إف قياسات العينة الثانية  -2
 .   المشتركة 

أف تككف العينتاف المسحكبتاف مف المجتمعيف مستقمتاف عف بعضيما البعض أم أف القياسات  -3
صغيران . فإننا نحتاج إلى    ك   . أما عندما يككف حجما العينيتيف  (    )مستقمة عف  (    )

 كضع فرضية جديدة ىي .

معيف ليما نفس مصفكفة التباينات المشتركة . كىذا يعني أف تأم أف المج      أف يككف  -4
 حالة المتحكؿ الكاحد . كما في يفتجانسمالمجتمعيف 

 :       : مقارنة شعاعي المتوسطين عندما 5-3-2
 كنكتب ذلؾ كما يمي: Vفي ىذه الحالة نضع ليما رمز مكحد 

                                                                                (    ) 
 مف العينة الأكلى    تقدر بكاسطة المصفكفة    كبما أف 

 مف العينة الثانية   تقدر بكاسطة المصفكفة    كأف     
درجتي المتعمقتيف ب   و   ىك التقدير الذم يدمج المصفكفتيف   فإف التقدير المشترؾ كغير المتحيز لػ 

تسمى مصفكفة التباينات المشتركة المدمجة ،   بمصفكفة جديدة ، (    )ك (    )ػالحرية
(Pooled) : كتحسب مف العلبقة التالية 

    
(    )   (    )  

       
                                            (    ) 

 يمي:كلإجراء المقارنة نضع الفرضيتيف كما 

    𝝁  𝝁                                 [

   

   

 
   

]                       (    ) 

𝝁                 عمى الأقؿ        كاحدة     مف أجؿ                
 
 𝝁

 
     

ف القياسات في العينتيف مستقمة ( ̅   ̅ )يقدر بالفرؽ  ( 𝝁  𝝁)كبما أف الفرؽ  عف بعضيا  كا 
 :ما يمي    حسب  يساكم ( ̅   ̅ )فإف تكقع الفرؽ  البعض، 

 ( ̅   ̅ )   ( ̅ )   ( ̅ )  𝝁  𝝁                                  (    ) 
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ف التبايف المشترؾ ليما  ( ̅    ̅ )   كا  لمفرؽ  ةالمشترك، كبذلؾ نجد أف مصفكفة التباينات   
 تساكم : ( ̅   ̅ )

   ( ̅   ̅ )     ( ̅ )     ( ̅ )      ( ̅    ̅ )                     (    ) 
 

( ̅    ̅ )   كأف            كبما أف   فإننا نجد أف :    
   ( ̅   ̅ )  

  

  
 

  

  
   (

 

  
 

 

  
)                                     (    ) 
ف ىذه المصفكفة تقدر بكاسطة المصفكفة   كما يمي :   كا 

   ( ̅   ̅ )
̃  (

 

  
 

 

  
)                                                                     (    ) 

     𝝁  𝝁    ( نجد أف اختبار نسبة الامكانية العظمى لمفرضية 5-27كبطريقة مشابية لػ )
بيف الشعاعيف    يعتمد عمى مؤشر مربع المسافة الإحصائية      𝝁  𝝁    مقابؿ 

 كالمعرؼ بالعلبقة التالية :   ك (     )

   [( ̅   ̅ )    ]
  [(

 

  
 

 

  
)   ]

  

[( ̅   ̅ )    ]            (    ) 
 إذا كاف :   كنتخذ القرار حكؿ قبكؿ 

                         ( )                                                                            (    ) 
في العينتيف . كىك    كالمحددة مف تكزيع   ىي مربع المسافة الحرجة المقابمة لػ  ( )  حيث أف 

 بكاسطة العلبقة التالية : Fتكزيع مرتبط بالتكزيع 

           
   

 (       )

         
                                         (    ) 

 

   لأنو تـ ربط المصفكفتيف  (       )بػ  n( كذلؾ باستبداؿ كؿ 43-5كىي تعديؿ لمعلبقة )
 .   ( لمحصكؿ عمى مصفكفة كاحدة 76-5بالعلبقة )   ك

 إذا تحققت المتراجحة التالية :   كلذلؾ فإننا نتخذ قرار قبكؿ الفرضية 
   

 (       )

         
               ( )    ( )                             (    ) 

 كنرفضيا إذا كانت حالة العكس .
 نحدد منطقة الثقة مف العلبقة: كأخيران يمكننا أف

 0(( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 ) )
 
 [(

 

  

 
 

  

)   ]
  

 (( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 ) )    ( )1     (    ) 

 حيث أف:

  ( )  
 (       )

         
              ( )                                  (    ) 

 

 درجتي حرية .          ك  المقابمة لػ  Fتؤخذ مف جداكؿ  ( ) كأف 
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قطع ناقص متمركز في نقطة الفرؽ المشاىدة  عف ( ىي عبارة86-5إف منطقة الثقة المحددة بالعلبقة )
)أولـ    بكاسطة القيـ الذاتية كالأشعة الذاتية لممصفكفة المدمجة وكيتـ تحديد محكري، ( ̅   ̅ )

  
  .) 

 ( ̅   ̅ )نشكؿ التراكيب الخطية لمفركقات  ( 𝝁  𝝁)كلإيجاد مجالات الثقة المتزامنة لمفرؽ 
 كنكتبيا كما يمي :

 ̅  𝓵 ( ̅   ̅ )                                                                                   (    ) 

 يساكم : ̅ كعندىا نجد أف التكقع الرياضي لممتحكؿ 
 ( ̅)  𝓵  ( ̅   ̅ )  𝓵 ((𝝁  𝝁 ))                                         (    ) 

ف التبايف المدمج لػ   يساكم : ̅ كا 
   ( ̅)    ̅

  𝓵    𝓵                                                            (    ) 

 كلاختبار فرضية العدـ ليذه التراكيب الخطية نضع :
   𝓵 (𝝁  𝝁 )  𝓵                                                                      (    )  

 

 التالي :    (ستكدينت)باستخداـ مربع مؤشر    كنختبر 
  
  

[𝓵 ( ̅   ̅ )  𝓵 (𝝁  𝝁 )]
 

(
 
  

 
 
  

)   ̅
 

 
[𝓵 (( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 ))]

 

(
 
  

 
 
  

) 𝓵   𝓵
       (    ) 

 

 نضع 𝓵( لتعظيـ الطرؼ الأيمف مف أجؿ جميع قيـ شكارز -متراجحة )ككشيكاعتمادان عمى 
   ( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 )     ك  (

 

  
 

 

  
)  . فنجد أف :   

      
  (( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 ))

 
[(

 

  
 

 

  
)  ]

  

(( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 ))      (    ) 
 

𝓵كىكذا نجد أنو مف أجؿ جميع قيـ  ،𝓵مف أجؿ جميع قيـ    تساكم    لػ  أم أف القيمة العظمى    
 أف احتماؿ الثقة يساكم:

 (     ( ))   [  
    ( )]                                          (    ) 

 

 أم أف المتراجحة التالية :
[𝓵 ( ̅   ̅ )  𝓵 (𝝁  𝝁 )]

 

(
 
  

 
 
  

) 𝓵    𝓵
   ( )                                                   (    ) 

 

𝓵مف أجؿ جميع قيـ  (   )تككف محققة باحتماؿ ثقة   ( نستخمص أف:95-3. كمف )   
[𝓵 ( ̅   ̅ )  𝓵 (𝝁  𝝁 )]

    ( )  (
 

  
 

 

  
) 𝓵   𝓵            (    ) 

 

 كبعد جذر الطرفيف نجد أف:

𝓵 ( ̅   ̅ )  𝓵 (𝝁  𝝁 )    ( )√(
 

  

 
 

  

) 𝓵   𝓵                        (    ) 
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بالعلبقة العامة  𝓵تعطى كمف أجؿ جميع قيـ  𝓵 (𝝁  𝝁 )مجالات الثقة المتزامنة لممقدار  أف أم
 التالية :

𝓵 (𝝁  𝝁 )  𝓵 ( ̅   ̅ )   ( )√(
 

  

 
 

  

) 𝓵  𝓵                          (    ) 

 تساكم :( )  حيث أف 

 ( )  √
 (       )

         
              ( )                                     (    ) 

 

مساكية   𝓵( يمكننا استخلبص مجالات الثقة المنفردة، كذلؾ بكضع أحد مركبات 5-98كمف العلبقة )
نحصؿ عمى مجاؿ الثقة المنفرد لمفرؽ الأكؿ  (        )𝓵لمكاحد كالأخرل معدكمة. فمثلبن لك كضعنا 

(𝜇   𝜇  ) : حيث نجد أنو يساكم 

(𝜇   𝜇  )  ( ̅    ̅  )   ( )√(
 

  

 
 

  

)                            (     ) 
 

 (  𝜇   𝜇)فإننا نحصؿ عمى مجاؿ الثقة المنفرد لمفرؽ الثاني (      )  كىكذا نجد أنو إذا كضعنا
 التالي :

(𝜇   𝜇  )  ( ̅    ̅  )   ( )√(
 

  

 
 

  

)                               (     ) 
 

ذا أردنا أف ننشأ مجالات الثقة المتزامنة حسب طريقة )ب ،       كىك (  𝜇   𝜇)فيركني( لمفرؽ كنكا 
 فإننا نستخدـ العلبقة :

(𝜇   𝜇  )  ( ̅    ̅  )             (
 

  
 ) √(

 

  

 
 

  

)              (     ) 

 

) حيث أف 
 

  
)عند مستكل الدلالة  (ستكدينت)ىي القيمة الحرجة لمتحكؿ  ( 

 

  
كالمقابؿ لدرجة  ( 

 . (         )الحرية 
لدراسة الفركقات بيف متكسطات استيلبؾ الكيرباء )كيمك كاط/ ساعة( في المنازؿ غير : (5-5مثال )

، في مدينة 1977شير تمكز لعاـ ( خلبؿ 2( كفي المنازؿ المكيفة )المجتمع1المكيفة )المجتمع
 [ .بتصرؼ Johnson, Wichern P. 227مأخكذ مف ] ( الأمريكية.يف)كيسككنس

 عمى الترتيب .      ك      تـ سحب عينتيف عشكائيتيف مف ىذيف المجتمعيف بحجميف 
 ف:كلقياس الفركقات بيف متكسطات الاستيلبؾ في ىذيف المجتمعيف تـ اعتماد المتحكليف التاليي

 كمية استيلبؾ الكيرباء في ساعات الذركة . –   
 كمية استيلبؾ الكيرباء في الساعات العادية . –   
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كبعد أخذ القياسات المطمكبة ليذيف المتحكليف مف عناصر العينيتف المسحكبتيف مف المجتمعيف 
ثـ تـ  ، ̅ كشعاع المتكسط في العينة الثانية   ̅ المذككريف. تـ حساب شعاع المتكسط في العينة الأكلى 

كحساب مصفكفة التباينات المشتركة    حساب مصفكفة التباينات المشتركة لقياسات العينة الأكلى 
 :)المركبة الأكلى لممنازؿ غير المكيفة كالثانية لممنازؿ المكيفة( فكانت كما يمي ،  لقياسات العينة الثانية 

 ̅  [
 ̅  

 ̅  

]  *
     
     

+                  *
              
              

+                  

 ̅  [
 ̅  

 ̅  

]  *
     
     

+                  *
             
              

+                  

 

 

    𝝁  𝝁    ار فرضية العدـ : بكالمطمكب: اخت
    𝝁  𝝁     مقابؿ الفرضية البديمة :           

. ثـ إنشاء مجالات الثقة المتزامنة لمفركقات بيف       كبفرض أف        كذلؾ بمستكل دلالة 
 % .95مركبات الشعاعيف المتكسطيف . كذلؾ باحتماؿ ثقة 

.  ( )  ثـ مقارنتيا مع القيمة الحرجة    عمينا أف نقكـ بحساب قيمة    ار الفرضية بالحؿ: لاخت
فنجد مما    نحتاج إلى حساب المصفكفة المدمجة    ( إنو لحساب 82-5كىكذا نجد مف العلبقة )

 سبؽ أف:

   
(    )   (    )  

       
 *

              
              

+ 
 

ف المقمكب  )*كا 
 

  
 

 

  
)   +

  
 يساكم : 

[(
 

  
 

 

  
)   ]

  

 [(
 

  
 

 

  
)  ]

  

 *
               
               

+ 
 

 ( كما يمي:   تحسب )ضمف شركط الفرضية    كبذلؾ نجد أف 
   [( ̅    ̅  )     ( ̅    ̅  )    ]  [(

 

  
 

 

  
)   ]

  

 [
( ̅    ̅  )   

( ̅    ̅  )   
]           

 

   [(           ) (           ) *
               
               

+  [
(           )
(           )

] 
 

   [           ] *
               
               

+  *
    
     

+                                                             
 

   [           ]  *
        
       

+                                                                                      
 مف العلبقة : ( )   القيمة الحرجة ثـ نقكـ بإيجاد

  ( )  
 (       )

         
              ( )  

    

  
        (    )       (   ) 

  ( )                                                                                                                                      
 الحرجة نجد أف : ( )   المحسكبة مع   كبمقارنة 

(          )  (  ( )      ) 
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، أم    𝝁  𝝁     كنقبؿ الفرضية البديمة     𝝁  𝝁    لذلؾ نرفض فرضية العدـ 
 كاحد زكج مف أجؿ)  𝝁ك  𝝁أنو يكجد فركقات بيف الأزكاج المتقابمة لمركبات الشعاعيف المتكسطيف 

بالنسبة لكؿ متحكؿ مف ىذيف  ( 𝝁  𝝁)عمى الأقؿ(. كلإنشاء مجالات الثقة المتزامنة لمفركقات 
 إف مجاؿ الثقة المطمكب يحسب كما يمي:  ̅ نجد بالنسبة لممتحكؿ الأكؿ  ،المتحكليف

(𝜇   𝜇  )  ( ̅    ̅  )   ( )√(
 

  

 
 

  

)      

 كمف الحسابات السابقة نجد أف:

 (𝜇   𝜇  )   (           )  √    √(
 

  
 

 

  
)         

 

                                                                                                                 

 لمفرؽ الأكؿ ىك: 5995أم أف مجاؿ الثقة المتزامف ذم الاحتماؿ 
     (𝜇   𝜇  )        

 .   كىك مجاؿ لا يضـ النقطة صفر، كىذا ما يؤكد صحة القرار السابؽ حكؿ رفض الفرضية 
 يحسب كما 5995فنجد أف مجاؿ الثقة المتزامف ذم الاحتماؿ  (  𝝁   𝝁)أما بالنسبة لمفرؽ الثاني 

 يمي:

(𝜇   𝜇  )  ( ̅    ̅  )   ( )√(
 

  

 
 

  

)                             

 

                 (           )  √    √(
 

  
 

 

  
)         

 

                                                                             

 لمفرؽ الثاني ىك: 5995أم أف مجاؿ الثقة المتزامف ذم الاحتماؿ 
     (𝜇   𝜇  )        

 .   ما يؤكد صحة القرار السابؽ حكؿ رفض الفرضية  ذاكىك أيضان لا يتضمف النقطة صفر ، كى
لاستيلبؾ الكيرباء   ̅ ك  ̅ خمص مما سبؽ بأنو يكجد فرؽ معنكم بيف مركبتي شعاعي المتكسطيف ستكن

 الكقت العادم . في كقت الذركة أك،في بيف المنازؿ العادية كالمنازؿ المكيفة في كلب التكقيتيف 
   مف خلبؿ حساب القيـ الذاتية لػ  5995قطع الثقة ذم الاحتماؿ  كلإيجاد منطقة الثقة نبحث عف

 . لذلؾ نحسب القيـ الذاتية مف المعادلة التالية :   كالأشعة الذاتية لممصفكفة المدمجة 
|     |  |

                
                

|    

 كمنيا نجد أف:
(         )(         )  (       )    
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 كبحميا نجد أف :
                                                       

 ثـ نقكـ بإيجاد الأشعة الذاتية الممعيرة المقابمة لياتيف القيمتيف فنجد أف:
   *

     
     

+                                      *
     
      

+ 

 ا نجد أف طكؿ المحكر الأكؿ )الكبير( يساكم :كىكذ

     √(
 

  

 
 

  

)  ( )         √(
 

  
 

 

  
) (    )         

 

ف طكؿ المحكر الثاني )الصغير( يساكم :  كا 

     √(
 

  

 
 

  

)   ( )        √(
 

  
 

 

  
) (    )        

 : ( ̅   ̅ )كلإيجاد مركز ذلؾ القطع نحسب شعاع الفركقات 
( ̅   ̅ )  [

( ̅    ̅  )

( ̅    ̅  )
]  *

(           )
           

+  *
    
     

+ 
 

 نقكـ برسـ ىذا القطع عمى المستكل كما يمي:
 12 22 

100

200

2e

1e

 11 21 

20010074.40 
 5995(: قطع الثقة 1-5الشكل )

   يرفض فرضية العدـ    كىذا نلبحظ أف ىذا القطع لا يشمؿ النقطة )صفر( كىذا ما جعؿ الاختبار 
 .       بمستكل دلالة 

ذا أردنا  ( فنجد أف مجاؿ 152-5حساب مجالات الثقة المتزامنة حسب )بكنفيركني( نطبؽ العلبقة )كا 
 يساكم : (  𝜇   𝜇)مفرؽ الأكؿ ل الثقة

( ̅    ̅  )             (
 

  
 ) √(

 

  

 
 

  

)      
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            √(
 

  
 

 

  
)                             

 

      (𝜇   𝜇  )                                      
 يساكم : (  𝜇   𝜇)ككذلؾ نجد أف مجاؿ الثقة لمفرؽ الثاني 

             √(
 

  
 

 

  
)                             

 

      (𝜇   𝜇  )                                      
 

 :       : حالة مجتمعين فييما 5-3-3
في المجتمعيف المدركسيف . فإنو لا يمكننا قياس مربع المسافة ضمف مؤشر مثؿ       عندما تككف 

. كيزداد الأمر    و   ، كذلؾ لأف التكزيع الاحتمالي لو لا يعتمد عمى المصفكفتيف المجيكلتيف   
مع حالة التكزيع    و   سكءان إذا كاف التكزيع غير طبيعي، لأف التقاء حالة عدـ تساكم المصفكفتيف 

غير الطبيعي لا تعالج إلا بكاسطة اختبار )بارليت(. كلكف ىناؾ تحكيلبت تحسف مف ىذه الأمكر عندما 
كبيريف فإنو يمكننا صياغة تراكيب    ك   تككف التباينات اليامشية مختمفة تمامان، كما أنو عندما يككف 

 مشابية لمصفكفات التباينات المتشابية .
فإننا نصيغ تركيبان لمفركقات بيف المتكسطات بكاسطة ،        ف فيياتكك لحالة التي لمعالجة اك 

 علبقة خطية كما يمي :
 ̅  𝓵 ( ̅   ̅ )                                                                           (     ) 

 العينتيف يساكم :كبذلؾ نجد أف التكقع الرياضي ليذه التراكيب الخطية مف 
 ( ̅)   [𝓵 ( ̅   ̅ )]  𝓵 [ ( ̅ )   ( ̅ )]  𝓵 (𝝁  𝝁 )           (     ) 

 

 تبايف ىذه التراكيب يساكم : كلكف
   ( ̅)  𝓵    ( ̅   ̅ )𝓵  𝓵 [

  

  
 

  

  
] 𝓵                          (     ) 

 

 يككف خاضعان لمتكزيع الطبيعي المتعدد التالي : ( ̅   ̅ )كحسب نظرية النياية المركزية فإف 
 [𝓵 (𝝁  𝝁 )  𝓵

 [
  

  
 

  

  
] 𝓵 ]                                                     (     ) 

 

 يساكم : ( 𝝁  𝝁)إلى  ( ̅   ̅ )معمكمتيف فإف مربع المسافة مف    و   كعندما تككف 
   [( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 )]

  [
  

  
 

  

  
]
  

 [( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 )]      (     ) 
 

  تخضع تقاربيان إلى تكزيع     المسافة كحسب نظرية الاحتمالات فإف
عدد   حيث  ،درجة حرية  بػ   

 المتحكلات المدركسة .
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باحتماؿ    تقترب مف    ، و   تقترب مف    كبيريف، فإف  (    )ك (    )كعندما يككف 
 .    و   بالمصفكفتيف    و   يمكننا استبداؿ المصفكفتيف ، فإنو كبير

 كلإجراء الاختبار في ىذه الحالة نضع الفرضيتيف كما يمي:
               𝝁  𝝁             مقابؿ             𝝁  𝝁                     (     ) 

 إذا كانت المتراجحة التالية محققة . (   )باحتماؿ ثقة    كبذلؾ نجد أنو يمكننا قبكؿ الفرضية 
[( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 )]

  [
  

  
 

  

  
]
  

 [( ̅   ̅ )  (𝝁  𝝁 )]    
 ( )        (     ) 

 

  حيث 
  ىي القيمة الحرجة لمتحكؿ التكزيع  ( ) 

درجة حرية، كالتي تترؾ عمى يمينيا   ذم   
 .، كمنيا نحدد قطع منطقة القبكؿ  احتمالان قدرة 

 مف العلبقة : 𝓵 (𝝁  𝝁 ) تراكيبككذلؾ يمكننا إنشاء مجالات الثقة المتزامنة ل

𝓵 (𝝁  𝝁 )  𝓵 ( ̅   ̅ )  √  
 ( )  √𝓵 (

  

  

 
  

  

) 𝓵                 (     ) 
 

 الممكنة . 𝓵كذلؾ مف أجؿ جميع  (   )باحتماؿ ثقة  𝓵 (𝝁  𝝁 )كىذه المجالات تحتكم عمى 
 فإنو يككف لدينا :        : إذا كاف ملاحظة

   

     
 

   

(   )  (   )
 

 

 
                                            (     ) 

 كعندىا نجد أف:
  

  

 
  

  

 
 

 
(     )  

 

 
[
  

 
 

  

 
]  (

 

 
 

 

 
) [

  

 
 

  

 
]                      (     ) 

 

 كباستبداؿ 

 
 ، يمكننا كتابة ذلؾ كما يمي:(112-5في ) (111-5بما تساكيو مف ) 

  

  

 
  

  

 (
 

 
 

 

 
) [

(   )  

     
 

(   )  

     
]  (

 

 
 

 

 
)               (     ) 

 

 السابقة .   ىي المصفكفة المدمجة المشابية لممصفكفة    حيث أف: 
، فإف أسمكب العينات الكبيرة         كمما سبؽ نستنتج أنو إذا كاف حجما العينتيف متساكييف 

 .      يككف مشابيان لأسمكب المصفكفة المدمجة في حالة 
، أقؿ ما يمكف       كمعمكـ لدينا أنو في حالة المتحكؿ الكاحد يككف تأثير التباينات غير المتساكية 

أكبر بكثير مف    . كيككف أكبر ما يمكف عندما يككف       عندما يككف حجما العينتيف متساكييف 
 .    أكبر بكثير مف    . أك يككف    
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. كلذلؾ نقكـ أكلان       ( كذلؾ بافتراض أف 5-5: لنتابع تحميؿ بيانات المثاؿ )(6-5مثال )
 بحساب ما يمي:

 

  
   

 

  
   

 

  
*
              
              

+  
 

  
*
             
              

+ 
 

 *
            
             

+ 
ثـ  (    )  𝓵نضع  𝓵 (𝝁  𝝁 )كحتى نحصؿ عمى مجالي الثقة المتزامنيف لمتركيبيف الخطييف 

𝓵  (    ) :فنجد عمى الترتيب أف 

𝓵 (𝝁  𝝁 )  [    ] [
(𝜇

  
 𝜇

  
)

(𝜇
  

 𝜇
  
)
]  [𝜇

  
 𝜇

  
]

𝓵 (𝝁  𝝁 )  [    ] [
(𝜇

  
 𝜇

  
)

(𝜇
  

 𝜇
  
)
]  [𝜇

  
 𝜇

  
]

 

 

 مف العلبقة :   نقكـ بحساب      𝝁  𝝁    مف أجؿ اختبار الفرضية 

   ( ̅   ̅ )
 [
  

  
 

  

  
]
  

( ̅   ̅ )                                                           
 

   [(           )][(           )] *
            
             

+
  

[
(           )
(           )

] 
 

 (           )  (    ) *
             
             

+ *
    
     

+        
 

  فنجد أف:  ( )  نقكـ بحساب القيمة الحرجة        كباعتبار أف 
 (    )        

(        )كبالمقارنة نجد أف:     (    ) .    ، لذلؾ نرفض فرضية العدـ      
ثـ  (    ) 𝓵نضع  𝓵 (𝝁  𝝁 ) الفرؽ مركبتيكحتى نحصؿ عمى مجالي الثقة المتزامنيف ل

𝓵 (    )  ، عمى الترتيب أف:فنجد 
𝓵 (𝝁  𝝁 )  (    ) [

𝜇
  

 𝜇
  

𝜇
  

 𝜇
  

]  𝜇
  

 𝜇
  

       𝓵 (𝝁  𝝁 )  (    ) [
𝜇
  

 𝜇
  

𝜇
  

 𝜇
  

]  𝜇
  

 𝜇
  

 

 

𝜇)لمفرؽ الأكؿ  5995كىكذا نجد أف مجاؿ الثقة ذم الاحتماؿ 
  

 𝜇
  

 يساكم: (

(𝜇
  

 𝜇
  

)  (    )[ ̅   ̅ ]  √  
 ( )√(    ) (

  
  

 
  

  
) *

 
 
+ 

 

     √     √                                                
𝜇     أم أف:                                                

  
 𝜇

  
        

𝜇)لمفرؽ الثاني  5995ككذلؾ نجد أف مجاؿ الثقة ذم الاحتماؿ 
  

 𝜇
  

 يساكم : (
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(𝜇
  

 𝜇
  

)  (    )[ ̅   ̅ ]  √  
 ( )√(    ) (

  

  
 

  

  
) *

 
 
+ 

 

      √     √                                                  
𝜇)     أم أف:                                                

  
 𝜇

  
)         

كىنا نلبحظ أف الاختلبؼ بيف ىذيف المجاليف كالمجاليف المحسكبيف في المثاؿ السابؽ المحمكؿ حسب 
 يستحؽ الاىتماـ، كىك يعكد لطريقة الحساب.اختلبؼ بسيط كلا أسمكب المصفكفة المدمجة، 

-)حسب ككشي 𝓵 نقكـ بحساب   الحرجة، التي أدت إلى رفض الفرضية  𝓵الشعاع  ةكلإيجاد مركب
 كما يمي : شكارز(

 

𝓵  (
  

  
 

  

  
)
  

( ̅   ̅ )  (    ) *
             
             

+  *
    
     

+ 
 

𝓵  *
     
     

+                                                                                                           
 

المكيفة خلبؿ الفترتيف المذككرتيف، كانت أكبر مف  أم أف مساىمة فرؽ الاستيلبؾ الكيربائي لممنازؿ
.        𝝁  𝝁   فرضيةال رفضمساىمة فرؽ الاستيلبؾ لممنازؿ غير المكيفة المقابؿ ليا، في 

 أكبر مف  قيمة المركبة الأكلى   . 𝓵كذلؾ لأف قيمة المركبة الثانية لػ 
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 الفصل السادس
 (ANOVAالاس تدلال بواسطة تحليل التباين البس يط )

 
 

 سنتناكؿ في ىذا الفصؿ عدة أنكاع مف تحميؿ التبايف ىي:
 ( ANOVA one way )تحميؿ التبايف باتجاه كاحد  -

 ( ANOVA tow way )تحميؿ التبايف باتجاىيف  -

 ( ANOVA three way )تحميؿ التبايف بثلبث اتجاىات  -

 (LATIN SQUAREتحميؿ المربع اللبتيني )  -

 ( ANCOVA one way )تحميؿ التبايف المشترؾ باتجاه كاحد  -
 :( ANOVA one way )واحد  : تحميل التباين البسيط باتجاه6-1

الناتجة عف عدة  ،)يسمى بالتابع( X كاحد يتناكؿ تحميؿ التبايف البسيط باتجاه كاحد دراسة تغيرات متحكؿ
    كىنا يشترط أف يككف عدد المجتمعات .           مجتمعات ) أك معالجات ( نرمز ليا بػ 

كيمكف تمثيؿ  ،لمقارنة متكسطي المجتمعيف ( t (ستكدينت)فإننا نستخدـ اختبار     )لأنو إذا كاف 
 كما في الشكؿ التالي: Xالمجتمعات عمى  هتأثير ىذ

1P

gP

2P

1n

2n

gn

X 
             

             

    
. . . . . . . . . . . . . .

 
 باتجاه واحد ANOVA(: تمثيل 1-6الشكل )

، عينة عشكائية بحجـ  الناتجة عف تأثيرات ىذه المجتمعات نسحب مف كؿ مجتمع  Xكلدراسة تغيرات  
مف  Xتضمف قياسات يمف عناصر ىذه العينات، كنضعيا في جدكؿ مناسب،  X، ثـ نأخذ قياسات    

  كما يمكف أف يتضمف تباينيا  ،  𝜇كتكقعيا الرياضي في المجتمع   ̅ يا كمتكسط   كؿ عينة 
  

 كالجدكؿ التالي :
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 حسب عينات المجتمعات X(: قيم 1-6جدول )
تباينات 
 العينات

التكقعات في 
 المجتمع

متكسطات 
 العينات

 مف عناصر العينات Xقياسات 
حجكـ 
 العينات

 المجتمعات

  
  𝜇   ̅                                  

       
  
  𝜇   ̅                                  

       
            

  
  𝜇   ̅                                

       
            
  
  𝜇   ̅                                

       
 

 كيشترط في ىذه العينات كالبيانات أف تحقؽ الشركط أك الافتراضات التالية :
 مستقمة عف بعضيا البعض .عشكائية ك أف تككف العينات المسحكبة مف المجتمعات  -1

 .   في جميع ىذه المجتمعات مكحدان كيساكم  Xأف يككف تبايف  -2

    𝜇) خاضعة لمتكزيع الطبيعي   في كؿ مجتمع  Xأف تككف قيـ  -3
كتباينو   𝜇. الذم تكقعو  ( 

 في كؿ المجتمعات .   ثابت كيساكم 

لاستناد عمى مفعكؿ كيمكننا تجاىؿ الشرط الثالث )حكؿ الطبيعية( عندما تككف حجكـ العينات كبيرة، كا
في تمؾ المجتمعات تنتيي إلى  Xنظرية النياية المركزية في الاحتمالات، كالتي تنص عمى أف تكزيعات 

 التكزيع الطبيعي .
 تكقعات ىذه المجتمعات تأخذاف الشكؿ التالي: حكؿ كعندىا فإف فرضية العدـ كالفرضية البديمة

    𝜇  𝜇    𝜇  𝜇                                               (   ) 

                                                                              𝜇  𝜇  
  (   )كذلؾ مف أجؿ زكج كاحد عمى الأقؿ 

ذا رمزنا لممتكسط المثقؿ ليذه التكقعات بالرمز   ة :كالذم يحسب مف العلبقة التالي �̅�كا 

�̅�  
  𝜇    𝜇      𝜇 

          
 

∑   𝜇 
 

∑      

 
∑   𝜇 

 

 
            (   ) 

 

ف  ، ىك حجـ العينة المسحكبة مف المجتمع    حيث أف  ∑  أم أف:  ،n =مجمكعيا كا    
 
     

كبناء عمى ذلؾ  ،(Grand meanمصطمح المتكسط أك التكقع الكمي ) �̅�كيطمؽ عمى المتكسط 
 كما يمي :  �̅�بدلالة التكقع الكمي   𝜇يمكننا التعبير عف قيمة أم تكقع 

𝜇  �̅�  (𝜇  �̅�)                                                               (   ) 
 أك عمى الشكؿ التالي :

𝜇  �̅�                                                                           (   ) 

 (   )                                                                         𝜇  �̅�   حيث أف:    
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 كنعبر عف ذلؾ لفظيان كما يمي:
 (  في المجتمع  Xلكمي ( = ) تكقع ا لتكقع( ( + ) ا )المعالجة   ) تأثير المجتمع 

 كما يمي:   مقابؿ    إلى فرضية عدـ جديدة   𝜇كىذا يقكدنا إلى تعديؿ فرضية العدـ حكؿ التكقعات 
                                                                 (   ) 

                                            كذلؾ مف أجؿ مجتمع كاحد عمى الأقؿ :               
 ، خاضعة لمتكزيع الطبيعي    ، كالتي سنرمز ليا بػ   في المجتمع  Xكىذا يجعمنا نعتبر أف قياسات 

  [(�̅�    )   
 :  كما يمي     كبالتالي يمكننا كتابة كؿ قياس منيا [ 

    �̅�  (𝜇  �̅�)  (    𝜇 )  �̅�                           (   ) 
 

 كالتي يمكف كتابتيا عمى الشكؿ التالي:
 (    الكمي ( = ) القياس التكقع ( + ) k) حد الخطأ العشكائي ( + ) تأثير المجتمع 

) أك البكاقي (، كىي حدكد مستقمة     ، كىك حد الخطأ العشكائي لمقياس   𝜇        حيث أف: 
المعرفة في    ة ي. كلكف التأثيرات المجتمع  (      ) كيفترض أف تككف خاضعة لمتكزيع الطبيعي 

 ( نجد أف:2-6و اعتمادان عمى العلبقة )لأن ، كذلؾ ( مرتبطة مع بعضيا البعض7-6العلبقة )

∑    

 

   

 ∑  (𝜇  �̅�)

 

   

 ∑  𝜇  �̅�∑   ∑  𝜇   𝜇    

 

 التالي نحصؿ عمى أف:بك 

∑     

 

   

                                                                              (   ) 

ا المثقؿ ييساكم الصفر. كبالتالي يككف متكسط   المثقمة بأحجاـ العينات    كىذا يعني أف مجمكع قيـ 
 ̅     

مشابيان لػ  نمكذجان يستخدـ في العينات  ( ANOVA )فإف تحميؿ التبايف  ، (7-6التركيب )كبناء عمى 
 المشاىدة في العينات المسحكبة مف تمؾ المجتمعات كذلؾ كما يمي:    (، لمتعبير عف القياسات 6-7)

     ̅  ( ̅   ̅)  (     ̅ )   ̅   ̃                                       (   )          

 كالذم يمكف كتابتو في العينة عمى الشكؿ التالي:   
 (المشاىد     القياس( = )المتوسط الكمي في العينة( + )k تقدير تأثير المجتمع( + )البواقي(   )6-15)

 

̅ ىك المتكسط الكمي في العينة كيحسب مف  ̅ حيث أف   
 

 
يز تقديران غير متح ̅ كيعتبر   ̅   ∑

 . �̅�الكمي في المجتمع لمتكقع 
، عممان بأف ىذه الحدكد يجب أف تحقؽ kلممجتمع    ىك تقدير لحد التأثير  (̅   ̅ )  ̃ كأف 

 .       ∑( التالي:  8-6الشرط )
في  ( residual)قي، كيسمى بحد البكا     لخطأ العشكائيا لحد ىك تقدير ( ̅    ̅ )    كأف 

 .  (      ) تكقعاتيا تساكم الصفر كتخضع لػ ، متحكلات عشكائية ىذه الحدكد تشكؿ، ك  kالعينة 
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سحبنا منيا ثلبث ف ،مجتمعات 3في  X: لنفترض أننا نريد دراسة تغيرات أحد المتحكلات (1-6مثال: )
مف عناصر ىذه  X. كبعد أخذ قياسات                    عينات بحجكـ مختمفة ىي: 

 العينات حصمنا عمى القياسات التالية :
(    )                      المجتمع    

(    )                                  المجتمع    

(    )                     المجتمع      

 

 في ىذه العينات نجد أنيا تساكم ما يمي : Xكعند حساب متكسطات 
 ̅  

     

 
  

 ̅  
   

 
          

 ̅  
     

 
  

 

 ككذلؾ نجد أف المتكسط الكمي ليا يساكم :
 ̅  

 

 
∑   ̅  

           

     
   

 فنجد أف:    ك     يف( نحسب قيمتي القياس9-6كلمتحقؽ مف صحة العلبقة )
       ̅  ( ̅   ̅)  (     ̅ )    (   )  (   )         

                                  
       ̅  ( ̅   ̅)  (     ̅ )    (   )  (   )         

 

 .    كىكذا يتـ حساب بقية القيـ 
ذا قمنا بتطبيؽ مثؿ تمؾ الحسابات عمى كؿ مشاىدة مف المشاىدات السابقة، نحصؿ عمى التصفيفة  كا 

(arrays) : )التالية )كليس المصفكفة 

(
   
   
   

)  (
   
   
   

)  (
   
     
      

)  (
    
    
    

)

(
تصفيفة

المشاىدات
)  (

تصفيفة
 المتكسط الكمي

)     (
تأثير تصفيفة

 المجتمعات(المعالجات)
)     (

تصفيفة
البكاقي

)     

 

 

(   )  ( ̅)  ( ̅   ̅)  (     ̅ )     لأف                                        
كبذلؾ نجد أف السؤاؿ عف تساكم المتكسطات يتحكؿ إلى تحديد فيما إذا كانت مساىمة تصفيفة تأثير 

لمتأثيرات  (̅   ̅ )  ̃ المجتمعات )المعالجات( أكبر نسبيان مف تصفيفة البكاقي . عممان بأف التقديرات 
 ( التالي :8-6يجب أف تحقؽ دائمان الشرط )   

∑   ̃    
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تقديران لمعدد صفر، كىذا يعني أف تأثيرات المجتمعات تككف   ̃ ، يككف كؿ مف    دـ كضمف فرضية الع
 صغيرة .

،    أما إذا كانت تأثيرات المجتمعات )تأثيرات المعالجات( كبيرة . فإف ذلؾ سيؤدم إلى رفض الفرضية 
كلقياس مقدار مساىمة كؿ تصفيفة نكتب سطكرىا عمى شكؿ شعاع كاحد، ثـ نحسب مربع طكؿ ذلؾ 

 .   كنرمز لو بالرمز  (Sum of Squares)كيسمى ىذا المقدار الجديد بمجمكع المربعات  ،الشعاع
يكتب أف منقكؿ شعاع عناصرىا  (Observations)فمثلُب نجد بالنسبة لتصفيفة القياسات المشاىدة 

 كما يمي :
   [                     ] 

ف مربع طكلو يساكم    كىك شعاع في الفضاء   كيحسب كما يمي :  ‖ ‖، كا 
‖ ‖                                                  

 

 ككذلؾ نجد أف مربع طكؿ شعاع تصفيفة المتكسط الكمي يساكم:
                                                             

ف مربع طكؿ شعاع تصفيفة تأثيرات المجتمعات أك )المعالجات   ( يساكم :treatmentsكا 
              (  )  (  )  (  )  (  )  (  )     

 

ف مربع طكؿ شعاع تصفيفة البكاقي )  ( يساكم :residualكا 
         (  )     (  )        (  )                       

 

( لممشاىدات . كىي 9-6كبذلؾ نجد أف ىذه المجاميع لممربعات ترتبط بنفس التركيب المعرؼ في )
 تساكم :

                         
 حيث نلبحظ أف قيميا العددية تساكم :

              

: تأثيرات المتكسطات ىي الناتجة عف ىذه المجتمعات تتكزع إلى ثلبث مركبات Xأم أف تغيرات 
 كالمعالجات  كالبكاقي .

ف تحميؿ التبايف يقكـ عمى مقارنة المقدار  )لمبكاقي( . فإذا كانت       )لممعالجات( مع المقدار      كا 
في ىذه المجتمعات  Xكنعتبر أف تغيرات    كنقبؿ    نرفض الفرضية       أكبر بكثير مف      

 متباينة أك مختمفة .
 ( التالية :9-6كالآف سنقكـ باستخراج المعادلات الرياضية ليذه العلبقات كننطمؽ مف العلبقة )

     ̅  ( ̅   ̅)  (     ̅ )                                               (    )  
 الانحرافات المصححة ) أك الممعيرة ( التالية :فنحصؿ عمى  ̅ ثـ نطرح مف الطرفيف المتكسط الكمي 

(     ̅)    ( ̅   ̅)  (     ̅ ) 

 كبذلؾ تختفي تصفيفة المتكسطات، ثـ نقكـ بتربيع الطرفيف فنحصؿ عمى أف:
(     ̅)  ( ̅   ̅)  (     ̅ )

   ( ̅   ̅)(     ̅ )       (    ) 
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∑) kثـ نأخذ مجمكع الحدكد في الطرفيف، المأخكذة عمى عناصر كؿ عينة    أم  
(، فنجد أنو ضمف     

 يككف لدينا ما يمي : kكؿ عينة 

∑(     ̅) 

  

   

 ∑( ̅   ̅) 

  

   

 ∑(     ̅ )
 

  

   

  ( ̅   ̅)∑(     ̅ )

  

   

       (    ) 
 

 : ، لذلؾ فيك يساكمi في الطرؼ الأيمف ليس لو علبقة بدليؿ القياسات   كىنا نلبحظ أف المجمكع الأكؿ
                   ∑ ( ̅   ̅)   

      ( ̅   ̅)  
∑                          :يساكم الصفر كما نلبحظ أف المجمكع الأخير (     ̅ )

  
      

. كىذا يؤدم إلى انعداـ الحد   ̅ متكسطيا عف  kفي العينة  Xلأنو يمثؿ مجمكع انحرافات قياسات 
 الأخير بكاممو .

 ( الشكؿ التالي :12-6كبذلؾ تأخذ العلبقة )

∑(     ̅) 

  

   

   ( ̅   ̅)  ∑(     ̅ )
 

  

   

                       (    ) 

 المجتمع .ذلؾ مسحكبة مف  k  كذلؾ ضمف كؿ عينة
∑)رفيف، المأخكذ عمى جميع المجتمعات ثـ نقكـ بأخذ مجمكع الحدكد في الط  أم  

 فنجد أف: (   

∑∑(     ̅) 

  

   

 

   

 ∑  ( ̅   ̅) 

 

   

 ∑∑(     ̅ )
 

  

   

 

   

                   (    ) 

 كىذا يعني أف ىذه الأطراؼ حسب المفاىيـ السابقة تساكم ما يمي:

(
 اجمالي مجمكع المربعات
المصحح بعد طرح  ̅ 

)  (
مجمكع المربعات

بيف العينات المصحح
)  (

مجمكع مربعات البكاقي
داخؿ العينات

) 

 كنرمز ليذه المجاميع بالرمكز التالية :
                                                                                             (    ) 

ترتبط مع المتكسط   ̅ لأف المتكسطات  (   )تساكم  SSBكىنا نشير إلى أف درجة حرية الحد 
̅ )بالعلبقة  ̅ العاـ   

 

 
، كىذا ما ينقص عدد درجات الحرية بمقدار كاحد كتصبح ( ̅    ∑

∑، نأخذ المجمكع الداخمي منو SSW، كلإيجاد درجة حرية الحد الأخير (   )    (     ̅ )
   

    
كفؽ العلبقة   ̅ مرتبطة بمتكسطيا     ت كؿ عينة لأف قياسا (    )فنجد أف درجة حريتو تساكم 

( ̅  
 

  
∑، كمف ذلؾ نجد أف درجة حرية المجمكع المضاعؼ (   ∑ [∑ (     ̅ )

   
   ]

 
    

 تساكم مجمكع درجات الحرية لما بداخمو ، أم أنيا تساكم :

   ∑(    )

 

   

 ∑    

 

   

                                              (    ) 
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، نأخذ مجمكع درجات الحرية لحرية الطرؼ الأيمف، كبذلؾ  SSTكلحساب درجة حرية الطرؼ الأيسر 
 أم أف:        مساكية لما يمي :  SSTتككف درجة حرية 

  (   )  (   )                                                         (    ) 

 كأخيران نضع نتائج ىذه الحسابات في جدكؿ منظـ كالتالي :
 .  One wayالأحادي  ANOVA النموذجي لـ جدولال(: 2-6جدول )
 مصدر التبايف مجمكع مربعات الانحرافات درجة الحرية متكسط مجمكع المربعات Fقيمة 

  
     

     
       

   

(   )
            ∑   ( ̅   ̅) 

 

   

 
 بيف العينات
 ) لممعالجات (

       
   

(∑    )
    ∑    

 

   

     ∑∑(     ̅ )
 

 

 

 

 
 داخؿ العينات
 ) الخطأ (

    ∑    

 

   

     ∑∑(     ̅) 

  

 

 

 

 
 الكمي المجمكع

 المصحح
 

 المعرؼ بالعلبقة التالية : Fنستخدـ المؤشر   ار صحة الفرضية بكلاخت
  

    (   )

    (∑    )
 

     

     
                                           (    ) 

 

المقابمة لمستكل الدلالة  Fلمتحكؿ التكزيع  ( )     ثـ نقارف ىذه القيمة المحسكبة مع القيمة الحرجة 
 كلدرجتي الحرية :  

                              (∑    

 

   

)      

 كنتخذ القرار كما يمي :
 (    )                  إذا كانت     ( )         نقبؿ     باحتماؿ ثقة قدره (   ).

 

 (    )         أما إذا كانت     ( )         نرفض    كنقبؿ    بمستكل دلالة قدره .
 
 

( 3مف ) X( السابؽ كالتي تتناكؿ قياسات متحكؿ كاحد 1-6: لنأخذ بيانات المثاؿ )(2-6مثال )
 ( مجتمعات كالتي كانت كما يمي:3عينات مسحكبة مف )

    (    )

    (    )

    (    )
   (

   
   
   

)     
 ̅   
 ̅   
 ̅   

                ̅    

 كمنيا نجد أف :
      ( ̅   ̅)    ( ̅   ̅)    ( ̅   ̅)  

 

           (   )   (   )   (   )         
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    ∑∑(     ̅ )
 

  

   

 

   

 [(   )  (   )  (   ) ]   

                         [(   )  (   ) ]  [(   )  (   )  (   ) ]     
 )المصححة( تساكم: SSTكبذلؾ نجد أف قيمة 

                                                                                         

 بذلؾ كما يمي : خاصان  ثـ ننظـ جدكلان 
 . One wayالأحادي  ANOVA(: تحميل التباين 3-6جدول )

 مصدر التبايف مجمكع مربعات الانحرافات درجة الحرية متكسط مجمكع المربعات Fقيمة 

  
     

     
 

  

 
       

  

 
                 

 بيف العينات
 ) لممعالجات (

       
  

 
   ∑              

 داخؿ العينات
 ) الخطأ (

  ∑              
 التبايف الكمي
 )المصحح(

 المحسكبة تساكم : Fكمنو نجد أف قيمة 

  
     

     
 

   
   
   

∑    

 

  
 
  
 

 
  

 
      

 

كالمقابمة لدرجتي         عندما تككف  ( )     نجد أف القيمة الحرجة لػ  Fكمف جداكؿ التكزيع 
(     )     ، تساكم:      ك     الحرية  المحسكبة مع  F: كبمقارنة       

 الحرجة نجد أف : ( )     
(      )  (     (     )       ) 

 ،0.05بمستكل دلالة                التي تقكؿ أف:    لذلؾ نرفض فرضية العدـ 
يجب أف نتابع البحث عف  كىناالتي تقكؿ بكجكد فركقات بيف متكسطات تمؾ المجتمعات .    كنقبؿ 

 مصدر تمؾ الفركقات .
     عندما تأخذ النسبة    : مما سبؽ نستنتج أنو يتـ رفض 1 ملاحظة

     
قيمة كبيرة ) أكبر مف  

  )(، أك عندما تككف قيمة المقدار  ( ) 
     

     
كبيرة أيضان، كىذا يكافئ القكؿ التالي: إننا  (

عندما تككف قيمة    عندما تككف قيمة مقمكب المقدار السابؽ صغيرة . أم أننا نرفض    نرفض 
 المقدار التالي :

  
 

  
     
     

 
     

           
                                   (      ) 

 

 .  صغيرة بقدر كاؼ لتحقيؽ مستكل الدلالة 
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، في حالة عدة متحكلات   التي سكؼ نستخدميا في رفض ، كيستفاد مف ىذه العلبقة في إيجاد العلبقة 
 ل لاحقان .ر كما سن
عندما يككف لدينا مجتمعاف :  t (ستودينت)باختبار  Fحول علاقة مؤشر تحميل التباين  :2 ملاحظة
 كما يمي: SSBفإنو يمكننا كتابة الحد ،  (   )فقط 

       ( ̅   ̅)    ( ̅   ̅)                              (      ) 
 يحسب مف العلبقة التالية : ̅ عممان بأف المتكسط الكمي 

 ̅  
   ̅     ̅ 

     
 

 ( نحصؿ عمى أف :      في ) ̅ كبتعكيض 

      . ̅  
   ̅     ̅ 

     

/

 

   . ̅  
   ̅     ̅ 

     

/

 

                                     
 

    
  [(     ) ̅  (   ̅     ̅ )]

    [(     ) ̅  (   ̅     ̅ )]
 

(     )
 

 
 

    
      ( ̅   ̅ )

 

     

 
( ̅   ̅ )

 

(
 
  

 
 
  

)
                                                                              

 يأخذ الشكؿ التالي :(     )عندما  Fكبذلؾ نجد أف المؤشر 

  

   
   
   
   

 

   
 

   
       

 
( ̅   ̅ )

 

         

       
(
 
  

 
 
  

)
                                      

  (    )     كبما أف 
  (    )     ك    

 نجد أف:  

       ( )  
( ̅   ̅ )

 

(    )  
  (    )  

 

       
(
 
  

 
 
  

)

     
 (

 

 
)        (      ) 

 

     نجد:  tمع المؤشر  Fكبمقارنة العبارة الأخيرة لػ 
 (

 

 
مؤشر ، كىذا يعني أف  ( )        (

 تعميمان  F، كما يمكف اعتبار الاختبار t( ستكدينت)لمجتمعيف يكافئ مربع اختبار  F تحميؿ التبايف
 . t (ستكدينت)لاختبار 

 : (ANOVA tow way)مشاىدة(  n: تحميل التباين البسيط باتجاىين )و6-2
إف  تحميؿ التبايف البسيط باتجاىيف يختمؼ جكىريان عف تحميؿ التبايف البسيط باتجاه كاحد . كىك يستخدـ 

)كليس عف مجتمعيف كما    ك   الناتجة عف تأثير عامميف نكعييف  ( X )لدراسة تغيرات متحكؿ كاحد 
ف كؿ مف ىذيف العامميف يأخذ عدة حالات،  يدخميما أك يتحكـ بيما الباحث في حالة الاتجاه الكاحد(، كا 

. كىكذا يتـ تنفيذ معظـ الأبحاث Xتابع المتحكؿ الخلبؿ مجربات التجارب، ثـ يدرس تأثيرىما عمى 
 العممية.
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   نكع القماش  عامميف: معيف مف الفساتيف بتأثير طرازفمثلبن: يمكف لمباحث أف يدرس تغيرات أسعار 
كدرجة العرض    . كما يمكنو أف يدرس تغيرات الجاذبية الأرضية بتأثير درجة الطكؿ     الفني كشكمو
   . 

رسـ ي، كأف   ك   كفي ىذه الحالة يتكجب عمى الباحث تحديد الحالات أك القيـ التي يأخذىا كؿ مف 
رة لتقاطعيما . ثـ تجربة كاحدة عمى الأقؿ مقابؿ كؿ حج مثـ عميو أف يجر  ،جدكلان خاصان لتقاطعاتيما

 .   ك   عميو كضع نتائج تمؾ التجارب في جدكؿ مناسب لحالات تقاطع 
. كاف الباحث قد أجرل  حالة منفصمة  يأخذ    حالة منفصمة، كأف   يأخذ    كلنفترض الآف أف 

 تجربة كاحدة مقابؿ كؿ تقاطع ليما ككضع نتائجو في جدكؿ كالتالي :
   و   (: الحالات المتقاطعة لـ 4-6جدول )                     

    3 2 1    
   

                  1 
                  2 
            

                    

مرة،  nعددان مف المرات . كليكف  (   )كلكف الباحث يمكف أف يقكـ بتكرار تجاربو مقابؿ كؿ حجرة 
. كىذه النتائج تمثؿ عينة مف القياسات مأخكذة مف مجتمع  نتيجة nفعندىا سيحصؿ في كؿ حجرة عمى 

مجتمعان إحصائيان سحبت منيا  (   ). كبذلؾ يككف لدينا  (   )التجارب الذم يقابؿ كؿ حجرة 
 في كؿ منيا . Xقياسان لػ  nعينة عشكائية بحجكـ متساكية  (   )

 𝜇ليا يساكم  Xالكمي لػ التكقع كأف ، (  𝜇)منيا يساكم  (   )حجرة  في كؿ Xكلنفترض أف تكقع 
 حيث أف:

 

𝜇  
∑ ∑ 𝜇  

 
  

 
   

   
                                                                                       (    ) 

 كما يمي : مركبة بعلبقة  (   )في الحجرة    𝜇كعندىا يمكننا أف نعبر عف التكقع 
𝜇   𝜇  (𝜇   𝜇)                                                                                   (    ) 

عمى نتائج تمؾ التجارب نكتب التكقع  (     )كتأثيرىما المشترؾ    ك   كحتى نظير تأثير العامميف 
𝜇    كذلؾ بإضافة كطرح التكقعات ( اليامشيةعمى الشكؿ التالي 𝜇  ك𝜇   ) مف الطرؼ الأيمف: 

 

𝜇   𝜇  (𝜇  𝜇)  (𝜇  𝜇)  (𝜇   𝜇  𝜇  𝜇)                       (    ) 
 

كتأثيرىما معان . كاختصاران لمرمكز نكتب ذلؾ    كالعامؿ    كىنا نلبحظ أف الأقكاس تعكس تأثير العامؿ 
 كما يمي :

𝜇   𝜇                                                                                           (    ) 

 (𝜇   𝜇  𝜇  𝜇)      ك   (𝜇  𝜇)    ك   (𝜇  𝜇)   حيث أف:        
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 فعمنا أف تحقؽ الشركط التالية ) يمكف البرىاف عمى ذلؾ كما    ك   ك   كىنا يشترط عمى المقادير 
 ( .nمتساكية كتساكم  ىنا ( مع ملبحظة أف حجكـ العينات8-6في )

∑               

 

   

∑    

 

   

∑                

 

   

∑     

 

   

                                                          (    ) 

 ( كنكتبيا كما يمي:24-6كالآف نعكد إلى العلبقة )
𝜇    (    )  𝜇                                                                    (    ) 

 كما يمي:     بخطأ      يمكننا كتابة قيمة أم قياس في العينات ك 
      ̅                                                                                 (    ) 

 أك كما يمي :
                       ̅   ( ̅   ̅)   ( ̅   ̅)   ( ̅    ̅   ̅   ̅)  (      ̅  )                       (    )

قيمة القياس. 
    

/  (
المتكسط
الكمي

)  (
تأثير العامؿ
الأكؿ   

)  (
تأثير العامؿ
الثاني   

)  (
تأثير تداخؿ العامميف
   ك    معا

)  (
الخطأ العشكائي
أك البكاقي

)         
  

 

           كأف                      ترمز لمتكسطات العامؿ الأكؿ   ̅ حيث أف 
          كأف                      ترمز لمتكسطات العامؿ الثاني   ̅ كأف      
   ̅      :(   )ترمز لمتكسطات القياسات في الحجرة    ̅ كأف      

 

 
∑     

 
    

كىي عبارة عف متحكلات عشكائية مستقمة ضمف كؿ  ،الخطأ العشكائي البكاقي أك ىي قيـ     كأف      
 .    الذم تكقعو يساكم الصفر كليا تبايف مكحد يساكم  (     ) حجرة كخاضعة لمتكزيع الطبيعي 

 فرضية العدـ: كىي تتألؼ مما يمي : :كعندىا فإف الفرضيات البحثية تأخذ الشكؿ التالي

    {

    
    
     

                
         
         
          

                                          (    ) 

 أما الفرضية البديمة فتككف كما يمي:

    {

    
    
     

              

لأقلا        من أجل   واحدة على 

لأقلا          من أجل   واحدة على 

لأقلا  من أجل زوج (    ) واحد على 

              (    ) 

 ( كما فعمنا مع العلبقة28-6نقكـ بمعالجة العلبقة السابقة ) ةكلاستخراج مؤشرات الاختبار المناسب
 ( فنحصؿ عمى العلبقة التالية :12-6) السابقة

∑∑∑(      ̅) 
 

   

 

   

 

   

   ∑( ̅   ̅) 

 

   

   ∑( ̅   ̅) 

 

   

                    
 

          ∑∑( ̅    ̅   ̅   ̅) 

 

   

 

   

 ∑∑∑(      ̅  )
 

 

   

 

   

 

   

                  (    ) 
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 كالتي سنرمز لأطرافيا اختصاران كما يمي:
                                                                                 (    ) 

 أما بالنسبة لدرجات الحرية التي تقابؿ كؿ منيا فيي تساكم:
(       )  (   )  (   )  (   )(   )    (   )                 (    ) 

 كلمتداخؿ بينيما كما يمي:   ك   لكؿ مف  المناسبة اربثـ نعرؼ مؤشرات الاخت

   

   
   
   

  (   )

 
  (   )   

(   )   
 (    )                            (لمعامؿ   )             

 .(   )      ك (   )   بدرجتي حرية  Fكىك يخضع لمتكزيع 

   

   
   
   

  (   )

 
  (   )   

(   )   
 (    )                            (لمعامؿ   )             

 .(   )      ك (   )   بدرجتي حرية                   Fكىك يخضع لمتكزيع 
 فيعرؼ كما يمي:   ك   التداخؿ بيف  اختبار أما مؤشر

    

    
(   )(   )

   
  (   )

 
  (   )    

(   )(   )   
                                         (    ) 

 .(   )      ك (   )(   )   بدرجتي حرية          Fكىك يخضع لمتكزيع 
 مناسب لتحميؿ التبايف البسيط باتجاىيف كما يمي:ثـ نقكـ بتنظيـ جدكؿ 

 :tow wayباتجاىين  ANOVA(: جدول 5-6جدول )
 مصدر التباين مجموع المربعات درجة الحرية  المؤشر 

   
  (   )   

(   )   
   العامؿ  (          )         

   
  (   )   

(   )   
   العامؿ  (          )         

    
  (   )    

(   )(   )   
     التداخؿ  (          )      (   )(   ) 

 (          )     (   )   ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
الخطأ البكاقي أك 

 العشكائي
 الإجمالي )المصحح( (          ) T          ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

   بدرجتي الحرية  ( )       بالقيـ الحرجة المقابمة ليا     ك   ك   كبعدىا نقكـ بمقارنة كؿ مف 
 :كما يمي حسب العامؿ المفركض نتخذ القرار  ك   ك

إذا كانت ( )          نقبؿ الفرضية    حسب العامؿ المفركض
أما إذا كانت ( )          نرفض الفرضية    كنقبؿ                   

                        (    ) 
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 :كما سنرل مف خلبؿ المثاؿ التالي ثـ نستخمص النتائج الممكنة مف ىذه الاختبارات 
لنفترض أننا نريد دراسة تغيرات أسعار طراز معيف مف الفساتيف في السكؽ، كمعرفة درجة  (:3-6مثال )
. كبعد الدراسة تبيف لنا أف ىذه    أك بشكؿ كزخرفة الفستاف    بنكعية القماش  X ىاأسعار  تأثر

، كأف شكميا يأخذ شكميف أساسيف مف (          ) ( أنكاع مف القماش ىي 3صنع مف )الفساتيف تُ 
كؿ تقاطع لحالات النكع كالشكؿ، حسب . ثـ قمنا بتتبع أسعار ىذه الفساتيف  (      )الزخرفة ىما 

فكانت  ، ( أسكاؽ )محلبت( تبيع ىذه الفساتيف كسجمنا الأسعار فييا حسب النكع كالشكؿ4) أخذنالذلؾ ك 
 :رة ككضعناىا ضمف مستطيلبت()حسبنا متكسطات الاسعار في كؿ حجكما يمي 
 ( بيانات المثال )فرضية(:6-6جدول )        

 المتكسطات
   

   نكع أكؿ    نكع ثاني    نكع ثالث   الاجمالي
 أنكاع القماش

 أشكاؿ الفساتيف

44715 5374  
             

   
           

 
             

   
         

 
             

     

           

 أحمر مزخرؼ    

39215 4714  
             

   
           

 
             

   
           

 
           

     
          

 أبيض مزخرؼ    

   الاجمالي  3544 3224 3364  14484 
 ̅   ̅  اتالمتكسط 43715 44215 424       

جراء الاختبارات اللبزمة بمستكل دلالة  Xعمى السعر  Bك Aكالمطمكب دراسة تأثير العامميف  . كا 
   ̅ ، عممان بأف الأرقاـ ضمف المستطيلبت في كؿ حجرة ىي متكسطات القياسات فييا  (      )

ف المتكسط الكمي ̅  ليا  كا       . 
 ( فنجد أف:31-6الحؿ: نقكـ أكلان بحساب المجاميع التي في العلبقة )

            ∑∑∑(        ) 
 

   

 

   

 

   

                                               (    ) 

 لأف: كذلؾ     
    (                  )  (             )  (               )

 (               )  (                 )
 (                )        

 مف العلبقة : SSAثـ نقكـ بحساب 

       ∑( ̅   ̅) 
 

   

                                                                                                 

       [             ]                                                                           
 مف العلبقة : SSBثـ نقكـ بحساب 
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       ∑( ̅   ̅) 
 

   

                                                                                               

       [             ]                                                                     
 مف العلبقة :في جميع الحجر الخطأ العشكائي أك البكاقي   حد ثـ نقكـ بحساب

    ∑∑∑(      ̅  )
 

 

   

 

   

 

   

                                                                              

                                                                
 مف العلبقة : SSABكأخيران نقكـ بحساب حد التداخؿ 

                                                                                                
                                                                              

 ثـ نقكـ بتنظيـ جدكؿ التحميؿ التالي :
 باتجاىين : ANOVA( جدول تحميل 7-6جدول )

 مصدر التبايف مجمكع المربعات درجة الحرية سطات المربعاتمتك  Fقيـ 
 Aنكعية القماش                                  

 Bشكؿ الفستاف                                     

                   (   )(   )  Bك Aتداخؿ             

(   )            ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  الخطأ العشكائي              
 الاجمالي                    ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

المقابمة لكؿ حالة  Fعمينا أف نقكـ بإيجاد القيمة الحرجة لػ  ،كلاختبار تأثير ىذيف العامميف كتأثير تداخميما
 فنجد أف:

      (    )        (    ) (    )            ك                   
(       )نجد أف : ( )      مع    بمقارنة قيـ ـ ك ثـ نق لذلؾ نرفض فرضية العدـ ،       
التي تقكؿ أف أسعار الفساتيف    كنقبؿ ، التي تقكؿ أنو لا يكجد تأثير لنكعية القماش عمى سعره  ،  

)     تتأثر بنكعية القماش )بنسبة 
    

     
). ) 

(        )نجد أيضان أف : ( )      مع    ثـ نقكـ بمقارنة  لذلؾ نرفض فرضية ،        
التي تقكؿ أف أسعار الفساتيف    كنقبؿ ، ؿ الفستاف عمى سعره التي تقكؿ أنو لا يكجد تأثير لشك العدـ

)     تتأثر كثيران بشكؿ القماش )بنسبة 
     

     
). ) 

 :فأفنجد  ( )     مع القيمة الحرجة    نقارف قيمة  Bك Aار تأثير التفاعؿ الداخمي لمعامميف بكلاخت
(        ) العامميف  كنعتبر أف أسعار الفساتيف لا تتأثر بتداخؿ   لذلؾ نقبؿ ،       

 النكعية كالشكؿ . المدركسيف كىما
: يفضؿ في التطبيقات العممية أف نبدأ بإجراء اختبار التداخؿ . فإذا كاف تأثير ذلؾ التداخؿ ملاحظة

عمى تغيرات المتحكؿ يؤثر كثيران    ك   ( . فإف ذلؾ يعني أف تداخؿ العامميف    معنكيان )حالة رفض 
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غير كاضحة كصعبة  Xعمى حدة عمى    ك   . كىذا يجعؿ عممية اختبار تأثير كؿ مف  Xبع االت
 .ةا المنفردمياتالتفسير، كينصح بعدـ متابعة دراسة تأثير 

جراء الاختباريف حكؿ تأثير    ك   أما إذا كاف تأثير التداخؿ ميملبن فإنو يمكننا متابعة التحميؿ كا 
 كاستخلبص النتائج الممكنة .

 مشاىدات( : n: تحميل التباين البسيط بثلاث اتجاىات )6-3

( . لذلؾ نفترض أننا نريد دراسة تغيرات 2-6إف تحميؿ التبايف في ىذه الحالة ىك تعميـ لمحالة السابقة )
ف لكؿ مف    ك   ك   ( عكامؿ نكعية: 3)المتحكؿ التابع( الناتجة عف تأثير ) Xأحد المتحكلات  . كا 

 ىذه العكامؿ عدة حالات يرمز ليا كما يمي:
                      

                      

                      

                                                                  (    ) 

حجرة، ثـ نأخذ مف كؿ  (     )نحصؿ عمى فكلذلؾ ننشأ مكعب التقاطعات الممكنة ليذه الحالات، 
عينة مسحكبة مف مجتمعات  (     ). فنحصؿ عمى  Xقياسان لممتحكؿ المدركس  nحجرة منو 

 قياسان . (       )تمؾ الحجر كعمى 
ذا رمزنا لتمؾ القياسات بالرمكز  ا كتابة النمكذج الرياضي المكافؽ ليذا التحميؿ فإنو يمكنن      كا 

 باستخداـ نفس المفاىيـ كالرمكز السابقة كما يمي :
       ̅           (  )   (  )   (  )   (   )    (     )  (    ) 

كيشترط عمى ىذه الرمكز أف تحقؽ شركط مشابية لمشركط السابقة المفركضة عمى تحميؿ التبايف 
 .( 25-6كالمذككرة في )باتجاىيف 

 ( فتكتب كما يمي:X)كىي عدـ كجكد تأثير ليذه العكامؿ عمى    أما فرضية العدـ 

    ,

                  

            

               

                                                                  (    ) 

 فتكتب كما يمي:   أما الفرضية البديمة 

    

{
 
 

 
مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ      
مف أجؿ  كاحدة عمى الأقؿ    
مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ    

                                                   (    ) 

( كما فعمنا في الفقرات السابقة فنحصؿ مجاميع المربعات المختمفة 39-6ثـ نقكـ بمعالجة العلبقة )
 يمي: كنكتبيا كما

 

                  (  )    (  )    (  )    (   )       (    ) 
ف درجا  ت الحرية المقابمة ليذه المجاميع ىي كما يمي:كا 

(    )    (   )  (   )  (   )  (   )(   )  (   )(   )
 (   )(   )  (   )(   )(   )     (   )               (    ) 
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 ( :4-6كسنقكـ بتعريؼ ىذه المجاميع كشرح كيفية حسابيا لاحقان مف خلبؿ المثاؿ )
كنحسب  ،SS(ABC)أما بالنسبة لإجراء الاختبارات اللبزمة نبدأ بإجراء اختبار تأثير التداخؿ الثلبثي 

 المقابؿ لو مف العلبقة :      قيمة مؤشر الاختبار 

     

  (   )
(   )(   )(   )

   
   (   )

 

  (   )
  

   
  

                                         (    ) 

كلدرجتي   المقابؿ لمستكل الدلالة  ( )       ثـ نقارف ىذه القيمة المحسكبة مع القيمة الحرجة لمتحكؿ
 ، كنتخذ القرار كما يمي:  ك   الحرية

إذا كانت ( )           نقبؿ فرضية العدـ   
ذا كانت ( )           نرفض     كنقبؿ    كا 

                                  (    ) 

ذا كانت النتيجة رفض  ، فإف ذلؾ يعني أف تداخؿ العكامؿ الثلبثة يؤثر معنكيان عمى     كقبكؿ   كا 
ه تصبح غير كاضحة بمفرد. لذلؾ فإف عممية البحث عف تأثير كؿ منيا  Xتغيرات المتحكؿ المدركس 

 كغير ممكنة التفسير .
، فإف ذلؾ يعني أف تأثير تداخؿ العكامؿ الثلبثة غير   تيجة الاختبار السابؽ قبكؿ أما إذا كانت ن

ذا كانت غير معنكية،  معنكم كيمكف إىمالو . كبعدىا ننتقؿ إلى اختبارات تأثيرات التداخلبت الثنائية . كا 
 نقكـ باختبار تأثيرات العكامؿ المنفردة كذلؾ بتطبيؽ نفس الإجراءات السابقة .

 ( عكامؿ مؤثرة عمييا كىي :3لدراسة مقاكمة ألكاح السيراميؾ لمصدمات  ثـ تحديد ) (:4-6)مثال 
 . (      )نكع المادة الأكلية كتأخذ حالتيف فقط  -

 . (      )مساحة المكح كيأخذ حالتيف أيضان  -

 . (          )( حالات ىي : 3سماكة المكح كيأخذ ) -

حجرة لتقاطعاتيا كأجريت عمييا تجارب لقياس المقاكمة )بالكيمكغراـ( ( ألكاح مف كؿ 5ثـ تـ اختبار )
 فكانت نتائج تمؾ القياسات كما في الجدكؿ التالي :

 (: بيانات المثال )فرضية(7-6جدول )
 نكع المادة   نكع المادة    نكع المادة 

 المساحة   المساحة    المساحة    المساحة    المساحة 
 السماكة                                    
64 57 54 63 52 54 78 79 67 78 72 67     

عناصر 
  العينة 

68 58 56 54 56 51 78 84 71 81 67 66 2 
61 61 58 65 52 47 77 81 72 67 75 62 3 
61 59 51 62 52 51 83 84 74 75 74 71 4 
67 55 57 64 53 59 79 85 81 75 71 69 5 
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جراء الاختبارات اللبزمة عمييا بمستكل  كالمطمكب دراسة تأثير ىذه العكامؿ عمى مقاكمة ألكاح السيراميؾ كا 
       دلالة 

( 42-6الحؿ: لإجراء ىذه الاختبارات نحتاج إلى كثير مف الحسابات المعقدة لإيجاد قيـ حدكد العلبقة )
برىانيا( . كحتى نستطيع تطبيؽ تمؾ العلبقات أعددنا كسنستخدـ لذلؾ علبقات رياضية مبسطة )بدكف 

 تيما في عممية الحساب كما يمي:ا( كاستخدمنا بيان9-6) ك (8-6الجدكليف )
 مف العلبقة التالية : SSTنقكـ بحساب 

    ∑∑ ∑ ∑(       ̅) 
 

   

 

   

 

   

 

   

 ∑∑ ∑ ∑     
 

 

   

 

   

 

   

 

   

 
  

       
         (    ) 

 ( نجد أف :9-6( ك)8-6كمف الجدكليف )
           

(    ) 

       
                        

 ( نجد مباشرة أف :8-6كمف السطر الأخير في الجدكؿ )

    ∑∑ ∑        

 

   

 

   

 

   

                                                               

 :كباستخداـ  العلبقة التالية( 9-6الجدكؿ ) بياناتمف  SSAثـ نقكـ بحساب 

    
 

   
∑  

 

 

   

 
  

    
 

 

  
[(    )  (    ) ]                          (    ) 

 ( نتائج الحسابات:8-6جدول )
 النكع K   نكع المادة    نكع المادة  
 المساحة     المساحة    المساحة    المساحة    المساحة  

 السماكة m                                     المجمكع
 64 57 54 63 52 54 78 79 67 78 72 67 i=1 

 68 58 56 54 56 51 78 84 71 81 67 66 2 
 61 61 58 65 52 47 77 81 72 67 75 62 3 
 61 59 51 62 52 51 83 84 74 75 74 71 4 
 67 55 57 64 53 59 79 85 81 75 71 69 5 

3942 311 294 276 344 265 362 395 445 361 377 355 335      
 المجمكع

 

2
44

98
8

 

1
68

24
 1
52

35
12

 

1
84

83
12

 

1
44

45
 1
37

28
18

 

3
12

45
 

3
28

43
 2
64

64
12

 

2
84

25
16

 

2
52

45
 

2
24

45
 

    
 

 
 

         

2
41

55
 

1
68

44
 

1
52

66
 

1
85

54
 

1
44

57
 

1
38

48
 

3
12

27
 

3
28

27
 

2
61

73
 

2
65

35
 

2
52

39
 

2
24

91
 

∑    
  

        5712 24 3418 7418 12 7912 22 22 1196 14912 36 46        
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 حسب الحالات السابقة:( مجاميع المجاميع 9-6الجدول )           
 المجاميع                 المجمكع 
1467 = 377 355 335      

1161 = 395 445 361      
831 = 344 265 362      
883 = 317 294 276      
2228 = 
2444 = 

772 
 

621 
764 

 

555 
696 

 

538     ,
   
   

 

1898 = 
2444 = 

681 
 

712 
624 

 

695 
597 

 

637      ,   
   

 

       1393 1315 1234    

 :التاليةكباستخداـ العلبقة ( 9-6الجدكؿ ) بناءن عمى SSBثـ نقكـ بحساب 

    
 

   
∑  

 

 

   

 
  

    
 

 

  
[(    )  (    ) ]                         (    ) 

 

 : مف العلبقة التالية( 9-6الجدكؿ ) بناءن عمى SSCثـ نقكـ بحساب 
    

 

   
∑  

  
  

    
 

 

  
[(    )  (    )  (    ) ]                        (    ) 

 

 :مف العلبقة التالية( 9-6الجدكؿ )بناءن عمى العمكد الأخير  SS(AB)ثـ نقكـ بحساب 

  (  )  
 

  
∑∑   

 

 

   

 

   

 
  

    
                                            (    ) 

 

 
 

  
[(    )  (    )  (   )  (   ) ]                             

 

 ( مف العلبقة التالية :9-6)بناءن عمى الجدكؿ  SS(AC)ثـ نقكـ بحساب 

  (  )  
 

  
∑ ∑    

 

 

   

 

   

 
  

    
                                                                    (    ) 

 

 
 

  
[(   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   ) ]                             

 :مف العلبقة التالية (9-6) الجدكؿ بناءن عمى SS(BC)ثـ نقكـ بحساب 

  (  )  
 

  
∑ ∑    

 

 

   

 

   

 
  

    
                                                                    (    ) 

 

 
 

  
[(   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   ) ]                          

 

 ( فنجد أف :42-6مف العلبقة ) SS(ABC)كأخيران نحسب حد التداخؿ الثلبثي 
  (   )                                                  
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ثـ نقكـ بكضع نتائج ىذه الحسابات في جدكؿ تحميؿ التبايف ذم الاتجاىات الثلبثة المرفقة بدرجات الحرية 
 يمي: كما

 (: جدول تحميل التباين بثلاث اتجاىات :11-6جدول )

 ( )  ̃ 
ط متكس

 المربعات
مجمكع 
 المربعات

 درجة الحرية
رمز 
 المصدر

 مصدر التبايف

   نكع المادة            444313 444313 344 4144

   المساحة            35513 35513 2718 4144
   السماكة            63211 31614 2417 3119
4144 2129 2913 2913 (   )(   )  أثر المادة كالمساحة (  )     
3119 3137 4311 8612 (   )(   )  أثر المادة كالسماكة (  )     
3119 2111 2714 5414 (   )(   )  أثر المساحة كالسماكة (  )     

3119 4141 512 1414 (   )(   )(   )  أثر العكامؿ الثلبثة (   )     
 المادة كالمساحة كالسماكة

- - 12179 61414    (   )  الخطأ العشكائي )البكاقي(        
- - - 618416 (    )  الإجمالي          

 

كالمبينة في العمكد  ،المقابمة ليا الحرجة ( ) لجميع ىذه المجاميع نقارنيا مع قيمة  Fكبعد حساب قيـ 
 ( فنلبحظ ما يمي:15-6الأخير مف الجدكؿ )

     إف تأثير التداخؿ الثلبثي غير معنكم لأف  -1
           . 

 معنكم كىذا يؤثر عمى تفسير النتائج . SS(AC)إف تأثير التداخؿ الثنائي  -2

 غير معنكييف . SS(BC)ك  SS(AB )إف تأثير التداخميف الثنائييف -3

ىك الأكثر تأثيران عمى تغيرات    معنكية كأف العامؿ    ك   ك   إف تأثير العكامؿ الثلبثة  -4
 المقاكمة .

 : تحميل المربع اللاتيني )بمشاىدة واحدة(:6-4

مشاىدة( يحتاج إلى حسابات معقدة  nلقد لاحظنا في الفقرة السابقة أف تحميؿ التبايف بثلبث اتجاىات )ك
لى عدد كبير مف المشاىدات . كلكف يمكننا في بعض الأبحاث تنظيـ كترتيب العكامؿ الداخمة في تحميؿ  كا 

التبايف الثلبثي كعرضيا عمى شكؿ مربع يسمى المربع اللبتيني . كىك يستخدـ كثيران في الأبحاث العممية 
 كالأبحاث الزراعية كالطبية كالاقتصادية كغيرىا . كىك يتألؼ مف عدة عناصر ىي :

 حالة منفصمة .  كيأخذ    العامؿ الأكؿ  -

 حالة منفصمة .  يضان كيأخذ أ   العامؿ الثاني  -

 خمية .   . كىك يتألؼ مف    ك   المربع اللبتيني الذم يتـ تشكيمو مف تقاطع حالات العامميف  -
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طريقة أيضان كذلؾ لتطبيقيا عمى خلبيا المربع   جممة مف طرائؽ المعالجة كعددىا يساكم  -
 كاحدة في كؿ عمكد . اللبتيني، بحيث يتـ تطبيؽ كؿ طريقة مرة كاحدة في كؿ سطر، كمرة

 يقيس نتائج المعالجات السابقة في جميع الخلبيا بكاحدة قياس مكحدة . Xمتحكؿ تابع  -

( 3، كأنو لدينا )    يساكم    ك   كلتمثيؿ أحد أشكاؿ المربع اللبتيني كنفترض أف عدد حالات 
مرة كاحدة في كؿ سطر كمرة كاحدة في كؿ  ،لتطبيقيا عمى تقاطعات تمؾ الحالات      طرائؽ ىي 

 كعندىا يمكف أف يأخذ المربع اللبتيني الشكؿ التالي : ،عمكد
 
 

 ( 2 -6الشكل )             
 
 
 

( لممربع اللبتيني ىك أحد الأشكاؿ الممكنة، كتـ الحصكؿ عميو 2 -6كىنا نلبحظ أف الشكؿ السابؽ )
عمى خلبيا السطر الأكؿ، ثـ القياـ بسحب  (     )بتطبيؽ تسمسؿ معيف لمطرائؽ المستخدمة ىك 

إلى الحجرة الأخيرة ( .  Aعناصره إلى اليسار خطكة كاحدة كتطبيقيا عمى خلبيا السطر الثاني ) مع نقؿ 
إلى الحجرة  Bاليسار خطكة كاحدة كتطبيقيا عمى خلبيا السطر الثالث ) مع نقؿ  ثـ سحب عناصره إلى

الأخيرة ( . كبذلؾ نحصؿ عمى ما يسمى الشكؿ القياسي لممربع اللبتيني، كىك المربع الذم يتـ تشكيمو 
لث، بتدكير عناصر السطر الأكؿ لتكزيعيا عمى السطر الثاني ثـ تدكير عناصر الثاني لتكزيعيا عمى الثا

كلكف الشكؿ القياسي لممربع  .كىكذا دكاليؾ . كبذلؾ تككف عناصر الأسطر متناظرة مع عناصر الأعمدة
حيث نجد أنو يمكننا ترتيب  ،فيناؾ عدد مف الأشكاؿ التي تعطينا تكزيعات مختمفة ،اللبتيني ليس كحيدان 

ة في العمكد الأكؿ عشكائيان         ب العناصر المتبقييترتثـ  ،طريقة  3عناصر السطر الأكؿ عشكائيان بػ !
طريقة كتبقى الخمية الأخيرة كالتي ترتب بطريقة كاحدة فقط . كبذلؾ يككف  2) بعد السطر الأكؿ ( بػ !

         لػ: مساكيان     عدد الأشكاؿ الممكنة ) حسب الأسطر أك الأعمدة ( في الحالة التي يككف فييا 
 الممكنة تعطينا المربعات اللبتينية التالية : كىذه الأشكاؿ،              لػ 

[
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

]

      

[
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

] [
   
   
   

]

 

 

ار أحدىا عشكائيان . كبذلؾ يكلكننا في الأبحاث العممية لا نحتاج إلى جميع ىذه الأشكاؿ. بؿ نقكـ باخت
 تككف نتيجة التجارب )طرائؽ المعالجة( في كؿ خمية ىي عبارة عف متحكؿ عشكائي معرؼ عمييا .

1AF

3BF

2BF

1BF

3AF2AF

A

A

A
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ف العكامؿ المعتمدة فيو ىي :كىكذا نجد أف المربع اللبتيني ىك تحميؿ ثلبثي الاتجاه )بمشاىدة ك   احدة( كا 
 حالة .  كعدد حالاتو    عامؿ الأسطر كنرمز لو بػ  -

 . أيضان  حالة  كعدد حالاتو    عامؿ الأعمدة كنرمز لو بػ  -

. كىي تطبؽ عمى خلبيا المربع اللبتيني، بحيث يتـ تطبيؽ أيضان حالة   طرائؽ المعالجة كعددىا  -
 .كحسب أحد الأشكاؿ الممكنة لممربع ،كؿ سطر كمرة كاحدة في كؿ عمكدفي كؿ طريقة مرة كاحدة 

، كسنرمز لقيمة Xقياسان لممتحكؿ التابع    كنتيجة لتطبيؽ ىذه الطرائؽ عمى الخلبيا نحصؿ عمى 
كنضعيا إلى جانب رمز الطريقة المطبقة في تمؾ     بالرمز  (    )في الخمية  Xالمتحكؿ التابع 
 ب مجاميع كمتكسطات الأسطر كالأعمدة كنضعيا في اليكامش.الخمية، ثـ نحس

ذا أخذنا الحالة التي يككف لدينا فييا:  أربعة    ك   العامميف  مف طرائؽ كيككف لكؿ (   )كا 
 حالات، فإننا سنحصؿ عمى الجدكؿ التالي:

 4×4(: المربع اللاتيني 11-6جدول )

 1 2 3 4   المجمكع   ̅ المتكسط 
   الأعمدة

   الأسطر

 ̅     D 
    

C 
    

B 
    

A 
    

1 

 ̅     A 
    

D 
    

C 
    

B 
    

2 

 ̅     B 
    

A 
    

D 
    

C 
    

3 

 ̅     C 
    

B 
    

A 
    

D 
    

4 

 ̅     
    

    
    

   المجمكع   

 ̅  ̅  ̅ 
   ̅ 

   ̅ 
   ̅ 

  ̅ المتكسط   
 حيث أف ىذه المجاميع كالمتكسطات تحسب مف العلبقات التالية :

   ∑    اجمالي السطر 

 

   

 ̅  
 

 
∑   

 

   

 
  

 
المتكسط في السطر   

∑    اجمالي العمكد      

 

   

 ̅  
 

 
∑    

 

   

 
  

 
 المتكسط في العمكد   

  ∑   الاجمالي الكمي

 

   

 ∑   

 

   

 ∑ ∑   

 

   

 

   

  ̅  
 

   
 

∑ ∑    
  

   
المتكسط في الجدكؿ ككؿ 

  (  

  ) 
 

كيتـ  (       )حسب طرائؽ المعالجة  Xكىناؾ متكسطات مف نكع آخر ىي متكسطات قياسات 
حسب كؿ طريقة ضمف المربع  Xحساب ىذه المتكسطات لكؿ طريقة عمى حدة، كذلؾ بتتبع قيـ 
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 X، فمثلبن نجد أف متكسط قيـ tىك دليؿ الطريقة  t، حيث  ̅ كنرمز ليذه المتكسطات بالرمكز  ،اللبتيني
السابؽ  كىك يساكم )حسب الجدكؿ Aيحسب مف الخلبيا التي تطبؽ فييا الطريقة  Aالمقابمة لمطريقة 

 :مايمي ((6-11)
 ̅  

 

 
[               ]  

  

 
                                                              
 ككذلؾ نجد أف متكسطات الطرائؽ الأخرل تساكم :

 ̅  
 

 
[               ]  

  

 

 ̅  
 

 
[               ]  

  

 

 ̅  
 

 
[               ]  

  

 

                                                     (    ) 

حسب  Xكيمكف تسييؿ حساب ىذه المتكسطات بتنظيـ جدكؿ خاص بذلؾ، يتضمف تبكيب قياسات 
 طرائؽ المعالجة، كحسب الأسطر )أك حسب الأعمدة( كما يمي:

 (: حساب المتوسطات حسب طرائق المعالجة12-6جدول )                       

   D C B A 
 tالطريقة 

 الأسطر
                   1 
                   2 
                   3 
                   4 
 المجمكع              
  ̅ المتكسط   ̅   ̅   ̅   ̅  

كىنا يشترط عمى ىذه القياسات في كؿ عمكد ) أك سطر ( اف تككف مستقمة عف بعضيا البعض ، 
 .   كخاضعة لمتكزيع الطبيعي كليا تبايف مكحد مساكٍ لػ 

، كأف التكقع العاـ   𝜇مف المربع يساكم  (    )في الخمية  Xكلنفترض الآف أف التكقع الرياضي لقيـ 
. كبما أف القياسات مستقمة فإف التفاعلبت الثنائية لمعكامؿ تككف  𝜇رمز في كامؿ المربع بال Xلقيـ 

 معدكمة، كما أف التفاعؿ الثلبثي لمعكامؿ الثلبثة معان يككف معدكمان أيضان .
 المستقمة كما يمي:الثلبثة  ي ليذه العكامؿ تيناللب المربع كبناء عمى ذلؾ يمكننا أف نصيغ نمكذج تحميؿ

𝜇   𝜇                                                                   (    ) 

، كبما أف المتكسط العاـ tتأثير الطريقة    ، ك تأثير العمكد   ك kىك تأثير السطر    حيث أف: 
 في كؿ خمية كما يمي: Xفي المجتمع، فإنو يمكننا التعبير عف قيمة  𝜇ىك تقدير لػ في العينات 

     ̅                                                          (      ) 
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، كىكذا نجد أف مجمكع (     ) ىك حد الخطأ العشكائي كيخضع لمتكزيع الطبيعي     حيث أف: 
 يساكم : 𝜇مربعات الانحرافات عف 

∑∑(    𝜇) 
 

   

 

   

                                                                (    ) 

كنكتب   ̅ ك  ̅ ك  ̅ ثـ نضيؼ كنطرح المتكسطات  ̅ بتقديره  𝜇كلإظيار تأثير العكامؿ الثلبثة نستبدؿ 
 ( :tمتكسط الطريقة   ̅ المجمكع السابؽ كما يمي ) 

∑∑(     ̅) 

 

   

 

   

 ∑∑[(     ̅   ̅   ̅    ̅)  ( ̅   ̅)  ( ̅   ̅)  ( ̅   ̅)] 

 

   

 

   

 (    ) 

ثـ نقكـ بتربيع الحدكد التي داخؿ القكس المتكسط، كلكف نظران لاستقلبؿ العكامؿ المستخدمة في التحميؿ 
فإف مجاميع الجداءات الثنائية تككف معدكمة )يمكف البرىاف عمى ذلؾ لكؿ حد عمى حدة . انظر المرجع 

Dugue P.282. ) 
 جمالي يساكم :لإيجة بعض الإصلبحات نحصؿ عمى أف مجمكع مربعات الانحرافات اكنت

∑∑(     ̅) 
 

   

 

   

  ∑( ̅   ̅) 
 

   

  ∑( ̅   ̅) 
 

   

  ∑( ̅   ̅) 
 

   

                         

                            ∑∑(     ̅   ̅   ̅    ̅) 
 

   

 

   

                                       (    ) 

 كباستخداـ نفس الرمكز السابقة نكتب المجاميع السابقة كما يمي :
                                                                              (    ) 

ف درجات الحرية التي تقابميا تساكم ما يمي :  كا 
     (   )  (   )  (   )  (   ) (   )               (    ) 

 كبعد حساب ىذه المجاميع نضعيا في جدكؿ تحميؿ التبايف الثلبثي كالتالي :
 (: تحميؿ التبايف في المربع اللبتيني :13-6جدكؿ )

F درجة الحرية متكسط المربعات المحسكبة 
مجمكع مربعات 

 الانحرافات
 مصدر التبايف

   
   

   
     

   

   
             

   
   

   
     

   

   
             

   
   

   
     

    
   

 طرائؽ المعالجة            

   
     

   

(   ) (   )
 أ العشكائيالخط      (   ) (   ) 

 الاجمالي          ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 
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 ( كنكتبيا كما يمي:54-6أما بالنسبة لمفرضيات فيي تنطمؽ مف النمكذج )

    {

                                    
                                    
                                     

                                              (    ) 

 فتكتب كما يمي:   أما الفرضية البديمة 

    

{
 
 

 
مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ      
مف أجؿ  كاحدة عمى الأقؿ    
مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ    

                                                       (    ) 

لمربع اللبتيني يعتبر أف تأثيرات الأسطر كتأثيرات الأعمدة ثابتة ، رغـ أنيا اترض أف تصميـ كىنا نف
 تستخدـ لمتحكـ في مصادر الاختلبؼ . لذلؾ فإف تأثيراتيا يجب أف تحقؽ العلبقتيف التاليتيف :

∑    

 

   

                        ∑    

 

   

                                                    (    ) 

 فإما أف تككف ثابتة أك عشكائية   أما تأثيرات طرائؽ المعالجة 
. كلذلؾ فإنيا يجب أف  ̅ ثابتة فإف تأثيراتيا تقدر عمى أنيا انحرافات عف المتكسط العاـ    فإذا كانت 

 تحقؽ العلبقة التالية :

∑    

 

   

 (    )                                                 (إذا كانت     ثابتة)              

، ثـ (     ) عشكائية فإننا نفترض كنتحقؽ مف أنيا خاضعة لمتكزيع الطبيعي    أما إذا كانت 
( . كىنا نشير إلى أف الفرضية الأساسية التي نريد  Tukeyار بنتعامؿ معيا بأسمكب آخر ) اخت
 اختبارىا ىي فرضية العدـ التالية :

                                                                 (    ) 
 مقابؿ الفرضية البديمة :

                                                        مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ                  
نقكـ بحساب مجاميع مربعات الانحرافات كمتكسطاتيا                 ار الفرضية بكلاخت

 ار لتأثير المعالجات مف العلبقة :التبايف، كنبدأ بحساب مؤشر الاختبكنضعيا في جدكؿ تحميؿ 

   

   
   
   

(   )(   )

 
    
   

                                             (    ) 

 

كلدرجتي        كالمقابمة لمستكل الدلالة  Fمع القيمة الحرجة لػ    ثـ نقارف ىذه القيمة المحسكبة 
 كنتخذ القرار كما يمي : (   )(   )   ،  (   )   الحرية 
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 إنيا كالتي تقكؿ أف تأثيرات طرائؽ المعالجة معدكمة أك ،  نقبؿ الفرضية  ( )         إذا كانت 
 غير معنكية كالعكس بالعكس .

 نقكـ بحساب قيمتي المؤشريف :   ك   ار تأثير العامميف بأما بالنسبة لاخت
   

   

   

   
   

   

                                                                                  (    ) 

إذا كاف      حكؿ    ، كنقبؿ الفرضية ( )      ثـ نقكـ بمقارنة كؿ منيما مع القيمة الحرجة 
 كالعكس بالعكس . ( )    إذا كاف      حكؿ    ، كما نقبؿ الفرضية ( )    

لذلؾ نحسب الكفاءة النسبية للؤسطر كللؤعمدة مف  ،تقريبييف يعتبراف مؤشريف   ك   ف مؤشريكلكف ال
 العلبقتيف التاليتيف :

(للؤسطر)     
    (   )   

     
                                     (    ) 

 
(للؤعمدة)     

    (   )   

     
                                     (    ) 

 ستخدـ العلبقة :نكلتقدير الكفاءة الكمية لممربع اللبتيني 
(لممربع)     

        (   )   

(   )   
                                  (    ) 

 

طبيؽ أسمكب المربع للبتيني مفقكدة، فإنو لا يمكننا ت    إذا كانت قيمة إحدل المشاىدات  ملاحظة
 بدكنيا، كحتى نتابع العمؿ عمينا أف نقكـ بتقديرىا مف العلبقة :

 ̃   
 (        )    

(   )(   )
                                                   (    ) 

(   )(   ) : وىنا عمينا أن نخفض درجات الحرية للأخطاء بمقدار درجة واحدة وتصبح كما يمي    
  (    )كأف نخفض درجات الحرية لإجمالي المربعات درجة كاحدة أيضان فتصبح : 

 نستخدـ العلبقة :  ̅ كلتقدير الخطأ المعيارم لتقدير المتكسط 

             ̅ 
 √

   

 
                                                                     (    ) 

 مف العلبقة: (   )ثـ ننشأ مجاؿ الثقة لو ذم الاحتماؿ 
 ̅   (   )(   ) (

 

 
)    ̅ 

                                                               (    ) 
 

 مف العلبقة : (  ̅    ̅ )كما يمكننا حساب الخطأ المعيارم لمفرؽ بيف متكسطي طريقتيف 

 ( ̅    ̅  )  √
   

 
 

   

 
 √

    

 
                                            (    ) 
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 مف العلبقة : (   )ثـ إنشاء مجاؿ الثقة لو ذم الاحتماؿ 
( ̅    ̅  )   (   )(   ) (

 

 
)   ( ̅    ̅  )                                      (    ) 

 

( عماؿ مف عماؿ شركة النسيج، نرمز ليـ بالرمكز 6لدراسة أداء ) (:5-6مثال )
الذم يعبر عف إنتاجية العامؿ في اليكـ مف القماش  Xتـ اعتماد المتحكؿ التابع  (                )

ى ( آلات نسيج مختمفة، عمى أف يتـ تكزيع ىؤلاء العماؿ عم6/ يكـ ( . كلإجراء التجارب تـ تجييز ) 2) ـ
( أياـ )أياـ العمؿ في الأسبكع(، كبحيث يعمؿ كؿ عامؿ مرة 6تمؾ الآلات عشكائيان في كؿ يكـ كلمدة )

كاحدة عمى آلة مختمفة في كؿ يكـ مف اياـ العمؿ في الأسبكع )مرة كاحدة في كؿ عمكد كمرة كاحدة في 
 كؿ سطر( .

إنتاجية ىؤلاء العماؿ، إذا عممت أف  عمى Lكالعماؿ  Mكالآلات  Dالمطمكب دراسة تأثير كؿ مف الأياـ ك 
نتاجياتيـ اليكمية كانت بعد تنفيذ الدراسة كما يمي :  تكزيعات ىؤلاء العماؿ كا 

 (: بيانات المربع اللاتيني لممثال )فرضية( :14-6جدول )
 المتكسط
 ̅  

 المجمكع
   

                  
   الآلات 

   الأياـ 

29112          F 
30.9 

A 
30.6 

C 
30.7 

D 
25.4 

E 
28.4 

B 
 السبت    28.7

29122          A 
29.8 

D 
29.8 

E 
26.8 

B 
27.4 

C 
30.1 

F 
 الأحد    31.4

28148          C 
32.9 

E 
24.1 

B 
22.0 

A 
30.4 

F 
29.7 

D 
 الاثنيف    29.4

27117          D 
28.5 

C 
39.6 

F 
30.0 

E 
22.5 

B 
21.8 

A 
 الثلبثاء    29.6

22125          E 
17.7 

B 
20.7 

A 
24.3 

F 
23.1 

D 
21.9 

C 
 الأربعاء    25.8

21117          B 
18.9 

F 
23.7 

D 
20.2 

C 
22.5 

A 
23.6 

E 
 الخميس    18.1

   المجمكع  16314 15513 15113 15414 15915 15817         ػػػػػػػػػػػػػػػ
 ̅   ̅ المتكسط  27117 25188 25122 25167 26158 26145 ػػػػػػػػػػػػػػػ       

 

كلحساب إنتاجية كؿ عامؿ عمى حدة عمينا أف تتبع مقدار إنتاجيتو عمى كؿ آلة كفي كؿ يكـ . لذلؾ نتبع 
حسب العماؿ كالآلات فنحصؿ مف جديد إنتاجية ىؤلاء العماؿ حسب الآلات كنصمـ جدكلان خاصان لتبكيبيا 

 السابؽ عمى الجدكؿ التالي :( 15-6مف الجدكؿ )
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 ( إنتاجية العمال حسب الآلات :15-6جدول )
 المتكسط
 ̅  

 المجمكع
   

F E D C B A 
 العماؿ

 الآلات
27117 16314 3114 1811 2914 2518 2817 2916    
25188 15515 2917 2814 2119 3411 2118 2316    
25122 15113 2311 2215 2514 2215 2714 3414    
25167 15414 3414 2618 2412 3417 2214 2413    
26158 15915 2317 2411 2918 3416 2417 3416    
26145 15817 3419 1917 2815 3219 1819 2918    
    16813 13915 17216 15512 13717 16818 94214 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

  ̅  28145 23125 28177 25187 22195 28113 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 26117
 

ف أحسنيا  كمف السطر الأخير ليذا الجدكؿ نلبحظ أف إنتاجية ىؤلاء العماؿ تختمؼ مف عامؿ لآخر . كا 
ف أسكأىا ىي إنتاجية العماؿ  Aثـ  Fثـ  Cىي إنتاجية العماؿ  . ككذلؾ يمكننا أف  Dثـ  Bثـ  E. كا 

   ( عمى جدكؿ مشابو لمجدكؿ14-6نبكب إنتاجية ىؤلاء العماؿ حسب الأياـ فنحصؿ مف الجدكؿ )
( يغني عنو في الحسابات اللبحقة . كالآف نعتمد 15-6( السابؽ . إلا أف حساب الجدكؿ )6-15)

 النمكذج النظرم التالي :
     ̅                                                                         

 ثـ نضع الفرضيات كما يمي:

    {

                  
            
               

                                                                   

 

    

{
 
 

 
مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ      
مف أجؿ  كاحدة عمى الأقؿ    
مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ    

                                                    

 SStك SSBك SSAك SSTار ىذه الفرضيات نقكـ بحساب مجاميع مربعات الانحرافات بكلاخت
 ( كنستخدـ العلبقات التالية :15-6( ك)14-6مف بيانات الجدكليف ) SSEك

    ∑∑(     ̅) 
 

   

 

   

 ∑∑   
  

  

  

 

   

 

   

                             

    [(    )  (    )   (    )  (    ) ]  
(   ) 

  
                                                                     

                            

 

 ( أف:14-6)سطر في الجدكؿ فنجد مف مجاميع الأ Dثـ نقكـ بحساب مجمكع المربعات للؤياـ 

    ∑  
  

  

  

 

   

 [(     )  (     )   (     ) ]  
(   ) 
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 ( أف:14-6ثـ نقكـ بحساب مجمكع المربعات للآلات فنجد مف مجاميع الأعمدة في الجدكؿ )

    ∑  
  

  

  

 

   

 [(     )  (     )   (     ) ]  
(   ) 

  
       

 

 ( فنجد أف:6-15الجدكؿ ) أعمدة عمىثـ نقكـ بحساب مجمكع المربعات لمعماؿ اعتمادان 

    ∑  
  

  

  

 

   

 [(     )  (     )   (     ) ]  
(   ) 

  
        

 مف العلبقة : SSEثـ نقكـ بحساب 
                                                                                            

 

                                                                         

 كأخيران نضع نتائج ىذه الحسابات مع درجات حرياتيا في جدكؿ تحميؿ التبايف الثلبثي فنحصؿ عمى أف :
 (: تحميؿ التبايف لممربع اللبتيني :16-6جدكؿ )
 مصدر التبايف لمربعاتمجمكع ا درجة حرية متكسط المربعات المحسكبة Fقيمة 

 الأسطر ) الأياـ(                  75162         
 الأعمدة )الآلات(                2196        
 المعالجات )العماؿ(                  39187         

(   )(   ) 2189 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  الأخطاء              
 الإجمالي                    ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

كلمستكل دلالة                 ة المكافقة لدرجتي حرية لحرجا F ةثـ نقكـ بإيجاد قيم
 فنجد أف :       

      ( )        (    )                                                             

 معيا، فنجد ما يمي :   ك   ك   كىي نفسيا لجميع العكامؿ، لذلؾ نقارف 
 لذلؾ نرفض فرضية العدـ ،( )    بالنسبة لمعماؿ نجد أف:  -1

تتأثر  Xأف الإنتاجية  تقكؿ. التي     كنقبؿ الفرضية البديمة                  
 ( .15-6بالعماؿ )كىذا أمر كاضح مف السطر الأخير في الجدكؿ )

 لذلؾ نرفض فرضية العدـ ،( )    بالنسبة للؤياـ )الأسطر( نجد أف  -2

تتأثر  X. التي تقكؿ أف الإنتاجية   كنقبؿ الفرضية البديمة                   
 ( .15-6بالأياـ )كىذا أمر كاضح مف العمكد الأخير في الجدكؿ )

 لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ ( )    بالنسبة للآلات )الأعمدة( نجد أف  -3

 كنستنتج أف الآلات لا تؤثر عمى إنتاجية العماؿ .                  

 ككؿ فنجد أف : كلتقدير كفاءة ىذا التصميـ نقكـ بحساب الكفاءة النسبية لممربع
  (      )  

        (   )   

(   )   
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 كىذا يدؿ عمى كفاءة عالية بالنسبة لمقطاعات العشكائية التامة .
 كما يمكننا حساب الكفاءة النسبية للؤسطر )بدكف الأعمدة( مف العلبقة :

  (   )  
    (   )   

     
    

            

      
            

 كىذا يدؿ عمى كفاءة عالية بالنسبة لمقطاعات العشكائية التامة .
 حساب الكفاءة النسبية للؤعمدة )بدكف الأسطر( مف العلبقة :ب نقكـ ككذلؾ

  (      )  
    (   )   

     
    

           

      
            

 

 % كلـ تؤثر عمى إنتاجية العماؿ .155كىذا يدؿ عمى أف كفاءة الأعمدة )الآلات( بقيت تساكم نفسيا 
 

 (:ANCOVA : تحميل التباين المشترك )تحميل التغاير6-5
 : تمييد:6-5-1

 Xلقد استعرضنا في النماذج السابقة لتحميؿ التبايف النماذج التي تدرس تغيرات متحكؿ تابع 
(Dependent variable( الناتجة عف متغير أك متغيرات كصفية مستقمة ،)Independent ،)

 مثؿ المجتمعات أك المعالجات أك القطاعات .
كلا نستطيع  Xغير مرغكب بو، كلكنو ملبزـ لػ  Yمرتبطان بمتحكؿ كمي آخر  Xكلكف إذا كاف التابع 

نمجأ إلى إجراء تحميؿ التبايف المشترؾ . فإننا  Xالتحكـ فيو، كلكننا نريد التخمص مف تأثيره عمى التابع 
كنتبع في ذلؾ إحدل  X تغيراتغير المرغكب فييا عف  Y( لفصؿ تأثيرات ANCOVA)التغاير 

 الطريقتيف :
ممكنان( كعندىا نحصؿ عمى قياسات  ذلؾ )إذا كاف Xمف قياسات  Yالمرتبطة بػ  Xإزالة اختلبفات  -1

. ثـ نقكـ بإجراء تحميؿ التبايف عمى القياسات الصافية فنحصؿ عمى اختبارات قكية  Xصافية لػ 
 )كلكف ىذه الطريقة قد لا تككف ممكنة في معظـ الحالات( .

منيا،  Yتعديؿ متكسطات المعالجات في المجتمعات، بحيث يتـ طرح قيـ مكحدة لممتغير المستقؿ  -2
 في تمؾ المجتمعات المختمفة . Xكبالتالي نحصؿ عمى طريقة عادلة لمقارنة قيـ متكسطات 

لطلبب الجامعة حسب الجنس )مجتمع الذككر كمجتمع الإناث(.  Xفمثلُب لدراسة تغيرات الانفاؽ الشيرم 
يرم المخصص نلبحظ أف ذلؾ الانفاؽ لا يتأثر بنكع الجنس فقط، بؿ يتأثر أيضان بمقدار الدخؿ الش

. كذلؾ حتى نتمكف مف  Xعمى  Y. لذلؾ عمينا أف نقكـ بعزؿ تأثير الدخؿ  Yلمطالب كالذم سنرمز لو بػ 
 عمييما . Yحسب الجنس دكف تأثير الدخؿ  Xإجراء مقارنة عادلة لمتكسطي الإنفاؽ 

)التغاير نمجأ إلى تحميؿ التبايف المشترؾ  Xعمى قيـ  Yكلمتخمص مف تأثيرات المتحكؿ الإضافي 
ANCOVA( ذا اجرينا تحميؿ التبايف البسيط ، فإف ذلؾ سيؤدم Y( بدكف عزؿ تأثير ANOVA(، كا 
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ف المجتمعات . كبذلؾ يإلى تضخيـ الخطأ التجريبي، كيصبح مف الصعب اكتشاؼ الفركقات الحقيقية ب
 نجد أف الميمة الرئيسية لتحميؿ التغاير ىي تصغير قيمة الخطأ التجريبي .

 لمراجع المختصة عدة أنكاع لتحميؿ التغاير ىي:كتتضمف ا
 ( .CRDتحميؿ التغاير في تصميـ العشكائية التامة ) -

 ( .RCBDتحميؿ التغاير في تصميـ القطاعات العشكائية ) -

 .      (    )تحميؿ التغاير في تصميـ التجارب العاممية  -

 انتشاران كالأسيؿ تطبيقان .كسنقتصر في منشكرنا ىذا عمى النكع الأكؿ لأنو الأكثر 
 ANCOVA( باتجاه واحد )CRD: تحميل التغاير في تصميم العشوائية التامة )6-5-2

one way. ) 
(، كذلؾ ANOVAيمكف النظر إلى تحميؿ التغاير عمى أنو تعديؿ لتحميؿ التبايف البسيط باتجاه كاحد )

منو .  Yالنمكذج بحيث يتـ عزؿ تأثير  إلى النمكذج الرياضي ثـ إعادة صياغة Yبعد إضافة المتحكؿ 
يترافؽ مع متحكؿ إضافي  X، كأف  Xمجتمعان، تؤثر عمى متحكؿ تابع   كبصكرة عامة نفترض أنو لدينا 

 بعلبقة انحدار خطية مف الشكؿ: kفي كؿ مجتمع  Yيرتبط مع  X. كأف  Yكمي 
                                             (    ) 

متساكية في جميع تمؾ    كلتسييؿ صياغة النمكذج الرياضي المشترؾ نفترض أف قيـ الأمثاؿ 
 المجتمعات، أم إننا نفترض أك نشترط أف يككف :

                                                                  (      ) 

ف ىذا يعني أف ميكؿ مستقيمات   رسـ الشكؿتىذه العلبقات متساكية في جميع المجتمعات المدركسة، ك كا 
 التالي : اليميني

     

      

2 2 2X BY 

1 1 1X BY 

Y

X

  2

2 1

1

a
a a

a


 



Y

X

 
 حالة الأمثال غير متساوية                                     حالة الأمثال المتساوية               

 Yبـ  x(: حالات علاقة 3-6الشكل )
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،كمف جية ثانية     كما نفترض أف حجكـ العينات المسحكبة مف تمؾ المجتمعات متساكية كتساكم 
  (7-6حسب ) X( لممتحكؿ التابع ANOVA) البسيط نجد أنو يمكننا صياغة نمكذج تحميؿ التبايف

 كما يمي:
    𝜇    

     
                                                               (    ) 

           ك          حيث أف: 
ف: Xىك تكقع   𝜇كحيث أف:    ، كا 

، كىك يحقؽ الشرط التالي: Xعمى  kىك مقدار تأثير المجتمع   
∑   

   
 
    . 

   كأف: 
ىي حدكد الخطأ العشكائي )البكاقي( كيشترط فييا أف تككف مستقمة كخاضعة لمتكزيع الطبيعي   

 (     )  . 
لممتحكؿ الإضافي  (ANOVA)كمف جية ثالثة نجد أنو يمكننا صياغة النمكذج الرياضي لتحميؿ التبايف 

Y ( كما يمي:7-6حسب ) 
    𝜇    

      
                                                                       (    ) 

           ك          حيث أف: 
ف: Yىك تكقع   𝜇كحيث أف:    ، كا 

، كىك يحقؽ الشرط التالي: Yعمى  kىك مقدار تأثير المجتمع    
∑   

    
 
    . 

   كأف: 
لبكاقي( كيشترط فييا أف تككف مستقمة كخاضعة لمتكزيع الطبيعي ىي حدكد الخطأ العشكائي )ا   

 (     )  . 
، كنطرح أطرافيا ((75-6مف) )بعد حسابيا  ( بقيمة الأمثاؿ 77-6كبعدىا نضرب طرفي العلبقة )

 ( فنحصؿ عمى ما يمي:76-6مف أطراؼ العلبقة )
(        )  (𝜇   𝜇 )  (  

     
  )  (   

      
  )          (    ) 

 

ذا رمزنا لمطرؼ الأيسر بػ   كأخذنا تكقعو نجد أف: (        )    كا 
 (   )   (   )    (   )  𝜇   𝜇  𝜇                                  (    ) 

       كىكذا يظير لدينا متحكؿ جديد ىك:                                        
  𝜇  𝜇   𝜇كأف تكقعو:                                                             

ذا رمزنا لمحدكد الأخرل في )  ( بالرمكز التالية:78-6كا 
     

     
       ك   

      
 فإننا نحصؿ عمى النمكذج التالي:   

    𝜇                                                                            (    ) 
 . Zلػ  البسيط كىك نمكذج تحميؿ التبايف          ك          حيث أف: 
كىك يحقؽ الشرط التالي:  Zعمى  kىك تأثير المجتمع    ، كأف: Zىك تكقع المتحكؿ   𝜇حيث أف: 

∑     
 
    . 

 .(     ) : ىي حدكد الخطأ العشكائي الجديدة . كىي حدكد مستقمة كتخضع لمتكزيع الطبيعي    كأف 
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 .Zلممتحكؿ الجديد  ANOVAكىكذا نككف قد تكصمنا إلى نفس الصيغة الرياضية التي يأخذىا نمكذج 
( نعيد الرمكز إلى أصكليا كندمج الحدكد المتشابية. فنجد أف 85-6في النمكذج ) Yكلإظيار المتحكؿ 

 ( تأخذ الشكؿ التالي:85-6العلبقة )
(        )  (𝜇   𝜇 )         

 كما يمي:    كبعد الإصلبح نحصؿ عمى الصيغة التي تعطينا أية قيمة 
    𝜇      (    𝜇 )                                              (    ) 

 .           ك          حيث أف: 
. كىي Yالمرتبط بالمتحكؿ الإضافي  Xلممتحكؿ  ANCOVAكىي صيغة نمكذج تحميؿ التغاير 

 الأكثر انتشاران .الصيغة 
 ( إذا قمنا بكتابتيا كما يمي:81-6كيمكننا الحصكؿ عمى صيغة أخرل لػ )

    (𝜇   𝜇 )              
 

ذا رمزنا لممقدار   نحصؿ عمى الصيغة التالية :  𝜇  𝜇   𝜇كا 
    𝜇                                                                   (    ) 

 

ىك مقدار ثابت يعبر عف تكقع متحكؿ   𝜇، كحيث أف:           ك          حيث أف: 
 .  𝜇  𝜇   𝜇يساكم  Xلأف تكقع  ،Xثالث كليس عف تكقع 

، كىك يأخذ Yالمرتبط بالمتحكؿ الإضافي  Xقد تكصمنا إلى نمكذج تحميؿ التغاير لممتحكؿ نككف كىكذا 
 ( .82-6( ك)81-6إحدل الصيغتيف المتكافئتيف )

النمكذج يشترط عمى عناصره أف تحقؽ افتراضات تحميؿ التبايف  كأخيران نشير إلى أنو لتطبيؽ ىذا
ANOVA :كافتراضات الانحدار البسيط كنمخصيا بما يمي 

  الافتراضات عمى نمكذجANCOVA : 

 ككف العينات المسحكبة عشكائية كمستقمة، كأف تككف حجكميا متساكية كتساكم:أف ت  -1

              . 

   𝜇ك   𝜇لمتكزيع الطبيعي بتكقعيف  kمتحكلاف كمياف كخاضعاف في كؿ مجتمع  Yك Xأف يككف  -2
 عمى الترتيب .

 .   في جميع المجتمعات متساكية كتساكم  Xأف تككف تباينات التابع  -3

نيائية، كلا تتضمف أخطاءن في القياس كلا تتأثر بالمجتمعات  Yأف تككف قياسات المتحكؿ الإضافي  -4
 .أك المعالجات 

 في جميع المجتمعات خطية كتأخذ الشكؿ التالي: Yك Xأف تككف العلبقات بيف  -5

 .     كتككف             
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، أم أف تككف     متساكية في جميع المجتمعات المدركسة أم    أف تككف قيـ جميع الأمثاؿ  -6
 ( السابؽ .3-6المستقيمات متكازية كما في الشكؿ )

∑معدكمان . أم أف يككف:  Xأثيرات المجتمعات عمى أف يككف مجمكع ت -7     
 
    . 

أك البكاقي الناتجة عف النمكذج مستقمة كخاضعة لمتكزيع الطبيعي بتكقع     أف تككف الأخطاء  -8
 . (     ) أم لػ    كـ كتبايف ثابت دمع

لا يتأثر بالمجتمعات  Yفي كنلبحظ مف ىذه الافتراضات أف الافتراض الرابع ينص عمى أف المتغير الإضا
يتأثر بالمجتمعات، فإف معاملبت  Y)المعالجات( كىك أىـ افتراض في تحميؿ التغاير ، لأنو إذا كاف 

ستختمؼ مف مجتمع لآخر، كىذا يؤدم إلى عدـ ثبات قيـ تمؾ المعاملبت في المجتمعات    الانحدار 
( غير صالح لمتطبيؽ 81-6كيجعؿ النمكذج ) (    )يخؿ في الافتراض السادس ىذا المختمفة، ك 

 عمى تمؾ المجتمعات .
لا يتأثر  Yأنو يجب عمينا قبؿ كؿ شيء التحقؽ مف أف  ANCOVAكنستنتج مما سبؽ عند تطبيؽ 

بمفرده، فإذا كانت النتيجة قبكؿ فرضية  Yعمى  ANOVAبالمجتمعات، كذلؾ بإجراء تحميؿ التبايف 
بيف المجتمعات(، فإننا نتابع العمؿ لمتحقؽ مف الافتراضيف الخامس  Y )لا تكجد فركقات لػ   العدـ 

كلذلؾ يجب عمينا أف نقكـ بإيجاد معاملبت العلبقات الخطية بيف ،  (    )كالسادس  (    )
X Y  بطريقة المربعات الصغرل، ثـ القياـ باختبار عدـ            في جميع المجتمعات

 كذلؾ بكضع الفرضيتيف كما يمي:   يف المعاملبت كجكد فركقات معنكية ب
                                                   

عمى الأقؿ مف أجؿ قيمة كاحدة لػ                           
                                    

   كلمتحقؽ مف  ،  ىي قيمة افتراضية يضعيا الباحث أك يحسبيا مف متكسط المعاملبت    حيث أف 
 المعرؼ بالعلبقة : t (ستكدينت)نقكـ بحساب قيمة اختبار 

   
      

 (  )
                                                              (    ) 

 .   م لممعامؿ ىك الانحراؼ المعيار  (  ) حيث 
صؼ مستكل درجة حرية كلن (   )الحرجة كالمقابمة لػ  tالمحسكبة مع قيمة    ثـ نقكـ بمقارنة قيمة 

)الدلالة 
 

 
) . 

|  |فإذا كانت       (
 

 
كبذلؾ  5995متساكية باحتماؿ    كنعتبر المعاملبت    فإننا نقبؿ  (

 يككف الافتراض السادس محققان .
 عمى الفرضيتيف التاليتيف كما يمي: tكلاختبار تحقؽ الافتراض الخامس نطبؽ الاختبار 
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. فإذا كانت النتيجة إعادة الاختباربطريقة    ( عمى جميع 83-6كنطبؽ نفس المؤشر المعرؼ في )
 Yك Xكأنو يكجد علبقة خطية معنكية بيف      ا نعتبر أف فإنن ،  مف أجؿ جميع    ىي رفض 

أك معامؿ  rمعامؿ الارتباط  طريؽ في تمؾ المجتمعات، كيمكف التحقؽ مف الافتراض الخامس عف
 ...الخ .   التحديد 

. كذلؾ ضمف Yالمرتبط بمتحكؿ إضافي  Xلمتابع  ANCOVAكبناءن عمى ذلؾ يتـ إجراء تحميؿ التغاير 
 الافتراضات المذككرة أعلبه .تحقؽ 

( كنضع الفرضيتيف الخاصتيف بو 81-6كبعد ىذه المقدمة ننتقؿ إلى إجراء التحميؿ اللبزـ لمنمكذج )
 )العدـ كالبديمة( عمى الشكؿ التالي :

                                          

فم أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ                                                               (    ) 

 Xلكؿ مف المتحكليف  ات( عمينا أف نقكـ بحساب مجاميع مربعات الانحراف84-6ار الفرضيات )كلاختب
ىك الحجـ  rإلى أف ىنا كذلؾ باستخداـ العلبقات الرياضية التالية )مع الانتباه ،     دائيما جكل Yك

 عدد المجتمعات( :  لمعينات المسحكبة مف تمؾ المجتمعات ك المكحد
 نجد أف: Xبالنسبة لممتحكؿ 

     ∑∑(     ̅) 
 

   

 

   

 ∑∑   
 

 

   

 

   

 
  

   
                     (    ) 

 

∑  حيث أف:  ∑    
 
   

 
 في جميع العينات . Xىك مجمكع قيـ     

     ∑( ̅   ̅) 

 

   

 ∑
  
 

 
 

  

   

 

   

                                         (    ) 

∑   حيث أف:     
 
 متكسطيا .  ̅ فقط ك  في العينة  Xىك مجمكع قيـ     

     ∑∑(     ̅ )
 

 

   

 

   

                     

           (   )    (    )   (   ) كليا درجات الحرية                        
            (    ) 

 فنجد أف: Yأما بالنسبة لممتحكؿ 

     ∑∑(     ̅)

 

   

 

   

 ∑∑   
  

  

   

 

   

 

   

                                 (    ) 

 في جميع العينات . Yىك مجمكع قيـ     ∑∑  حيث أف: 

     ∑( ̅   ̅) 

 

   

 ∑
  

 

 
 

  

   

 

   

                                                 (    ) 

∑   حيث أف:     
 
 . ̅ فقط كمتكسطيا   في العينة  Yىك مجمكع قيـ     
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     ∑∑(     ̅ )
 

 

   

 

   

                                                 (    ) 

 فنجد أف:    أما بالنسبة لمجاميع الجداء 

      ∑∑(     ̅)(     ̅)

 

   

 

   

 ∑∑       

 

   

 

   

 
   

  
         (    ) 

 . (    )كأف درجة حريتو     ∑∑  كأف     ∑∑  حيث أف: 

      ∑ ∑(     ̅ )(     ̅ )

 

   

 

   

 ∑[∑(       )  
     

  

 

   

]

 

   

 ∑     

 

   

    (    ) 
 

∑   حيث أف:     
 
∑   كأف:         

 
(   ) كأف درجة حريتو        . 

      ∑( ̅   ̅)( ̅   ̅)

 

   

 ∑
    
 

 
  

  

 

   

                   (    ) 

 

يمكف أف تككف سالبة عمى عكس              ك      كىنا نشير إلى أف المجاميع الجدائية 
في جدكؿ  المربعات كالجداءاتكلسيكلة العرض نضع ىذه ، المكجبة دائمان  Yك Xمجاميع المربعات لػ 

 منظـ كالتالي:
 (: جدول التحميل قبل التعديل17-6جدول )    

 مجاميع
    الجداء 

المتحكؿ  مربعات
  

المتحكؿ  مربعات
  

 يةر درجة الح
   

 مصدر التبايف

                     ِِ      المجتمعات )المعالجاتِ(

    الخطأ العشكائي  (   )                 

    الاجمالي                       
، مف Yكأخيران نقكـ بحساب مجاميع مربعات الانحرافات المعدلة بعد عزؿ تأثير المتحكؿ الإضافي 

 العلبقات التالية:

(   )  (   )  
(   )  

 

(   ) 
                                (    )

(   )  (   )  
(   )  

 

(   ) 
           (   )         (    )

(   )  (   )  (   )                                      (    )

 

 

النتائج في جدكؿ تحميؿ التبايف المشترؾ المعدؿ كالذم يأخذ  ىذه كبناء عمى ذلؾ يمكننا أف نضع
التالي، كمنو نلبحظ أنو لقد تـ تخفيض درجة حرية الاجمالي كدرجة حرية الخطأ  (18-6)الشكؿ

(، كذلؾ لأننا استخدمنا بيانات العينة 17-6التجريبي بمقدار درجة كاحدة عما كانت عميو في الجدكؿ )
̃ كالذم يساكم:   في تقدير   

(   )  
 

    
 . 
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  (   )أما المقدار: 
 

    
( بدكف اعتبار تأثير المجتمعات . 81-6فيك مجمكع مربعات الانحدار لمنمكذج ) 

 ( :  كالذم يأخذ الشكؿ التالي )بدكف 
    𝜇   (     ̅)      

 . Yالناجمة عف المتحكؿ المستقؿ  Xكىك يعبر عف كمية التبايف في قيمة 
 ANCOVAل جدو(: جدول تحميل التباين المشترك المعدل:18-6جدول )

 مصدر التبايف الرمز درجة حرية متكسط مجمكع المربعات المعدلة المحسكبة Fقيمة 

  
    

    
      

    

   
     (   )  

بيف المجتمعات أك 
 المعالجات

      ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
    

 (   )   
  (   )  الأخطاء العشكائية  (   )   

 الاجمالي )المعدؿ(  (   )       ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
  ىك حجـ العينة المكحد في المجتمعات  حيث أف :  

 

 المعرؼ بالعلبقة التالية : Fار اللبزـ باستخداـ المؤشر بثـ نقكـ بإجراء الاخت

  

    

   
    

( (   )   )

 
    

    
  (   ) ( (   )  )                               (    ) 

 

(   ) )   ك (   )   بدرجتي حرية  Fكىك يخضع لتكزيع  ، لذلؾ نقارف ىذه (  
 كنتخذ القرار كما يمي:  عند مستكل دلالة  Fالقيمة المحسكبة مع القيمة الحرجة لممتحكؿ 

    نقبؿ فرضية العدـ   ( )        إذا كانت     
 .   بمستكل دلالة    كنقبؿ الفرضية البديمة    نرفض فرضية العدـ   ( )        أما إذا كانت 

قبؿ حساب معادلة الانحدار الخطي بيف ،  ANCOVA: لا يجكز إجراء تحميؿ التبايف المشترؾ ملاحظة
X كY  ةالتاليالصيغة كالتي سيككف ليا ،   كاختبار معنكية : 

                                                                                        (    ) 
غير  X( فإف ذلؾ يعني أف  في جميع المجتمعات    غير معنكية ) معدكمة   فإذا كانت قيمة 

في النمكذج كتعديمو، كعندىا نقكـ بحساب تحميؿ التبايف البسيط باتجاه  Y، كلا داعي لإدخاؿ  Yمرتبط بػ 
 فقط . Xعمى كاحد كالعادة 

 فإننا نختبر قيميا إذا كانت متساوية في جميع المجتمعات أم لا. ،معنوية )غير معدومة(  أما إذا كانت قيمة 
كنعدؿ النمكذج كما  ANCOVAمتساكية في جميع المجتمعات نقكـ بإجراء تحميؿ   فإذا كانت قيـ 

 .سبؽ
فإننا نقكـ بحساب معادلات الانحدار في  ،  غير متساكية في المجتمعات المدركسة  أما إذا كانت قيـ 

 . Xكؿ مجتمع عمى حدة كنتخذ القرار المناسب حكؿ الأسمكب المناسب لتفسير أسباب تغيرات 
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مرتبطيف    ك   عمى متحكليف إضافييف أك أكثر  ANCOVAيمكف تعميـ أسمكب تحميؿ  :2ملاحظة 
 ، كذلؾ باتباع نفس المعالجة كباستخداـ نفس الفرضيات كالاختبارات .Xبالمتحكؿ التابع المدركس 

محددة  مدارس 3لنفترض أننا نريد دراسة تغيرات علبمة الرياضيات لمطلبب الدارسيف في  (:6-6مثال )
الناتجة  Xندرس تغيرات نريد أف ، ك Xفي مقرر الرياضيات فييا بػ  يـمجتمعات( . لذلؾ نرمز لعلبمات 3)

. إلا أف أحد المختصيف  )أم دراسة تأثير المدارس عمى علبمة الرياضيات(عمى اختلبؼ تمؾ المدارس
، لذلؾ يجب عزؿ  Yمرتبطة أيضان بدرجات ذكاء الطالب  Xلفت انتباىنا إلى أف علبمة الرياضيات 

 ( التالي :81-6كفؽ النمكذج المعدؿ ) ANCOVAنا استخداـ أسمكب تحميؿ . كليذا عميتأثيره
    𝜇      (    𝜇 )                                              (    ) 

، كأخذنا         ( عينات عشكائية مف طلبب ىذه المدارس بحجـ مكحد 3كلذلؾ قمنا بسحب )
 Xمنيـ علبمات الرياضيات كحددنا درجة الذكاء لكؿ طالب، فكانت كما في الجدكؿ التالي )العلبمات 

 ( .155مف  تحسب Yكالدرجة 
 يما يمع مجامع Yوالدرجات  X(: العلامات 19-6جدول )

 المدرسة الاكلى المدرسة الثانية المدرسة الثالثة المجمكع
رقـ 
 الطالب

                             
  62 82 76 54 55 73 1 
  94 88 84 66 74 64 2 
  82 94 86 94 34 45 3 
  44 54 74 86 27 33 4 
  42 74 85 91 89 94 5 
  84 75 73 84 54 68 6 
  94 84 44 54 64 77 7 
  64 95 35 44 98 84 8 
  34 44 25 47 79 85 9 
  44 54 64 94 82 74 14 

              624 724 634 694 644 684 
∑ 

 المجمكع

  
 ̃                

          
 ̃                

         
 ̃                

         
معادلات 

 الانحدار
 

في كؿ  Yبػ  Xنقكـ أكلان بحساب معادلات الانحدار الخطي لعلبقة  Yبمعزؿ عف  Xكلدراسة تغيرات 
 مدرسة عمى حدة فنجد أنيا تساكم )انظر السطر الأخير مف الجدكؿ(:
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 ̃                       (        )

 ̃                      (        )

 ̃                      (         )

 

ة )كليست قريبة مف فييا ليست معدكم bكبدراسة ىذه المعادلات كمعاملبت الارتباط فييا نلبحظ أف قيـ 
دكف الخكض في مسألة البرىاف عمى ذلؾ . كنترؾ  ANCOVAالصفر( . كلذلؾ فإننا نتابع التحميؿ 

 في المجتمعات الثلبثة إلى القارئ عمى سبيؿ التمريف . bمسألة البرىاف عمى تساكم أك عدـ تساكم قيـ 
 نضع النمكذج الرياضي كما يمي: ANCOVAكلمتابعة تحميؿ 

    𝜇      (    𝜇 )                                                  

 ثـ نضع الفرضيتيف كما يمي:
 (بشرط     ∑)                                         

                                     مف أجؿ   كاحدة عمى الأقؿ                        
 

 

 Yكمجاميع قيـ  Xكحتى نستطيع حساب مجاميع المربعات كالجداءات السابقة، قمنا بحساب مجاميع قيـ 
كما قمنا بحساب مجاميع المربعات  ،( السابؽ19-6الكمية كاليامشية، ككضعناىا في الجدكؿ )

 :كبناء عمى معطيات ىذيف الجدكليف نجد أف، ( 25-6ككضعناىا في الجدكؿ ) Yك Xكالجداءات لػ 
 من عناصر العينات Xو Y(: جدول مساعد لحساب مربعات وجداءات 21-6جدول )

 المدرسة الأولى المدرسة الثانية المدرسة الثالثة المجاميع
 الرمكز

Y*X                 
     

            
     

            
     

  
   5484 3844 6721 3844 5776 2544 3964 3425 5184 1 
   7924 5144 7744 5284 6444 4356 4244 4944 3644 2 
   7384 6724 8144 7744 7396 8144 1354 944 2425 3 
   2444 1644 2544 6424 4944 7596 891 729 1489 4 
   2944 1764 4944 7735 7225 8281 8414 7921 5144 5 
   6444 6444 5625 5844 5329 6444 3444 2544 4624 6 
   7244 8144 6444 2444 1644 2544 4624 3644 5929 7 
   5744 3644 9425 1444 1225 1644 7844 9644 6444 8 
   1244 944 1644 1175 625 2249 6715 6241 7225 9 
   2244 1936 2544 5444 3644 8144 5744 6724 4944 14 

1
44

74
4

 

1
33

18
8

 

1
55

63
6

 

4
76

24
 

7
29

68
 

5
51

18
 

4
63

94
 

4
44

67
 

5
14

42
 

4
67

26
 

4
61

44
 

4
94

67
 

∑ المجمكع
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 المدرسة الأولى المدرسة الثانية المدرسة الثالثة المجاميع
 الرمكز

Y*X                 
     

            
     

            
     

  

مربعات  (*)1متكسط  46244 44964 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 47614 39694 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 51844 38444 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
 المجاميع

 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 43524 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 43474 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 44644 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
جداء  (**)متكسط 

 المجاميع

 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

1
4
4
9
8

 

9
9
4
6

 

  (   ) 2836 5184 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 3832 4386 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 3278 4528 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ

  (   ) ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 3246 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 2924 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 2984 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػ 9114
 

   ∑   

  

   

                    ∑   

  

   

    

   ∑   

  

   

                    ∑   

  

   

    

   ∑   

  

   

                    ∑   

  

   

    

  ∑∑   

  

   

     

 

   

               ∑∑   

  

   

     

 

   

 

 ( نجد أف:19-6كمف الجدكؿ )
   ∑∑   

            ∑∑   
         

 

، ( 25-6ك) (19-6( السابقة كعمى الجدكليف )88-6إلى)( 84-6كبالاعتماد عمى العلبقات مف )
 كما يمي: Xك Yالمربعات كالجداءات لكؿ مف  قمنا بحساب مجاميع

 

(   )     
  

  
        

(    ) 

  
                

(   )  ∑(    ) 

 

   

                    

(   )  (   )  (   )                     

 

 

                                    

  ( كمف العلبقة: 19-4المجاميع اعتمادان عمى الجدكؿ )تـ حساب متكسط مربعات  (*) 
 

 
  ثـ  

 

 
  مثؿ:  

 

 
 

(   ) 

  
       

    ( كمف العلبقة : 19-5كما تـ حساب متكسط جداءات المجاميع اعتمادان عمى الجدكؿ )  (**)

 
    مثؿ:  

 
 

(   )(   )
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(   )     
  

  
        

(    ) 

  
                              

(   )  ∑(    ) 

 

   

                                       

(   )  (   )  (   )                                         

 

 

(   )       
   

  
        

(    )(    )

  
                 

(   )   ∑(    )  

 

   

                                        

(   )   (   )   (   )                                    

 

 كلتسييؿ الإجراءات العممية نقكـ بكضع نتائج ىذه الحسابات في جدكؿ مختصر كما يمي:
 Yو X(: مربعات وجداءات 21-6جدول )

 الجداءاتمجمكع 
    

مجمكع 
  مربعات 

مجمكع 
  مربعات 

 مصدر التبايف درجة الحرية

المجتمعات )المعالجات(  2 24 86167 65795
    

    الأخطاء )البكاقي(  27 14498 9946 9114

    الاجمالي  29 14118 14432167 74945

 مف العلبقات التالية : Xثـ نقكـ بحساب المجاميع المعدلة لمتابع 

(   )  (   )  
(   )  

 

(   ) 
       

(     ) 

        
       

(   )  (   )  
(   )  

 

(   ) 
       

(    ) 

    
        

(   )  (   )  (   )                        

 

 

 حصؿ عمى أف:فن ANCOVAثـ نقكـ بكضع المجاميع المعدلة الأخيرة في جدكؿ تحميؿ 
     ك     حيث أن:  ANCOVA( جدول تحميل التغاير 22-6جدول )     

 المحسكبة  قيمة 
متكسط مجاميع 
 المربعات المعدلة

مجاميع 
 المربعات المعدلة

 مصدر التبايف درجة الحرية

  
        

      
      13851885 2771177       

المجتمعات أك 
    المعالجات 

(   )  5753173 221134 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ الأخطاء العشكائية       
     

 Totelالاجمالي          852515 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
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 مف العلبقة : Fثـ نقكـ بحساب قيمة مؤشر الاختبار 

  
     

     
 

        

      
      

 

كلدرجتي  (      )المقابمة لمستكل الدلالة  Fعف القيمة الحرجة لمتحكؿ  Fثـ نبحث في جداكؿ 
 فنجد أف :      ك     الحرية 

      ( )        (    )       
 

(      )كبالمقارنة نجد أف:  ،    كنقبؿ الفرضية البديمة   ، لذلؾ نرفض فرضية العدـ      
ات الطلبب في مقرر الرياضيات، كذلؾ بعد مالتي تقكؿ أنو يكجد تأثير لممجتمعات المدركسة عمى علب

 كالمتمثؿ بدرجة الذكاء ليؤلاء الطلبب . Xالمرتبط مع المتحكؿ  Yعزؿ أثر المتحكؿ 
 لتحقيؽ ىدفيف ىما: ANCOVA: يستخدـ تحميؿ التبايف المشترؾ ملاحظة

بعاد المتحكؿ الإضافي  لزيادة دقة التجربة  -1 . كحتى Xالمرتبط مع  Yكذلؾ لأنو يعمؿ عمى عزؿ كا 
 Yقبؿ استبعاد المتحكؿ  ANOVAنظير لمقارئ معنى ىذا الكلبـ ننشأ جدكؿ تحميؿ التبايف البسيط 

 يمي: كتعديؿ المجاميع . فنجد أنو كما

 لقبل التعدي ANOVA(: جدول 19-6جدول )           
درجة  مجاميع مربعات الانحرافات

 الحرية
 مصدر التبايف

  المربعات   المتكسطات  

 (   ) معاتتجالم 2 24 14        

 (   )الأخطاء  27 14496 522147 

 (   )الإجمالي  29 14118  
 فنجد أف:  لممتحكؿ   كمنو نحسب قيمة المؤشر 

   
   ⁄

       ⁄
 

  

      
       

(    )      كبمقارنة ىذه القيمة المحسكبة مع القيمة الحرجة  لذلؾ ،        نجد أف       
ات مأف المجتمعات المدركسة لا تؤثر عمى علبنقكؿ ، ك     التي تقكؿ أف    نقبؿ كاف يمكف أف 

. كىكذا نجد أف ىذه النتيجة تخالؼ النتيجة السابقة التي حصمنا عمييا بعد عزؿ تأثير درجة الرياضيات
 يككف مفيدان في تدقيؽ النتائج كتصكيبيا . ANCOVA. كىكذا نجد أف تحميؿ التبايف المشترؾ Yالذكاء 

)مف المجمكع( : ففي مثالنا الحالي نجد أف نسبة الخطأ لتقميل نسبة الخطأ وزيادة الكفاءة النسبية  -2
 قبؿ التعديؿ كانت تساكم:
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 أما نسبة الخطأ بعد التعديؿ )مف المجمكع المعدؿ( فتساكم :

   
    

    
 

       

      
                                

 قة التالية :كلتقدير الكفاءة النسبية لتحميؿ التغاير نقكـ بحسابيا مف العلب

   
    

     
 

    (   )⁄

    ( (   )   )⁄
 

 

    

   
       ⁄

         ⁄
 

      

      
                        

 

 

قد أدل إلى زيادة كفاءة التحميؿ كدقة التجربة بمقدار  ANCOVAأم أف تطبيؽ تحميؿ التبايف المشترؾ 
 مرة .     

: يمكف التكسع في تطبيقات تحميؿ التبايف المشترؾ لزيادة حساسية التجربة، كذلؾ باستخداـ ملاحظة
جراء التحميؿ باتجاىيف لمتقميؿ مف أثر المتحكؿ الإضافي  . كعندىا نقكـ بنفس الخطكات  Yمعياريف كا 

 المذككرة في ىذه الفقرة مع إجراء بعض التعديلبت اللبزمة عمييا .
 لمتعمؽ بيا كدراستيا في المراجع المختصة .كسنترؾ ذلؾ لمقارئ 
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 الفصل السابع
 (MANOVA)الاس تدلال بواسطة تحليل التباين المتعدد 

Multivariate Analysis of Variance 
 
 : تمييد:7-1

، في              إف تحميؿ التبايف المتعدد يتناكؿ دراسة تغيرات عدة متحكلات طبيعية نرمز ليا بػ 
كذلؾ مف  ،          ( نعطييا الأرقاـ     مجتمعان ك  عدة مجتمعات منفصمة كمستقمة )
مف تمؾ المجتمعات بحجكـ مختمفة أك متساكية  (عينة  خلبؿ سحب عينات عشكائية )

ثـ الحصكؿ عمى قياسات تمؾ المتحكلات مف عناصر ىذه العينات كالعمؿ عمى  ،             
 تحميميا كالاستدلاؿ منيا عمى بعض خكاص تمؾ المتحكلات في المجتمعات المدركسة .

لاختبار فيما إذا كانت أشعة متكسطات تمؾ المتحكلات  (MANOVA)كيستخدـ تحميؿ التبايف المتعدد 
ذا كانت مختمفة يجب أف يتـ تحديد المركبات المتكسطة التي في تمؾ المجتمعات متساكية  أـ مختمفة . كا 

 تختمؼ عف مقابلبتيا في المجتمعات الأخرل .
ف كؿ ذلؾ يجب أف يتـ تحت كضمف افتراضات معينة كىي :  كا 

 الافتراضات المطموبة لتحميل التباين المتعدد :
يجب أف تحقؽ المتحكلات كالعينات الافتراضات حتى نستطيع إجراء تحميؿ التبايف المتعدد بشكؿ صحيح 

 كالشركط التالية :
 كمية كمستمرة )أك شبو مستمرة( .             أف تككف المتحكلات  -1

 مستقمة عف بعضيا البعض .عشكائية ك أف تككف العينات المسحكبة مف المجتمعات  -2

مساكيان لشعاع   أف يككف شعاع تكقعات قياسات المتحكلات في العينة المسحكبة مف المجتمع  -3
 .  𝜇تكقعاتيا في ذلؾ المجتمع 

.  Vفي جميع تمؾ المجتمعات مصفكفة تبايف مكحدة كتساكم           أف يككف لممتحكلات  -4
 أم أف يككف:

                  

 خاضعة لمتكزيع الطبيعي المتعدد .  في كؿ مجتمع           أف تككف المتحكلات  -5

كلكف الشرط الأخير )حكؿ الطبيعية( لا يعتبر شرطان ضركريان إذا كانت حجكـ العينات كبيرة، لأنو في مثؿ 
نظرية ىذه الحالات )الحجكـ الكبيرة( يمكننا الاستناد إلى نظرية النياية المركزية كقانكف الأعداد الكبيرة في 

 الاحتمالات، كالتي تنص عمى أف التكزيع المشترؾ لتمؾ المتحكلات يتقارب مف التكزيع الطبيعي المتعدد .
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 الشكؿ التالي :مف خلبؿ كلمتكضيح نقكـ بتمثيؿ عمميات تحميؿ التبايف المتعدد 

        1

        g

…...

…...

        3

        2

1n

2n

3n

gn

1

2

3

.....

.....

p

X

X

X

X

 
 
 
 
 
 
 
 
  


      

        

       

                 

…..

 
 (: تمثيل عمميات تحميل التباين المتعدد1-7الشكل )

كلتسييؿ عمميات التحميؿ سنقكـ أكلان باستعراض مفصؿ لتحميؿ التبايف المتعدد باتجاه كاحد ثـ باتجاىيف 
 كما يمي:

 :(MANOVA one way): تحميل التباين المتعدد باتجاه واحد 7-2

كىك يتناكؿ دراسة تغيرات عدة متحكلات كمية كمستمرة في عدة مجتمعات منفصمة كمستقمة . لذلؾ 
نرمز ليا  (   )مجتمعان  gفي              متحكلان كميان ىي:   نفترض أننا نريد دراسة تغيرات 

في تمؾ المجتمعات . كلتنفيذ ىذه الدراسة  ، كذلؾ مف خلبؿ مقارنة أشعة متكسطاتيا            بػ 
 مف تمؾ المجتمعات بحجكـ مختمفة أك متساكية نرمز ليا بػ : عينة(  عمينا أف نسحب عينات عشكائية ) 

 (عمى الترتيب)                                                    
ة ما، كدراسة الفركقات بيف أشعة متكسطاتيا في ثـ نقكـ بأخذ القياسات اللبزمة مف ىذه العينات في لحظ

 تمؾ المجتمعات .
  في المجتمع           كلاختصار عمميات التحميؿ الرياضي نرمز لشعاع تكقعات تمؾ المتحكلات 

 كنكتبو كما يمي:   𝝁بالرمز  مجتمعان(  )كأحد المجتمعات مف 

𝝁  

[
 
 
 
  (  )

  (  )
 

  (  )]
 
 
 

 [

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

]                                                                (   ) 

(  )  حيث أف:    𝜇     في المجتمع . 
، التي تنص عمى عدـ كجكد فركقات معنكية بيف أشعة تمؾ    كعندىا يمكننا كضع فرضية العدـ 

 بدلالة الأشعة كما يمي :  إلى مجتمع آخر   التكقعات مف مجتمع 
    𝝁   𝝁   𝝁    𝝁                                                          (   ) 

 أك بشكؿ مفصؿ كما يمي:
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    [

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

]   [

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

]   [

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

]    [

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  

]                                  (   ) 

 أما الفرضية البديمة فنكتبيا باختصار كما يمي :  
    𝝁  𝝁𝓵                                                      (   ) 

 ( 𝝁  𝝁𝓵)كذلؾ مف أجؿ زكج كاحد عمى الأقؿ 
   كعندىا يككف لدينا   بالرمز  كما نرمز لمصفكفة التباينات المشتركة لتمؾ المتحكلات في المجتمع 

 مصفكفة ىي:

   

[
 
 
 
   

        

      
     

    
          

 ]
 
 
 

 

                                         (   ) 

ذا كانت ىذه المصفكفات متجانسة فإنو يككف لدينا :  كا 
                                                                      (   ) 

 : صياغة النموذج الرياضي وتحديد عناصره 

( في تحميؿ التبايف 4-6إف النمكذج الرياضي لتحميؿ التبايف المتعدد يستند إلى علبقة مشابية لػ )
ANOVA :كيمكف صياغتيا مباشرة بدلالة الأشعة كما يمي 

ليذه المتحكلات في جميع المجتمعات مف العلبقة  (Grand mean)نحسب شعاع التكقع الكمي  -1
 الشعاعية التالية:

�̅�  
  𝝁    𝝁      𝝁 

          
 

∑   𝝁 
 
   

 
                             (   ) 

∑  حيث أف:    
 
    

العلبقة الشعاعية البسيطة ب ، في أم مجتمع   𝝁نعرؼ النمكذج الذم يعطينا شعاع التكقعات  -2
 التالية:

𝝁  �̅�  (𝝁   ̅)                                                                       (   ) 
 كالتي يمكف كتابتيا عمى الشكؿ التالي :

𝝁  �̅�  𝝉                         𝝉   𝝁  �̅�     حيث أف                    (   ) 
 

(

 
 

شعاع تكقع
المتحكلات في
المجتمع   )

 
 

 

(

 

شعاع
التكقع الكمي

�̅� )

  

(

 
 

شعاع تأثير
المجتمع  

(أو تأثير المعالجة  

 
 

(تاك)          إف الرمز 𝝉 يمفظ

 

 لتصبحاف كما يمي:   كالفرضية البديمة    كىذا يقكدنا إلى تعديؿ صياغة فرضية العدـ 
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   𝝉  𝝉    𝝉          (  (تأثير المجتمعات معدكـ
    𝝉                                مف أجؿ مجتمع كاحد عمى الأقؿ

              (    ) 

 ( غير مستقمة عف بعضيا البعض لأف :9-7في النمكذج )  𝝉كلكف الأشعة 

∑  𝝉 

 

   

 ∑  (𝝁  �̅�)

 

   

 ∑  𝝁  �̅�∑  

 

 ∑   𝝁  𝝁   

 

   

 (انظر العلبقة    )      
 

 مرتبطة مع بعضيا بالعلبقة التالية :   أم أف الأشعة 
∑  𝝉                                                                                              (    ) 

 ( .9-7المعرفة في النمكذج )  𝝉كىك شرط مفركض عمى الأشعة 
 

، ثـ نأخذ             نسحب عينات عشكائية مف كؿ مجتمع بحجكـ    ار الفرضية لاختب -3
مف عناصر كؿ عينة مف ىذه العينات . كنرمز لتمؾ القياسات بػ           قياسات المتحكلات 

 لعنصر العينة، ثـ i، ك   لممتحكؿ  jترمز  لممجتمع التي سحبت مف العينة . ك  حيث  (    )
، ثـ نحسب مصفكفة التبايف المشترؾ    ̅ كنرمز ليا بػ  kنحسب أشعة متكسطاتيا في كؿ مجتمع 

سب ا، ثـ ننظـ نتائج ىذه القياسات كالحسابات في جدكؿ من   كنرمز ليا بػ   ليا في كؿ مجتمع 
 كما يمي:

 MANOVA(: البيانات اللازمة لـ 1-7جدول )
مصفكفات 
 التبايف المشترؾ

 المتكسطاتأشعة 
 ̅   

 قياسات المتحكلات مف العينات
         

 المتحكلات
حجـ 
 العينة

 المجتمعات

  (   ) 

 ̅  

 ̅  

 
 ̅  

 

                  

                  

     
                  

 

  

  

 
  

 1المجتمع     

  (   ) 

 ̅  

 ̅  

 
 ̅  

 

                  

                  

     
                  

 

  

  

 
  

 2المجتمع     

 
  (   )

 
 

 
 ̅  

 

      
  

  

 
  

 
 
  

 
  المجتمع  

  (   ) 

 ̅  

 ̅  

 
 ̅  

 

                  

                  

     
                  

 

  

  

 
  

 gالمجتمع     
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 كما يمي : وكنكتب  ̅ بالرمز   نرمز لشعاع المتكسطات في المجتمع  -4

 ̅  

[
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 

                                                                                      (    ) 

 كنكتبو ذلؾ كما يمي:  في المجتمع   𝝁كيعتبر ىذا الشعاع تقديران لمشعاع 
�̃�   ̅                                                                                                   (    ) 

 مف العلبقة : ̅ ثـ نحسب شعاع المتكسط الكمي في العينة 

 ̅  
   ̅     ̅       ̅ 

          

 
∑   ̅ 

 
                                          (    ) 

 

�̃�، أم أف (Grand mean)الكمي:  𝝁كيعتبر ىذا الشعاع تقديران لمشعاع    ̅ 
 

 عمى الشكؿ التالي : ̅ و  ̅ ( كبدلالة الأشعة 8-7نقكـ بصياغة النمكذج التقديرم لمنمكذج ) -5

 ̅   ̅  ( ̅   ̅)                                                                         (    ) 
 

 ̅   ̅  �̃�                                               �̃�   ̅                    حيث أف 
 كالذم يمكف كتابتو كما يمي :

[
 
 
 
 ̅  

 ̅  

 
 ̅  ]

 
 
 

 [

 ̅
 ̅
 
 ̅

]  [

 ̃  
 ̃  
 

 ̃  

]     ̅  
  ̅   ̃  

                                    (    ) 

 يمكف أف تكتب عدديان عمى الشكؿ التالي :  ̅ مف الشعاع    ̅ كىكذا نجد أف المركبة 
 ̅    ̅   ̃    ̅  ( ̅    ̅)                                                   (    ) 

المسحكبة  iالمأخكذة مف عنصر العينة    كبناء عمى ذلؾ نجد أنو يمكننا كتابة أية قيمة عددية لممتحكؿ 
 عمى الشكؿ التالي :  مف المجتمع 

      ̅   (      ̅  )                                             (    ) 
 

  في المجتمع  jلأم متحكؿ      القيمة العددية  ( نحصؿ عمى أف16-7مف )   ̅ كبعد تعكيض 
 تأخذ الشكؿ التالي )بدلالة الأعداد( :

      ̅   ̃   (      ̅  )                        

      ̅   ̃                        (      ̅  ) 
                      (    ) 

 

نكتب جميع معادلات           كلتحكيؿ ىذه الكميات العددية إلى أشعة بدلالة جميع المتحكلات 
 تمؾ المتحكلات عمى الترتيب، فنحصؿ عمى المعادلات التالية :

      ̅   ̃       
      ̅   ̃       
         

      ̅   ̃       

                                                                         (    ) 
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 المتحكلات كما يمي :تمؾ يمكننا كتابة ىذه المعادلات بدلالة أشعة نعتبر كؿ عمكد شعاعان ، فنجد أنو 
     ̅  �̃�                     ( ̅    ̅ )  حيث أف               (    ) 

 بما تساكيانو فنحصؿ عمى العلبقة التالية :    و  �̃�ثـ نعكض 
     ̅  ( ̅   ̅)  (     ̅ )                                             (    ) 

 أك التي يمكف كتابتيا بدلالة الأشعة عمى الشكؿ التالي :
(     ̅)  ( ̅   ̅)  (     ̅ )                                        (    ) 

 

لإيجاد مصفكفات مجاميع المربعات لمطرفيف . نقكـ بضرب حدكد الطرفيف مف اليميف بمنقكؿ شعاع  -6
 مف كؿ قكس في الجداء فنجد أف :  ̅ ثـ نضيؼ كنطرح .   (̅     )الطرؼ الأيسر 

(     ̅)(     ̅)  [(     ̅ )  ( ̅   ̅)][( ̅    ̅ )  ( ̅   ̅)]    
 

                   ( ̅    ̅ )( ̅    ̅ )
  ( ̅    ̅ )( ̅   ̅)   

 

                             ( ̅   ̅)(     ̅ )
  ( ̅   ̅)( ̅   ̅)              (    ) 

 

∑)  ثـ نأخذ مجمكع حدكد الطرفيف المأخكذ عمى عناصر العينة    أم
الثاني ، فنجد أف الحديف (   

 كالثالث ينعدماف لأف:

∑( ̅    ̅ )( ̅   ̅) 

  

   

 *∑( ̅    ̅ )

  

   

+ ( ̅   ̅)   

∑( ̅   ̅)( ̅    ̅ )
 

  

   

 ( ̅   ̅) *∑( ̅    ̅ )
 

  

   

+   

                      (    ) 

 

 ( تصبح مساكية لما يمي :24-7كبذلؾ نجد أف العلبقة )

∑( ̅    ̅)( ̅    ̅) 

  

   

 ∑( ̅    ̅ )( ̅    ̅ )
 

  

   

 ∑(    ̅)(    ̅) 

  

   

  
 

                                          ( ̅   ̅)( ̅   ̅)  ∑( ̅    ̅ )( ̅     )
 

  

   

 

 

∑)ثـ نأخذ مجمكع حدكد الطرفيف عمى جميع المجتمعات   أم
، فنحصؿ عمى المجاميع التالية كالتي (   

 :    كؿ منيا يمثؿ مصفكفة مف المرتبة 

∑ ∑( ̅    ̅)( ̅    ̅) 

  

   

 

   

 ∑   ( ̅   ̅)( ̅   ̅) 
 

   

 ∑ ∑( ̅    ̅ )( ̅    ̅ )
 

  

   

 

   

 (    ) 
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(
مصفكفة المجمكع الاجمالي(الممعير)
لمربعات الانحرافات كجداءات تقاطعيما

)  

(

 
 
مصفكفة التأثير بيف المجتمعات
        كىك مجمكع مربعات

الانحرافات وجداءات تقاطعهما )

 
 

 

(

 
 

مصفكفة تأثير البكاقي
         أك داخؿ المجتمعات كىك
(       مجمكع مربعات الانحرافات

 
  

 

(
                    

                 
)  (

                            

                      
)  (

كجداءات تقاطعيما
                   

                             

)

[    (     )]        [    (       )]       [    (      )]   

 

مجمكع المربعات كالجداءات المتقاطعة داخؿ كىنا نلبحظ أف مصفكفة البكاقي، كىي عبارة عف 
 كأنو يمكف كتابتيا عمى الشكؿ التالي : SSPW، كنرمز ليا اختصاران بػ  (withen)المجتمعات

     ∑*∑( ̅    ̅ )( ̅    ̅ )
 

  

   

+

 

   

                                                           

 كبذلؾ نجد أف: ،       (    )داخؿ القكس ىك ما نلبحظ أف  (25-5التعاريؼ في) كبناءن عمى

     ∑(    )

 

   

   (    )   (    )     (    )              (    ) 

، كىي تساكم حسب  ىي مصفكفة التباينات المشتركة لتمؾ المتحكلات في عينة المجتمع    كذلؾ لأف
 التعريؼ مايمي:

   
 

    
∑( ̅    ̅ )( ̅    ̅ )

 

  

   

                                             (    ) 

 

كىي تمثؿ مجمكع مربعات  SSPBفنرمز ليا بػ  (Between)أما مصفكفة التأثيرات بيف المجتمعات 
 الانحرافات كجداءات تقاطعاتيا بيف المجتمعات . كبذلؾ نجد أف:

     ∑  ( ̅   ̅)( ̅   ̅) 
 

   

                                                      (    ) 

 SSPTز ثـ نأخذ مصفكفة المجمكع الاجمالي )المصحح(، التي في الطرؼ الأيسر، كنرمز ليا بالرم
كجداءات تقاطعاتيا عمى جميع عناصر  ̅ كىي تمثؿ مجمكع مربعات الانحرافات عف المتكسط الكمي 

 كؿ المجتمعات . كبذلؾ يككف لدينا : مفالعينات 

     ∑∑( ̅    ̅)( ̅    ̅) 

  

   

 

   

                                                     (    ) 

( كىي  SSPTك SSPBك SSPWكمما سبؽ نستنتج العلبقة التي ترتبط بيف ىذه المصفكفات ) 
 العلبقة التالية :

                                                                             (    ) 
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حسبيا بنفس الطريقة التي اتبعناىا في أما بالنسبة لدرجات الحرية المقابمة لكؿ مف ىذه المصفكفات فن
ANOVA  ،:فنجد أف 

          (   )  (   )                                              (    ) 

∑   حيث أف :   .   مجمكع حجكـ العينات     
مف حيث الشكؿ، كلكنو  ANOVAمشابيان لجدكؿ تحميؿ  MAVOVAكأخيران ننظـ جدكلان لتحميؿ 

ىي مصفكفات  MANOVAيختمؼ عنو مف حيث المضمكف . حيث أف العناصر التي ضمف جدكؿ
 ىي عبارة عف أعداد حقيقية . ANOVA. بينما عناصر جدكؿ  (   )مف المرتبة 

 الشكؿ التالي : MANOVAكبذلؾ يأخذ جدكؿ تحميؿ 
 باتجاه واحد  MANOVA( جدول تحميل 2-7جدول )

 Fالمؤشر 
درجة 
 الحرية

مصفكفات مربعات الانحرافات كجداءات تقاطعاتيا 
 كرمكزىا

 مصدر التبايف

  

|    |
   

|    |
   

          ∑  ( ̅   ̅)( ̅   ̅) 

 

   

 بيف المجتمعات أك المعالجات 

     
     ∑∑( ̅    ̅ )( ̅    ̅ )

 

  

   

 

   

 

 

 ∑(    )  

 

   

 

المجتمعات أك البكاقي داخؿ 
 ) الأخطاء (

 حيث أف:

  ∑  

 

   

 
         ∑∑( ̅    ̅)( ̅    ̅) 

  

   

 

   

 (̅ الاجمالي )المصحح مف  

 

مف حيث الشكؿ، كلكننا  ANOVAكجدكؿ  MANOVA: نلبحظ أف ىناؾ تشابيان بيف جدكؿ ملاحظة
∑استبدلنا المجمكع العددم لممربعات    ( ̅   ̅)  

 SSPBبالمصفكفة  ANOVAفي جدكؿ     
 التي يتألؼ كؿ عنصر فييا مف مجمكع مربعات الانحرافات كجداءات تقاطعاتيا .

  كالتي تساكم في حالة    ترتبط بمصفكفة التبايف المدمجة  SSPWكما نلبحظ أف مصفكفة البكاقي 
 :مجتمعان ما يمي

   
(    )   (    )   (    )     (    )  

(    )  (    )  (    )    (    )
  ̃

   
    

∑        

 
    

   
  ̃                                                           

     (    ) 
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 التالية :   ار الفرضية كلاختب
   𝝉  𝝉  𝝉    𝝉                         

    𝝉               مف أجؿ حالة كاحدة عمى الأقؿ  

 SSPBنسبة حجـ مصفكفة التأثيرات البينية الذم يساكم ، Fيمكننا أف نستخدـ قيمة المؤشر النسبي 
، كحتى نعبر عف حجـ كؿ مف ىاتيف المصفكفتيف، نحسب SSPWعمى حجـ مصفكفة تأثيرات البكاقي 

يما عمى درجة الحرية لكؿ منيما، ثـ نقكـ ثـ نقسم |    |ك |    |القيمة العددية لمحدد كؿ منيما 
 مف العلبقة التالية :  بحساب المؤشر النسبي 

  

|    |
   

|    |
   

 
(   )  |    |

(   )  |    |
                                                 (    ) 

كمقابؿ درجتي الحرية   عند مستكل الدلالة  Fنقارنيا مع القيمة الحرجة لمتحكؿ  Fكبعد حساب قيمة 
 كنتخذ القرار كما يمي:  ( )(   ) (   ) كالتي نرمز ليا بػ         ك         

 (    )                       إذا  كانت    ( )(   )(   )       نقبؿ فرضية العدـ   
 

 (    )                    أما إذا كانت    ( )(   )(   )       نرفض     كنقبؿ   
 

نبحث عف مصدر الاختلبؼ بيف ىذه المجتمعات، كذلؾ بإنشاء مجالات الثقة    كعندما نرفض 
 المتزامنة ليا، حسب طريقة )بكنفيركني( أك غيرىا .

كبيرة بقدر كاؼ يتجاكر القيمة الحرجة  Fعندما تككف قيمة    كىنا نشير إلى أنو يتـ رفض الفرضية 
 ( ) . 

كىك نسبة محدد مصفكفة  ،أصعب حسابان لكنو ، أكثر دقة ك    كىناؾ مؤشر آخر لاختبار الفرضية 
)بدكف تقسيـ أم منيما عمى درجة الحرية (  |    |عمى محدد المصفكفة الاجمالية  |    |البكاقي 

 :المعمـ، كيعرؼ بالعلبقة التالية  Wilk's Lambdaفنحصؿ عمى مؤشر جديد يسمى بمؤشر 

   
|    |

|    |
 

|∑ ∑ ( ̅    ̅ )( ̅    ̅ )
   

   
 
   |

|∑ ∑ ( ̅    ̅)( ̅    ̅)   

   
 
   |

                                   

 

 تساكم :   ( نجد أف 31-7كبالاستفادة مف العلبقة )

   
|    |

|         |
                                                                    (    ) 

 

كلكنو يتميز عنو بأنو يرتبط مع ، ( 34-7المعرؼ في ) Fيكافئ تمامان المؤشر النسبي    إف مؤشر 
 .  مؤشر نسبة الامكانية العظمى 

.    كعدد المجتمعات  يأخذ عدة أشكاؿ معقدة، كذلؾ حسب عدد المتحكلات    كلكف التكزيع الدقيؽ لػ 
ف إجراء بعض التحكيلبت عميو مقابؿ بعض الحالات الخاصة لػ  أدت إلى استخراج العلبقات  ، gك  كا 
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ف بعض ىذه الحالات كالتحكيلبت المقابمة معركضة في  ،المعركؼ  Fالتي تربط تكزيعو بالتكزيع  كا 
تالي، أما بالنسبة لمحالات الأخرل كعندما تككف حجكـ العينات كبيرة . فإننا نستخدـ تعديلبن لػ الجدكؿ ال

 .   لاختبار  Bartlittيسمى مؤشر    
 .   ك pحسب بعض الحالات    (: توزيعات 3-7جدول )

 المقارب  تكزيع 
التحكيؿ المستخدـ لمحصكؿ عمى تكزيع 

 المعاينة لبيانات طبيعية
عدد 

  المجتمعات 
  عدد المتحكلات 

 (   ) (   ) (
   

   
) (

    

  
)         

ANOVA 

  (   ) (      ) (
     

   
).

  √  

√  
/         

   (     ) (
     

 
) (

    

  
)         

     (     ) (
     

 
).

  √  

  
/         

∑  ( حيث Johnson, Wichern P. 238المصدر: )       
 
    

 

∑  )أما عندما يككف مجمكع حجكـ العينات كبيران    
 
، الذم Bartlittفإننا نستخدـ مؤشر  (   

 يستند عمى أف المقدار المحكؿ التالي :
      (    

   

 
)       (    

   

 
)   .

|    |

|         |
/        (    ) 

 

اقترح أف نستخدـ ىذا المقدار  Bartlitt. لذلؾ فإف  (   ) بدرجة حرية    يخضع تقاربيان لتكزيع 
(   )  ، كأف نقارنو مع القيمة الحرجة    في اختبار الفرضية 

 فإذا كانت القيمة المحسكبة:،  ( ) 
 

      (    
   

 
)   .

|    |

|         |
/    (   )

 ( )            (    ) 

 .  كنرفضيا في حالة العكس بمستكل دلالة  (   )باحتماؿ ثقة    فإننا نقبؿ الفرضية 
 باتجاه كاحد كىي: MANOVAحصائية أخرل تستخدـ في تحميؿ إ: ىناؾ اختبارات ملاحظة

 كىك يعرؼ بالعلبقة التالية : :(Hotelling – Lowley traceاختبار أثر ) -1

      [    (    )  ]  ∑  

 

   

                                                           (    ) 

 

 المعرفة بالعلبقة التالية : Aىي القيـ الذاتية ) الجذكر الخاصة( لممصفكفة    حيث أف 
      (    )                                                                         (    ) 
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 كيعرؼ بالعلبقة التالية : :Roy's ( Largest Root )اختبار الجذر الأكبر لـ  -2

       (  )                                                                                     (    ) 
 

 ( .41-7المعرفة في ) Aىي القيـ الذاتية أك الجذكر الخاصة لممصفكفة    حيث 
 كيعرؼ بالعلبقة : ( Pallai's trace ):لاي ماختبار أثر ب -3

      [    (         )  ]  ∑
  

    

 

   

                               (    ) 

 ( .41-7المعرفة في ) Aىي القيـ الذاتية لممصفكفة    حيث أف 
 : 𝝉: إنشاء مجالات الثقة المتزامنة لتأثيرات المجتمعات  7-2-1

يتـ إنشاء تمؾ المجالات عندما يتـ رفض فرضية العدـ، التي تنص عمى أف جميع تأثيرات تمؾ 
 المجتمعات متساكية كتساكم الصفر .
كنطبؽ عمييا أسمكب )بكنفيركني(. لأنو يعطينا مجالات  (𝝉  𝝉𝓵)لذلؾ نقكـ بمقارنة الأزكاج الممكنة 

أقصر مف المجالات التي نحصؿ عمييا بكاسطة المصفكفات المتعارضة . كلأنو يحتاج فقط إلى حساب 
)ليصبح   مع تعديؿ بسيط عمى  tالقيـ الحرجة لممتحكؿ 

 

  
) . 

،   𝝉لمشعاع   ىي المركبة     كلإنشاء تمؾ المجالات المتزامنة بأسمكب )بكنفيركني( نفترض أف : 
 كعندىا فإننا نجد أف تقدير تمؾ التأثيرات يساكم :

�̃�  ( ̅   ̅)  [

 ̃  
 ̃  
 

 ̃  

]  

[
 
 
 
     ̅

     ̅
 

     ̅]
 
 
 

                                               (    ) 

 تقدر بما يمي : jالمقابمة لممتحكؿ    ̃ كبذلؾ نجد أف المركبة 
 ̃   ( ̅    ̅)                                                                                       

 kنحسب الفرؽ بيف تأثيرم المجتمعيف    كلدراسة الاختلبفات في تأثير المجتمعات عمى المتحكؿ 
 كما يمي :   عمى المتحكؿ   ك

( ̃    ̃  )  ( ̅    ̅)  ( ̅    ̅)  ( ̅    ̅  )                  (    ) 

             حيث أف: 
التي يمكف تشكيميا ليذه  ،فإف عدد الأزكاج الممكنة )غير المكررة(،    كبما أف عدد المجتمعات يساكم

(   ) الفركقات يساكم 

 
،  pكأف عدد المتحكلات يساكم  j، كبما أف ذلؾ يحدث مف أجؿ كؿ متحكؿ  

 فإننا نجد أف عدد الأزكاج الممكنة لمقارنة ىذه الفركقات يساكم :

    
 (   )

 
 (    )                                               (زكجان )                         

 يساكم : (  ̃    ̃ )( نجد أف الفرؽ 45-7كمف العلبقة )
( ̃    ̃  )  ( ̅    ̅  )                                                               (    ) 
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. لذلؾ فإف الأسمكب المناسب   ك kكىذا يعني أنو يساكم الفرؽ بيف متكسطي العينتيف المستقمتيف 
)ستكدينت( المعدؿ، الذم يعتمد عمى أسمكب  tلإنشاء مجالات الثقة المتزامنة ليذه الفركقات ىك أسمكب 

) إلى  نفيركني( كتعديؿ )بك 
 

  
ف افنجد )لأف العينت (  ̃    ̃ ). لذلؾ نحسب تبايف الفرؽ  (

 :أفمستقمتاف( 
   ( ̃    ̃  )     ( ̅    ̅  )     ( ̅  )   ( ̅  )  

   
 

  
 

   
 

  
 (

 

  
 

 

  
)   

      (    ) 

   حيث أف 
 . Xلممتحكلات المدركسة  Vفي مصفكفة التباينات المشتركة  jىك العنصر القطرم   

 يعطى بما يمي : V( التي تشير إلى أف تقدير 33-7كحسب العلبقة )
               ̃  

    

   
                                                                                      (    ) 

، (   )عمى العدد  SSPWيقدر بكاسطة تقسيـ العنصر المقابؿ لو في  Vأم أف أم عنصر في 
   أم أف 

  
   

   
 يساكم : (  ̅    ̅ )كبذلؾ نجد أف تبايف الفرؽ  ، 

   ( ̅    ̅  )  (
 

  
 

 

  
)  

   

   
                                         (    ) 

 . SSPWفي المصفكفة  jرم ىك العنصر القط    حيث أف 
المرتبطة ك نستخدـ العلبقة المعركفة  (       )لإنشاء مجالات الثقة لمفركقات الفعمية  tكحسب أسمكب 

 بأسمكب )بكنفيركني(، كالتي تأخذ الشكؿ التالي :
( ̅    ̅  )      (

 

  
)  √   (     ̅  )  (       )                                     

                         ( ̅    ̅  )      (
 

  
)  √   ( ̅    ̅  )                       (    ) 

 

( نحصؿ عمى مجالات الثقة المتزامنة 46-7( ك)55-7مف العلبقتيف ) mك Varكبتعكيض )    ( 
 حسب أسمكب )بكنفيركني( كما يمي:

( ̅    ̅  )      (
 

  (   )
)  √(

 

  
 

 

  
)  

   

   
 (       )                        

                         ( ̅    ̅  )      (
 

  (   )
)  √(

 

  
 

 

  
)  

   

   
                   (    ) 

 

∑  ، كأف   المقابؿ لممتحكؿ SSCWفي المصفكفة  jىي العنصر القطرم     حيث أف:   
 
   . 

كباحتماؿ  jلكؿ متحكؿ  (       )( تعطينا مجالات الثقة المتزامنة لمفركقات 52-7إف العلبقة )
          حيث أف    ، عممان بأف ىذه المجالات تحسب لجميع المتحكلات (   )ثقة قدره 

كبذلؾ يككف لدينا  ،             حيث أف :  (k ك  كلجميع أزكاج المجتمعات ) 
 (

 (   )

 
 مجالان متزامنان ليذه الفركقات . (
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متحكلان آخر    ( السابؽ . كنضيؼ إلى المتحكؿ 2-6: سنقكـ بتطكير بيانات المثاؿ )(1-7مثال )
يا ( عينات بحجكم3، كسنعمؿ عمى دراسة تغيرات ىذيف المتحكليف في ثلبثة مجتمعات، سحبنا منيا )  

 كحصمنا منيا عمى القياسات كالمتكسطات التالية :،                    السابقة:
 

   
 

   
 

   

    

 
  

  

  

  

  

  

          

(

  
 

*
 
 
+ *

 
 
+ *

 
 
+

*
 
 
+ *

 
 
+  

*
 
 
+ *

 
 
+ *

 
 
+)

  
            

 ̅  *
 
 
+

 ̅  *
 
 
+

 ̅  *
 
 
+

            ̅  *
 
 
+ 

 حيث حسبنا المتكسط الكمي ليا مف العلبقة :

 ̅  
   ̅     ̅     ̅ 

        
 

 *
 
 
+   *

 
 
+   *

 
 
+

     
 *

 
 
+ 

 نحسب مجمكع المربعات كالجداءات المتقاطعة فييا مف العلبقة : SSPBكلحساب المصفكفة 

     ∑  ( ̅   ̅)( ̅   ̅) 
 

   

                                                                               
 

              ( ̅   ̅)( ̅   ̅)    ( ̅   ̅)( ̅   ̅) 

   ( ̅   ̅)( ̅   ̅)  
 

  *
 
  

+ [    ]   *
  
  

+ [     ]   *
  
 

+ [    ]                       
 

  *
    
   

+   *
  
  

+   *
   
   

+                                            
 

     *
     
     

+                                                                                            
 

مصفكفات التبايف المشترؾ ليذيف المتحكليف في كؿ عناصر نقكـ بحساب  SSPWكلحساب المصفكفة 
 مف المجتمعات الثلبثة فنجد أف :

   
 

    
∑(     ̅ )(     ̅ )

 

 

   

                                      
 

 
 

   
,*

 
  

+ [    ]  *
  
  

+ [     ]  *
 
 
+ [   ]- 

 

 
 

 
,*

   
   

+  *
  
  

+  *
  
  

+-                              
 

   
 

 
*
  
   

+  *
  
  

+                                                               
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∑(     ̅ )(     ̅ )

 

 

   

                                      

 

 
 

   
,*
  
 

+ [    ]  *
 
  

+ [    ]-                         
 

   *
   
   

+  *
   
   

+  *
   
   

+                             
 

   
 

    
∑(     ̅ )(     ̅ )

 

 

   

                                      

 

 
 

   
,*
 
 
+ [   ]  *

  
 

+ [    ]  *
 
  

+ [    ]-     
 

 
 

 
,*
  
  

+  *
   
   

+  *
  
  

+-                              
 

   
 

 
*
   
   

+  [
  

 

 

 
 

 
 

]                                            

 تساكم :     كمنيا نجد أف المصفكفة 
     (    )   (    )   (    )   

 

                 *
  
  

+   *
   
   

+   [
  

 

 

 
 

 
 

] 

 

     *
   
   

+                                                        

 ( فنجد أف:31-7يمكننا الاستفادة مف العلبقة ) SSPTكلمحصكؿ عمى المصفكفة 
               *

     
     

+  *
   
   

+ 
 

     *
     
     

+                                                          
 

 ( فنجد أف:37-7مف العلبقة )   ثـ نقكـ بحساب قيمة 

   
|    |

|         |
 

|    |

|    |
 

|
   
   

|

|
     
     

|
        

 كما يمي : MANOVAكبناء عمى ذلؾ ننظـ جدكؿ تحميؿ 
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 MANOVA(: جدول 4-7جدول )

 درجة الحرية    قيمة
لمربعات امصفوفات 

 والجداءات المتقاطعة
 مصدر التباين

                *
     
     

+ 
ما بيف المجتمعات أك 

 المجتمعات

                *
   
   

+ 
داخؿ العينات أك البكاقي 

 )كالخطأ العشكائي(

   
|    |

|    |
                       *

     
     

 المجمكع الاجمالي المصحح +
 

ثـ نقارنيا مع القيمة الحرجة ليا . كلذلؾ عمينا أف نختار    كمف معطيات الجدكؿ السابؽ نحسب قيمة 
، فنجد أف التحكيمة المناسبة لاختبار     ك    ( التحكيمة المقابمة لمحالة 3-7مف الجدكؿ )
)ضمف تحقؽ شركط الطبيعية كتساكم مصفكفات     𝝉  𝝉    𝝉   فرضية العدـ: 

 لتالي :التبايف المشترؾ( . ىي قيمة المقدار ا

(
     

   
).

  √  

√  
/  

(     )

   
.
  √      

√      
/       

 

 (   )    المقابمة لدرجتي الحرية  Fكبمقارنة ىذه القيمة المحكلة مع القيمة الحرجة لتكزيع 
عند مستكل  الاحتمالية F، فنجد مف جداكؿ  ( )(      ) (   )  كىي  (      )   ك

 أف :،        دلالة 
  (   ) (      )(     )       (    )       

 

، لذلؾ نرفض فرضية          ( أف: 7,01( مع القيمة الحرجة )8,19كبمقارنة القيمة المحكلة )
 .    𝝉التي تنص عمى أف كاحد عمى الأقؿ مف التأثيرات    كنقبؿ الفرضية البديمة    العدـ 

كاممة، بؿ  MANOVAكبيران . فإننا لا نقكـ بحساب جداكؿ   ملبحظة: عندما يككف عدد المتحكلات 
فقط، كبذلؾ  SSPWك SSPBنطمب مف الحكاسيب أف تقكـ بإجراء الحسابات كطباعة المصفكفتيف 

 يمكننا الاستغناء عف كمية ىائمة مف المعمكمات غير اللبزمة .
كالتأكد مف أنيا تخضع   ̅         كلكف يجب اختبار تحقؽ شرط الطبيعية لأشعة البكاقي : 

ف تكقعيا يساكم الصفر .  لمتكزيع الطبيعي كا 
تقديرات كلذلؾ نقكـ بحساب  ،  كلنبحث الآف عف التأثيرات غير المعدكمة التي أدت إلى رفض الفرضية 

 فنجد أف:،  (̅   ̅ )  �̃�مف العلبقة   𝝉الفركقات 
�̃�  *

 
  

+     �̃�  *
  
  

+     �̃�  *
  
 

+    
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نقكـ بحساب الفركقات الزكجية بيف  ،   كلتحديد أم مف ىذه التأثيرات كاف السبب في رفض 
 المجتمعات فنجد أف :

�̃�  �̃�  *
 
 
+       �̃�  �̃�  *

 
  

+       �̃�  �̃�  *
  
  

+   
 

( لمركبات ىذه الفركقات، فنجد أف مجاؿ الثقة ثـ نقكـ بإنشاء مجالات الثقة المتزامنة ) بأسمكب بكنفيركني
يعطى ،      ̃    ̃ المقدرة بػ : ك  (       )كىي ،  ( 𝝉  𝝉)لممركبة الفعمية الأكلى مف 

 ( كىي :52-7بالعلبقة )

(       )  ( ̃    ̃  )      (
 

  (   )
)√(

 

  
 

 

  
)

   

   
 

 

 فنجد أف :       عند مستكل دلالة الحرجة  tكلذلؾ نقكـ أكلان بإيجاد قيمة 
    (

 

  (   )
)      (

    

     
)    (       )       

 

، ثـ نعكض ذلؾ في العلبقة السابقة، فنجد أف       نلبحظ أف العنصر  SSPWكمف المصفكفة 
 يساكم: (       )مجاؿ الثقة لممركبة الفعمية 

(       )    (    )  √(
 

 
 

 

 
)

  

   
         

(       )      م أف:                                 أ                
 

 كىنا نلبحظ أف المجاؿ لا يتضمف نقطة الصفر كىذا يعني أف ىذا الفرؽ معنكم 
كالمقدرة بػ  (       )كىي ( 𝝉  𝝉)ممركبة الفعمية الثانية مف نجد أف مجاؿ الثقة ل ككذلؾ

 فنجد أف مجاؿ الثقة ليا يساكم: ،      ̃    ̃ 

(       )     (    )√(
 

 
 

 

 
)

  

   
        

(       )      أم أف                        ) لا يكجد فرؽ معنكم(       
 

كالمقدرة بػ   (       )كىي:  ( 𝝉  𝝉)ككذلؾ نجد أف مجاؿ الثقة لممركبة الفعمية الأكلى مف 
 فنجد أنو يساكم :     ̃    ̃ 

(       )    (    )√(
 

 
 

 

 
)

  

   
         

(       )      أم أف:                         )يكجد فرؽ معنكم(        
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المقدرة بػ  (       )كىي  ( 𝝉  𝝉)ككذلؾ نجد أف مجاؿ الثقة لممركبة الفعمية الثانية مف 
 فنجد أنو يساكم :      ̃    ̃ 

(       )     (    )√(
 

 
 

 

 
)

  

   
          

(       )        أم أف:                     )لا يكجد فرؽ معنكم(       
 

كالمقدرة بػ  (       )كىي:  ( 𝝉  𝝉)كنفعؿ الأمر ذاتو مع المركبة الفعمية الأكلى مف 
 فنجد أنو يساكم :      ̃    ̃ 

(       )     (    )√(
 

 
 

 

 
)

  

   
          

(       )       أم أف:                        )لا يكجد فرؽ معنكم(       
 

      ̃    ̃ كالمقدرة بػ  (       )كىي: ( 𝝉  𝝉)مف الثانيةكأف مجاؿ الثقة لممركبة الفعمية 
 فنجد أنو يساكم :

(       )     (    )√(
 

 
 

 

 
)

  

   
         

(       )       أم أف:                        )لا يكجد فرؽ معنكم(      
 

بواسطة المصفوفات المتعارضة  (Profile Analysis) تحميل الصورة الجانبية :7-2-2
(Contrast): 

كبيران . كذلؾ لاختصار العمميات الحسابية   يستخدـ تحميؿ الصكرة الجانبية عندما يككف عدد المتحكلات 
ك يشترط أف تككف ، أك عند إنشاء مجالات الثقة المتزامنة ليا . كى(       )عند اختبار الفركقات 

استجابات المجتمعات المختمفة مستقمة عف بعضيا البعض، كأف يككف جميع الاستجابات مقاسة بكحدة 
 قياس مكحدة . 

 السؤاؿ التالي: ىؿ أشعة المتكسطات لممجتمعات متساكية ؟ كفطرحي ناكى
كلتسييؿ تحميؿ الصكرة الجانبية يتـ تجزئة ىذا السؤاؿ إلى عدة صكر جانبية، بحيث تعكس كؿ صكرة 

   حالة شعاع المتكسطات في أحد المجتمعات، كلتسييؿ فيـ ىذا التحميؿ نقتصر عمى مجتمعيف فقط 
لمجتمع الأكؿ ، كلنفترض أف شعاع تكقعاتيا في ا              يؤثراف عمى أربعة متحكلات    ك
 كنكتب ذلؾ كما يمي :  𝝁كفي المجتمع الثاني  ، 𝝁ىك

𝝁  [

𝜇  

𝜇  

𝜇  

𝜇  

]                   𝝁  [

𝜇  

𝜇  

𝜇  

𝜇  

]                                        (    ) 
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 الشكؿ التالي:كعند رسـ الصكرة الجانبية لمركبات ىذه المتكسطات بدلالة المتحكلات الأربعة نحصؿ عمى 

1P

2P

11
21
12

22

1

1X 2X 3X
4X

        

         

         X

 
 :الصورة الجانبية لمركبات التوقعين(2-7الشكل )

 كعندىا فإف فرضية العدـ لشعاعي تكقعات ىذيف المجتمعيف تأخذ الشكؿ التالي :
                      𝝁  𝝁                                                                    (    ) 

كفي التحميؿ  . كىذا يعني أننا نفترض أف متكسطات تأثير ىذيف المجتمعيف عمى المتحكلات متساكية
 الجانبي يمكننا صياغة ىذه الفرضية عمى شكؿ ثلبثة أسئمة مرحمية . كما يمي :

كىذا يكافئ القكؿ أف المسافات بيف نقاط الخطيف متساكية، كنكتب : ىل الصور الجانبية متوازية ؟ 1س
 ذلؾ كما يمي :

       𝜇   𝜇   𝜇 (   )  𝜇 (   )                          
 كالتي يمكف كتابتيا عمى الشكؿ التالي :

       𝜇   𝜇 (   )  𝜇   𝜇 (   )                                        (    ) 
 المعرفة كما يمي: Cكلصياغة ىذه الفرضية بدلالة المصفكفات نستخدـ المصفكفة المتعارضة 

 (   )       [
     
     
     

]                                                  (    ) 

 يعطينا أف:  𝝁في  Cكعندىا نجد أف جداء 

 𝝁  [
     
     
     

] [

𝜇  

𝜇  

𝜇  

𝜇  

]  [

𝜇   𝜇  

𝜇   𝜇  

𝜇   𝜇  

]                           (    ) 

ف جداءىا في   يعطينا أف:  𝝁كا 

 𝝁  [
     
     
     

] [

𝜇  

𝜇  

𝜇  

𝜇  

]  [

𝜇   𝜇  

𝜇   𝜇  

𝜇   𝜇  

]                           (    ) 
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 تأخذ الشكؿ التالي:    ك كالتي نرمز ليا بػ (55-7فرضية العدـ الأكلى )كعندىا فإف 
        𝝁    𝝁                                    (في المجتمعيف)                     (    ) 

  𝝁مستقمتيف، فإنو يمكننا تقدير   ك   كعندما تككف العينتاف المسحكبتاف مف المجتمعيف بحجميف 
في ىذيف المجتمعيف . كعندىا نجد أف جداء ىذيف   ̅ و  ̅ بكاسطة شعاعي متكسطييما.   𝝁ك

 يأخذاف الشكؿ التالي : Cالتقديريف بالمصفكفة 

              
  �̃�     ̅ 

  �̃�     ̅ 

                                                                           (    ) 

 كيمكف البرىاف عمى أف المصفكفة المدمجة لمتباينات المشتركة ليما تساكم ما يمي :
                                                                                                               (    ) 

       𝝁 )    يخضعاف لتكزيعيف طبيعييف،  ̅   ك  ̅  ككذلؾ عمى أف الشعاعيف 
 ) 

       𝝁 )    ك
ف اختبار تكازم الصكرتيف الجانبيتيف      في الفضاء  (  عمى الترتيب، كا 

 يصبح كما يمي :
         𝝁     𝝁                                  (فرضية العدـ )                 (    ) 

ف مؤشر الاختبار المناسب ليا ىك   كيأخذ الشكؿ التالي :   كا 

   ( ̅   ̅ )
    [(

 

  
 

 

  
)    

 ]
  

  ( ̅   ̅ )                (    ) 
 

 كذلؾ مف خلبؿ العلبقة التالية :               كىذا المؤشر مرتبط تقاربيان بمتحكؿ التكزيع : 

  ( )  
(       )(   )

       
                ( )                        (    ) 

 ، إذا كانت :(   )باحتماؿ ثقة    كعندىا فإننا نقبؿ فرضية العدـ 

     ( )  
(       )(   )

       
                ( )                   (    ) 

 .  في حالة العكس بمستكل دلالة    كنرفض 
 

مع بعضيا  (coincident): إذا كانت الصور الجانبية لممجتمعين متوازية فيل ىي متوافقة 2س
؟ إف مبرر ىذا السؤاؿ ىك أنو إذا كانت الصكر الجانبية متكازية فقد  البعض، أي ىل ىي متساوية تقريباً 

تككف مختمفة عف بعضيا كتككف مقادير الاختلبؼ بيف عناصرىا متساكية تقريبان، كقد تككف عناصر 
كحتى نبرىف عمى أف عناصر الصكر الجانبية متكافقة نلبحظ  ،المجتمع الأكؿ أكبر مف الثاني أك العكس

انبية تككف متكافقة فقط إذا كاف مجمكع متكسطات عناصر المجتمع الأكؿ يساكم مجمكع أف الصكر الج
 متكسطات عناصر المجتمع الثاني . أم عندما يتحقؽ الشرط التالي :

𝜇   𝜇   𝜇     𝜇   𝜇   𝜇   𝜇     𝜇                  (    ) 
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 : كيمكف كتابة ىذا الشرط عمى شكؿ جداء شعاعيف كما يمي

[          ]  

[
 
 
 
 
𝜇  

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  ]

 
 
 
 

 [         ]  

[
 
 
 
 
𝜇  

𝜇  

𝜇  

 
𝜇  ]

 
 
 
 

                                         (    ) 

ذا رمزنا لمشعاع الكاحدم بالرمز   الشرط السابؽ يكتب كما يمي : فإف  كا 
   𝝁     𝝁                                                                                       (    ) 

 كبناء عمى ذلؾ نضع فرضية العدـ الثانية عمى الشكؿ التالي :
         𝝁     𝝁                                                                           (    ) 

في  Xلمفرؽ بيف متكسطي قيـ متحكؿ طبيعي كاحد  tكيمكننا اختبار ىذه الفرضية بكاسطة اختبار 
 عينتيف مستقمتيف كالذم يأخذ الشكؿ التالي :

     ( ̅   ̅ ) [(
 

  

 
 

  

)      ]
  

  ( ̅   ̅ )                           (    ) 

 )لأنيا أعداد( :كالذم يتحكؿ بعد الاصلبح إلى الشكؿ التالي 

   

[
 
 
 

  ( ̅   ̅ )

√(
 
  

 
 
  

)      ]
 
 
 
 

         
  (

 

 
)               ( )               (    ) 

        المحسكبة مع قيمتيا الحرجة    كبمقارنة قيمة 
 (

 

 
، نتخذ  ( )           أك مع  (

 كما يمي :      القرار حكؿ 
 إذا كانت : (   )كباحتماؿ قدره     نقبؿ الفرضية 

              ( )                                                   (    ) 

 .  بمستكل دلالة  ( )              إذا كانت     كنرفض 
كىنا نذكّر أنو في حالة اختبار فرضية تكافؽ عناصر الصكرتيف الجانبيتيف يجب أف تككف القياسات 

 .  (    𝜇) مسحكبة مف مجتمعيف خاضعيف لتكزيع طبيعي مكحد  Xشاىدة لممتحكؿ الم
؟ الجانبية متوافقة )متساوية تقريباً( فيل ىي ثابتة لجميع المتحولات ة: إذا كانت متوسطات الصور 3س

 ،كحتى نستطيع مناقشة ىذه القضية ، )كىذا يشترط أف تككف ىذه المتحكلات مقاسة بكحدة قياس مكحدة( 
ليما يقدر  𝝁محققتيف، كعندىا فإف شعاع المتكسط المشترؾ     ك    ننطمؽ مف أف الفرضيتيف 

 مشاىدة كباستخداـ العلبقة التالية : (     )بكاسطة 
 

�̃�   ̅  
∑    

  
    ∑    

  
   

     

 
  

     

 ̅  
  

     

 ̅                        (    ) 
 

ذا كانت   متكسطات الصكر الجانبية ثابتة، فيذا يعني أف :كا 
𝝁  𝝁        
𝝁  𝝁                                                                                                         (    ) 
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ف فرضية العدـ الثالثة  حكؿ ذلؾ تأخذ الشكؿ التالي :     كا 
      𝝁                                                                                               (    ) 

 ( .56-7ىي المصفكفة المتعارضة المعطية في ) Cحيث 
   نجد أف مؤشر الاختبار المناسب ليذه الفرضية ىك    كبطريقة مشابية لما عرضناه في حالة 

 المعرؼ كما يمي:
   (     ) ̅

    [       ]
  

   ̅                                    (    ) 
 .              كىك مقدار يخضع تقاربيان لمتكزيع 

 كنتخذ القرار كما يمي : ( )             الحرجة أك مع  ( )  المحسكبة مع    كلذؾ نقارف 
 إذا كانت :    نقبؿ الفرضية 

                                              ( )                                          (    ) 

 إذا كاف العكس .    كنرفض 
 إلا إذا كانت جميع المتحكلات مقاسة بكاحدة قياس مكحدة .    : لا يمكف إجراء اختبار ملاحظة
ضافة [  246ص  Johnston, Wichem(: ] مأخكذ مف 2-7مثال )  بتصرؼ كا 

في دراسة عف الحب كالزكاج، قاـ فريؽ مف الباحثيف الاجتماعييف بسحب عينة مف الذككر المتزكجيف 
. كتكجيكا إلييـ بسؤاليف عف تقييميـ       كعينة مف النساء المتزكجات بحجـ        بحجـ

 لعممية الإقداـ عمى الزكاج كلحصيمة ذلؾ الزكاج كما يمي :
 .   كيؼ تقيـ عممية إقدامؾ عمى الزكاج ؟ كرمزكا لو بػ  -1

 .   كيؼ تقيـ حصيمة الزكاج التي قمت بو ؟ كرمزكا لو بػ  -2

 ( خيارات كما يمي :8كطمبكا منيـ أف تككف أجكبتيـ بكضع إشارة عمى أحد )    
 (2( و)1(: خيارات الإجابة عمى السؤالين )5-7جدول )
8 7 6 5 4 3 2 1 
لأقصى إيجابي 

 درجة
إيجابي  إيجابي جدان 

 كسط
إيجابي 
 ضعيؼ

سمبي 
 ضعيؼ

سمبي لأقصى  سمبي جدان  سمبي كسط
 درجة

 

 كما تكجيكا إلييـ بسؤاليف آخريف عف تبادؿ العكاطؼ كالمجاملبت كما يمي :
 .   ماىي درجة تبادؿ عكاطؼ المحبة التي تشعر بيا مع شريكؾ ؟ كرمزكا لو بػ   -3

 .   ماىي درجة تبادؿ المجاملبت الكدية التي تشعر بيا مع شريكؾ ؟ كرمزكا لو بػ  -4

 كطمبكا مف أفراد العينتيف الإجابة عمى ىذيف السؤاليف بكضع إشارة عمى أحد الخيارات الخمسة التالية :
 

 (4( و)3(: خيارات الإجابة عمى السؤالين )6-7جدول )                     
5 4 3 2 1 

 قميمة جدان  قميمة أحيانان  كثيرة كثيرة جدان 
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 حسب كبعد جمع الإجابات مف أفراد ىاتيف العينتيف تـ حساب شعاعي المتكسطات في كؿ منيما
 التثقيلبت المرافقة، فكانا كما يمي :

 ̅  [

     
     
     
     

]                        ̅  [

     
     
     
     

] 

 ( 2( ك)1( حسب السؤاليف )8حتى  1يأخذاف قيميما مف )   ك   عممان بأف المتحكليف 
 (4( ك)3( حسب السؤاليف )5حتى  1يأخذاف قيميما مف )   ك   المتحكليف كأف       

قامكا بحساب مصفكفات التبايف  V، كلتقديرVكبفرض أف مصفكفة التبايف المشترؾ مكحدة كتساكم
. ثـ قامكا بحساب المصفكفة المدمجة    و   المشترؾ ليذه المتحكلات في كمتا العينتيف فحصمكا عمى

 مف العلبقة:   لمتبايف المشترؾ

   
(    )   (    )  

       
 

 كبعد إجراء الحسابات اللبزمة حصمكا عمى أف:

   [

                    
                    
                    
                    

] 

 ثـ قامكا برسـ الصكرة الجانبية لشعاعي المتكسطات في المجتمعيف فكانا كما يمي :

1

2

3

4

5

6

8

7

1X 2X 3X
4X

      

      

      

      

       

         X

 
 (: الصورة الجانبية لممتوسطات3-7الشكل )
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طبيعية )رغم  النياية المركزية واعتبار ىذه المتحولات وبما أن حجما العينتين كبيران، تم الاستناد إلى نظرية
 إنيا تأخذ قيماً صحيحة( . ولإجراء الاختبارات اللازمة عمى ىذه البيانات بدأوا باختبار التوازي كما يمي :

  𝝁   𝝁      : كىك اختبار صحة الفرضية :      ار التوازيباخت -1
( كليذا قامكا بحساب الجداء 63-7المعرؼ في )   الاختبار  كلاختبار ىذه الفرضية كاف عمييـ تطبيؽ

 التالي :

        [
     
     
     

]     [

    
    
    
   

]   

 

        [
                 
                 
                 

]                         

 ثـ قامكا بحساب الجداء التالي :

  ( ̅   ̅ )  [
     
     
     

] [

     
     
      
     

]  [
      
      
     

] 

 ( كما يمي:63-7مف العلبقة )   ثـ قامكا بحساب 

   [                     ]  (
 

  
 

 

  
)
  

  
   [

      
      
     

] 

     (    )                                                                                  
 ( فكانت كما يمي :64-7مف العلبقة ) ( )  قامكا بإيجاد القيمة الحرجة        كبفرض أف: 

  ( )  0
(       )(   )

       
1        (    )       (   )      

 المحسكبة مع القيمة الحرجة كجدكا أف :   كبمقارنة 
               ( ) 

، التي تنص عمى تكازم الصكرة الجانبية لمتكسطات لمرجاؿ كالنساء     لذلؾ تـ قبكؿ الفرضية 
 ( .3-7كاعتبركىا ممكنة، كذلؾ كما ىك مكضح عمى الشكؿ )

)متساكية تقريبان(، انطمقكا مف نتيجة الاختبار الأكؿ  ولاختبار فيما إذا كانت تمك المتوسطات متوافقة -2
 ة، كعممكا عمى اختبار الفرضية الثانية التالية :الذم يعتبر أف الصكرة الجانبية لممتكسطات متكازي

        𝝁     𝝁  
 ( لذلؾ قامكا بحساب عناصره كما يمي:69-7المعرؼ في )   كلاختبار ىذه الفرضية تـ تطبيؽ المؤشر

  ( ̅   ̅ )  [          ]  [

     
     
      
     

]        
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 : ( ̅   ̅ )كىك مجمكع عناصر 

      [          ]  [

 
 
 
 

]        

 .    مجمكع عناصر المصفكفة عبارة عفكىك 
 

 ( كما يمي:69-7مف العلبقة )   ثـ قامكا بحساب قيمة المؤشر 

   

(

 
     

√(
 
  

 
 
  

)      )

 

 

       

 مف العلبقة: ( )  تـ إيجاد القيمة الحرجة        كبفرض أف 
  (    )        (    )      

 نجد أف : ( )  مع    كبمقارنة قيمة 
             

كالتي تنص عمى أف متكسطات الإجابات عند الرجاؿ متكافقة مع     كبذلؾ تـ قبكؿ الفرضية 
 متكسطات الإجابات عند النساء .

التي تنص عمى أف قيـ الصكرة الجانبية ثابتة ) تساكم      ثم انتقموا لاختبار الفرضية الثالثة  -3
ار عمى المتحكلات المذككرة، لأنيا لا بمقداران ثابتان ( . فلبحظكا مباشرة أنو لا يمكف إجراء ىذا الاخت

(، أما 8حتى  1يقاساف بكاحدات قياس مف )   ك   تقاس بكاحدة قياس مكحدة . فالمتحكلاف 
( . كىذا الأمر يجعؿ تطبيؽ الاختبار 5حتى  1بكاحدات قياس مف ) اففيقاس   ك   المتحكلاف 

 الثالث دكف معنى ما لـ يتـ تكحيد كاحدات القياس ليذه المتحكلات.
 

كأخيران نشير إلى أنو إذا كانت حجكـ العينات صغيرة فإف تحميؿ الصكرة الجانبية سيعتمد عمى فرضية 
ؽ ىذه الفرضية بإجراء أحد اختبارات الطبيعية المذككرة في المتحكلات الطبيعية. كيمكف التأكد مف تحق

 الفصؿ الثالث .
( نتبع نفس الإجراءات المعركضة لمجتمعيف 2كلإجراء تحميؿ الصكرة الجانبية لعدة مجتمعات )أكثر مف 

ف المقاييس العامة لممقارنة مشابية لتمؾ المقاييس المستخدمة في ىذه الفقرة .  كا 
 (MANOVA tow way)مشاىدة(  nالمتعدد باتجاىين ) : تحميل التباين7-3

تحميؿ التبايف المتعدد باتجاىيف ىك تعميـ لتحميؿ التبايف البسيط باتجاىيف، كيختمؼ جكىريان عف تحميؿ  إف
متحكلان ( ىي:   التبايف المتعدد باتجاه كاحد . كىك يُستخدـ لدراسة تغيرات عدة متحكلات ) 

ف الباحث    ك   ، الناتجة عف تأثير عامميف               )كليس عف مجتمعات محددة( . كا 
 يمكف أف يتحكـ بيذيف العامميف خلبؿ مجريات التجارب، ثـ يقكـ بدراسة تأثيرىما عمى تمؾ المتحكلات . 
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نكعية بتأثير عامميف ىما  Yككميات المبيعات منيا  Xفمثلبن: يمكننا دراسة تغيرات أسعار الفساتيف 
كلو شكلبف فقط، كعندىا يجب عمينا تأميف    ( أنكاع أك حالات، كشكؿ الزخرفة 3كلو )   القماش 

قياسان ( في كؿ حجرة مقابمة لتقاطعات حالات ىذيف العامميف كلكؿ مف  nقياس كاحد عمى الأقؿ ) أك 
 ككضعيا في جدكؿ مناسب كما يمي : Yك Xالمتحكليف 

 .tow way باتجاىين MANOVA(: بيانات 7-7) جدول                 

         
   حالات 

   حالات 
                          

   
        
        
  

        

 
        
        
  

        

 
        
        
  

        

 

                        

   
        
        
  

        

 
        
        
  

        

 
        
        
  

        

 

 

كبطريقة مشابية لما فعمناه في حالة التحميؿ البسيط ذم الاتجاىيف، كباستخداـ نفس الرمكز السابقة، 
 كمتكسطاتيا كتكقعاتيا كما يمي :               يمكننا التعبير عف مركبات شعاع المتحكلات 

  [

  

  

 
  

]                ̅  

[
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 

          𝝁  [

𝜇 

𝜇 

 
𝜇 

]                                    (    ) 

كلصياغة النمكذج الرياضي نقكـ باستبداؿ الرمكز العددية في العلبقات السابقة بالأشعة المقابمة ، فنجد 
 ( نأخذ الشكؿ الشعاعي التالي :155-6العلبقة   )أف 

  𝓵   𝝁      𝓵    𝓵    𝓵                                                         (    ) 
 

    :  دليؿ عدد حالات العامؿ الأكؿ           حيث أف: 
   دليؿ عدد حالات العامؿ الثاني :           كأف:  
 (    بفرض أن حجوم العينات متساويةدليؿ عناصر العينة في كؿ حجرة ):           كأف:     
كيجب أف تحقؽ حسب  (   )ىي أعمدة مف المرتبة  𝓵  و 𝓵 و   شير إلى أف الأشعة نكىنا 

 ( الشركط التالية :6-98)
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∑    

 

   

∑ 𝓵   

 

   

∑  𝓵   

 

   

∑  𝓵   

 

   

                                                                        (    ) 

ف كؿ مف الأشعة  الذم  ،(     ) ىي أشعة عشكائية في كؿ حجرة كتخضع لمتكزيع الطبيعي   𝓵  كا 
متحكلان  pقياسان لػ  nلمتبايف المشترؾ . ككؿ مف ىذه الأشعة يتضمف  Vتكقعو صفر كلو مصفكفة مكحدة 

 .   ك   في كؿ تقاطع ممكف لحالات العامميف 
 ( كما يمي:111-6ككتابة العلبقة )     ( يمكننا تقدير شعاع المشاىدات 151-6كبناءن عمى العلبقة )

  𝓵   ̅  ( ̅   ̅)  ( ̅𝓵   ̅)  ( ̅ 𝓵   ̅   ̅𝓵   ̅)  (  𝓵   ̅ 𝓵)  (    ) 
 

 ىك شعاع المتكسط الكمي لأشعة المشاىدات التجريبية . ̅ حيث أف 
 .   لمشعاع  kىك شعاع متكسط أشعة المشاىدات في الحالة   ̅ كأف   
 .   لمشعاع    ىك شعاع متكسط أشعة المشاىدات في الحالة 𝓵̅ كأف   
 .  لمشعاع    مع الحالة   لمشعاع   ىك شعاع متكسط أشعة المشاىدات المتقاطعة لمحالة 𝓵 ̅  كأف  

أخذ المجاميع الثلبثة ليذه نثـ  ،( كتربيع حدكد الطرفيف79-7مف طرفي العلبقة ) ̅ ثـ نقكـ بطرح 
 نحصؿ عمى العلبقة التالية )بدلالة الأشعة( :ف ،المربعات كتقاطعاتيا

∑∑∑(  𝓵   ̅)(  𝓵   ̅) 
 

   

   ∑( ̅   ̅)( ̅   ̅) 

 

   

 

   

         

   ∑( ̅𝓵   ̅)( ̅𝓵   ̅)                                            

  ∑∑( ̅ 𝓵   ̅   ̅𝓵   ̅)( ̅ 𝓵   ̅   ̅𝓵   ̅) 

 

   

 

   

 ∑∑∑(  𝓵   ̅ 𝓵)

 

   

 

𝓵  

 

   

(  𝓵   ̅)                                

       (    ) 

 كاختصاران نرمز ليذه الحدكد بالرمكز التالية :
                                                                             (    ) 

 ف درجات الحرية المقابمة ليذه الحدكد تساكم :عممان بأ
        (   )  (   )  (   )(   )     (   )            (    ) 

 

 ANOVA tow)( في 154-6( مستخرجة مف حدكد العلبقة )85-7كىنا نلبحظ أف حدكد العلبقة )

way) كذلؾ بتعميـ حدكد المتحكؿ الكاحد إلى التحميؿ المتعدد كبدلالة الأشعة كاستبداؿ كؿ مربع عددم ،
 ليؾ.ىكذا دكاك .. (̅   ̅ )(̅   ̅ )و بالمصفكفة الناتجة عف جداء الشعاع بمنقكل  (̅   ̅ )مثؿ: 

 

 ذم الاتجاىيف كالذم يأخذ الشكؿ التالي : MANOVAكأخيران نضع نتائج الحسابات في جدكؿ 
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 باتجاىين : MANOVA(: جدول 8-7جدول )
 مصدر التبايف SSPمصفكفة مجمكع مربعات الانحرافات كجداء تقاطعاتيا  درجة الحرية   

 (   )        ∑( ̅   ̅)( ̅   ̅) 
 

   

 
 العامؿ الأكؿ
Factor A 

 (   )        ∑( ̅𝓵   ̅)( ̅𝓵   ̅) 
 

   

 العامؿ الثاني 
Factor B 

   
  

|    |

|          |
 (   )(   )        ∑∑( ̅ 𝓵   ̅   ̅𝓵   ̅)  

 

   

 

   

 

                                       ( ̅ 𝓵   ̅   ̅𝓵   ̅)  

 تداخؿ أك تفاعؿ
 Bك Aالعامميف 

   (   )      ∑ ∑∑(  𝓵   ̅ 𝓵)

 

   

 

   

 

   

(  𝓵   ̅ 𝓵)
  

 الخطأ العشكائي
 أك البكاقي

              ∑ ∑∑(  𝓵   ̅)

 

   

 

   

 

   

(  𝓵   ̅)  
 الاجمالي

 )المصحح أك الممعير(
 

 كبعد أعداد ىذا الجدكؿ يككف لدينا ثلبث فرضيات مختمفة ىي:
   عدـ كجكد تأثير لتداخؿ العامميف تنص عمى ىي فرضية ك  : عدم التداخل الإولى: فرضية فرضيةال
 كنكتب ذلؾ كما يمي :،              عمى المتحكلات التابعة    ك

                                                             (    ) 
                    (   )زكج كاحد عمى الأقؿ مف أجؿ     :مقابؿ الفرضية البديمة

( كالمعرؼ   )المرتبط بنسبة الإمكانية العظمى    أما مؤشر الاختبار المناسب لذلؾ فيك المؤشر 
 بالعلبقة :

   
  

|    |

|          |
               (             )                  (    ) 

   إذا كانت قيمة    كيتـ رفض 
 كىنا يشترط أف يككف :  صغيرة بقدر كاؼٍ لتحقيؽ مستكل الدلالة   

 محددة إيجابيان . SSPEكذلؾ حتى تككف المصفكفة  (   )     
ليصبح خاضعان تقاربيان لمتكزيع    كبيرة . فإنو يمكف تحكيؿ المؤشر  nأما عندما تككف حجكـ العينات 

( 38-7المعرؼ في ) Bartlittكذلؾ باستخداـ تحكيؿ  ،عميو    تطبيؽ أسمكب اختبار  ثـ ،   
 : ةمع الاحتفاظ بشكؿ فرضية العدـ السابق   تقاربيان إلى التكزيع    لتحكيؿ تكزيع 

باحتماؿ ثقة    إننا نقبؿ فرضية العدـ فكعندىا .                       
 إذا تحقؽ الشرط التالي: (   )

 

 0  (   )  
(   )  (   )(   )

 
1      

   (   )(   )  
 ( )                   (    ) 
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  (   )(   ) (، كأف 84-7ىي القيمة المحسكبة مف العلبقة )   حيث أف 
ىي القيمة الحرجة  ( ) 

(   )(   )كلدرجة الحرية   المقابؿ لمستكل الدلالة    لمتحكؿ      
 ( غير محقؽ .85-7إذا كاف الشرط )  بمستكل دلالة    كنرفض الفرضية 
 ملاحظة ىامة : 

   ارم تأثير العامميفبار تأثير التداخؿ قبؿ إجراء اختتنفيذ اختبإف منطؽ الأفضميات يقتضي أف يتـ 
. كعندىا كمف  ان كاضح ان تفسير    ك   . فإذا كاف تأثير التداخؿ مكجكدان، فمف يككف لتأثير العامميف   ك

.    ك   كجية نظر عممية ليس مف الصكاب متابعة إجراء الاختبارات المتعددة حكؿ تأثير العامميف
بمفرده ( لتحرم ظيكر    كبدلان مف ذلؾ يجب إجراء تحميؿ التبايف البسيط ذم الاتجاىيف )لكؿ متحكؿ 

ف المتحكلات التي لا تظير أم التداخؿ في بعض ىذه المتحكلات كعدـ ظيكره في بعضي ا الآخر، كا 
تمكننا مف تفسير تأثير كؿ منيما )إف كجد( مف خلبؿ مصطمحات  فييا،   ك   تداخؿ لتأثير لمعامميف 

 ليذيف العامميف، كلكف بشرط أف تككف التأثيرات الأخيرة مكجكدة . الخاصالتأثير 
. كعندىا              عمى المتحكلات    ك   كالآف لنفترض أنو لا يكجد تداخؿ لتأثير العامميف:

 .   ك   فقط ننطمؽ لاختبار التأثيرات الرئيسية لكؿ مف
مقابؿ      نضع فرضية العدـ الثانية ،   ختبار تأثير: لاعدم  تأثير العامل الأول الثانية: فرضيةال

 كما يمي :   بالنسبة لػ     الفرضية البديمة 
                                                             

 (    )                    كذلؾ مف أجؿ حالة كاحدة عمى الأقؿ                                    

ف مؤشر الاختبار المناسب ليذه الفرضية ىك المؤشر    كا 
 المعرؼ بالعلبقة التالية :  

  
  

|    |

|         |
                                                                                 (    ) 

  إذا كانت قيمة    كيتـ رفض 
 .  صغيرة بقدر كاؼ لتحقيؽ مستكل الدلالة   
  عمى  Bartlittكبيرة فإننا نطبؽ تحكيؿ  nكعندما تككف حجكـ العينات 

خاضعان حتى يصبح ،   
 إذا تحقؽ الشرط التالي : (   ). كعندىا نقبؿ فرضية العدـ باحتماؿ ثقة    تقاربيان لتكزيع 

 0  (   )  
(   )  (   )

 
1     

   (   )  
 ( )                      (    ) 

  حيث أف 
 ( .88-7المحسكبة مف العلبقة ) Wilk's Lambdaىي قيمة مؤشر   

  (   ) أما       
كلدرجة   المقابمة لمستكل الدلالة    فيي القيمة الحرجة لمتحكؿ تكزيع  ( ) 

 .  (   )الحرية 
كنضع فرضية    كبطريقة مشابية نقكـ باختبار تأثير العامؿ : عدم تأثير العامل الثاني الثانية: فرضيةال

 كما يمي :    مقابؿ الفرضية البديمة      العدـ
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      𝓵  (    )                كذلؾ مف أجؿ حالة كاحدة عمى الأقؿ                             

ف مؤشر الاختبار المناسب لذلؾ    ىك المؤشر    كا 
 المعرؼ بالعلبقة التالية :  

  
  

|    |

|         |
                                                                             (    ) 

ننا نرفض    إذا كانت قيمة    كا 
 .  صغيرة بقدر كاؼٍ لتحقيؽ مستكل الدلالة   
  عمى  Bartlittكبيرة فإننا نطبؽ تحكيؿ  nأما إذا كانت حجكـ العينات 

لنجعمو خاضعان تقاربيان   
 إذا تحقؽ الشرط التالي : (   )باحتماؿ ثقة     . كعندىا نقبؿ فرضية العدـ    يع لمتكز 

 0  (   )  
(   )  (   )

 
1     

   (   )  
 ( )                   (    ) 

  حيث أف 
 ( .91-7المحسكبة مف العلبقة ) Wilk's Lambdaىي قيمة مؤشر   

 (   ) أما 
 . (   )كلدرجة الحرية   المقابمة لمستكل الدلالة    فيي القيمة الحرجة لمتحكؿ  ( ) 

ولمقارنة الفروقات بين معالم النموذج، يمكننا الاستناد إلى طبيعة أأما بالنسبة لإنشاء مجالات الثقة المتزامنة 
 تأثيرات ىذه العوامل، والاعتماد عمى العلاقات التي استخرجناىا في تحميل التباين البسيط ذي الاتجاىين.

يككف تأثير التداخؿ ميملبن، فإنو يمكننا التركيز عمى مقارنة الفركقات بيف التأثيرات  كفقط عندما كعندما
 .كاختبار تأثير كؿ منيما   ك   الرئيسية لمعامميف

 (       )كما يمكننا تطبيؽ أسمكب )بكنفيركني( لإنشاء المجالات المتزامنة لمفركقات بيف المركبات 
 .   لتأثيرات العامؿ  (     )، كلمفركقات    امؿ لتأثيرات الع

    الفركقات مركبات الذم تنتمي إليو ،كبذلؾ نجد أف المجاؿ المتزامف حسب أسمكب )بكنفيركني(
 ىك المجاؿ التالي : (   )باحتماؿ ثقة  (         )

(         )  ( ̅    ̅  )   (
 

  (   )
)  √

   

 
 

 

  
                 (    ) 

  SSPTكىي درجة الحرية لػ  (   )     حيث أف: 
  SSPEفي المصفكفة  jىي قيمة العنصر القطرم     ف: أك       
 . ( ̅   ̅ )في الشعاع  jىي المركبة  (  ̅    ̅ )ف: الفرؽ أك       

باحتماؿ  (        )كبطريقة مشابية نجد أف مجاؿ الثقة المتزامف، الذم تنتمي إليو الفركقات 
 ىك المجاؿ التالي : (   )

(       )  ( ̅    ̅  )   (
 

  (   )
)  √

   

 
 

 

  
                    (    ) 

ف:    (   )     حيث أف:    SSPEفي  jىك العنصر القطرم     كا 
ف: الفرؽ         . ( ̅   ̅ )في الشعاع  jىك المركبة  (  ̅    ̅ )كا 



 الفصؿ السابع                   الجزء الثاني                                                              

355 

 

لقد اعتبرنا عند إجراء تحميؿ التبايف المتعدد باتجاىيف أف المشاىدات تتكرر  :(   )الحالة الخاصة 
n ك   مرة في كؿ حجرة مقابمة لتقاطعات حالات العامميف   (n  مكحدة كيمثؿ حجـ العينة في كؿ

ف ىذه الخاصية )التكرار( تستخدـ لفحص كجكد تأثيرات التداخؿ بيف العامميف   .   ك   حجرة( . كا 
كلكف يمكننا في بعض الحالات إجراء ذلؾ التحميؿ بالاعتماد عمى مشاىدة كاحدة في كؿ حجرة 

.     عطينا الحد الخاص بتأثير التداخؿ  يىا فإف النمكذج الرياضي ذم الاتجاىيف لاكعند،  (   )
   في ىذه الحالة يككف مختصران كيتضمف فقط تأثيرات العامؿ  MANOVAكبذلؾ فإف جدكؿ 
الخطأ العشكائي )البكاقي( . كىذه التأثيرات ىي التي تشكؿ مركبات التبايف  دكح   كتأثيرات العامؿ 

 . SSPTالكمي 
ف النمكذج لػ   يأخذ الشكؿ التالي : (   )في ىذه الحالة  MANOVAكا 

  𝓵   ̅        𝓵    𝓵                                                   (    ) 

 تحقؽ الشرطيف التالييف :   في    حيث أف: 

∑     

 

   

                         ∑   𝓵   

 

   

                                                (    ) 

الذم تكقعو صفر ،  (     ) : ىي أشعة مستقمة كتخضع لمتكزيع الطبيعي المتعدد  𝓵  ف أك 
 . Vكمصفكفة تباينو 

 كبطريقة مشابية لممعالجة التي أجريناىا في الفقرة السابقة نقكـ بالإجراءات التالية :
( 1-6عمى شكؿ تصفيفات كما فعمنا في المثاؿ )             نكتب مشاىدات المتحكلات  -1

 كما يمي:

  𝓵   ̅  ( ̅   ̅)  ( ̅𝓵   ̅)  (  𝓵   ̅   ̅𝓵   ̅)                  (    ) 

ىك متكسط   ̅ ف أ. ك    لمعامؿ  kىك متكسط الحالة   ̅ : ىك المتكسط الكمي . كأف  ̅ حيث أف 
 .   لمعامؿ  ℓالحالة 

 

( )طكيلبن  ان كاحد ان ( كنشكؿ منيا شعاع1نعيد تنظيـ أسطر التصفيفات التي حصمنا عمييا في البند ) -2
 يمي : كنحسب مجاميع مربعات الانحرافات كمجاميع الجداءات المتقاطعة ليا فنحصؿ عمى ما

                                                                        (    ) 

 كالتي تقابميا درجات الحرية التالية :
     (   )  (   )  (   )(   )                          (     ) 

 

   المختصر الذم يتألؼ مف تأثيرات العامميف MANOVA( في جدكؿ 2نمخص حسابات البند ) -3
فإف  ،    . كىنا يجب أف نلبحظ أنو عندما يككف  (   )عندما يككف  اكالبكاقي عنيم   ك

SSPE ف  ىيف يصبح مساكيان لمصفكفة صفرية،في جدكؿ الاتجا كبدرجة حرية تساكم الصفر . كا 
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التقاطعات( تصبح مساكية لمصفكفة  مصفكفة التداخؿ بيف العامميف )مجمكع المربعات كجداءات
 درجة حرية( . (   )(   )الأخطاء )مجمكع مربعات البكاقي كجداءات تقاطعاتيا كالتي تقابؿ 

   ك   ( لاختبار تأثيرات العامميف3الخلبصة الحسابية التي حصمنا عمييا في البند ) نستفيد مف -4
 .       كبمستكل دلالة 

( كلكف بعد استبداؿ درجة الحرية 131-6( ك)135-6العلبقتيف ) كلإجراء ىذا الاختبار نستخدـ
 . (   )(   )بدرجة الحرية  (   )  

كذلؾ حتى تككف المصفكفة  (   )(   )  ؤكد عمى كجكب تحقؽ الشرط التالي: نكىنا 
SSPE . محددة إيجابيان باحتماؿ يساكم الكاحد 

ضافة[ Jonhson, Wichern P. 255]مأخكذ مف  (:3-7مثال )  بتصرؼ كا 
، لكؿ منيما حالتيف    ك   ، الناتجة عف تأثيرات عامميف           ( متحكلات 3لدراسة تغيرات )

قياسات ليذه المتحكلات في كؿ حجرة مقابمة  (   ) عينة بحجـ فقط )منخفضة كمرتفعة(، قمنا بأخذ
 فحصمنا عمى البيانات الكاردة في الجدكؿ التالي :   ك   لتقاطعات حالات العامميف 

 (: بيانات المثال9-7جدول )              
   العامؿ الثاني 

 العوامل الحالات
 Low الحالة المنخفضة High الحالة المرتفعة

      

[         ]

[          ]
[         ]
[         ]
[         ]

 

      

[         ]

[         ]
[         ]
[         ]
[         ]

 Lowالحالة المنخفضة  

العامؿ الأكؿ 
         

[         ]
[         ]
[         ]
[          ]
[         ]

 

      

[         ]
[         ]
[         ]
[         ]
[         ]

 Highالحالة المرتفعة  

المتقاطعة لمحالات الممكنة مف كلمتابعة الدراسة تـ حساب مصفكفات مجمكع المربعات كالجداءات 
ذم الاتجاىيف، كالذم يأخذ الشكؿ  MANOVA( كتـ كضعيا مباشرة في جدكؿ 85-7العلبقات )

 التالي :
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 باتجاىين MANOVA(: جدول 11-7جدول )

 المختصرة المصفكفات درجة الحرية Dقيمة المحدد 
رمز 

 المصفكفة
 مصدر التبايف

4413114       
                   
                
            

 SSPA  العامؿ الأكؿ   

25114289       
                  
               
            

 SSPB  العامؿ الثاني   

7914848 (   )(   )    
                  
               
            

 SSPAB 
   ك   التداخؿ لػ

Interaction 

27517498   (   )     
                   
                
             

 SSPE 
الخطأ العشكائي أك 

 Residualالبكاقي 

1452153        9 
                    
               
             

 SSPT 
الاجمالي )المصحح 

 ( ̅ أك الممعير بػ 

لأنو يكضح لنا النتيجة مباشرة، فإذا  (Interaction)ار التداخؿ بباختكلإجراء الاختبارات اللبزمة، نبدأ 
بشكؿ كاضح، كعندىا لا تكجد جدكل مف    ك   لا يمكننا تفسير تأثير العامميف وكاف تأثيره معنكيان، فإن

 .   ك   اختبار تأثير
 .   ثـ تأثير   تبار تأثيرأما إذا كاف تأثير التداخؿ غير معنكم، فيمكف إىمالو كالانتقاؿ إلى اخ

 :)أنظر الجدكؿ السابؽ(مف العلبقة    كلإجراء اختبار التداخؿ نقكـ بحساب قيمة المؤشر

   
  

|    |

|          |
 

        

        
        

 

(   )(   )]مف العلبقة المناسبة ليذه الحالة  Fثـ نقكـ بحساب قيمة المتحكؿ   كىي: [  

  .
     

 

   
 /  

  (   )     
 

[|(   )(   )   |   ]
 

 .
     

 

   
 /  

   ⁄

   ⁄
 

(   )(   )|   ذم درجتي الحرية  ( ) يخضع تمامان لمتكزيع  Fعممان بأف    |        
(   )     ك       كبالتعكيض نجد أف :        

  (
        

      
)
( )( )( )     

|     |   
 

                                           

المقابمة لدرجتي  ( )      عف القيمة الحرجة        كعند مستكل الدلالة  Fثـ نبحث في جداكؿ 
 الحرية 

   |     |                       ( )( )( )         
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 تساكم : ( )      فنجد أف القيمة الحرجة 
      ( )        (    )       

 

لذلؾ نقبؿ ،           نجد أنو :  ( ) مع القيمة الحرجة        كبمقارنة القيمة المحسكبة 
. كنستنتج أنو لا يكجد                        التي تقكؿ أف:    فرضية العدـ 

 .   ك   تأثير معنكم لتداخؿ العامميف 
مف    لذلؾ نقكـ بحساب قيمة ، ك التقريبية    : يمكف إجراء ىذا الاختبار باستخداـ طريقة ملاحظة
 ( التالية:85-7العلبقة )

    [( )( )(   )  
    ( )( )

 
]   (      )       

 

   مع القيمة الحرجة    كبمقارنة ىذه القيمة المحسكبة لػ
كالتي        عند مستكل دلالة  ( ) 

 تساكم :
   

 ( )    
 (    )                                                                   

 

السابقة . كنحصؿ عمى نفس النتيجة    ، لذلؾ نقبؿ فرضية العدـ              نجد أف : 
ار تأثير . كبما أف تأثير التداخؿ غير معنكم، فإننا نيممو كننتقؿ لاختبFالتي حصمنا عمييا مف التكزيع 

  نقكـ بحساب ك  ،   امؿ الأكؿالع
 مف العلبقة المناسبة التالية :  

  
  

|    |

|         |
 

        

        
        

 

مف العلبقة  (             )المناسبة ليذه الحالة    ثـ نقكـ بحساب قيمة المتحكؿ
 التالية:

   .
    

 

  
 /  

(  (   )     )  ⁄

(|(   )   |   )  ⁄
 

 

   (
        

      
)
(      )  ⁄

(|   |   )  ⁄
      

ثـ نحسب درجتي        نفترض أف  ( )      كلمقارنة ىذه القيمة المحسكبة مع القيمة الحرجة 
 الحرية كما يمي :

   |   |                       (      )     
 نجد أف : Fكمف جداكؿ 

      ( )        (    )       
،           نجد أف :  ( ) مع القيمة الحرجة         كبمقارنة ىذه القيمة المحسكبة 
كذلؾ بمستكل دلالة ،                 التي تقكؿ أف:     لذلؾ نرفض فرضية العدـ 

 .           عمى تغيرات المتحكلات المذككرة    كنستنتج أنو يكجد تأثير معنكم لمعامؿ .      
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  لذلؾ نقكـ بحساب  ،  كبطريقة مشابية يمكننا اختبار تأثير العامؿ الثاني 
مف العلبقة المناسبة   

 :التالية

  
  

|    |

|         |
 

        

        
        

 

مف العلبقة  (             )المناسبة ليذه الحالة    ثـ نقكـ بحساب قيمة المتحكؿ 
 التالية :

   (
    

  
)  

(  (   )     )  ⁄

(|(   )   |   )  ⁄
 (

        

      
)  

(      )  ⁄

(|   |   )  ⁄
      

 

 كالتي تساكم نفس القيمة السابقة . ( )      مع القيمة الحرجة    كبمقارنة ىذه القيمة المحسكبة 
       ( )        (    )                                                                              

 

               التي تقكؿ:     لذلؾ نرفض فرضية العدـ ،             نجد أف 
عمى    . كمف ذلؾ نستنتج أنو يكجد تأثير معنكم لمعامؿ الثاني        كذلؾ بمستكل دلالة 

 .           المتحكلات الثلبثة 
ككذلؾ النسبة المئكية لتأثير كؿ مف التداخؿ    ك   كأخيران يمكننا حساب النسبة المئكية لتأثير كؿ مف 

كالأخطاء مف خلبؿ تقسيـ محددات المصفكفات المقابمة ليا عمى محدد المصفكفة الاجمالية كالذم يساكم 
|    |  أف النسب المئكية لمتأثير تساكم ما يمي : فنجد         

 والتداخل والبواقي : (: النسب المئوية لتأثير العوامل11-7جدول )        
 مصدر التبايف       Interaction الخطأ العشكائي 
 النسبة المئكية % 42144 23189 7151 26119 144%
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 التحميل الإحصائي متعدد المتغيرات

 

 الجزء الثالث
 الانحدار الخطي والارتباط القانوني 

 
 . الانحدار الخطي البسيطالفصل الأول: 

 : تمييد .1-1
 : صياغة النموذج .1-2
 عمى النموذج الخطي .الافتراضات الموضوعة : 1-3
 تقدير معالم النموذج بطريقة المربعات الصغرى .: 1-4
 حساب معامل الارتباط .: 1-5
 .   وحساب معامل التحديد  Yحساب القيم النظرية لـ : 1-6
 : تقدير جودة التمثيل وتحميل التباين .1-7
 : الاستدلال من تابع الانحدار المقدر .1-8

 : الخطي المتعدد والمضاعف الانحدارالفصل الثاني: 
 : تمييد .2-1
 الافتراضات الموضوعة عمى النموذج الخطي المتعدد .: 2-2
 تقدير معممات النموذج بطريقة المربعات الصغرى .: 2-3
 . 𝛽واختبار معنويات  bحساب تباينات شعاع التقديرات : 2-4
 : تحميل التباين لدراسة صلاحية النموذج .2-5
 من تابع الانحدار المقدر . : الاستدلال2-6
 لانحدار المتعدد الخطي المعياري .: ا2-7
 : الانحدار المتعدد المضاعف )من الطرفين( .2-8

 : خواص تقديرات طريقة المربعات الصغرى .2-8-1
 .     : تقدير القيمة المتوقعة لمتابع المضاعف 2-8-2
 .     : التنبؤ بشعاع القيم الحقيقية لمتابع المضاعف 2-8-3
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 : الارتباط القانونيالفصل الثالث: 
 تمييد .: 3-1
 المفاىيم العامة للارتباط القانوني .: 3-2
 . Yو Xالشروط المفروضة عمى المتحولات : 3-3
 : التحميل الرياضي للارتباط القانوني .3-4
  : اختبار معنوية القيم الذاتية 3-5

 .   أو معاملات الارتباط   
 : خلاصة التحميل الرياضي .3-6
 : الارتباط القانوني المعياري .3-7
 ( .Loading: حساب التحميلات القانونية )8 -3
 ( من التحميلات المباشرة .      النماذج القانونية ) كفاءة : تقييم9 -3
 ( من التحميلات العابرة .      النماذج القانونية ) كفاءة يم: تقي10 -3
 : مثال عام .3-11

 المراجع المعتمدة:
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 الفصل الأول
 Simple Linear Regressionالبس يط  الخطي الانحدار

 
 :تمييد: 1-1

، Y متحول كمي تابع ونرمز لو بـ ، البسيط يدرس العلاقة بين متحولين كميين فقطالخطي إن الانحدار 
، أو كالعلاقة بين  X وعمره Y كالعلاقة بين وزن الطفل، X نرمز لو بـ Y ومتحول كمي مستقل ومؤثر في

 . ...الخ X فيياوعدد السكان  Y أو كالعلاقة بين الناتج المحمي لمدولة ،X وعدد أفرادىا Y إنفاق الأسرة
ونأخذ عنصراً،  n ولدراسة مثل ىذه العلاقات في المجتمع المفروض نسحب عينة عشوائية من عناصره بحجم

 . ونضعيا في جدول منظم كالتالي :X وY لكل من          من كل عنصر فييا القياسات المتقابمة
 :Yو X(: بيانات العينة لـ 1-1جدول )

 رقم عنصر العينة i 1 2 3 ....   ....   وسطالمت الانحراف المعياري
    ̅    ....    ....             
    ̅    ....    ....             

 حصاء .من العلاقات المعروفة في الإ   و   و ̅ و ̅ حيث يتم حساب 
نحصل عمى ما يسمى بشكل الانتشار،     عمى المستوى          وعند رسم ىذه النقاط المتقابمة 

 الأشكال التالية : حدوالذي يأخذ أ

Y

X X

Y

1y

2y

y

b –               a –               

X

YY

X

Y

X

C –             d –             e –               
 (: أشكال الانتشار1-1الشكل )
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 ىي: Xو Yومن ىذه الأشكال نلاحظ أنو يوجد لدينا عدة أشكال ممكنة لمعلاقة بين 
 ( .1-1من الشكل ) bو aكما عمى الرسمين  المتزايد والمتناقص الارتباط أو الانحدار الخطي -

 ( .1-1من الشكل ) dو cين كما في الرسم المتزايد والمتناقص المنحني أو الانحدار الارتباط -

 ( .1-1من الشكل ) eكما في الرسم  Xو Yعدم وجود ارتباط بين المتحولين  -

 : صياغة النموذج:1-2
( . وسنفترض 1-1من الشكل ) bو aوسنركز اىتمامنا ىنا عمى الانحدار الخطي المبين في الرسمين 

ن الصيغة   Xو Yبين  أن الطبيعة العامة لمعلاقة في المجتمع ىي ليا الرياضية ىي علاقة سببية ، وا 
 من الشكل الخطي التالي :

  𝛽  𝛽                           (النموذج في المجتمع)                         

ىو حد الخطأ العشوائي . وىو متحول عشوائي مؤلف من حدود مستقمة عن بعضيا البعض   حيث أن 
ن توقع Xومستقمة عن المتحول المستقل  ن تباينيا ثابت ويساوي        يا يساوي الصفر ، وا  ، وا 

 .           ، وىي تخضع لمتوزيع الطبيعي    
    ( في المستوى 1-1فيي أعداد حقيقية، تعمل عمى تحديد وضعية المستقيم )  𝛽و  𝛽أما الأمثال 

مازالت   𝛽و  𝛽. ولكن بما أن الأمثال   𝛽مساوياً لـ    وقاطعو مع   𝛽وبحيث يكون ميمو مساوياً لـ 
 ( في المستوى يبقى غير محدد .1-1مجيولة فإن وضع المستقيم )

مناسب لذلك المستقيم في المستوى نعتمد عمى بيانات العينة المسحوبة من ذلك الوضع الولتحديد 
، فإذا كان شكميا يوحي لنا باتجاه خط مستقيم         المجتمع، ونرسم شكل الانتشار لمنقاط اليندسية 

 قديري التالي :وتأخذ الشكل الت أيضاً  في العينة ىي علاقة خطية Xو Yنفترض أن العلاقة بين 
                          ( نموذج العينة )                                

( ومؤلف من حدود مستقمة   ىو حد خطأ التقدير، وىو متحول عشوائي آخر ) يختمف عن   حيث أن 
 وضعية المستقيم تختمف من عينة لأخرى . . لأن          وخاضعة لمتوزيع الطبيعي 
ذا أخذنا قيمة محددة لـ   وتساوي :   نرمز ليا بـ  Yفإننا نحصل عمى قيمة عددية لـ  ،  مثل  Xوا 

                                                                                  
ذا اعتمدنا عمى معادلة مستقيم العينة  فإننا    مثل  Xلـ وأخذنا قيمة محددة          وا 

 ونكتبيا كما يمي :  ̃ . نرمز ليا بـ Yعمى قيمة تقديرية لـ  مقابميا سنحصل
                 (قيمة    التقديرية أو النظرية)                                     ̃ 

 ( نجد أن بيانات العينة تعطينا أن:3-1وبتعويض ذلك في )
    ̃                                                                       

 . وىو يساوي :   ىو مقدار الخطأ في تقدير    أن : و  .   وىو تقدير           ̃ حيث أن 
        ̃                                                                   
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 الافتراضات الموضوعة عمى النموذج الخطي ىي:: 1-3
 دقيقة ومحددة )غير عشوائية( . Xأن تكون قياسات المتحول المستقل   -1

 . ) أي أن العلاقة  بينيما سببية(ويساىم في تفسير تغيراتو Yمؤثراً عمى  Xأن يكون المتحول   -2

 ( مشاىدات .3عدد المشاىدات الزوجية عن ) لا يقلأن   -3

 .       مساوية لمصفر     الخطأ العشوائي ودأن تكون القيمة المتوقعة لحد  -4

 .   وتساوي  Xثابتة عند كل قيم     الخطأ العشوائي حدود أن يكون قيمة تباين   -5

مستقمة عن بعضيا البعض وتخضع لمتوزيع الطبيعي   العشوائي  أن تكون حدود الخطأ  -6
          . 

 . Xمستقمة عن المتحول المستقل     أ العشوائيأن تكون حدود الخط  -7
 ولتوضيح ىذه الأمور نعرضيا عمى الشكل البياني التالي :

iy

iy
ie ie

P

i

0
1
 

Y

X










0

1

Y

b

b
X

e







0x

              :

)     (

               yi ix

Q

X

Y

 
 لانحدار في المجتمع والعينةا(: مستقيما 2-1الشكل )

 

 حساب معالم النموذج بطريقة المربعات الصغرى :: 1-4

فضل وضعية ممكنة بين أحتى يكون مستقيم الانحدار في العينة ممثلًا لشكل الانتشار يجب أن يأخذ 
∑)وىذه الوضعية ىي التي تجعل مجموع مربعات أخطاء التقدير  ،نقاط الانتشار   

  
اصغر ما  (   

 يمكن، وىذا ىو مبدأ طريقة المربعات الصغرى ونكتبو كما يمي :

∑  
 

 

   

 ∑     ̃  
 

 

   

 ∑            
 

 

   

                      

ونضع ىذين المشتقين    ثم بالنسبة لـ    أصغر ما يمكن نشتقو بالنسبة لـ  ( ̃  ̃ ) ولجعل المقدار 
 مساويين لمصفر فنحصل عمى ما يمي:
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 وبعد إصلاح ىذين المشتقين نحصل عمى المعادلتين العاديتين التاليتين :

      ∑  

 

   

 ∑  

 

   

             

  ∑  

 

   

   ∑  
 

 

   

 ∑    

 

   

                                                              

 

فنحصل عمى قيمتين محددتين ،    و   ثم نحل ىاتين المعادلتين الخطيتين المتين تتضمنان المجيولين 
 ( التاليتين :9-1كما يمكن حسابيما مباشرة من العلاقتين المكافئتين لـ )، ا ليم

   
∑       ̅ ̅

∑   
    ̅ 

                                                                                 

 
    ̅     ̅                                                                                                

 عمى الترتيب . Yو Xىما متوسطا قيم  ̅ و ̅ حيث أن 
 

 ي ( :: حساب معامل الارتباط ) البيرسون1-5

 نستخدم العلاقة المعرفة كما يمي : Xو Yبين    ي( لحساب معامل الارتباط )البيروسون
    

∑     ̅      ̅ 

    ̅    

 
∑       ̅ ̅

√ ∑  
    ̅   ∑  

    ̅  
                       

 

+( كان الارتباط قوياً 1، وكمما كانت قيمتو قريبة من )            أن:    ومن خواص
لا تتأثر     ( كان الارتباط قوياً وعكسياً . كما أن قيمة -1وطردياً، وكمما كانت قيمتو قريبة من )
 . Yأو  Xبواحدات القياس المستخدمة في قياس قيم 

 . Yحساب القيم النظرية لـ : 1-6

 فنحصل، ( 4-1عوضيما في معادلة النموذج )ن (9-1المعادلتين ) من      و    بعد حصولنا عمى
 :عمى المعادلة التقديرية التالية

 ̃                                                                                              

 تساوي:  ̃ عمى قيمة تقديرية نظرية    فييا نحصل مقابل كل قيمة  Xوبتعويض قيم 
 ̃                                                                                                      

ثم نربعيا ونضعيا في   ̃        نقوم بحساب الأخطاء ،   ̃ نحصل عمى القيم النظرية وبعد أن 
 جدول مناسب كما يمي :
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 لإجراء الحسابات اللازمة(: جدول مساعد 2-1جدول )
الانحراف 
 المعياري

 iرقم العنصر  I ... 3 2 1 ...   المتوسط

    ̅    ...    ...             
    ̅    ...    ...             
̃̅  ــــــــــــــــــــــ   ̅  ̃  ...  ̃  ...  ̃   ̃   ̃   ̃  
   ̃           ̃        ̃        ̃      ...   ̃      ...   ̃      0 ــــــــــــــــــــــ
  ̃      ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ

        ̃  
        ̃  

        ̃  
       ̃  

  
 

 التالية :( نحسب الخطأ المعياري لمتقديرات من العلاقة 2-1ومن الجدول )

   ⁄  √
∑     ̃   

   
 √

∑  
 

   
                                                                 

 العادي من العلاقة :   ولتقدير جودة التمثيل نقوم بحساب معامل التحديد 

     
∑  

 

∑     ̅  
                                                                             

 من العلاقة : المعدلكما يمكن حساب معامل التحديد 

    
    

    
 

  
 

                                                                                   

 قريبة من الواحد كان التقدير جيداً .   وكمما كانت قيمة 
. عد المعروفة في الاقتصاد القياسيحسب القوا   و    و   و    كما يمكننا اختبار معنوية التقديرات 

 وسنتعرض ليما في الانحدار المتعدد . 
 :وتحميل التباين اختبار جودة التمثيل: 1-7

. ولذلك نقوم  Xبدلالة  Yلدراسة تغيرات  ANOVAار صلاحية النموذج نستخدم تحميل التباين بلاخت
 يمي: كما ̅ عن متوسطيا الحسابي  Yبتحميل مجموع مربعات انحرافات 

∑     ̅  
 

   

 ∑     ̃   ̃   ̅  
 

   

                        

∑     ̅   ∑     ̃  
 

 

   

 ∑  ̃   ̅  
 

   

     

                                     

 

∑ومن جية أخرى نلاحظ أن الحد الأول يساوي    
  

 كما يمي :  ̅ و  ̃ تعويض بأما الحد الثاني فنعالجو  ،   

∑  ̃   ̅ 

 

   

 ∑                 ̅ 
 

 

   

   
 ∑     ̅  

 

   

                             

 التالي:( تأخذ الشكل 18-1د ) بعد تبديل موقعي الحدين ( أن )وبذلك نج

∑     ̅  
 

   

   ∑     ̅  
 

   

 ∑  
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 وباستخدام الرموز المعروفة ليذه المجاميع نجد أن:
                                                                                       

 ن درجات الحرية المقابمة ليا ىي كما يمي:وا  
                                                                                     

 ثم نقوم بوضع فرضتي الاختبار كما يمي:
(النموذج غير صالح)                    فرضية العدم
الفرضية البديمة                                                

                                       

 كما يمي: ANOVAوبعد إجراء الحسابات اللازمة نضع النتائج في جدول 
 :Xبـ  Y لاختبار علاقة ANOVA(: جدول 3-1جدول )
 مصدر التباين  درجة الحرية  مجموع المربعات متوسط المربعات Fقيمة 

  
   

   
 

    
   

 
 

   
 ∑     ̅   

    ∑  ̃   ̅  
 

 

   
 ∑     ̅   

 Xالمتحول  1

     
   

   
 

    ∑     ̃  
 

 

 

 ∑  
 

 

 
    

الأخطاء أو 
 البواقي

 الاجمالي       ̃     ∑      
 

المعرف  F( نقوم باختبار صلاحية التمثيل باستخدام المؤشر 3-1واعتماداً عمى بيانات الجدول )
 بالعلاقة :

  
   

   
 

  
 ∑     ̅  

∑  
       

                                                                          

لذلك نقوم بمقارنة قيمة  ،      و     بدرجتي حرية  Fوىو متحول عشوائي يخضع لتوزيع 
F ( مع القيمة الحرجة لمتحول 1-23المحسوبة من )       

ودرجتي   عند مستوى الدلالة     
 ونتخذ القرار كما يمي : ،  و   الحرية 

في النموذج  معدومة  X. التي تقول أن أمثال    نقبل فرضية العدم                إذا كانت 
 . Xو Yونستنتج أن النموذج لا يمثل العلاقة المدروسة بين ،      

     ونقبل الفرضية التي تقول أن    نرفض فرضية العدم                أما إذا كانت 
 .      باحتمال  Xو Yبين  ونقول أن النموذج يمثل العلاقة
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 :تابع الانحدار المقدر ن: الاستدلال م1-8

. عمماً بأن عممية التنبؤ    مثل  Xالمقابمة لقيمة معينة لـ  Yبقيمة التنبؤ  مسائلوىو يستخدم لمعالجة 
 .     ىذه القيمة باحتمال ثقة الذي يحتويالمجيولة ثم إيجاد مجال الثقة  Yتعني إيجاد تقدير لقيمة 

ذا  Y. ونريد أن نتنبأ بقيمة    مثل  Xلذلك نفترض إننا اخترنا قيمة لـ   ا إلى الشكلذىبنالمقابمة ليا، وا 
 ىي: Y( قيم لـ 3يوجد لدينا )   ( نلاحظ أنو مقابل أية قيمة 3-1القادم )

         ، وىي قيمة مجيولة وتقابل النقطة    ليا بـ  مزونر  Yالقيمة الفعمية أو الحقيقية لـ   -1
 (، وىي تساوي حسب النموذج العام ما يمي:3-1عمى الشكل )

   𝛽  𝛽                                                                      

ىي عبارة عن متحول عشوائي يخضع في المجتمع لتوزيع احتمالي    : لأن    القيمة المتوقعة لـ  -2
معين، ويمكن أن يأخذ أية قيمة ممكنة لو )حسب العينات المختمفة(. وتتمركز ىذه القيم حول توقعيا 

ن ىذا التوقع   ، وىو يقع عمى مستقيم الانحدار في المجتمع ويقابل القيمة      الرياضي  ، وا 
 يساوي حسب النموذج العام ما يمي :مجيول أيضاً . ولكنو 

 ( 
 
)    𝛽  𝛽        𝛽  𝛽          (مستقيم المجتمع)           

، ولقد رمزنا ليا عمى الشكل    وىي نقطة تقع عمى مستقيم المجتمع )المجيول أيضاً( وتقابل القيمة 
 .   المقابمة لـ    ، وىي تمثل مركز التوزيع الاحتمالي الشرطي لـ   ( بالرمز 1-3)

 

وتحسب من معادلة مستقيم     ـوىي قيمة تقديرية ل ̃  ونرمز ليا بـ  :  القيمة التقديرية لـ   -3
 الانحدار لمعينة بعد حسابو أصولًا وتساوي ما يمي:

  
 ̃
                                                   (مستقيم العينة)                   

)حسب    غير متحيز لمقيمة الفعمية  اً تقدير تعتبر وىي ، وىي قيمة معمومة وتقع عمى مستقيم العينة 
 خواص تقديرات المربعات الصغرى( .

ذا أخذنا توقع ىذه القيمة التقديرية )حسب العينات المختمفة( نجد أن:  وا 
 ( 

 ̃
)                           𝛽  𝛽                      

 

وبمقارنة العلاقتين  )حسب تقديرات المربعات الصغرى(  𝛽       و  𝛽       وذلك لأن
 عمى العلاقة التالية:( نحصل 27-1( و)1-25)

 ( 
 ̃
)  𝛽  𝛽                                                                      

 ) ىو تقدير غير متحيز لمتوقع   ̃ أي أن التقدير 
 
 ) يساوي  ̃  أيضاً، لأن توقع  (

 
) . 

،   لدينا قيمتان مجيولتان ىما: القيمة الفعمية يكون    قيمة مقابل كل وىكذا نستنتج مما سبق إنو 
 ) والقيمة المتوقعة ليا 

 
المحسوبة من معادلة  ̃  لدينا قيمة معمومة ىي القيمة التقديرية ، ويكون (

في عمميات التنبؤ  ̃  وسنستفيد من ىذه القيمة المعمومة  ،المدروسة ( من بيانات العينة26-1)لانحدارا
 ) الفعمية وبقيمة القيمة المتوقعة ليا    بقيمة 

 
( 26-1). وذلك لأنو قد وجدنا من العلاقتين (
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 ) الفعمية ولمقيمة المتوقعة ليا    ىي تقدير غير متحيز لكل من  ̃  ( أن 28-1و)
 
. لذلك  (

 )  بقيمة و    بقيمة ي عممية التنبؤف اسنعتمد عميي
 
 كما يمي:(

 :   المقابمة لـ       وىي    التنبؤ بالقيمة المتوقعة لـ  - أ

 ( فنجد أن:4-1من النموذج المقدر ) ̃  نقوم أولًا بحساب القيمة التقديرية ليا 
  ̃                                                                                                

العربيد. و ثم نقوم بحساب الانحراف المعياري ليا من العلاقة التالية )انظر البرىان عند العشعوش، 
 ( .113ص

     ̃      ⁄  √
 

 
 

     ̅  

∑     ̅  
                                              

 

ثم نقوم بإنشاء مجال الثقة ذي  ،(15-1ىو الخطأ المعياري المعرف بالعلاقة ) ⁄   حيث أن: 
 من العلاقة التالية :      لـ       الاحتمال 

  ̃       (
 

 
)       ̃          ̃       (

 

 
)       ̃                 

 

. ولكن ىذا المجال يزداد       باحتمال       وىو مجال يحتوي عمى القيمة المتوقعة 
 .   ̅     ، وذلك بسبب الحد ̅ اتساعاً كمما ابتعدنا عن المتوسط 

 

 :   المقابمة لـ   التنبؤ بالقيمة الفعمية   - ب

 ( فنجد أيضاً أن:4-1من النموذج المقدر )   المقابمة لـ   نقوم أولًا بإيجاد تقدير القيمة الفعمية 
  ̃                                                                                             

 الذي يتضمن في ىذه الحالة مصدرين لمخطأ ىما: ̃  ثم نقوم بحساب الانحراف المعياري لمتقدير 
 .  ̃  بواسطة       خطأ تقدير القيمة المتوقعة  -

  والذي تباينو    خطأ القياس الفردي لـ  -
⁄   تباين الأخطاء بوالذي يقدر   

  . 

يجب أن يكون أوسع من مجال الثقة لمقيمة المتوقعة    وبالتالي نستنتج أن مجال الثقة لمقيمة الفعمية 
  ( 

 
يحسب من العلاقة التالية:  -ةفي ىذه الحال –  ̃  . وليذا فإن الانحراف المعياري لمتقدير  ( 

 ( .116)انظر البرىان عند العشعوش، والعربيد ص

      ̃      ⁄  √  
 

 
 

     ̅  

∑     ̅  
                                              

 

 (15-1ىو الخطأ المعياري المعرف بالعلاقة ) ⁄   حيث أن: 
 من العلاقة التالية:      ذي الاحتمال     ثم نقوم بإنشاء مجال الثقة لمقيمة الفعمية 

  ̃       (
 

 
)        ̃       ̃       (

 

 
)        ̃                 
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نو يزداد اتساعاً كمما ابتعدنا عن      باحتمال    وىو مجال يحتوي عمى القيمة الفعمية  . وا 
 .   ̅     بسبب الحد  ̅ المتوسط 
 الخارجي يجب أن لا نبتعد كثيراً عن حدود نطاق بيانات العينة . لأنعند إجراء عمميات التنبؤ : ملاحظة

 يزيد الخطأ المرتكب ويقمل من دقة النتائج . ذلك
 Y)بالدولار( وكمية استيلاكيا من المحم  Xأدرس العلاقة بين مقدار دخل الأسرة  (:1-1مثال )

وذلك اعتماداً عمى بيانات ،        و      )كغ/شيريا( ثم تنبأ بكمية الاستيلاك عندما 
 مختمفة والمبينة في الجدول التالي : ( أسر    عينة مؤلفة من )

 )المصدر فرضي((: بيانات العينة 4-1جدول )
الانحراف 
 المعياري

 رقم الاسرة 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 المتوسط

دخل الاسرة  210 290 350 480 490 730 780 850 920 1010 611 282251
X$ 

32171 925 12 15 8 12 11 8 11 6 7 5 
كمية 
 Yالاستيلاك 

kg 
 

 الحل: قبل كل شيء نرسم شكل الانتشار فنجد أنو كما يمي:

5

10

15

20

100 200 500 1000 1500

Y

X

             
              

               

 0E Y

               0Y

              0Y

0x

0
1
 

Y
b

b X
e






0
1
 

Y

X










 (: شكل الانتشار3-1الشكل )
 

̅    و           ( نجد أن 4-1ومن الجدول ) ̅   و                و      
 ىي علاقة خطية من الشكل :في العينة  Xو Y بين نفترض أن العلاقةو 
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-1و) (10-1) المعادلتين ( أو من9-1من المعادلتين )   و   وحتى نستطيع حساب المعممتين 
 إعداد الحسابات الواردة في الجدول التالي :أن نقوم ب عمينا،  (11

 (: الحسابات المساعدة5-1جدول )
 iرقم الأسرة  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 المجموع

4
4
5
1
5
0
0

 

1
0
2
0
1
0
0

 

8
9
6
4
0
0

 7
2
2
5
0
0
0

 

6
0
8
4
0
0

 

5
3
2
9
0
0

 

2
4
0
1
0
0

 

2
5
0
4
0
0

 

1
2
2
5
0
0

 

4
8
1
0
0

 

4
4
1
0
0

 

  
  

993 144 225 64 144 121 64 121 36 49 25   
  

64490 12120 13800 6800 9360 8030 5920 5280 2100 2050 1050      

 القيم النظرية 5291 6262 7216 8233 8241 10257 11202 11264 12227 13208 95
 ̃          

3
2
26
4
32

 

1
21
6
6
4

 

6
24
5
2
9

 1
3
22
4
96

 

0
29
6
0
4

 

0
21
8
4
9

 

0
21
6
8
1

 

7
21
2
0
9

 

1
23
4
5
6

 

0
21
4
4
4

 

0
28
2
8
1

 

  
       ̃  

  

 

 فنجد أن : (،11-1و) (10-1نعوض نتائج ىذه الحسابات في المعادلتين )

   
∑     

   ̅ ̅

∑   
    ̅  

                  

                
 

    

      
         

 

    ̅     ̅                                                                
 معادلة العلاقة الانحدارية تأخذ الشكل التالي : وبذلك نحصل عمى أن

 ̃                                                                                             

ثم  ،( السابق5-1في السطر الخامس من الجدول ) وضعناىاو   ̃ ومن ىذه العلاقة حسبنا القيم النظرية 
  ̃     قمنا بحساب مربعات الفروقات 

 ووضعناىا في السطر الأخير فوجدنا أن :  
∑     ̃  

  ∑  
                            

  
       

 
        

 

 :كما يميليما  بعد حساب المقام والمعدل التحديد العادي يمنيا نحسب معاممو 

∑     ̅  
  

   

 ∑  
    ̅

  

 

                                                                       

                                        فيكون لدينا:
∑(    ̅)

 

 
 

    

  
      

     
∑  

 

∑     ̅  
   

       

    
            

 من العلاقة: المعدلثم نحسب معامل التحديد 
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من     كما يمكننا حساب معامل الارتباط  .(       ومنيما نستنتج أن جودة التمثيل جيدة )لأن 
 العلاقة :

    
∑       ̅ ̅

          

 
                  

                
      

 .        وىنا نلاحظ أن مربع معامل الارتباط يساوي معامل التحديد أي أن 
 وأخيراً نقوم بإجراء تحميل التباين فنجد أن المجاميع المطموبة تساوي:

    ∑     ̅  
  

   

        
                

    ∑     ̃  
  ∑  

                                 

                                             

 

 

 ليذا النموذج يأخذ الشكل التالي : ANOVAوبذلك نجد أن جدول تحميل التباين 
 ANOVA(: تحميل التباين 6-1جدول )
 مصدر التباين الرمز مجموع المربعات درجة الحرية متوسط المربعات Fقيمة 

  
     

      
       

57280 1 57285 SSX  المتحولX 

 420804 8 32264 SSE )الأخطاء )البواقي 
 الاجمالي SST 90250 9 ـــــــــ 

     ولدرجتي الحرية        الحرجة المقابمة لمستوى الدلالة      ثم نقوم بإيجاد قيمة 
 فنجد أنيا تساوي :     و

       
                      

لذلك نرفض  ،            نجد أن:      المحسوبة مع قيمتيا الحرجة  Fوبمقارنة قيمة 
 .Xو Yونعتبر النموذج صالحاً لتمثيل العلاقة بين            ونقبل            فرضية العدم 

نعوضيا في معادلة  ،       مثل: Xالمقابمة لقيمة  Yلمقيمة المتوقعة لـ التنبؤ  عمميةولإجراء 
 المقدرة : Yالنموذج فنحصل عمى قيمة 

 (كغ   شيريا)                                    ̃ 

. فإننا نقوم بإنشاء مجال الثقة ليا ذي الاحتمال مجيولة     المتوقعة لـ ولكن بما أن ىذه القيمة 
 تتراوح في المجال التالي :     لـ  المتوقعة( فنجد أن القيمة 31-1( من العلاقة )0995)

 ̃        (
 

 
)      ̃              ̃        (

 

 
)      ̃     

 ( التالية:25-1من العلاقة )     ̃    ولذلك نحسب 

    ̃        ⁄  √
 

 
 

     ̅  

∑     ̅  
 √      √
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 وذلك لأن:

∑     ̅  
  

   

 ∑  
     ̅                           

)    نجد أن القيمة الحرجة  (ستودينت)ومن جداول
 

 
)     تساوي: (

 

 
)                  

 وبالتعويض في مجال الثقة نجد أن:، 
 

                                                      
 

                       
 في معادلة النموذج فنجد أن:، نعوضيا       المقابمة لـ       لمقيمة الفعمية لـ ولإجراء عممية تنبؤ 

 (كغ   شيريا)                                    ̃ 

 ( فنجد أن:34-1نطبق العلاقة )     ولإنشاء مجال الثقة لمقيمة الحقيقية لـ 
              √      √  

 

  
 

          

      
                    √      √  

 

  
 

          

      
 

 

                               
                  

 .         باحتمال قدره       المقابمة لـ      وىو مجال يتضمن القيمة الفعمية 
. لأن         الفعمية أوسع من مجال الثقة لمقيمة المتوقعة ليا      وىنا نلاحظ أن مجال الثقة لـ 

عندما يكون  Y. ولمتنبؤ بقيمة الاستيلاك         أكثر تشتتاً من القيمة المتوقعة    القيمة الفعمية 
 عمى سبيل التمرين، وعميو أن يتبع نفس الخطوات السابقة .أن يقوم بيا لقارئ ، ندعو ا       

 

 :حساب تقدير معالم نموذج الانحدار تحت قيود خطية عمييا : 1-9
 عمى الشكل التالي:كان لنفترض أن نموذج الانحدار الخطي العام )في المجتمع( 

  𝛽  𝛽                                                                             

ذا سحبنا عينة عشوائية من عناصر المجتمع وأخذنا قياسات  المقابمة ليا، فإننا  Yمنيا وقياسات  Xوا 
ذا عوضنا ىذه القيم في معادلة    وعمى قيمة    منيا عمى قيمة  iل من كل عنصر سنحص . وا 

 معادلة خطية كما يمي: n( نحصل عمى 35-1النموذج )
   𝛽  𝛽      
   𝛽  𝛽      

         
   𝛽  𝛽      

                                                                             

ولتسييل المعالجات الرياضية نكتب ىذه  ،iىو حد الخطأ العشوائي المقابمة لمعنصر    حيث : 
 المعادلات بدلالة الأشعة والمصفوفات عمى الشكل التالي :

[

  

  

 
  

]  [

 
 
 
 

  

  

 
  

] [
𝛽 

𝛽 
]  [

  
  

 
  

]                                                                   
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 ( مصفوفياً عمى الشكل التالي:35-1وبذلك يمكننا كتابة النموذج )
          𝛽                                                                            

ن عمودىا الأول يتألف من  nوتتضمن  Xسعة لـ ىي المصفوفة المو  Xحيث أن:  سطراً وعمودين. وا 
 : أي أن :  𝛽واحدات حتى يتوافق مع المعممة الثابتة 

  [

 
 

 
 

 

 
 

]          [

 

 

 

 

  

  

 

  

]        𝛽  [
𝛽 

𝛽 
]         [

  
  

 
  

]                        

فإننا ، (10-1( أو )9-1من بيانات العينة من إحدى العلاقتين )  𝛽و  𝛽وعندما يتم تقدير المعممتين 
 وعندىا فإن صيغة النموذج تأخذ الشكل التالي :،   و   سنحصل عمى تقديرىما 

                                                                        

]  حيث أن: 
  

  
ولكنو يخضع لمتوزيع  ، ىو شعاع الأخطاء في العينة وىو يختمف عن  eوأن  ،[
 .         الطبيعي 

 :مثل  𝛽و  𝛽والآن نفترض أن ىناك مجموعة من القيود أو الشروط مفروضة عمى معالم النموذج المجيولة
𝛽                            𝛽  𝛽                             𝛽  𝛽    

 وىنا نلاحظ أنو يمكننا كتابة ىذه القيود مصفوفياً عمى الترتيب عمى الشكل التالي :
[     ]  [

𝛽 

𝛽 
]             [     ]  [

𝛽 

𝛽 
]           [      ]  [

𝛽 

𝛽 
]                

 وبصورة عامة يمكننا كتابة ىذه القيود عمى شكل معادلة مصفوفية واحدة عمى الشكل التالي :

     𝛽         [
  
  
   

] [
𝛽 

𝛽 
]  [

  
 
 

]                                             

سطراً وعمودين .  g: ىي مصفوفة معاملات القيود في معادلاتيا الخطية وىي مؤلفة من Rحيث أن 
أي ، : ىو عمود الثوابت التي في الطرف الثاني لمعادلات القيود Cوأن عدد القيود المفروضة .  gحيث 

بشكل منفرد أو بشكل جماعي ومشترك كما في  𝛽أنو يمكننا كتابة القيود المفروضة عمى معالم النموذج 
     يساويان Cوالعمود  Rوىكذا نجد أن المصفوفة  ( عمى الترتيب .42-1( و)41-1العلاقتين )

 )في ىذه الحالة( ما يمي:

  [
  
  
   

]                               [
  
 
 

] 

 مكننا كتابة أي شرط من القيود السابقة بمفرده عمى الشكل التالي :كما ي
[     ]  [

𝛽 

𝛽 
]         𝛽    

[     ]  [
𝛽 

𝛽 
]         𝛽   

[      ]  [
𝛽 

𝛽 
]       𝛽   
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، عمماً بأن النموذج (42-1المذكورة في ) Rتحت القيود   𝛽و  𝛽والآن عمينا أن نقوم بتقدير المعالم 
 الشكل التالي :المقدر بدون قيود يأخذ 

                                                                                        

بطريقة المربعات الصغرى من بيانات العينة قبل الأخذ بعين    و   يتم حساب التقديرين حيث 
 . الاعتبار الشروط المفروضة

وعندىا ،    �̃�و   �̃�، نرمز لتقديرىما المقيد بالرمزين: Rتحت القيود   𝛽و  𝛽تين ولتقدير المعمم
 يمكننا كتابة نموذج الانحدار المقيد والمقدر من العينة عمى الشكل التالي :

   �̃�   �̃�         �̃�                                          

 لقيود المفروضة .ىو عمود التقديرات المقيدة با  𝛽حيث أن: 
 .ىو عمود الأخطاء المقيدة بالقيود المفروضة    : وأن      

باستخدام ، وذلك من بيانات العينة   بعد حساب الشعاع غير المقيد   �̃�ويمكن حساب الشعاع المقيد 
 [ .703العلاقة التالية ]انظر البرىان عند عناني ص 

�̃�              [          ] [      ]                          

بالاعتماد عمى طريقة المربعات الصغرى وبدلالة   �̃�التقديرات المقيدة ومنيا نحصل عمى عمود 
 . bالتقديرات غير المقيدة 

𝛽  المجيولة، إذا كانت القيود  𝛽عمماً بأن التقديرات المقيدة تكون تقديرات غير متحيزة لممعالم      
 bأكثر كفاءة من التقديرات  تكون صحيحة، وتكون متحيزة إذا كانت تمك القيود غير صحيحة . كما أنيا

أقل أو  في ىذه الحالة تكون  �̃� لأن مصفوفة التباينات المشتركة لمشعاع ،إذا كانت القيود صحيحة
 ، أي أن:  bمتقديراتل مصفوفة التباينات المشتركة من تساوي

   (�̃� )                                     (إذا كان القيود صحيحة)                         

يجعل مقدرات تمك المعالم  𝛽ن فرض بعض القيود الخطية الصحيحة عمى معالم النموذج وىذا يعني إ
 .أكثر كفاءة لأنيا ستكون أقل تبايناً   �̃�المقيدة 

 ( نضع الفرضيتين كما يمي:42-1) ولاختبار معنوية القيود الخطية المفروضة في
    𝛽 (القيود صحيحة)                          
    𝛽 (القيود غير صحيحة)                      

                                                    

 من العلاقة التالية : Fثم نحسب مؤشر الاختبار 

  

[  
         ]

 
    
   

                                                                      

        و       وبدرجتي حرية:      وىو يخضع لمتوزيع 
 في النموذج . 𝛽ىو عدد المعالم  kحيث أن: 
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  وأن:       
 .    في النموذج المقيدىو يمثل مجموع مربعات الأخطاء      

 . eغير المقيد في النموذج ىو مجموع مربعات الأخطاء      وأن:       
 . 𝛽عدد الشروط المفروضة عمى المعالم  gوأن      

 ( بما يساويو كما يمي:48-1استبدال البسط في العلاقة ) يمكن عمماً بأنو
   

           [    ] [          ]   [    ]                        
 
 

 الشكل التالي : F( لمؤشر الاختبار 48-1وعندىا تأخذ العلاقة )

  

[    ] [          ]   [    ]
 

    
   

                                       

 . gوعددىا  Rومصفوفة القيود  bوالتقديرات  Xبدلالة بيانات العينة  Fوىي علاقة تعطينا قيمة 
( نقوم بمقارنة قيمتيا المحسوبة مع القيمة الحرجة 50-1( أو)48-1من العلاقة ) Fوبعد حساب 
 كما يمي:  �̃�. ونتخذ القرار حول معنوية التقديرات المقيدة   وعند مستوى الدلالة            
 ) القيود صحيحة ( .   نقبل فرضية العدم              إذا كانت 
ذا كانت  التي تعني أن القيود    ونقبل الفرضية البديمة    نرفض فرضية العدم              وا 

 غير صحيحة .
. حسب القواعد المذكورة سابقاً لمتقديرات غير   �̃�كما يمكن إنشاء مجال ثقة لكل من التقديرات المقيدة 

 . bالمقيدة 
 [فبتصر  713 ص.مأخوذ من عناني   ] (:2-1مثال )

مؤلفة  عينة. وذلك بناء عمى بيانات Xوعدد أفراد الأسرة  Yادرس العلاقة بين الإنفاق عمى الاتصالات 
 :والمبينة في الجدول التالي أسر       من 

 (: بيانات المسألة7-1جدول )
 رقم الأسرة 1 2 3 4 5 6 7 المتوسط
 ̅    عدد الأفراد  5 4 5 6 3 2 10   

 ̅  Yمقدار الإنفاق بالآلاف  15 16 12 14 13 11 17    
 

 وذلك تحت القيود الخطية التالية )كل عمى حدة( .
𝛽                    ثم           𝛽  𝛽    

 ( أو من العلاقة التالية:9-1من العلاقة ) bالحل: نقوم أولًا بحساب التقديرات غير المقيدة 
              

 الموسعة كما يمي: Xلذلك نشكل المصفوفة 
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  [

 
 
 
 

  

  

 
  

]                [
    
       

]             [

  

  

 
  

] 

 وبذلك نجد أن:

    [
    
       

]  [

 
 
 
 

  

  

 
  

]  [
   ∑  

∑  ∑  
 
] 

 وبعد الحساب نجد أن:
    *

   
     

+                                                                 
 

         ومنو نجد أن:
 

   
*
      
    

+                                                          
 وكذلك نجد أن:

    [
    
       

] [

  

  

 
  

]  [
∑  

∑    

]  *
  
   

+                

 

  [
  

  
]  

 

   
*
      

    
+ *

  

   
+  *

  

   
+                    

 يأخذ الشكل التالي : غير المقيد ومنيا نجد أن نموذج الانحدار المقدر
 ̃                                                                                   

 نقوم بحساب المجاميع التالية:  𝛽و  𝛽ولاختبار معنوية 
          ̅                        

            ̅                  
                                     

 ̃ 
  

   

   
 

    

 
                                        

                               

        ̃ 
         

    

   
*
      
    

+  *
           
           

+ 

                                                            أي أن:      

 ̃  
                        ̃  

                                                       

 فنجد أن:  𝛽و  𝛽وبناءً عمى ىذه الحسابات نقوم باختبار معنوية 
 : نضع الفرضيتين كما يمي:  أولًا: لاختبار معنوية 

    𝛽                                   𝛽    

 من العلاقة : tثم نقوم بحساب قيمة المؤشر 
  

    𝛽   
 ̃  
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 يساوي:      و      عندما  tنجد أن القيمة الحرجة لـ  tومن جداول 
    (

 

 
)                  

ونقبل الفرضية البديمة التي تفيد أن    لذلك نرفض فرضية العدم ،         وعند المقارنة نجد أن 
    𝛽     قيمة أي أن𝛽  . معنوية 

 : نضع الفرضيتين كما يمي:   : لاختبار معنوية ثانياً 
    𝛽                                   𝛽    

 من العلاقة : tثم نقوم بحساب مؤشر الاختبار 

  
    𝛽   

 ̃  

 
   

     
                           

)    وبالمقارنة بالقيمة الحرجة السابقة: 
 

 
 نجد أن: 29571التي تساوي أيضاً  (

 .   𝛽    لأن غير معنوية   𝛽والتي تفيد أن قيمة    لذلك نقبل فرضية العدم ،         
، والذي     𝛽تحت القيد الأول فقط وىو  ، 𝛽و  𝛽 المقيد والآن نقوم بإعادة تقدير معالم النموذج

 كما يمي: كتابتو يمكن
  𝛽                                                 

[    ] [
𝛽 

𝛽 
]        𝛽       

 

 ( نقوم بحساب ما يمي:50-1ولحساب عناصر العلاقة )

          
  

 

   
*
      
    

+ *
 
 
+  [

   

   
   

   

] 

 ثم نقوم بحساب الجداء التالي :

    
       

  [    ] [

   

   
   

   

]  
   

   
 (عدد)                 

 ثم نحسب المقموب التالي :

[    
       

 ]   
   

   
                                               

 وكذلك نحسب الحد التالي :
      [    ] *

  
   

+             
 ما يمي:تساوي ( 45-1تساوي حسب )  𝛽وبذلك نجد أن التقديرات المقيدة لـ 

�̃�  
 *

  
   

+  [

   

   
   

   

] (
   

   
)     *

  
   

+  *
 

       
+  *

  
      

+ 
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   �̃�  = 10وىنا نلاحظ أن القيد المفروض قد تحقق وأعطانا أن:                             
  

 097267أصبحت تساوي:    𝛽  ولكن قيمة  
ن النموذج المقيد يأخذ الشكل التالي :                                           ̃ وا 

 القيد الأول نضع الفرضيتين كما يمي: صحةار بولاخت
      𝛽            𝛽    
      𝛽            𝛽    

 

 من العلاقة التالية: Fثم نقوم بحساب قيمة مؤشر الاختبار 

  
        * (   )

  
  

 +
  

        ⁄

        ⁄
  

 

  
(  

   
   

  )  ⁄

    
                                   

        وعند درجتي الحرية        عندما  Fثم نقوم بحساب القيمة الحرجة لـ 
 فنجد أن:         و

                            
     𝛽التي تقول أن القيمة    ، لذلك نقبل فرضية العدم            وعند المقارنة نجد أن: 

 ىي قيمة معنوية وأن القيد الأول عمييا ىو قيد صحيح ومقبول .
 بإعادة تقدير معالم لمنموذج المقيد بالشرط التالي:والآن نقوم 

𝛽  𝛽    
 والذي يمكن كتابتو عمى الشكل التالي :

  𝛽       [    ] [
𝛽

 

𝛽
 

]     

 ثم نقوم بحساب العناصر التالية:

         
  

 

   
*
      
    

+ *
 
 
+  [

   

   
   

   

]            

    
       

  [    ] [

   

   
   

   

]  
   

   
(عدد)                  

[    
       

 ]   
   

   
                                               

      [    ] *
  
   

+                        

                                

 

𝛽)وبذلك نجد أن التقديرات المقيدة بالشرط الثاني 
 
 𝛽

 
 ( كما يمي:50-1تحسب من العلاقة) (  
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�̃�   
 *

  
   

+  [

   

   
   

   

] (
   

   
)       *

  
   

+  *
     
      

+  *
     
     

+ 

𝛽)وىنا نلاحظ أن القيد الثاني قد تحقق وأصبح المجموع 
 
 𝛽

 
ار صحة القيد الثاني بولاخت ،(  

 نضع الفرضيتين عمى الشكل التالي :
      𝛽            𝛽  𝛽   
      𝛽            𝛽  𝛽   

 
 

 ( فنجد أن:50-1ثم نقوم بحساب قيمة مؤشر الاختبار من العلاقة )

  
     (

   
   

)       ⁄

    
 

      

    
        

 

لذلك نرفض فرضية            نجد أن:        مع القيمة الحرجة  Fوبمقارنة ىذه القيمة لـ 
 . التي تفيد أن القيد الثاني المفروض غير صحيح بالنسبة لممثال المدروس   ونقبل الفرضية    العدم 
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 الفصل الثاني
 الانحدار الخطي المتعدد والمضاعف

Multivariate & Multiple Linear Regression 
 

 : تمييد: 2-1
مع  Yإن الانحدار المتعدد ىو تعميم للانحدار البسيط ، وىو يتناول دراسة العلاقة بين متحول كمي تابع 

 ىو عدد المتحولات المستقمة . p. حيث             عدة متحولات كمية مستقمة 
ناتج المحمي . ودراسة علاقة ال   وعدد أفرادىا    مع دخميا  Yدراسة علاقة إنفاق الأسرة  :وذلك مثل
 ...الخ .    والواردات    وكمية الصادرات    مع عدد السكان  Yالاجمالي 

 المستفمة والمتحولات Yولدراسة مثل ىذه العلاقات في المجتمع، نفترض أولًا أن العلاقة بين التابع 
 في المجتمع ىي علاقة خطية من الشكل التالي )بدلالة أسماء المتحولات( :            

  𝛽  𝛽    𝛽      𝛽                                        

  Yىي متحولات مستقمة ومرتبطة خطياً مع             حيث أن 
في    تشير إلى مقدار تأثير المتحول  𝛽وأن ، ىي معالم عددية مجيولة   𝛽   𝛽   𝛽   𝛽وحيث أن 

في حال انعدام وجود  Yفيي القيمة الثابتة لـ   𝛽بمقدار وحدة واحدة، وأما    عندما يزداد  Yالتابع 
  .   حولات توتأثير المأ

وىو متحول عشوائي يشترط فيو أن يكون مستقلًا عن يمثل الخطأ العشوائي ،   وحيث أن الحد 
  وأن يكون تباينو مساوياً لمقدار ثابت  ،لمصفر اً وأن يكون توقعو مساوي،  Xالمتحولات 

وأن يكون  ،  
    وتباينو المصفوفة      الشعاع وقعالذي تو            خاضعاً لمتوزيع الطبيعي المتعدد 

   . 
  و  و  𝛽وىنا نشير إلى أن 

ىي مقادير مجيولة يجب العمل عمى تقديرىا من بيانات العينة المسحوبة   
ذا سحبنا عينة من عناصر المجتمع بحجم  من المجتمع  . عنصراً وأخذنا قياسات المتحولات  nوا 
 ووضعناىا في جدول كالتالي : ،المقابمة ليا  Yمنيا وقياسات             

 .عنصراً  n(: بيانات العينة المسحوبة من المجتمع بحجم 1-2جدول )          
 في العينة رقم العنصر         ……   
    ……            1 
    ……            2 
    ……            3 
  ……         

    ……            n 



 الثانيالجزء الثالث                                                                                 الفصل 

330 

 

ذا عوضنا ىذه القيم في النموذج ) معادلة( تأخذ  nنحصل عمى جممة من المعادلات الخطية )( 1-2وا 
 الشكل التالي :

   𝛽  𝛽     𝛽       𝛽       
   𝛽  𝛽     𝛽       𝛽       
   𝛽  𝛽     𝛽       𝛽       
                   

   𝛽  𝛽     𝛽       𝛽       

                                            

 . iالمقابمة لعنصر العينة   ىي حدود الخطأ العشوائي    حيث أن 
( عمى 2-2ولتسييل المعالجات الرياضية المختمفة، سنقوم باستخدام المصفوفات، ونكتب المعادلات )

 الشكل التالي :

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          

          

          

    
          ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝛽 

𝛽 

𝛽 

 
𝛽 ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

                                             

 ( عمى الشكل التالي :1-2وبذلك يمكننا كتابة النموذج )
                                                                                              

 

ن عمودىا الأول  ،عموداً       يتضمن  Xوىنا يجب أن نشير إلى أن تشكيل المصفوفة الموسعة  وا 
،        تساوي  Xكما إن مرتبة  ، 𝛽يتألف من الواحدات، وذلك حتى يتوافق مع المعممة الثابتة 

(. 1-2الداخمة في النموذج الخطي )  𝛽   𝛽   𝛽   𝛽المعممات  عدد يساو ي      حيث 
عمينا تقدير المعممات المجيولة  في عمميات التحميل والتنيؤ، وللاستفادة من ىذا النموذج

𝛽   𝛽   𝛽   𝛽   ولكننا قبل أن نبحث في ذلك نستعرض الافتراضات أو  ، وتقدير حدود الخطأ
 تحققيا عناصر ىذا النموذج . أن الشروط التي يجب

 

 : الافتراضات الموضوعة عمى نموذج الانحدار المتعدد:2-2
 تصنف ىذه الافتراضات إلى نوعين: ىيكمية وعشوائية:

 وىي الشروط التي يجب أن تتوفر في المتحولات المستقمة والمتحول التابع الافتراضات الييكمية :
 وىذه الافتراضات ىي:  وىي غير مرتبطة بالمتحول العشوائي 

وذلك       أي أن يكون  ، 𝛽عدد المعممات       أكبر من  nأن يكون حجم العينة  -1
 لضرورات رياضية سنراىا لاحقاً .

وىذا يعني أن تكون معاملات  ،مستقمة عن بعضيا البعض            أن تكون المتحولات  -2
ن ىذا ، و  رتباطية المشتركة لياتأكد من ذلك من خلال المصفوفة الإالارتباط بينيا ضعيفة ويمكن ال ا 
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أعمدة  تكون أن يكافئوىذا  ،   كاممة وتساوي  Xالاستقلال يعني أن تكون رتبة المصفوفة 
 ن تركيب خطي لعمود آخر )أو أكثر(.أي لا يمكن لأي منيا أن ينشأ م مستقمة خطياً. Xالمصفوفة 

علاقة خطية . ويمكن التأكد             كل من المتحولات المستقمة و  Yأن تكون العلاقة بين  -3
 وتمك المتحولات . Yن بيمن ذلك من خلال حساب معاملات الارتباط الثنائية 

( معاً من خلال المصفوفة الارتباطية 3( و)2) ية يمكننا التحقق من الافتراضينوفي التطبيقات العمم
 . Yو Xالمشتركة لـ 

 .)غير عشوائية( غير متضمنة لأخطاء القياس محددة ودقيقة، أي    ةدالمشاىلقياسات أن تكون ا -4
 

 وىي:  : وىي افتراضات أو شروط موضوعة عمى المتحول العشوائي الافتراضات العشوائية 

 معدوماً . أي أن يكون :   أن يكون التوقع الرياضي لكل  -1

                                                                                            
 

 أي أن :،    ر ثابت امساوياً لمقد   أن يكون تباين  -2

                  (  
 )                        عدد ثابت              

 

 ن يكون :معدوماً . أي أ   و   أن يكون التباين المشترك لأي حدين مختمفين  -3

                                                                                

 العينة مستقمة عن بعضيا البعض . مختمفة من وىذا يعني أن حدود الخطأ العشوائي المقابمة لعناصر
كما   ( في شرط واحد وكتابتيما ضمن مصفوفة التباين المشترك لـ 3( و)2يمكن دمج الشرطين ) -4

 يمي:

           [           ]                               

 وذلك لأن :

                   

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

 [            ]  [

                           

                           
 

                           

] 

 وبناء عمى الافتراضات السابقة نجد أن:

           

[
 
 
 
 
     
     
    
     
     ]

 
 
 
 

                                                 

 ىي مصفوفة قطرية وعناصر قطرىا الرئيسي متساوية وتساوي  أي أن مصفوفة التباينات المشتركة لـ 
    . 

 ( في عبارتين رياضيتين كما يمي :3( و)2( و)1وباختصار يمكننا دمج الافتراضات )
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[
 
 
 
 
  
  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
     

     

     
 

     ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

                                                                 

 

                  

[
 
 
 
 
  
  

  

 
  ]

 
 
 
 

 [            ]                          

خاضعاً لمتوزيع الطبيعي المتعدد   ومن أجل إجراء اختبارات المعنوية اللاحقة يشترط أن يكون   -5
أي ان يكون خاضعاً لـ  ،     ( ولو مصفوفة التباين المشترك 0الذي توقعو الشعاع )

          . 

 أي أن يكون: Xمستقلًا عن المتحولات   أن يكون   -6

                                                                                                 

دون أي التباس بسبب تقاطعيا مع  Yعمى التابع Xوذلك حتى نتمكن من قياس وتفسير أثر المتحولات 
 عمى ىذه الافتراضات في البراىين اللاحقة . وسيتم الاعتماد.  
 : تقدير معممات النموذج بطريقة المربعات الصغرى : 2-3

ونأخذ منيا القياسات المتقابمة لكل  nلتقدير معممات النموذج نسحب عينة من عناصر المجتمع بحجم 
تقديرات معينة ىي              ثم نفترض أن الأعداد ،          والمتحولات  Yمن 

من النموذج    في المجتمع . وبذلك نجد أنو يمكننا حساب قيمة المشاىدة   𝛽  𝛽  𝛽  𝛽لممعممات 
 ونكتب ذلك كما يمي: ، يسمى خطأ التقدير   خطأ آخر بولكن  ،( السابق2-1)

                                                              
ذا أخذنا جميع المشاىدات فإنو يمكننا كتابتيا مصفوفياً كما يمي:  وا 

[
 
 
 
 
 
  

  

 
  

 
  ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          

          

    
          

    
          ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
  

  

 
  

 
  ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
  

  

 
  

 
  ]

 
 
 
 
 

                                     

 وباستخدام الرموز المصفوفية يمكننا كتابة النموذج السابق كما يمي:
                                                                                                   

يو ف   ، أما  ىو شعاع خطأ التقدير )البواقي( وىو يختمف عن شعاع الخطأ العشوائي  eحيث أن 
-2من العلاقة ) Yوتقدير eاضي عن الخطأ غوىنا نلاحظ أنو يمكننا الت.  𝛽شعاع تقدير المعممات 

 ونكتب ذلك كما يمي:     وذلك بوضع ذلك التقدير مساوياً لـ ،(15
 ̃                                                                                                         
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 الفعمية تساوي : Y( نحصل عمى أن 16-2()15-2ومن العلاقتين )
   ̃                                                                                                       

 يساوي : e وبذلك نجد أن شعاع البواقي
     ̃                                                                                   

 ما يمي:يساوي    خطأ  يكون لدينا i وأنو مقابل أي مشاىدة
       ̃                                                                                

 ، وىو يساوي: bفي العمود  X المصفوفة من iىي ناتج جداء السطر   ̃ حيث أن  
 ̃                                                                               

بحيث يكون مجموع مربعات الأخطاء التقديرية في              المعممات إيجاد قيم وعمينا الآن 
 غر ما يمكن . أي بحيث يكون المقدار:العينة أص

  ∑  
 

 

   

 ∑     ̃  
 

 

   

                                                        

 كما يمي : مصفوفياً  والذي يمكن كتابتو
       [             ]                                               

) حسب قواعد الاشتقاق في المصفوفات ( ونضعو  bبالنسبة لـ   نشتق  bولحساب عناصر الشعاع 
 مساوياً لمصفر فنجد أن:

  

  
 [

 

  
       ]               [

 

  
      ]                 

 

  

  
 [   ]              [  ]                                                 

 

  

  
                                                                   

لذلك فإنو يساوي ،       ىو شعاع من المرتبة               بما أن الجداء الأخير لكن و 
 ، أي يكون لدينا ما يمي :ومنقول

         [        ]                                                  
 ( نحصل عمى ما يمي:23-2وبالتعويض في المشتق الأخير )

  

  
                                                  

 نحصل منيا عمى المعادلة التالية .  صلاحالإوبعد 
                                                          أو عمى المعادلة             

                                                                                                       

|   |نظامية )محددىا غير معدوم     فإذا كانت المصفوفة  ( فإن مقموبيا يكون موجوداً .    
 عمى أن:فنحصل ،         ( بـ 26-2وعندىا نضرب من اليسار طرفي المعادلة )
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 تساوي : bومنيا نجد أن 

                                                                                       
في العلاقة  bنعوض  ،  ثمبين عناصر الطرفين ةبإجراء مطابق bومنيا يمكننا حساب عناصر الشعاع 

 : ةلتابع الانحدار التالي قدرةفنحصل عمى الصيغة الم، ( 2-26)
 ̃                           �̃�                                                                 

 لتسييل التعامل معو في المعالجات الرياضية. �̃�بدلًا عن الرمز bاعتمدنا الرمز  قدول
وىنا نشير إلى أنو  ، 𝛽بشعاع تقديرات المربعات الصغرى لممعممات b: يسمى شعاع التقديرات ملاحظة

 ي يساوي :ذال،    من منقولو  bعاع يمكننا حساب عناصر الش
   [           ]                                                        

 متناظرة ومنقوليا يساوييا .         وذلك لأن المصفوفة 
 كما يمي : Yلتابع اولدراسة جودة تمثيل النموذج نحمل مجموع مربعات انحرافات 

∑     ̅  
 

 ∑     ̃   ̃   ̅   ∑     ̃  
 

 ∑  ̃   ̅  
 

                   
 التالية: المعروفة ونرمز ليذه المجاميع بالرموز

                                                                                                     

 : إحدى العلاقات التالية من   ثم نحسب معامل التحديد 
   

   

   
 

∑   ̃   ̅   
   

∑      ̅   
   

   
∑      ̃   

∑      ̅     

   
   

   
                  

 وىو يعبر عن النسبة المئوية التي يفسرىا النموذج من التباين الكمي .
 وأخيراً يمكننا حساب معامل الارتباط المتعدد من العلاقة :

   √                                                                                               

 كما يمكننا حساب معامل التحديد المعدل من العلاقة :
     

     
   

     
                                                              

     فإن :                                         ، كبيراً  nوعندما يكون حجم العينة 
  ̃   

 حالات خاصة :
بدلالة بيانات  خطيةلات ادعمعمى شكل  b( لحساب شعاع المعممات 27-2يمكننا أن نصيغ العلاقة )

 تلأنيا تعطينا جممة من المعادلا( 26-2. ولكننا ىنا سنستخدم العلاقة )Yوالشعاع  Xالمصفوفة 
وسنكتفي باستخراج ىذه  بدلالة بيانات العينة . (            )   الخطية لممعممات المجيولة 

 المعادلات لمحالتين الخاصتين التاليتين :
 حالة الانحدار الخطي البسيط . وعندىا يكون شكل النموذج كما يمي:الحالة الأولى : 

                                                                                    



 الثانيالجزء الثالث                                                                                 الفصل 

335 

 

فعندىا نجد أن ، Yو Xعنصراً وأخذنا منيا القياسات المطموبة لـ  nولنفترض أننا سحبنا عينة حجميا 
 أشعة نموذج الانحدار البسيط تأخذ الأشكال التالية :

  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

         

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

       

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

           [
  

  
]                                

 ( نجد أن:26-2وبتطبيق العلاقة )
                                                                                             

[
              
            

]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 [
  

  
]  [

              
            

]  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                 

 وبإجراء عمميات الضرب في الطرفين نحصل عمى أن:

[
 
 
 
 
          ∑  

 

   

∑       ∑  
 

 

   ]
 
 
 
 
 

 [
  

  
]  

[
 
 
 
 ∑  

 

∑    

 

   ]
 
 
 
 

                                                                  

نحصل عمى  في الشعاعين، العناصر المتقابمة ةطابقموبإجراء الضرب في الطرف الأيسر والقيام ب
 المعادلتين الخطيتين التاليتين:

      ∑   ∑                

  ∑     ∑  
  ∑    

                                                                              

 .   و   ا نحسب كل م( المتين حصمنا عمييما في الانحدار البسيط . ومني9-1وىما نفس المعادلتين )
ونترك  (11-1و) (10-1( فنحصل منيا مباشرة عمى العلاقتين )27-2وكان يمكن تطبيق المعادلة )

 ذلك لمقارئ .
 وعندىا يكون شكل النموذج  ،فقط   و   : حالة الانحدار المتعدد الخطي بمتحولينالحالة الثانية

 الخطي كما يمي:
                                                                                 

 كما يمي : nوبذلك تكون المصفوفات المقابمة لعناصر العينة ذات الحجم 

  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

         

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

      

      

  
      ]

 
 
 
 

       

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

          [

  

  

  

]                                

           ( نجد أنيا تساوي : 26-2وبتطبيق العلاقة )
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[
                   

                

                

]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

      

      

  
      ]

 
 
 
 

[

  

  

  

]  [
                   

                

                

]  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

 نحصل عمى ثلاث معادلات خطية ىي:، العناصر المتقابمة  ةطابقموبإجراء الضرب في الطرفين والقيام ب

      ∑  

 

   ∑  
 

 

 ∑  

 

                  

  ∑     ∑  
    ∑  

  ∑          

  ∑  
    ∑  

    ∑  
  ∑  

    

                                               

                  :المجيولة ومنيا نحسب المعممات 
 من البيانات التالية : XوYبين  البسيطة أوجد النموذج الرياضي لمعلاقة الخطية (:1-2) تمييدي مثال

 (:2-2جدول )                
 i 1 2 3 4 5 المتوسط

2 4 3 2 1 0    
5 9 8 3 4 1    

 نفترض أن النموذج الرياضي ىو من الشكل التالي : :الحل
                                                                              

 نشكل المصفوفات والأشعة كما يمي:   و   ولحساب المعممتين 

  

[
 
 
 
 
  
  
  
  
  ]

 
 
 
 

    *
     
     

+    [
  

  
]    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

 

 

    *
     
     

+  

[
 
 
 
 
  
  
  
  
  ]

 
 
 
 

 *
   
    

+ 

 

        
 

          
*
     
    

+  *
       
       

+ 
 

    *
     
     

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

 *
  
  

+                            

 يساوي : bومما سبق نجد أن الشعاع 
  [

  

  
]              *

       
       

+  *
  
  

+  *
 
 
+ 

̃                          أي أن معادلة النموذج المطموب ىي:               
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 نطبق العلاقة : ̃ ولحساب القيم النظرية 

 ̃      

[
 
 
 
 
  
  
  
  
  ]

 
 
 
 

*
 
 
+  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

 

 فنجد أن : eولحساب الفروقات نحسب شعاع البواقي 

  

[
 
 
 
 
  

  

  

  

  ]
 
 
 
 

    ̃  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
  
 
 ]

 
 
 
 

 

 يساوي : ومنيا نلاحظ أن مجموع البواقي
∑               

 ولكن مجموع مربعاتيا يساوي :

∑  
      [      ]

[
 
 
 
 
 
 
  
 
 ]

 
 
 
 

                     

عن  Yنقوم بحساب مجموع مربعات انحرافات المتحول التابع    ولحساب معامل التحديد 
̅  المتوسط  نجد أن:ف ,    

∑     ̅                                         

 وبذلك نجد أن:

     
∑  

 

∑     ̃  
   

 

  
 

  

  
        

 ومنو نجد أن معامل الارتباط المتعدد يساوي :
     √          

 المدروسين . Xو Yوىي مؤشرات جيدة وتدل عمى جودة تمثيل النموذج لمعلاقة بين 
 

 :  : حساب تباينات شعاع التقديرات  2-4
،  𝛽عن الشعاع  bىذه التباينات نقوم بإيجاد مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة لمشعاع لحساب 

 ( كما يمي:27-2( وكتابة العلاقة )4-2فنجد أنو يمكننا الاستفادة من العلاقة )
                         𝛽                                                            

 

             𝛽                   𝛽                         
 

  𝛽                                                                                               
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 يساوي :  𝛽   ومنيا نجد أن الفرق 
   𝛽                                                                                               

أخذ التوقع الرياضي عمى جميع العينات ب bوبناء عمى ذلك يمكننا حساب مصفوفة التباينات المشتركة لـ 
 الممكنة لجداءات تمك الفروقات كما يمي :

        [   𝛽    𝛽  ]                                                               

 ( نجد أن:43-4من العلاقة )  𝛽   وبتعويض 
         [           ]  [           ]  

        [                     ]             

                                ]      

 (لأن         متناظرة)                   

 ( نجد أن:11-2وبالاستفادة من )
                   

           ]                                                                   

         
                    ]    

                                                
 

  أن:وأخيراً نجد 
         

                                                                                                
  عمينا أن نجد تقديراً لتباين الخطأ العشوائي        ولحساب عناصر المصفوفة 

ولذلك  ،المجيول  
 :فيكون لدينا  Qبالرمز  نرمز لمجموع مربعاتياو ،   eنمجأ إلى خطأ التقدير 

  ∑  
 

 

   

                                                                                                     

 ( أن:18-2فنجد من العلاقة ) Qثم نأخذ التوقع الرياضي عمى جميع العينات الممكنة لـ 
              [             ]                                              

 ( أن:27-2( و)4-2ومن جية أخرى نجد من العلاقتين )
       𝛽      [            𝛽    ]                                                       

 

      𝛽               𝛽                                                      
 

                    [             ]                                   
 

 ونكتبيا كما يمي:    وىي من المرتبة  𝛤والآن لنرمز لممصفوفة ضمن القوس الأخير بالرمز
𝛤                                                                                                         

 تتمتع بخاصتين ىامتين ىما :ىي مصفوفة مشيورة و  𝛤عمماً بأن المصفوفة 
 لمبرىان عمى ذلك نجد أن:و  يا،متناظرة، وذلك لأن منقوليا يساوي 𝛤إن المصفوفة  -1

𝛤
 
 [             ]  [  

              ]  [             ]  𝛤                
 

 ولمبرىان عمى ذلك نجد أن : ،إنيا عديمة القوة )أو جامدة( لأن جداءىا بنفسيا يساوييا -2

𝛤   𝛤  [            ]  [            ]                                                          
                  [          ][          ]                 

                [                     ]                        
                                                                                 

𝛤   𝛤               𝛤                                                                                 
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 ( فييا فنجد أن :48-2من العلاقة )       ( ونعوض 47-2والآن نعود إلى معالجة العلاقة )
       [             ]    ] [             ]                                           

      [                 ][                 ]   [   𝛤  𝛤   ]
    

 ( نجد أن:51-2وبناء عمى العلاقة )
      [   𝛤   ]                                                                                                 

ذا رمزنا لعناصر المصفوفة  فإننا نجد أنو يمكننا كتابة الجداء ،     بالرمز     ذات المرتبة  𝛤وا 
(   𝛤  كما يمي : (  

   𝛤    [            ]

                           
 

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

      

           عدد 

 

وبعد إجراء عمميات الضرب نحصل عمى عدد سممي ينتج عن حصيمة الجداءات المختمفة . وبصورة 
 عامة يمكننا أن نرتب ونكتب تمك الجداءات حسب مجاميعيا القطرية وغير القطرية كما يمي :

   𝛤    ∑     
 

 

   

 ∑∑         

 

   

 

   

                                           

 وبذلك نجد أن :

      [   𝛤   ]  ∑       
  

 

   

 ∑∑     (     )

 

   

 

   

                    

     فإن مساوية لمصفر ،          شترط أن تكون ت( 7-2وبما أن الافتراضات الأساسية في)
 :تأخذ الشكل التالي

     ∑       
  

 

   

 ∑      
 

 

   

                                                                         
 

       
 ∑   

 

   

   
     𝛤                                                                         

. وىو ما يسمى بأثر  𝛤وذلك لأن المجموع الأخير ما ىو إلا مجموع العناصر القطرية لممصفوفة 
 .. وىكذا نجد أن : 𝛤   ويرمز لو بالرمز  𝛤المصفوفة 

       
     𝛤    

    [             ]                                     
 يتمتع بالخاصتين التاليتين :   ن الأثر ولحساب أثر المصفوفة الأخيرة نشير إلى أ

                     (تجميعي)                                                        
 

                     (تبديمي)                                                            
 يساوي :     وبناء عمى ذلك نجد أن 

       
 [                   ]                                                               
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 [                   ]   (تبديل)                                                

 

       
 [           ]                                                                                    

 

       
 [       ]                                                                            

 

ن مجموع عناصرىا القطرية  nواحدية من المرتبة مصفوفة    وذلك لأن      . ولأن        وا 
 .            وان مجموع عناصرىا القطرية       واحدية من المرتبةمصفوفة 

  يساوي التباين المجيول       التوقع وىكذا نجد أن
،  [       ]مضروباً بعدد معموم ىو   

  لـ  غير متحيز تقديراً  Qوىذا يعني أنو يمكننا أن نستخرج من 
عمى العدد  Qبتقسيم وذلك   

 فنحصل عمى المقدار  ،[       ]

       
 وعندما نحسب توقعو نجد أن :،  

 (
 

       
)  

 

       
     

 

       
   

 [       ]           
 

 (
 

       
)    

                                                                                          

 أي أن المقدار 

       
  ىو تقدير غير متحيز لـ  

  لذلك نرمز لو بالرمز  ،  
 ونكتبو كما يمي :  

 ̃ 
    

  
 

       
 

∑   
  

   

       
                                                           

  ويسمى المقدار 
  بتقدير تباين الأخطاء العشوائية   

  . 
       فنجد أنو يمكننا الآن تقدير ،  bوالآن نعود إلى قضية تقدير مصفوفة تباينات شعاع التقديرات 

 ̃ بالاعتماد عمى التقدير ، وذلك ( 45-2في )
 فنحصل عمى أن :، ( 62-2في )الوارد   

   ̃      
                                                                                           

تقديرات تباينات عناصر شعاع أن  ومنيا نجد .           وىي مصفوفة مربعة من المرتبة 
   بـ مضروبة        تساوي عناصر القطر الرئيسي لممصفوفة  bالتقديرات 

   فتباين العنصر،   
  مضروباً بالتباين  jيساوي العنصر الواقع عمى القطر الرئيسي وعمى السطر 

  . 
 ( فيساوي عنصر المصفوفة       أما تقدير التباين المشترك لأي زوج من الأزواج الممكنة )مثل 

  مضروباً بالتباين  kمع العمود  jالواقع عمى تقاطع السطر         
ذلك كما . ويمكننا أن نوضح   

 يمي :

   ̃                
           

  

[
 
 
 
 
   

                   (    )

               

        (    )
              
   (    )     (    )       

 
]
 
 
 
 

            

 X، ومعرفة أثر كل من المتحولات  𝛽ويستفاد من ىذه التباينات في عمميات اختبار معنوية المعممات 
 . Yعمى التابع 
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  خواص شعاع التقديراتb )المحسوبة بطريقة المربعات الصغرى( 

 بالعلاقة الخطية التالية : Yمرتبط مع  bإن الشعاع  -1

                                                                                  

 بالعلاقة التالية :  مرتبط مع الخطأ العشوائي  bإن الشعاع  -2

                        𝛽     𝛽                                   

 ومنيا نستنتج أن:
  𝛽                                                                                            

ولمبرىان عمى ذلك نجد مباشرة من  ،𝛽يساوي شعاع المعممات   إن التوقع الرياضي لمشعاع  -3
 (  أن :5-2)و( 66-2العلاقتين )

      [𝛽            ]  𝛽                𝛽                    

 . 𝛽ىو تقدير غير متحيز لشعاع المعممات  bأي أن الشعاع 
انظر البرىان ، لأن تباينو أصغر من تباين أي تقدير آخر )𝛽ىو تقدير فعّال لمشعاع  bأن الشعاع  -4

 .( [Johnson, wichern P.236]في 
  خواص شعاع البواقيe: 

 بالعلاقة التالية :Yيرتبط مع  eإن شعاع البواقي  -1

     ̃                     [            ]  𝛤                     
 بالعلاقة التالية :  يرتبط مع  eإن شعاع البواقي  -2

  𝛤    𝛤  𝛽     𝛤 𝛽  𝛤     𝛤                                            

𝛤         لأن:     𝛤وذلك لأن الجداء      [            ]        

 يساوي الصفر، لأن : eإن التوقع الرياضي لمشعاع  -3

      (𝛤   )  𝛤                                                                              

 ( .10-2حسب الافتراضات الأساسية )       لأن وذلك 
 (11-2( و)70-2) يساوي حسب العلاقتين eإن مصفوفة التباينات المشتركة لعناصر الشعاع  -4

 يمي:ما

          (𝛤   )  𝛤
 
        𝛤    

  𝛤
 
 𝛤    

  𝛤                   

مضروباً  𝛤من المصفوفة  iيساوي العنصر القطري في السطر    مثل  eأي أن تباين أي عنصر من 
  بالتباين المجيول 

 أي أن :  
          

                                                                                                      

  وبما أن 
  ( بواسطة 62-2يقدر من العلاقة )  

 فإننا نجد أن:  
   ̃       

                                                                                                       

ن انحرافو المعياري يقدر كما يمي:  وا 
  ̃     √  

           √                                                                               
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 لأن : bمستقل عن شعاع التقديرات  e إن شعاع البواقي -5

           [   𝛽       ]                                                              
𝛤   :( نجد أن70-2ومن )             𝛽   ( نجد أن: 67-2ومن ) وبذلك  ،  
 نجد أن:

           [              𝛤]                  [            ]     
 

                
 [                       ]                                              

 وذلك لأن الجداء :
                                                                         

 : ( نجد أن77-2اعتماداً عمى )و . لأن Xمستقل عن المتحولات  eإن شعاع البواقي  -6

        𝛤    [            ]                            
 

 : ( نجد أن72-2و اعتماداً عمى )لأن ̃ مستقل عن شعاع القيم المقدرة  eإن شعاع البواقي  -7

 ̃                                                                      
 

من       شعاع معياري وحساب القيم المعيارية لو  و إلىلتحميل ورسم شعاع البواقي نقوم بتحويم -8
 العلاقة التالية:

      
    ̅

      
 

    

  √   

                                                               

د معيا(، أي نقوم م)لأنو متعا ̃ ثم نقوم برسم شكل الانتشار ليذه النقاط المعيارية بدلالة علاقتيا مع 
ومحوره العمودي   ̃ عمى المستوى الذي محوره الأفقي  (        ̃ )بحساب ورسم النقاط اليندسية 

 )لأنو متعامد معيا أيضاً( . X، بدلالة علاقتيا مع      . كما يمكننا رسم شكل الانتشار لـ       
% 95، ويجب أن تكون         قيم معيارية فإنيا تخضع لمتوزيع الطبيعي المعياري       وبما أن 

وبالتالي نحصل عمى شكل لتوزع ىذه النقاط عمى المستوى  ،[      ]من قيمتيا محصورة في المجال 
 كما يمي:

2

2

0

 iZ e

iy

 
   بدلالة       (: شريط توزع الأخطاء المعيارية 1-2الشكل )
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ستقع ضمن الخطين        فإن معظم نقاط ،فإذا كان النموذج صالحاً لتمثيل العلاقة المطموبة
ذا كانت مبعثرة خارجو فإن التمثيل يكون غير جيد . [      ]المرسومين   وا 

لنموذج صالحاً لتمثيل العلاقة فإن مخطط فإذا كان ا ،   وأخيراً يمكننا أن نحسب ونرسم مخطط 
 سيأخذ شكل خط مستقيم كما يمي:    

0

Q

Q

 
 للأخطاء المعيارية    (: مخطط 2-2الشكل )

وعدد    مع دخميا  Yادرس العلاقة الانحدارية الخطية بين الانفاق الشيري للأسرة  (:2-2مثال )
 التالي:أسرة ، المبينة في الجدول 15عينة عشوائية مؤلفة من بياناتوذلك من ،    أفرادىا 
 (الميرات السوريةف لاالانفاق والدخل بآ(: بيانات العينة )3-2جدول )

 رقم الأسرة 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 ∑
 الانفاق    70 62 65 70 75 80 85 75 68 80 88 90 94 98 100 1200
 الدخل     100 90 95 110 115 120 135 140 115 115 120 130 125 140 150 1800

95 9 8 7 7 8 8 6 5 8 7 6 5 4 4 3     
 عدد الأفراد

1200 

9
8
255

 

9
2

 8
3
290

 

8
5
246

 

8
5
280

 

8
4
225

 

7
7
235

 

8
1
265

 

9
0
245

 

8
2
235

 

7
7
235

 

7
2
235

 

6
3
263

 

6
2
27

 6
2
235

 
 ̃  

4
20

266
 

2
21
0

 

3
6

 1
02

201
 

2
0
270

 

4
28
4

 1
8
206

 

8
7
242

 

4
4
222

 

2
9
270

 

5
25
2

 

5
25
2

 

5
25
2

 

0
25
6

 

0
24
9

 5
8
252

 

    ̃   

 الحل: نفترض أن نموذج الانحدار يأخذ الشكل المتعدد التالي :
                                                       
                                                                          

 أن:حيث 

  

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
 

  
 

   ]
 
 
 
 
 
 

      

[
 
 
 
 
 
 
 
     
    
     
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 
 
 
 

      

[
 
 
 
 
 
 
  

  

 
 
 
 
  ]

 
 
 
 
 
 

      [

  

  

  

] 



 الثانيالجزء الثالث                                                                                 الفصل 

344 

 

 فنجد أن:      نبدأ بحساب المصفوفة  bولحساب تقديرات المعاملات 

    [
       

                 
       

]  

[
 
 
 
 
 
 
     
    
    

   
     
     
     ]

 
 
 
 
 
 

 

 

    [
        

               
          

]  

[
 
 
 
 
         ∑       ∑   

∑     ∑   
  ∑      

∑    ∑        ∑   
 
]
 
 
 
 
 

 

 

وليذا نقوم بحساب  ، لذلك يجب عمينا أن نتأكد من أنيا نظامية ،       ثم ننتقل إلى حساب مقموبيا 
 فنجد أنو يساوي: Dمحددىا 

  |   |  (     نظامية )                                

ثم نقوم بحساب المصفوفة المساعدة ليا، المؤلفة من المصغرات المقابمة لعناصرىا . ونرمز ليا 
 فنجد أنيا تساوي :       

       [
                   
              
                

] 
 

 يساوي :        نجد أن المقموب وبذلك  يساوييا نفسيا و بما ىذه المصفوقة متناظرة فإن منقولياو 

        
 

 
  

 

       
[
                   
              
                

]   
 

 فنجد أنو يساوي :      ثم نقوم بحساب الجداء 

    [
       

                 
       

]

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
 

  
 

   ]
 
 
 
 
 
 

 [
    

      
    

] 

 

 من العلاقة : bومما سبق يمكننا حساب شعاع التقديرات 

              
 

       
[
                   
              
                

]  [
    

      
    

] 

]                                        وبعد إجراء الحسابات نجد أن:        
  
    
    

]  [

  

  

  

] 
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 النموذج المقدر التالي :وبذلك نحصل عمى 
 ̃                                                                                

ثم نقوم بحساب مجموع مربعات البواقي ،   ̃  النظرية ولدراسة جودة تمثيل ىذا النموذج نقوم بحساب القيم
 الأساسي أن: (3-2) فنجد من الجدول

    ∑  
 

 

   

 ∑     ̃  
 

 

   

                                                

̅  عن متوسطيا  Y انحرافات بحساب مجموع مربعات نقوم ثم  فنجد أنو يساوي :     

    ∑     ̅  
 

   

                                                                

 من العلاقة :   ثم نقوم بحساب معامل التحديد 
     

   

   
   

      

     
                                                    

 

          √                                ومنو نجد أن معامل الارتباط المتعدد

  عمينا أن نحسب التباين  bمتقديرات المشتركة لوالتباينات تباينات ال تقديرول
 من العلاقة :  

  
  

   

       
 

      

        
        
 من العلاقة :المشتركة  ثم نحسب مصفوفة تمك التباينات 

   ̃      
         

      

       
[
                   
              
                

] 

 

 العناصر القطرية لممصفوفة الناتجة فنجد أن:ثم نقوم بحساب تباينات التقديرات وانحرافاتيا المعيارية من 

   

        
       

       
       

   
 √                             

   

        
   

       
       

   
 √                              

   

        
     

       
         

   
 √                                 

 

 التباينات المشتركة )إذا لزم ذلك( نقوم بأخذ العناصر غير القطرية فمثلًا نجد أن : ولحساب
 

                  
        

       
         

 وىكذا دواليك ....
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 :  : اختبار معنوية المعممات 2-4-1
( 55-1المعرف بالعلاقة ) b( بواسطة الشعاع 30-1لمنموذج ) 𝛽بعد أن قمنا بتقدير شعاع المعممات 

 والتي نكتبيا كما يمي :

  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                                                                                                

 بالعلاقة التالية :وقمنا بتقدير تباين كل من ىذه التقديرات من خلال مصفوفة التباين والتباين المشترك المعرفة 
   ̃      

                                                                                     

        يساوي العنصر القطري المقابل لو في المصفوفة    أن تباين كل تقدير منيا والتي نستنتج
  مضروباً بـ 

 ونرمز لو كما يمي :  
   

    
        

                                                                                   
 يساوي :   وبذلك نجد أن الانحراف المعياري لمتقدير

   
   √       

                                                                                            

 ة، ونضع الفرضيتين عمى المعالم الأساسي t (ستودينت)نستخدم اختبار    ار معنوية أي تقدير بولاخت
𝛽  : في المجتمع كما يمي 

    𝛽                                                                                                      

    𝛽                                                                                    (𝛽  بدون)
 

 من العلاقة: tثم نقوم بحساب مؤشر الاختبار 
   

   𝛽  

   

 
    

  √       
  

                                                                

المحسوبة    . لذلك نقارن قيمة           بدرجة حرية  (ستودينت)وىو متحول يخضع لتوزيع 
   مع القيمة الحرجة 

 

 
أو   𝛽درجة الحرية . ونتخذ القرار حول معنوية         المقابمة لـ   

 عدميا كما يمي:
|  |إذا كانت      

 

 
 ( .     𝛽   غير معنوية ) لأن   𝛽وتكون المعممة    نقبل   

|  | أما إذا كانت     
 

 
 ونستنتج أن تأثير،    𝛽التي تقول أن    ونقبل   فإننا نرفض   

 .   يقدر بالأمثال  المتحول المرافق لو
 باستخدام العلاقة التالية :  𝛽لممعممة      كما يمكننا إنشاء مجال الثقة ذي الاحتمال 

         (
 

 
)    √       

   𝛽           (
 

 
)    √       

              
 

       : وأن             :  حيث أن
 .         من المصفوفة jىو العنصر القطري    
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 : تحميل التباين لدراسة صلاحية النموذج ككل : 2-5
إلى  ̅ عن المتوسط  Yنقوم بتحميل مجموع مربعات انحرافات  Yلإجراء تحميل التباين لممتحول التابع 

 مركباتو الأساسية )كما فعمنا في الانحدار البسيط( كما يمي:

∑     ̅  
 

   

 ∑     ̃   ̃   ̅  
 

   

                                                   

 وبعد التربيع والإصلاح والترتيب نحصل عمى أن:

∑     ̅  
 

   

 ∑  ̃   ̅  
 

   

 ∑     ̃  
 

 

   

                                

 والتي نرمز ليا كالعادة بالرموز التالية :
(لمتحولات النموذج)                                           (البواقي)    

 ليا درجات الحرية التالية: يكون  والتي
                                                                                    

 ولحساب ىذه المجاميع باستخدام المصفوفات يمكننا تحويميا وحسابيا من المعادلات التالية :
          ̅ 

            ̅ 

             

                                                                                

 ( .  𝛽ار صلاحية النموذج ككل نضع الفرضيتين كما يمي )بدون بولاخت
   𝛽  𝛽  𝛽    𝛽                                                               

   𝛽                                    من أجل   واحدة عمى الأقل                                            

 ثم نقوم بتنظيم جدول تحميل التباين كما يمي :
 ANOVA(: تحميل التباين 3-2جدول )           

 مصدر التباين الرموز درجة الحرية متوسط المربعات Fقيمة 

  
    

   
      

   

 
 المتحولات       

          

     
   

     
 البواقي )الأخطاء(           

 الإجمالي          
 المعرف بالعلاقة التالية: Fومنو نحسب قيمة مؤشر الاختبار 

  
    

   
 

   
 

   
     

 
         ̅   ⁄

(         )      ⁄
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لذلك نقوم بمقارنة           و     بدرجتي حرية  Fوىو متحول عشوائي يخضع لمتوزيع 
      مع القيمة الحرجة  Fالقيمة المحسوبة لـ 

ونتخذ القرار حول  ،  و   المقابمة لدرجتي الحرية     
 كما يمي :          والمتحولات  Yصلاحية النموذج لتمثيل العلاقة بين التابع 

        إذا كانت 
معدومة، أي أن   𝛽التي تقول أن جميع ،    فإننا نقبل الفرضية  ،   

النموذج غير صالح لتمثيل العلاقة بين أي أن ولا ترتبط بو ،  Yلا تؤثر عمى           المتحولات 
Y  وعندىا تكون           والمتحولات(   . ) 

        أما إذا كانت 
التي تقول أن واحدة عمى الأقل ،    ونقبل   فإننا نرفض الفرضية  ،   

 ( .   )وعندىا تكون  Xو Yالعلاقة بين ر. أي أن النموذج يمثل لا تساوي الصف  𝛽من المعممات 
 : الاستدلال من تابع الانحدار المقدر:2-6
المقدر يمكن أن يستخدمو في حل مسائل التقدير والتنبؤ  أن يحصل الباحث عمى النموذج الانحداري بعد
تأخذ شكل سطر مشابو لأسطر    . وبما أن احداثيات النقطة    مقابل أية نقطة محددة مثل  Yبقيم 

  لذلك سنرمز ليا عمى شكل سطر  Xالمصفوفة 
 كما يمي: ونكتبو  

  
  [                  ]                                                           

 Y( قيم لـ 3( في الانحدار البسيط نلاحظ أنو يوجد لدينا )8-1( والفقرة )2-1وبالعودة إلى الشكل )
 ، وىي:   مقابل النقطة 

 وىي قيمة مجيولة .   ، ونرمز ليا بـ   المقابمة لـ  Yالقيمة الفعمية لـ  -

. وىي أيضاً قيمة مجيولة ولكنيا تقع عمى مستقيم      ، ونرمز ليا بـ   لمتوقعة لـ القيمة ا -
 المجتمع .

( 26-2. وىي قيمة معمومة وتحسب من نموذج الانحدار ) ̃ ، ونرمز ليا بـ   القيمة التقديرية لـ  -
 وتقع عمى مستقيم العينة .

 الفعمية .   و      لمتنبؤ بالقيمتين المجيولتين   ̃ التقديرية  لذلك سنعتمد عمى ىذه القيمة
 .   منقطة ل المقابمة      وىي    التنبؤ بالقيمة المتوقعة لـ   -1

 بما أن عممية التنبؤ تتألف من خطوتين ىما:
 .      إيجاد تقدير غير متحيز لمقيمة المتوقعة  -

 .     باحتمال ثقة       إنشاء مجال ثقة لـ  -
في المجتمع المقابمة لقيم المتحولات المستقمة في النقطة  Yمتابع ل الفعمية قيمةالىي    نفترض أن ولذلك 

  مسطر ل المقابمة أي ،   
( نجد أن 4-2وبالتعويض في العلاقة )،  [                  ]  

 في المجتمع تساوي : Y الفعمية لـقيمة ال
     

 𝛽                                          (وىي مجيولة)                             

 .   ىو مقدار الخطأ العشوائي في    حيث أن 
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ذا أخذنا توقع الطرفين عمى كل العينات الممكنة وملاحظة    أن  وا 
 𝛽  ىو عدد سممي  في المجتمع

 نحصل عمى أن :
          

 𝛽        
 𝛽          

 𝛽                                     
 أي أن:

      𝛽  𝛽     𝛽       𝛽        
 𝛽                                  

 

 ما يمي:( ك6-2تحسب من النموذج المقدر في )  ̃ القيمة التقديرية ومن جية أخرى نجد أن 
 ̃                            

                                        
 

ذا أخذنا التوقع الرياضي لـ   نجد أن: 𝛽     عمى جميع العينات وبملاحظة أن   ̃ وا 
   ̃       

      
        

 𝛽                                                                
 

 نجد أن:( 99-2( مع العلاقة )96-2وبمقارنة العلاقة )
   ̃                                                                                              

 

    ̃ : ر( يعطينا أن المقدا15-2( والمقدر بالعلاقة )4-2وبذلك نجد أن النموذج الخطي )
    ،

        ىو تقدير غير متحيز لمقيمة المتوقعة : (100-2وحسب )
 𝛽  المجيولة، وىو تقدير فعال

 لأن تباينو يأخذ أصغر قيمة ممكنة )حسب المربعات الصغرى( ويساوي :
      

      
            

 [        
 ]  

      
      

    
                                   

                                   

                وذلك لأن 
 ( .45-2حسب العلاقة )  

       يخضع لمتوزيع الطبيعي   وبما أننا نفترض أن متحول الخطأ العشوائي 
. فإن المقدار    

 ̃    
  ] يكون خاضعاً لمتوزيع الطبيعي    

 𝛽     
   

حسب  ، الذي توقعو[          
     ̃    ماسبق

 𝛽  : وتباينو  
    

 التالي :   ن التحويل المعياري فإ وبذلك،            

   
 ̃        

√  
    

          

                                                               

 

 .        يكون خاضعاً لمتوزيع الطبيعي المعياري
  وبما أن التقدير غير المتحيز لـ 

  ىو   
 التالية :( 62-2المعرف بالعلاقة )  

 ̃ 
    

  
 

     
 

∑   
  

   

     
                                                       

 

   فإن النسبة التالية: 
         

 

  
 درجة حرية .          بـ    خضع لتوزيع ت  

ذا شكمنا من    : النسبة التالية  و   وا 

√  

 

 التالي : t )ستودينت( متحول نحصل عمى سفإننا ،   

  
  

√
  

     

 
 ̃       

√  
    

          

 √
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 يساوي: tنجد أن    وبالاختصار عمى 

  
 ̃       

  √  
          

                                                                        
 

-2درجة حرية، واعتماداً عمى العلاقة الأخيرة )        بـ (ستودينت)ويكون خاضعاً لتوزيع 
من العلاقة       لمقيمة المتوقعة المجيولة       ( يمكننا إنشاء مجال الثقة ذي الاحتمال 105
 التالية :

 ̃        (
 

 
)    √  

                  ̃        (
 

 
)    √  

                    
 

  مع الانتباه إلى أن 
 كما يمي:   ب في النقطة كتوي Xىو سطر مشابو لأسطر المصفوفة   

  
  [                  ] 

 

 :    المقابمة لمنقطة   الفعمية قيمة الالتنبؤ ب  -2
      ىي أكثر تعقيداً وغموضاً من تقدير القيمة المتوقعة    مقابمة لمنقطة ال   قيمةالعممية التنبؤ بإن 
 كما يمي:  اونكتبي Xعمى شكل سطر مشابو لأسطر المصفوفة    لذلك نرمز لإحداثيات النقطة ،    لـ

  
  [                  ]                                                                         

 ( نحصل عمى أن:16-1( و)15-2( و)99-2في النماذج )   وعندما نعوض إحداثيات 

     
 𝛽                 

               ̃    
                                   

 ومنيا نستخمص أن:
     

 𝛽       
       ̃         

(القيمة الفعمية   ) +القيمة المقدرة لـ   *  +خطأ جديد   * 
                                        

 

       خاضعة لمتوزيع الطبيعي   حيث أن الأخطاء 
 bومستقمة عن التقديرات   وىي مستقمة عن ،  

  التباينعن و 
  و bتؤثر عمى   بينما الأخطاء ،   

 لا يفعل ذلك .   ولكن  ،Yمن خلال التابع   
، واعتماداً عمى الافتراضات        نبؤ بـوباتباع نفس المعالجة السابقة التي اتبعناىا في مسألة الت

 يساوي :   المتنبأ بيا  الفعمية مقيمةل الرياضي توقعالالابتدائية نجد أن 
          

         
              

 𝛽                                        
 

 المتنبأ بيا يساوي :الفعمية ن تباين القيمة أو 
              

                              

                  
 [         

 ]     
    

 [    
          ]

                                 
ن   ̃ نحراف المعياري يقدر بالعلاقة )لأن الاوا 

    
  ): 

   ̃       √[    
          ]                                                      

 الحالة السابقة، ومما سبق وبناء عمى الافتراضات الابتدائية وبإجراء معالجة مشابية لممعالجة المتبعة في
 من العلاقة التالية :   لمقيمة الحقيقية       مجال الثقة ذي الاحتمال نجد أنو يمكننا أن ننشأ 
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    ̃        (
 

 
)    √[    

          ]                                  
  مع الانتباه إلى أن 

  ويكتب كما يمي:   ىو سطر إحداثيات النقطة   
  

  [                  ] 
 والذي كان تقديره مساوياً لـ: 𝛽( ونقوم باختبار معنوية شعاع المعممات2-2) المثال لنتابع (:3-2مثال )

�̃�    [
  
    
    

]  [

  

  

  

] 

ىو حد ثابت لا يدخل في    فقط كما يمي: )لأن   𝛽و  𝛽ونضع فرضيات الاختبار عمى المعممتين 
 ( .Yالتأثير عمى تغيرات 

    𝛽            مقابل      𝛽    

    𝛽            مقابل      𝛽   
 

 عمى حدة كما يمي:  𝛽و  𝛽ثم نقوم باختبار معنوية كل من 
واعتماداً ،  (86-2) من العلاقة tنقوم بحساب مؤشر الاختبار :    لاختبار معنوية المعممة  -

 نجد أن: ( ، 1-2في المثال ) عمى الحسابات السابقة

   
   𝛽  

      
 

    

      
 

      

     
      

 

)      مع القيمة الحرجة    ثم نقوم بمقارنة ىذه القيمة المحسوبة 
 

 
والتي تساوي عندما  (

  ما يمي:         
      (

 

 
)                                  

|  |وعند المقارنة نجد أن  ( ونعتبر     𝛽)حول أن     لذلك نرفض فرضية العدم  ،      
 . Yيؤثر عمى تغيرات    معنوية ونستنتج أن المتحول   𝛽المعممة 

 ( فنجد أن:87-2نطبق العلاقة )     لـ  𝛽ولإنشاء مجال الثقة ذي الاحتمال 
                  𝛽                    

       𝛽           
 . 𝛽وىو مجال لا يتضمن الصفر. وىذا يؤكد لنا معنوية المعممة 

 

في اعتماداً عمى الحسابات السابقة    نقوم بحساب مؤشر الاختبار :   ولاختبار معنوية المعممة  -
 من العلاقة التالية :( 1-2المثال )

   
   𝛽  

      
 

      

    
      

)      مع القيمة الحرجة    وبمقارنة ىذه القيمة المحسوبة
 

 
           نفسيا والتي تساوي  (

|  |نجد أن: ، ف       ( ونقبل     𝛽)حول أن     لذلك نرفض فرضية العدم  ،      
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ن المتحول   𝛽، ومنيا نستنتج أن المعممة     𝛽أي نقبل أن تكون ،     الفرضية     معنوية، وا 
 .   ، وبشكل أكثر من Yيؤثر عمى تغيرات 
 نجد أن:( ف87-2نطبق العلاقة )  لـ  𝛽ولإنشاء مجال الثقة 

                 𝛽                   
      𝛽        

 .  𝛽وىو مجال لا يتضمن الصفر. وىذا يؤكد لنا معنوية المعممة 
ولذلك نحسب مجاميع المربعات  Yولاختبار صلاحية النموذج ككل نقوم بإجراء تحميل التباين لتغيرات 

 ([ .2-2]ارجع إلى حسابات المثال ) التالية :

           ̅   ∑  
     ̅  

 

   

         (
    

  
)
 

           

            ̅
 
 [              ] [

    
      
    

]    (
    

  
)
 

       

     

                                             وبذلك نجد أن:         

    𝛽  𝛽                          معاً(     لممعممتين  ثم نضع فرضية العدم )   
    𝛽            واحدة عمى الأقل jمن أجل       مقابل الفرضية البديمة              
 ثم نضع ىذه النتائج في جدول كالتالي: 

 ANOVA(: جدول 2-4جدول )       

 التباينمصدر  مجموع المربعات درجة الحرية متوسط المربعات Fقيمة 

  
     

     
 المتحولات            2 84621       

        

 البواقي أو الأخطاء           12 29298 
 الاجمالي          14 ـــــــــــــــــــــــــــــــــ 

      مع القيمة الحرجة  Fوبمقارنة ىذه القيمة المحسوبة لـ 
 والتي تساوي :    

      
                       

بين  معنوية التي تقول أنو توجد علاقة ،  ونقبل    لذلك نرفض فرضية العدم ،        نجد أن 
 ونعتبر أن النموذج المقدر صالحاً لتمثيل ىذه العلاقة . ،Yوالتابع         المتحولات 
وعدد         لأسرة دخميا  اختياريةنقطة ل مقابمة، ال      عممية التنبؤ بالقيمة المتوقعة ولإجراء 
  يكون لدينا ، وعندىا       أفرادىا 

 . وبتعويض ذلك في النموذج نجد أن: [        ]  

 ̃    
                   [

  
    
    

]        
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بق يطبت نقوم، 0995وباحتمال ثقة  ىذه الأسرة لإنفاق      المتوقعة ولإنشاء مجال الثقة لمقيمة 
 ( التالية:106-2العلاقة )

 ̃     (
 

 
)   √  

                  ̃     (
 

 
)   √  

           

  لذلك نقوم أولًا بحساب الجداء 
 كما يمي:           

  
           

           

       
[
                   
              
                

]  [
 

   
 

] 
 

  
           

           

       
[
       

    
      

]                                              

  
                                                                                            

   وأن:                  ( نجد أن:2-2ومن نتائج حسابات المثال )
         

 ( نحصل عمى أن:106-2وبالتعويض في العلاقة )
           √      √                          √      √         

       ( 
 
)        

 

وعدد أفرادىا         الأسرة التي دخميا  المقابمة لنفس   لمقيمة الفعميةتنبؤ الولإجراء عممية 
  نجد أن  ،اشخاص 5    

 وأن :              

 ̃    
               [

  
    
    

]        

 ( فنجد أن:112-2نطبق العلاقة )    الفعميةولإنشاء مجال الثقة لمقيمة 
           √      √                         √      √           

                 
 .      وىو مجال أوسع من المجال السابق لـ 

 المعياري:: الانحدار المتعدد الخطي 2-7
يستخدم ىذا الانحدار في كثير من الأبحاث العممية، وذلك لتسييل الحسابات ولتخفيض مراتب 

وىو  ،          ولممتحولات المستقمة  Yالمصفوفات ولتصغير الأرقام ولتوحيد واحدات القياس لـ 
. وذلك باستخدام العلاقات  Zإلى متحولات معيارية  Yوالتابع  Xيعتمد عمى تحويل جميع المتحولات 

 التالية :

   
    ̅ 

  
                                                                                  

 

   
   ̅
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، وتكون مجردة من واحدات القياس، Yولمتابع    التحويل نحصل عمى بيانات معيارية لممتحولات  وبعد
   وتباينو  (   ̅ )مساوياً لمصفر    وتكون قيمتيا صغيرة )نسبياً( . ويكون متوسط كل 

     . 
 كما يمي: وونكتب ( ̅   ̅  ثم نضع نموذج الانحدار المعياري بدون حد ثابت )لأنو منسوب إلى المركز 

   �̃�    �̃�    �̃�      �̃�                                                    
 .   إضافة إلى خطأ التقدير المعياري  ،متحولًا معيارياً  Pمعممة فقط مرافقة لـ  Pوىو يتضمن 

 كما يمي: ذلك المتحولات الأصمية . ونكتبولإيجاد العلاقة بين ىذا النموذج والنموذج العام نعيده إلى 
   ̅

  
  𝛽 .

    ̅ 

  
/  𝛽 .

    ̅ 

  
/   𝛽 .

    ̅ 

  
/                            

 وبعد الإصلاح والمعالجة نجد أن:
  ( ̅  �̃� 

  

  

 ̅  𝛽 

  

  

 ̅    �̃� 

  

  

 ̅ )  

�̃� 

  

  

   �̃� 

  

  

     �̃� 

  

  

     
                                              

 الذي كان يساوي:و  المتعدد، وبمقارنة ىذا الشكل مع الشكل العام لنموذج الانحدار الخطي
                                                                     

 النموذج المعياري بالعلاقات التالية:نجد أن أمثال النموذج العام ترتبط مع أمثال 
   ( ̅  �̃� 

  

  

 ̅  �̃� 

  

  

 ̅    �̃� 

  

  

 ̅ )

   �̃� 

  

  

           �̃�    

  

  

                            

   �̃� 

  

  

           �̃�    

  

  

                            

                               

   �̃� 

  

  

           �̃�    

  

  

                            

                                          

إلى متحولات معيارية، لسنا بحاجة إلى إجراء  Yوالتابع  Xولكننا بعد أن نقوم بتحويل المتحولات المستقمة 
ويمكننا اتباع نفس الخطوات التي  ،  �̃�  �̃�    �̃�كل ىذه الحسابات لإيجاد تقديرات المعممات المعيارية 

وعمى تقدير   �̃�  �̃�    �̃�اتبعناىا في معالجة النموذج العام لمحصول عمى تقديرات غير متحيزة لـ 
 . (�̃�)   لمصفوفة تبايناتيا 

معادلة كما  nعمى  فنحصل،  (115-2) لذلك نعوض قيم المشاىدات المتقابمة في معادلة النموذج المعياري
 :يمي

    �̃�     �̃�     �̃�       �̃�       
 

    �̃�     �̃�     �̃�       �̃�       
 

    �̃�     �̃�     �̃�       �̃�       
 

                     
    �̃�     �̃�     �̃�       �̃�       
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 نقوم بكتابة ىذه المعادلات بشكل مصفوفي كما يمي:
  

[
 
 
 
 
 
   

   

   

 
   ]

 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
                  

                 

                 

          
                 ]

 
 
 
 
 

 ̃

[
 
 
 
 
 
�̃� 

�̃� 

�̃� 

 
�̃� ]

 
 
 
 
 

 

  

[
 
 
 
 
  
 

  
 

  
 

 
  
 ]
 
 
 
 

                                             

 وباختصار يمكننا كتابة النموذج مصفوفياً عمى الشكل التالي :
     �̃�                                                                                          

ولكن تباينو يختمف عن  ، يساوي الصفر وىو خطأ التقدير المعياري ويتميز بأن متوسط   حيث أن
 الواحد .

تبع نفس ( بطريقة المربعات الصغرى ن121-2من النموذج )  ̃     �̃�  �̃�ولحساب التقديرات 
 ونكتبو كما يمي :  ̃ ( بالرمز 122-2الخطوات السابقة ونرمز لمجزء النظري في النموذج )

 ̃    �̃�                                                                                            

 وبذلك نجد أن:
    ̃                                                                                             

 يساوي :   ومنيا نجد أن شعاع خطأ التقدير 
       ̃  (    �̃�)                                                                  

  التي تجعل مجموع مربعات الأخطاء   �̃�  �̃�    �̃�وعمينا أن نحسب قيم 
أصغر ما يمكن . أي   

 التالي أصغر ما يمكن :   التي تجعل المقدار 

   [∑  
  

 

   

]         (    �̃�)
 
(    �̃�)                        

)حسب قواعد اشتقاق المصفوفات( ونضع ذلك المشتق مساوياً  �̃�بالنسبة لمشعاع    لذلك نقوم باشتقاق 
 لمصفر فنجد أن:

   

 �̃�
    (    �̃�)  (    �̃�)

 
                                                       

(�̃�    )وبما أن الجداء 
      

 
فإن منقولو يساوي نفسو       ىو شعاع من المرتبة       

 أي أن:
(    �̃�)

 
   *(    �̃�)

 
  +

 
   (    �̃�)                          

 نحصل عمى أن: (127-2وبالتعويض في )
   

 �̃�
     (    �̃�)                                                                                 
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 ومنيا نحصل عمى المعادلة التالية :
        �̃�                                                                                      

|   | نظامية       وبذلك نجد أنو إذا كانت مصفوفة الجداء  فإنو يمكننا حساب شعاع  ،   
 التقديرات المعيارية من العلاقة التالية :

�̃�                                                                                                

المستخدمة  Zة ولكن المصفوف ، ( لحساب شعاع المعممات العادية 27-2وىي علاقة شبيية بالعلاقة )
 ، حيث أنيا لا تتضمن عمود الواحدات.Xىنا مختمفة عن المصفوفة 

ه المعممات المعيارية من حسب تقدير مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة ليذنوكذلك يمكننا أن 
 :العلاقة

   ̃(�̃�)    
                                                                                             

  حيث أن 
 ويحسب من العلاقة التالية :   ىو تقدير تباين الأخطاء   

  
  

∑  
 
 

   
 

∑ (    ̃ )
  

   

   
                                                                        

 .  �̃�  �̃�    �̃�معممة فقط ىي  P( يتضمن 115-2نموذج )وذلك لأن ال
لى جانبو شعاع التقديرات  b: إن جميع البرامج الإحصائية تعطينا شعاع التقديرات العادية ملاحظة وا 

 Betaوتسمى المعممات المعيارية في ىذه البرامج بالمصطمح ) ،)ولكن بدون الحد الثابت( �̃�المعيارية 

coefficients( .87-2حساب حدود الثقة لكل منيا من علاقات مشابية لمعلاقة ) ( ويمكن 
  �̃�ورغم سيولة التعامل مع الانحدار المعياري من حيث الشكل والحسابات . ولكن عممية تفسير معمماتو 

في النموذج العادي ، وقد تكون غير مفيومة في بعض النماذج    تختمف عن تفسيرات المعممات العادية 
 ة .المتعدد

 لتوضيح ذلك نأخذ المثال التالي :
كانت كما  Xودخميا الشيري  Yلنفترض أن معادلة الانحدار البسيط بين إنفاق الأسرة (:4-2مثال )

 :يمي
                                                                                     

فيعني    ، أما تفسير العامل      بأنو الانفاق الثابت في حال انعدام الدخل    تفسير  نايمكنىنا و 
في       لأنو عندما نعوض  ،بمقدار وحدة واحدة Xعندما يزداد الدخل  Yأن مقدار زيادة الانفاق 

 المعادلة نجد أن:
                                                      

 .      بمقدار الواحد ليصبح  Xزيادة لمقابل ال Yىي مقدار زيادة الانفاق        وىكذا نجد أن 
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 Xوعندما نقوم بإيجاد معادلة الانحدار المعياري ليذه العلاقة نعتمد عمى قيمة الانحراف المعياري لكل من 
( 123-2وعندىا نجد أن معادلة الانحدار المعياري تحسب من)،     و     ولنفترض أن  Yو
 كما يمي:( 119-2و)

 ̃     �̃�                                             

 ̃    

  

  
       

 

 
          

                                               

ن      والذي  Xتقاس بواحدات الانحراف المعياري لـ  Zحيث أن  تقاس بواحدات الانحراف    ، وا 
بمقدار واحد انحراف معياري  Z. وىذا يعني أنو إذا ازداد المتحول المعياري       وىو Yلـ  المعياري

 لأن:   من واحدة الانحراف معياري  0975ستزداد بمقدار    ، فإن    
  

                                                                  

ن زيادة  6بمقدار  Xبمقدار واحد انحراف تكافئ زيادة  Zولكننا من جية أخرى نجد أن زيادة  وحدات، وا 
فيل ىذا صحيح ؟ لمتأكد من ذلك واحدات،          بمقدار  Yيعني زيادة  0975بمقدار    

 نعوض في المعادلة الأولى فنجد أن:
                                                         

 Xوىذا يتطابق مع التحميل المعياري، ولكن مسألة اعتبار الانحرافات المعيارية كواحدات لقياس تغيرات 
 يعتبر عملًا غير مألوف، وعمى الباحثين التمعن في ذلك عند إجراء التحميل والاستدلال . Yو

كالارتباط الجزئي والخطية المتعددة والارتباط الذاتي  ملاحظة: إن قضايا الانحدار المتعدد كثيرة ومتشعبة
وىي معروضة في معظم مراجع الاقتصاد  ،واستخدام المتحولات الصورية وقضايا الإبطاء الزمني ...الخ

القياسي . لذلك رأينا عدم التعرض إلييا في ىذا المنشور حتى نبقى ضمن الإطار المحدد لو كتحميل 
 متعدد المتغيرات .

 الانحدار المتعدد المضاعف )متعدد من الطرفين(:: 2-8
ومجموعة من المتحولات  ،            يتناول ىذا الانحدار دراسة العلاقة بين عدة متحولات تابعة 

عدد   عدد المتحولات التابعة، و rحيث أن  ،            المستقمة المؤثرة عمييا أو المفسرة ليا 
 المؤثرة . المتحولات المستقمة

في المجتمع وفق نموذج انحدار           مع المتحولات  اً رتبطم   كل تابع  يكون ويفترض أن
 خطي خاص كما يمي:

   𝛽   𝛽     𝛽       𝛽       
   𝛽   𝛽     𝛽       𝛽       
                    
   𝛽   𝛽     𝛽       𝛽       

                                         

 أن يحقق الشرطين التاليين :  ويشترط في شعاع الخطأ 
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 يمكن أن تكون مترابطة .   المتقابمة مع التوابع المختمفة    عمماً بأن حدود الأخطاء 
ولمعالجة قضايا ىذا الانحدار عمينا أن نتبع نفس الخطوات التي اتبعناىا في الانحدار المتعدد العادي، 

لذلك نرمز لممصفوفة الموسعة  ،(138-2الواردة في العلاقات )   𝛽والعمل عمى تقدير جميع المعممات 
 ما يمي:عنصراً ك nوالمأخوذة من عينة بحجم              لقيم المتحولات 

                   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

             

             

             

      
             ]

 
 
 
 

                                                             

 المأخوذة من عناصر نفس العينة بالرمز الخاص التالي )نرمز لكل عمود في   ونرمز لقيم التوابع 
 بعنصر في سطر( Yالمصفوفة 

     

           

[

          

          

    
          

]
 [                 ]                     

 في المجتمع بالرمز الخاص التالي:   𝛽كما نرمز لممعممات 

𝛽  [

𝛽  𝛽   𝛽  

𝛽  𝛽   𝛽  

    
𝛽  𝛽   𝛽  

]  [𝛽    𝛽       𝛽   ]                     

 بالرمز الخاص التالي:  الأخطاء العشوائية  لمصفوفةكما نرمز 

  [

          
          

    
          

]  [                 ]  [

  
 

  
 

 
  
 

]                  

 وعندىا يمكننا أن نكتب النموذج الخطي للانحدار المتعدد المضاعف عمى الشكل التالي:
             𝛽                                                                               

 حيث أن:
 [    ]                                                
   [          ]                            

                                                

 يكون ليا مصفوفة تباين مشترك تساوي : (iأو من العنصر ) iمشاىدة في التجربة  rوحيث أن الـ 
            [   ]                                                                                    

 ولكن المشاىدات المأخوذة من تجارب أو عناصر مختمفة تكون غير مرتبطة .
تشكل المعممات المجيولة في ىذه القضية  Vوعناصر المصفوفة  𝛽عمماً بأن عناصر المصفوفة 

 ونكتب معادلتو الخطية كما يمي :     سيط الأمور نأخذ أحد التوابع ولتب ،والمطموب تقديرىا
       𝛽                                                                       
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(    )   ورغم أن:   .في نفس التجربة قد تكون مترابطة ، نجد أن أخطاء التوابع المختمفة      
نتبع طريقة المربعات الصغرى، ونأخذ بيانات المتحولات  𝛽ولإيجاد تقدير غير متحيز لعناصر المصفوفة 

 عنصراً من المجتمع المدروس . nمن عينة بحجم  Xوبيانات المتحولات  Yالتابعة 
في الانحدار المتعدد العام . نتوصل إلى أنو يمكننا تقدير عناصر المعممة  هوبطريقة مشابية لما فعمنا

𝛽     ( ونكتبيا كما يمي:27-2من علاقة مشابية لمعلاقة )     لمنموذج التابع 
�̃�                                                                        

يمكننا أن نكتب تقدير عناصر المصفوفة  𝛽 واحدة مصفوفةفي     𝛽وبتجميع ىذه التقديرات المختمفة لـ 
𝛽 ( كما يمي:147-2في ) 

�̃�  [𝛽    𝛽    𝛽       𝛽   ]             [                 ]               
 أو عمى الشكل العام التالي :

�̃�                                                                                         

ذا  �̃� يمي اموكتبناىا ك 𝛽تقديرية لممعممات القيمة ال اعتمدناوا   [�̃�    �̃�       �̃�   ]  فإنو
 )مصفوفة القيم النظرية( كما يمي: Y( عمى تقدير لممصفوفة 143-2يمكننا أن نحصل من النموذج )

     ̃    �̃�                                                                                                     

 ومنو نجد أن :
    ̃   ̃                                                                                                       

 تقدر كما يمي:   وبذلك نجد أن مصفوفة الأخطاء
 ̃     ̃     �̃�                                                                                    

 وأن مصفوفة مجموع مربعات ىذه الأخطاء وجداءاتيا المتقابمة تساوي:
 ̃   ̃   (   �̃�)

 
(   �̃�                                                                  

  ̃  
   ̃  

[
 
 
 
 
 
 (      �̃�   )

 
(      �̃�     (      �̃�   )

 
(      �̃�    

                             

(      �̃�   )
 
(      �̃�     (      �̃�   )

 
(      �̃�    

                             

(      �̃�   )
 
(      �̃�     (      �̃�   )

 
(      �̃�    ]

 
 
 
 
 
 

            

قابل لو موكل حد قطري فييا يمثل مجموع مربعات الأخطاء لمتابع ال    وىي مصفوفة من المرتبة 
مأخوذة من طريقة     �̃�فإذا كانت التقديرات  ،والحدود الأخرى تمثل الجداءات المختمفة ،    

 k( فإنيا تجعل مجموع المربعات في كل حد قطري 149-2ة من العلاقة )بالمربعات الصغرى والمحسو 
 أصغر ما يمكن .

(، يجعل مجموع العناصر القطرية في 149-2المأخوذ من العلاقة ) (�̃�)وىذا يعني أن التقدير العام 
       أصغر ما يمكن، أي أنو يجعل أثر المصفوفة الكمية والمساوي لـ      المصفوفة الكمية 

أصغر ما يمكن . وىذا يعني انو يجعل التباين الكمي في المصفوفة  [              ]  
 أصغر ما يمكن . [              ]التالية 
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 في الانحدار المضاعف : ̃ : خواص تقديرات المربعات الصغرى 2-8-1
 فإنو يمكننا صياغة المصفوفات السابقة كما يمي: �̃�عند استخدام تقديرات طريقة المربعات الصغرى 

 ̃   �̃�                  (مصفوفة القيم النظرية)                               
 

 ̃     ̃                  [             ]  𝛤           (مصفوفة الأخطاء)   

 وكذلك نجد أن:
 ̃   𝛤    [           ][ 𝛽     [ 𝛽     𝛽             ]   𝛤    

 التقديرات والمصفوفات بنفس شروط التعامد المذكورة في الانحدار المتعدد العام . وىي:وتتمتع ىذه 
𝛤    :إن -1  لأن :وذلك  𝛤متعامدة دائماً مع  Xأي أن    

   𝛤    [             ]                                                       
 
 

̃    :إن -2  لأن : ̃ متعامدة مع البواقي  X. أي أن    

   ̃     𝛤    [             ]  [      ]                         
 

̃  ̃  :إن -3  . لأن: ̃ متعامدة مع البواقي  ̃  أي أن مصفوفة القيم النظرية   

 ̃  ̃    𝛽  [             ]  𝛽   [             ]                   
 

̃  ̃      :إن -4 ̃   )وذلك لأن  ̃   ̃    ولأن: (̃  

    ( ̃   ̃)
 
( ̃   ̃)   ̃   ̃   ̃   ̃   ̃   ̃   ̃   ̃ 

 

̃  ̃ وبما أن:    ̃  ̃  فإننا نحصل عمى العلاقة اليامة التالية :   
     ̃  ̃   ̃   ̃                                                                                             

[
المجموع الاجمالي لمربعات
الانحرافات وجداءاتيا

]  [
المجموع المقدر لمربعات
الانحرافات وجداءاتيا

]  [
مجموع مربعات البواقي
 الأخطاء  وجداءاتيا

]             

 ومما سبق نستخمص أن مصفوفة مجموع مربعات البواقي وجداءاتيا تساوي :
 ̃   ̃       ̃  ̃      �̃�    �̃�                                          

 

 ن:لأ    𝛽يساوي     �̃�إن التوقع الرياضي لمتقديرات  -5

𝛽                        ( 𝛽     )  𝛽                             
 

 (�̃�   )  𝛽                   𝛽                                               
 وبشكل عام يكون لدينا:

 (�̃�)  𝛽                                                                                                         
 

 ساوي :ي    �̃�و    �̃� إن التباين المشترك لكل زوج -6

   (�̃�     �̃�   )       
                                               

 

 والتي تساوي : ̃ إن مصفوفة البواقي  -7

 ̃  [ ̃     ̃        ̃   ]     �̃�                                                              
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 تحقق العلاقات التالية :
 ( ̃   )                                          

 [ ̃      ̃   ]             

                                                                 

 حقق العلاقتين التاليتين :ت ̃ وبصورة عامة إن
   ̃                                             

 .
 ̃   ̃

     
/     ̃                   

                                                           

̃   ̃  المصفوفة أي أن

     
 ونكتب ذلك كما يمي : Vكون تقديراً غير متحيز لـ تصمح لأن ت 

 ̃  ̃  
 ̃   ̃

     
                                                                                       

 

 :يساوي الصفر أي أن    ̃     �̃�إن التباين المشترك لكل  -8

   (�̃�     ̃   )                                                                                 
 ، ولمبرىان عمى ذلك نلاحظ أن:   ̃ عنصر من  مستقل عن أي �̃�أي أن كل عنصر من 

   (�̃�     ̃      [(�̃�    𝛽   )  ̃       ]                                                
 

                       

  [                     𝛤]                                

 [         ] [          ]  [            ]

     [                    ]                       

 

 ,Johnston: إن البراىين عمى ىذه الخواص موجودة في كثير من المراجع المختصة ] انظر ملاحظة

Wichern P304+305. ] 
مع متحول مستقل واحد    و   ادرس الانحدار المتعدد المضاعف لمعلاقة بين التابعين  (:5-2مثال )

X : لمسيولة( وذلك من خلال البيانات التالية( 
 ( بيانات المسألة:5-2) ولجد                

5 4 3 2 1 i رقم العنصر 
   قيم  0 1 2 3 4

   قيم  1 4 3 8 9
   قيم  -1 -1 2 3 2

 ىي علاقة خطية من الشكل: Xمع    و   : نفترض أن العلاقة بين كل متحول تابع الحل
     𝛽              𝛽   𝛽        
     𝛽              𝛽   𝛽        

 
 

     لأن حجم العينة               حيث أن: 
 ومن البيانات السابقة نجد أن المصفوفات المطموبة تساوي :
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[
 
 
 
 
  
  
  
  
  ]

 
 
 
 

          

[
 
 
 
 
   
   
  
  
  ]

 
 
 
 

    𝛽  [
𝛽  𝛽  

𝛽  𝛽  
]      

[
 
 
 
 
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 

 

 وىكذا نجد أن:

    *
     
     

+  

[
 
 
 
 
  
  
  
  
  ]

 
 
 
 

 *
   
    

+                            

 

        
 

 
*
     
    

+  
 

       
*

    
     

+  *
       
       

+ 
 

               [         ]  ولحساب     نكتبو كما يمي                                                
 

       *
     
     

+  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 

 *
  
  

+

       *
     
     

+  

[
 
 
 
 
  
  
 
 
 ]

 
 
 
 

 *
 
  

+

                                            

 تساوي : �̃�وبما أن المصفوفة 
�̃�            [         ]  [

𝛽  𝛽  

𝛽  𝛽  
]  [𝛽    𝛽   ]        

 ومنيا نجد أن:
�̃�                   *

       
       

+  *
  
  

+  *
 
 
+

�̃�                   *
       
       

+  *
 
  

+  *
  
  

+
                  

 :تساوي �̃�وبذلك نجد أن المصفوفة 
�̃�  [�̃�     ̃   ]  *

   
   

+                                                                    
 وكان يمكن حسابيا مباشرة من العلاقة التالية :

�̃�              *
       
       

+  *
     
     

+  

[
 
 
 
 
   
   
  
  
  ]
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�̃�  *
       
       

+  *
   
    

+  *
   
   

+                                                    

 كما يمي:   و   وبذلك نحصل عمى نموذجي الانحدار لمتابعين 
 ̃   �̃�    [    ] *

 
 
+           

 ̃   �̃�    [    ] *
  
 

+      
 

 نستخدم العلاقة التالية: ̃ ولإيجاد القيم النظرية 

 ̃    �̃�  

[
 
 
 
 
  
  
  
  
  ]

 
 
 
 

 *
   
   

+  

[
 
 
 
 
   
  
  
  
  ]

 
 
 
 

 

 

 كما يمي : ̃ ومنيا نحسب مصفوفة الأخطاء 

 ̃     ̃  

[
 
 
 
 
   
   
  
  
  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
   
  
  
  
  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
  
   
   
  
   ]

 
 
 
 

 

 ومنو نجد أن الخواص المذكورة محققة لأن:

    ̃  *
     
     

+  

[
 
 
 
 
  
   
   
  
   ]

 
 
 
 

 *
  
  

+

 ̃   ̃  *
     
      

+  

[
 
 
 
 
  
   
   
  
   ]

 
 
 
 

 *
  
  

+

 

     *
     
       

+  

[
 
 
 
 
   
   
  
  
  ]

 
 
 
 

 *
     
    

+

 ̃   ̃  *
     
      

+  

[
 
 
 
 
   
  
  
  
  ]

 
 
 
 

 *
     
    

+

 ̃   ̃  *
      
       

+

[
 
 
 
 
  
   
   
  
   ]

 
 
 
 

 *
   
   

+
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 منيا نجد أن مجاميع الجداءات تحقق العلاقة التالية :
      ̃   ̃   ̃   ̃ 

 

 :      لمتابع المضاعف القيمة المتوقعةب التنبؤ: 2-8-2
من فضاء العينة     المقابل لنقطة معينة      لتقدير شعاع القيمة المتوقعة لتابع الانحدار المنفرد 

 التي تأخذ شكل سطر ونكتبيا كما يمي: ،  بعداً . نرمز لإحداثيات النقطة       ذي الـ 
  

  [              ] 
  المقابمة لـ       أولًا بحساب القيمة النظرية لـنقوم  Yتقدير القيمة المتوقعة لـ ل

 السابقة   من العلاقة  
 ( فنجد أن:2-155)

 ̃       
  �̃�                                                                                  

 

 واحدة . ونكتبيا كما يمي: مصفوفةنقوم بتركيب ىذه القيم في  ويمكننا أن
 ̃    

  �̃�    
 [𝛽    𝛽       𝛽   ]                                                         

وذلك لأنو من أجل أية  ،     تابع الانحدار قيمة لىو تقدير غير متحيز      ̃ وىنا نلاحظ أن 
 نجد أن: Kمركبة 

 ( ̃    )   (  
 �̃�   )    

  [�̃�   ]    
 𝛽                            

خطاء ىذه التقديرات نأخذ فروقاتيا عن توقعاتيا ، والتي تساوي عند ولحساب مصفوفة التباين المشترك لأ
     ̃  ما يمي:     كل تابع 

           ̃      
 𝛽      

 �̃�      
 [𝛽    �̃�   ]                    

ن عناصر مصفوفة التباينات المشتركة لأخطاء التقدير تحسب من العلاقة :  وا 
               *  

 (𝛽    �̃�   )  (𝛽    �̃�   )
 

  +                            

   
  *(𝛽    �̃�   ) (𝛽    �̃�   )

 

+         

   
    (�̃�    �̃�   )      

 [     
     ]  

                    
                                                                         

 

المقدرة من  ̃ . وىو يقدر من العنصر المقابل لو في المصفوفة  Vىو عنصر المصفوفة     حيث أن 
 العلاقة التالية :

 ̃  ̃  
 ̃   ̃

     
                                                                                                      

وذلك  ،         ويستفاد من ىذه العلاقات في الاستدلال حول قطوع الثقة لمقيم المتوقعة لمتوابع 
 باستخدام التوزيعات الاحتمالية كما يمي :

  في النقطة  Yإن القيمة المقدرة لـ 
 ( :155-2تساوي حسب ) [              ]  

 ̃    
 �̃�                                                                                                        
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      في تمك النقطة تساوي:  Yوالمجيولة لـ  المتوقعةولكن القيمة 
 𝛽 )  وبناء عمى الافتراضات .

    ̃ الابتدائية يمكننا أن نبرىن عمى أن القيمة المقدرة 
 �̃�،  تخضع لمتوزيع الطبيعي المتعدد الذي

      توقعو
 𝛽 ) ،  ومصفوفة تبايناتو المشتركة تساوي[  

عمماً بأن المقدار ، [            
وبناء عمى ذلك وقياساً عمى المعالجات التي  ،  |        يخضع لتوزيع )ويشارت( التالي:  [̃   ]

يمكننا تعريف  ،(Hotelling)مؤشر    حول المؤشر من الجزء الثاني أجريناىا في الفصل الخامس
  حصائية من القيمة المقدرة الإالذي يعبر عن المسافة    المؤشر

 �̃�  المتوقعةإلى القيمة   
 𝛽 بواسطة  

 علاقة التالية :ال

   .
  

 �̃�    
 𝛽

√  
          

/

 

.
   ̃

     
/

  

.
  

 �̃�    
 𝛽

√  
          

/                             
 

      المجيولة المتوقعةلمقيمة       وبذلك نجد أن قطع الثقة ذي الاحتمال 
 𝛽 )  يعطى .

 بواسطة متراجحة من الشكل التالي :
                                                                                                         

 .  عدد موجب متعمق بـ        حيث
بالعلاقة  Fالتوزيع مع  -في ىذه الحالة - الذي يرتبط  ،Hotellingيخضع لتوزيع    ولكن بما أن 

 التالية:

   
        

     
                                                                      

 .            و        حيث 
ثم  ، (176-2والتي تحسب من العلاقة )      مع القيمة الحرجة ليا    لذلك فإننا نقارن قيمة 

 من خلال المتراجحة التالية :      نشكل معادلة قطع الثقة ذي الاحتمال 
   

        

     
                                                                           

جراء بعض الإصلاحات نحصل عمى معادلة القطع 177-2( في )174-2من )   وبتبديل قيمة  ( وا 
 المطموب التالية :

(  
 𝛽   

 𝛽)
 

.
   ̃

     
/

  

 (  
 𝛽   

 𝛽)    
          0

        

   
             1               

 ، وىي              لمتابع المتوقعةلمقيمة       ولإنشاء مجالات الثقة المتزامنة ذات الاحتمال 
          

 𝛽   ) :نطبق العلاقة التالية . 
  (      )                                                                                                                                                                             

   
 �̃�    √

        

     
              √  

          (
 

     
 ̃  )              
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ىو العنصر القطري    ̃ ، وأن �̃�من المصفوفة  kىو العمود     �̃�، وأن           حيث أن 
 .      المقابمة لجميع التوابع . وىكذا نحصل عمى المجالات المتزامنة  ̃ المصفوفة في 

 

 :   المقابل لنقطة      لـ  الفعمية لمتابع المضاعف: التنبؤ بشعاع القيم  2-8-3
  فضاء العينة مثل السطر  لنأخذ نقطة من

ولنرمز لمشعاع المطموب في  ،[              ]  
 بالرمز :    النقطة 

   [                  ]                                                                 
 تعطى بالعلاقة :   في النقطة      وعندىا نجد أن معادلة الانحدار العام تعطينا أن معادلة التابع 

        
  𝛽                           

 𝛽                              

 : ىو شعاع الخطأ الجديد ونرمز لو بـ   حيث أن 
   [                             ]

                                                     
 ويحقق العلاقتين التاليتين :  مستقل عن الأخطاء  الجديد   إن الشعاع عمماً ب

 (     )                  (            )                                        

  ساوي ما يمي )نضيف ونطرح ي   من  kوبذلك نجد أن خطأ التنبؤ من أجل المركبة 
 𝛽    : ) 

        
 �̃�            

 �̃�      
 𝛽      

 𝛽   

         
  (�̃�    𝛽   )

                   

 وىو يحقق الخاصة التالية :
 [        

 �̃�   ]   [     ]    
  [�̃�    𝛽   ]                        

  وىذا يدل عمى أن المقدار 
 �̃�     ولإيجاد عناصر        لمقيمة الفعميةىو تقدير غير متحيز .

 ( كما يمي :184-2مصفوفة التباينات المشتركة لأخطاء التنبؤ نجد أنيا تحسب بناء عمى العلاقة )
 *(        

 �̃�   ) (        
 �̃�   )

 

+                                                                              
  ,*        

 (�̃�    𝛽   )+ *        
 (�̃�    𝛽   )+

 

- 

  (        
    )    

  *(�̃�    𝛽   ) (�̃�    𝛽   )
 

  +   
   

  *(�̃�    𝛽   )   
    +   *     (�̃�    𝛽   )

 

  +       

       
       

                                                             
                   

                                                                                  
 

 أن: ن الأخيرين معدومين أيذلك لأن الحدي
 [(�̃�    𝛽     

    ]           *     (�̃�    𝛽   )+                     
 

 : تساوي( 147-2) ولأنيا حسب( 168-2) والعلاقة 8 حسب الخاصة    مستقمة عن    �̃� وذلك لأن
�̃�                            [   𝛽         ]   𝛽                              

 

 وكذلك الأمر بالنسبة لمحد الثاني حيث نجد أيضاً أن:
�̃�                            [             ]   𝛽                             
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 ساوي :ت ةالمجيولالفعمية و    قيمة  يعطينا بعد تجميع مركباتو أنوبناء عمى ذلك نجد أن النموذج العام 
     

 𝛽                                                                                                        
 تساوي : (150-1) المتنبأ بيا من النموذج  ̃ أن  ومن جية أخرى نجد

 ̃    
 �̃�                                                                                                      

 وبذلك نجد أن أخطاء التنبؤ تساوي :
    ̃       

 �̃�    
 𝛽       

 �̃�

    ̃    
 (𝛽  �̃�)                        

                                                 

ن ىذه الأخطاء خاضعة لمتوزيع الطبيعي المتعدد          ]  وا 
وىي مستقمة  [             

 . (̃   )عن التقدير
والمجيولة )حسب المعالجة  الفعمية    ، لقيمة     أن قطع الثقة التنبؤي ذي الاحتمال  نجد كما

 ( يأخذ شكل المتراجحة التالية :السابقة
(     

 𝛽)
 

.
   ̃

     
/

  

(     
 𝛽)       

            0
        

     
            1                

 

      لمقيم الحقيقية لمتوابع المنفردة       كما أن مجالات الثقة التنبؤية المتزامنة ذات الاحتمال
 تأخذ الشكل التالي:

       ̃     √
        

     
          

    √     
          

 (
 

     
 ̃  )               

       ̃ وأن:            حيث أن 
 �̃�    . 

 (179-2( و)178-2) ىي نفس الرموز المستخدمة في العلاقتين            و   ̃ و    𝛽أنحيث 
ىي أوسع من المجالات المقابمة ليا لمقيمة      لمتوابع  الفعميةوىنا نلاحظ أن المجالات التنبؤية لمقيم 

 .ويزيد من قيمتو       المتوقعة ، عمماً بأن التوسع الزائد يؤثر عمى سموك الخطأ العشوائي 
ضافة Johnson- Wichern P.293+313: ] مأخوذ من (6-2مثال )  [بتصرف وا 

في دراسة لمتطمبات الشركات من أدوات الحاسوب اللازمة لتطوير إدارة المخزون في الشركات المتشابية، 
 كما يمي:   و   قام الخبراء بتحديد متحولين مستقمين 

 عدد طمبات الزبائن )بالآلاف( . –   
 المحذوفة )بالآلاف( . طمباتعدد ال –   

 :كما يمي   و   كما حددوا متحولين تابعين 
 )بالساعات( . Cpuمدة تشغيل وحدة المعالجة المركزية  -  
 السعة التخزينية لقرص المدخلات والمخرجات )كيموبايت( . -  

( شركات متشابية فكانت كما في الجدول 7ثم قاموا بجمع البيانات اللازمة عن ىذه المتحولات من )
 التالي :
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 المثال:( بيانات 6-2جدول )              

 السعة التخزينية -  
 )كيموبايت(

 مدة التشغيل -  
 )ساعة(

لطمبات ا –   
 المحذوفة
 )ألف(

 الطمبات –   
 رقم الشركة )ألف(

30128 14125 22108 12328 1 
39621 16829 92213 14621 2 
32822 15428 12905 13329 3 
30724 14625 02815 12825 4 
36224 17228 12061 15125 5 
36925 16021 82603 13622 6 
22921 10825 12125 9220 7 

   التنبؤ نقطة  130 725 ? ?

 [ Johnson , Wichen P.293]  :مصدرال             
   بدلالة المتحولين المستقمين    و   والمطموب إيجاد معادلات الانحدار المتعدد المضاعف لمتابعين 

  ، ثم القيام بتقدير ىذين التابعين عند النقطة   و
ثم إيجاد مجالات الثقة  [           ]  

 . 0995المتزامنة ليما . ثم إيجاد معادلة الناقص الذي يشمميا باحتمال 
 الحل: نقوم أولًا بتحديد وحساب المصفوفات اللازمة وىي:

  

          

[
 
 
 
 
 
 
           
           
           
           
           
           
          ]

 
 
 
 
 
 

      

        

[
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 

 [        ] 

 

        [
       
               
                     

]                             
 

 كما يمي:   و   عمى    و   ثم نفترض أن معادلتي انحدار 
     𝛽   𝛽     𝛽       
     𝛽   𝛽     𝛽       

 

 ونرمز ليا مصفوفياً كما يمي:
    𝛽    

 حيث أن:   

𝛽  

𝛽   𝛽   

[

𝛽  𝛽  

𝛽  𝛽  

𝛽  𝛽  

]
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 :( فنجد أن149-2) من العلاقة 𝛽بتقدير عناصر المصفوفة  نقوموباستخدام الحاسوب 

�̃�             [
         
         
        

] 

 وبذلك نحصل عمى معادلتي الانحدار المتعدد المضاعف التاليتين :
 ̃                        

                        

 

 لأخطاء في كل منيما تساوي:نجد أن قيمة الانحراف المعياري لكما 
                                                 

  عند النقطة السطرية       و      لـ  التقديريةالقيمة  ولإيجاد
نعوض ذلك ،  [           ]  

 ، فنجد أن :السابقتين في المعادلتين
 ̃                                     

 ̃                                      
 

 وكان يمكن حسابيا من العلاقة المصفوفية التالية :

 ̃    
  𝛽  [           ]  [

         
         
        

]  *
      
      

+ 

أولًا بحساب الجداء  نقوملذلك  ،(193-2لكل من ىاتين القيمتين نطبق العلاقة ) ثقة ولإنشاء قطع
  

 فنجد أن: ̃  ثم حساب المصفوفة            

  
           [           ]  [

                      
                       
                      

] [
 

   
   

]          
 

  ̃  [
(      �̃�   )

 
(      �̃�   ) (      �̃�   )

 
(      �̃�   )

(      �̃�   )
 
(      �̃�   ) (      �̃�   )

 
(      �̃�   )

] 

 أن: نجدوبعد إجراء الحسابات اللازمة عمى الحاسوب 

  ̃  *
        
         

+       ̃  [

    

 

    

 
    

 

     

 

]                                                      

وذي الاحتمال  [(         )  ] مقيمة المتوقعة لبتشكيل معادلة القطع الناقص لمثقة  نقومثم 
 ( كما يمي:188-2من العلاقة ) 0995

[                            
 

 
*
        
         

+
  

 [
           

           
]           [

    

 
           ] 

جراء بعض الإصلاحات حصموا عمى قطع ناقص بدلالة                 وبعد تعويض       وا 
)الكبير والصغير(  وويمكن تحديد اتجاه وطول كل من محوري ،                مركزه ،      و

 .في الفصل الرابع كما فعمنا سابقاً  (̃  )بواسطة القيم الذاتية والأشعة الذاتية لممصفوفة 
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لذلك نقوم أولًا و  ،(179-2نطبق العلاقة )      ولإنشاء مجالات الثقة المتزامنة لمقيمة المتوقعة لـ 
 [: ̃ ]انظر المصفوفة  بحساب ما يمي:

√  
          (

 

     
 ̃  )  √         

 

 
(
    

 
)       

 

        ثم نقوم بإيجاد المقدار: 

     
              

    

 
                    

 يساوي : (     ) لـ  0995وىكذا نجد أن مجال الثقة ذي الاحتمال 

 (     )   ̃     √
        

     
             √  

          (
 

     
 ̃  )   

 

 (     )         √      √                                                          
 ]        وىذا يعطينا المجال التالي:                           

 
   ]         

 ، ونترك ذلك لمقارئ عمى سبيل التمرين .[     ] وىكذا نحسب مجالات الثقة المتزامنة لـ 
 ،(178-2نطبق العلاقة ) (            )  لـ  الفعميةولإيجاد معادلة القطع الناقص التنبؤي لمقيمة 

 لذلك نحسب أولًا قيمة المقدار :
    

                             

 ( فنجد أن:178-2في العلاقة ) ذلك ثم نعوض
[                             ]

 

 
*
        
         

+
  

 [
            

            
]

          [
    

 
           ] 

جراء بعض الإصلاحات نحصل عمى قطع ناقص جديد بدلالة                 وبتعويض  وا 
ويكون لمحاوره نفس اتجاه                  وىو يتمركز أيضاً في النقطة ،       و      

تكون أكبر من أطوال محوري قطع الثقة السابق . وذلك  السابق، ولكن أطوال محوري محاور قطع الثقة
  لأننا استبدلنا المقدار 

 بالمقدار:                   
    

                             
       . وىما يرسمان عمى المحورينالأولقطع الأكبر أو أوسع من  الثانيوبذلك يكون القطع 

 الشكل التالي:      و
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120 140 160 180

340

360

380

(1)Y

(2)Y

150

350

 
 (3-2الشكل )

( . لذلك 194-2نطبق العلاقة )     لمتابع الأول الفعمية ولإيجاد مجالات الثقة المتزامنة لمقيمة 
 نحسب أولًا المقدارين :

√     
           (

 

     
   )  √        

 

 
 
    

 
      

 

√
        

     
          √

    

 
     √                             

 

 

 يساوي :      لـ  لمقيمة الفعميةوىكذا نجد أن مجال الثقة 
       ̃     √

        

     
             √     

           (
 

     
   )                      

 

 الفعمية :      وىو يعطينا المجال التالي لـ 
                   

 

 ( لذلك نحسب المقدار :2-194نطبق نفس العلاقة )       الفعميةولإيجاد مجال الثقة المتزامن لمقيمة 

√    
          (

 

     
   )  √         (

 

 
 
     

 
)       

 ولقد وجدنا سابقاً أن:

√
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 ( فنجد أن:194-2نعوض ذلك في العلاقة )

       ̃     √
        

     
         √     

           (
 

     
   )   

                                                                               
 

 

 :الفعمية        قيمةوىو يعطينا المجال التالي ل
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 الفصل الثالث
 Canonical Correlationرتباط القانوني الا

 

 :تمييد 3-1
رتباط إن دراسة العلاقات بين المتحولات الكمية تعد من أولى ميام عمم الاحصاء، ومنو ظيرت نظرية الا

 إلى عدة فروع واختصاصات ىي:نحدار ثم تطورت وتفرعت والا
.  X , Yرتباط البسيط )الانحدار البسيط(: وىو يختص بدراسة العلاقة بين متحولين كميين فقط الا  -1

وحساب معامل الارتباط بينيما ثم استخراج النموذج الرياضي الذي يمثل تمك العلاقة أو يعبر عنيا 
 أفضل تعبير .

وعدة متحولات  Y: وىو يختص بدراسة العلاقة بين متحول تابع رتباط المتعدد )الانحدار المتعدد(الا  -2
 .                مؤثرة عميو نرمز ليا بالرموز:                                      

رتباط القانوني: وىو يختص بدراسة العلاقة بين عدة متحولات تابعة نرمز ليا بــ الا  -3
:   نرمز ليا بالرموز المتحولات مؤثرة فييا وعدة أخرى من               

                . 

 .وىناك فروع أخرى تتناول ىذا الموضوع مثل: التحميل العاممي والتحميل التمييزي  -4

نو عمى  ننا  سنعتبر أن القارئ قد اطمع عمى الفرعين الأول والثاني )الانحدار البسيط والمتعدد(، وا  وا 
دراية كافيةٍ بجبر المصفوفات وجداءاتيا وجذورىا الكامنة، وغير ذلك من الأمور الرياضية التي سنعتمد 

مصفوفات( . وسنستعرض عمييا عند معالجة مسائل الارتباط القانوني )انظر الجزء الأول  حول ال
 المفاىيم العامة للارتباط القانوني كما يمي :

 المفاىيم العامة للارتباط القانوني:  3-2
 لنفترض أننا نريد دراسة العلاقة الارتباطية بين مجموعتين من المتحولات الكمية ىما:

ا بالرموز متحولًا مستقلًا ) مؤثراً ( ونرمز لي pمجموعة المتحولات المستقمة : وتتألف من   -1
              

متحولًا تابعاً )متأثراً( ونرمز ليا بالرموز  qمجموعة المتحولات التابعة: وتتألف من   -2
                

كما نفترض أننا جمعنا عن كل من ىذه المتحولات المستقمة والتابعة البيانات اللازمة أو المشاىدات 
 Xمشاىدة متقابمة عن كل منيا. أي حصمنا عن كل من المتحولات المستقمة  nالميدانية وحصمنا عمى 

من القيم العددية المتقابمة من حيث الزمان أو المكان أو كلاىما، ووضعنا النتائج في  nعمى  Yوالتابعة 
 جدول مناسب كما يمي :
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 Yوالتابعة  X(: البيانات الخاصة والمشاىدات الميدانية لممتحولات المستقمة 1-3الجدول )

 المتحولات Xقيم المشاىدات لممتحولات المستقمة  Yقيم المشاىدات لممتحولات التابعة 
          ....             ....    رقم المشاىدة

    ....                 ....             1 
    ....                 ....             2 
    ....                 ....             3 
    ....                 ....             4 
    ....                 ....             5 
    ....                 ....             6 
. . . . .... 

. . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . .... 

. . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

    ....                 ....             n 

 ̅  ....  ̅   ̅   ̅   ̅  ....  ̅   ̅   ̅  
المتوسط أو 

 التوقع
  

  ....   
    

    
    

  ....   
    

    
 التباين  

وأن  Xوبصورة عامة يمكننا أن نضع جممة المتحولات المستقمة عمى شكل شعاع عمود ونرمز لو بـــــــ 
 كما يمي : Yنضع جممة المتحولات التابعة عمى شكل شعاع عمود آخر ونرمز لو بــــ 

     

[
 
 
 
 
  
  

  

 
  ]

 
 
 
 

                        

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

 Xمع متحولات المجموعة  Yوسيكون ىدفنا دراسة العلاقة الارتباطية بين متحولات المجموعة 
 بالعمودين التاليين: Yولمتوسطات  Xنرمز لمتوسطات سو 

 ̅  

[
 
 
 
 
 
 ̅ 
 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
 
 

                    ̅  

[
 
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
 
 

 

 بالعمودين التاليين : Yولتباينات  Xنرمز لتباينات سكما 

   

[
 
 
 
 
 
  

 

  
 

  
 

 
  

 
]
 
 
 
 
 

                      

[
 
 
 
 
 
  
 

  
 

  
 

 
  
 
]
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 صححة كما يمي :معمماً بأن ىذه التباينات تحسب من العلاقة ال

  
  

 

   
∑      ̅  

            

 

   

  
  

 

   
∑(     ̅ )

 
          

 

   

 
 

 * مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة :
.  Xلكل المتحولات في المجموعة  (      )   نقوم بحساب مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة 

 . Yلكل المتحولات في المجموعة              حساب مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة بو 
 لكل المتحولات المتقابمة في المجموعتين             حساب مصفوفة التباينات والتباينات المتبادلة بو 

X , Y : ونضعيا في جدول منظم كما يمي 
  X , Y(: مصفوفات التباينات والتباينات المشتركة لـــــ 2-3الجدول )

 المتحولات          ....             ....   
    ....                 ....                
    ....                 ....                
    ....                 ....                
. . . . .... 

. . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . .... 

. . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

    ....                 ....                
    ....                 ....                
    ....                 ....                
    ....                 ....                . . . . .... . . . . 

. . . . 
. . . . 

. . . . .... . . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

    ....                 ....                
 Xلمتحولات المجموعة      وىو يتضمن أربع مصفوفات مختمفة. عمماً بأن التباينات المشتركة

 تحسب من العلاقتين التاليتين:  Yولمتحولات المجموعة 

       (      )  
 

   
  ∑       ̅  (     ̅ )                         

 

   

 

 

       (      )  
 

   
  ∑       ̅  (     ̅ )                            

 

   

 

أي أن المصفوفة         متناظرة، وأن:     أي أن المصفوفة         ومما سبق نلاحظ أن: 
 متناظرة .    
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      وكذلك نلاحظ أن: 
      وأن:    

  أي أن العناصر القطرية ىي التباينات  ،  
   و  

    ،
 فتحسب من العلاقة : X , Yأما التباينات المشتركة المتبادلة لـ ،  Yولممتحولات  Xلممتحولات 

       (      )  
 

   
  ∑       ̅  (     ̅ )               

 

   

 

، أي أن         تحقق العلاقة : متناظرة و كما نلاحظ أن مصفوفة التباينات المشتركة المتبادلة 
       ، أي أن    تساوي منقول المصفوفة     المصفوفة 

  . 
 مناسبة كما يمي:السابق عمى شكل مصفوفات برموز مختمفة مع مراتبيا ال (2)وبذلك يمكننا كتابة الجدول 

 : Y , X( : مصفوفات التباينات والتباينات المشتركة لــــ 3-3الجدول )

                  

  

  

  

 
  

 

                  

  
  

  

 
  

 

             وىنا نلاحظ أن:  
          

 : Y وX ممجموعتين ل الارتباطية ات* المصفوف
 Y , Xإن المصفوفة الارتباطية مؤلفة من معاملات الارتباط الزوجية لكل متحولين ضمن المجموعتين 

 أو بينيما، ونحسبيا من معادلة )بيرسون( المعرفة بالعلاقة الآتية:

    
   (      )

√  
   √  

 

                        
  

   (      )

√  
   √  

 

                    

 فنحصل عمى الجدول التالي:
 Y .وX ممجموعتين ل طيةاالارتبمصفوفات ال( : 4-3الجدول )

 المتحولات          ....             ....   
   
  ....    

     
     

      ....              
   
  ....    

     
     

      ....              
   
  ....    

     
     

      ....              
. . . . .... 

. . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . .... 

. . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

   
  ....    

     
     

    ....                
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 المتحولات          ....             ....   
   
  ....    

     
  1    

  ....    
     

     
     

   
  ....    

  1    
     

  ....    
     

     
     

   
  .... 1    

     
     

  ....    
     

     
     . . . . .... . . . . 

. . . . 
. . . . 

. . . . .... 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

. . . . 
   
  ....    

     
     

     
  ....    

     
     

     
 

 واختصارا لكل ذلك نرمز لممصفوفات الأربعة التي يحتوييا الجدول السابق بالرموز التالية:
 كما يمي :في جدول خاص ونضعيا مع مراتبيا                         

 : Y , X الزوجية لــــ(: مصفوفات معاملات الارتباط 5-3الجدول )
 المتحولات                                      

                      

  

  

  

 
  

 

                      

  
  

  

 
  

 

              وىنا نلاحظ أن: 
           

 

 : Y , Xالشروط المفروضة عمى المتحولات   3-3
في المتحولات المدروسة، وقبل أن نباشر  إن التحميل القانوني مؤسس عمى توفر عدة شروط وفرضيات

عمميات الحساب والتحميل لابد لنا من التأكد من توفر الشروط المفروضة عمى المتحولات المستخدمة في 
ن أىم ىذه الشروط ىي:  الارتباط القانوني، وا 

ومجموعة المتحولات  Xة المتحولات المستقمة )المؤثرة( وجود علاقة سببية واضحة بين مجموع  -1
، مثل علاقة مجموعة المؤشرات السكانية )عدد السكان + معدل الولادة + معدل الوفاة+  Yالتابعة 

مدة الحياة( مع مجموعة المؤشرات الاقتصادية )الناتج+ الدخل الفردي+ معدل العمالة+ معدل 
 البطالة( ...الخ .

صفة عشوائية، أي أن تأخذ  Yوفي المجموعة  Xولات المدروسة في المجموعة أن يكون لممتح  -2
قيمتيا بطريقة عشوائية غير معروفة مسبقاً. وأن لا تتضمن قيماً شاذة )متطرفة( لأن وجود القيم 
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ن وجدت يجب استبعادىا مع القيم المقابمة ليا في المتحولات  ،الشاذة يؤثر كثيراً عمى نتائج التحميل وا 
 رى .الأخ

أن تكون المتحولات ضمن كل مجموعة مستقمة عن بعضيا البعض. أي أن تكون تغيرات كل   -3
متحول في المجموعة مستقمة وغير مشروطة بتغيرات أي متحول آخر فييا. وذلك بغض النظر عن 

 المتحولات ضمن كل مجموعة . بعض بين غير متين وجود ارتباط نظري

أو بين أي متحول من  ،Yأو ضمن  Xبين أي متحولين ضمن  يفترض أن تكون العلاقات الثنائية  -4
X  مع أي متحول منY  ذا كانت العلاقة بينيما تامة أو شبو تامة علاقة خطية غير تامة. وا 

%( فإننا نقوم بحذف أحدىما )الأقل أىمية لمدراسة(. أما إذا كانت 95)بمعامل ارتباط أكبر من 
أو نقوم بتحويمو إلى ( فإننا نحذف أحدىما أيضاً      وعندىا تكون  )العلاقة بينيما غير خطية

 )حسب ىدف الدراسة(، ويتم التحقق من ذلك خلال دراسة مصفوفات الارتباط الزوجية . متحول آخر

حالة أو مشاىدة، وأن  20إلى  10لكل المتحولات المدروسة يتراوح من  nأن يكون حجم العينة   -5
توزيع الطبيعي أو متقاربة منو . ويتم التحقق من ذلك من خلال إجراء اختبار تكون قيميا خاضعة لم

 عمى بيانات كل متحول عمى حدة .الطبيعية 

وأن تكون بياناتيا متجانسة أو متقاربة من ، أن تكون المتحولات في كل مجموعة ذات طبيعة واحدة   -6
 متحولات كل مجموعة عمى حدة .عمى  Fتطبيق اختبار بالقيمة المتوقعة. ويتم التحقق من ذلك 

 أن تكون المتحولات ضمن كل مجموعة قابمة لمتركيب الخطي فيما بينيا .  -7
 

 التحميل الرياضي للارتباط القانوني  3-4
ومجموعة من  Xييدف الارتباط القانوني إلى دراسة العلاقة بين مجموعة من المتحولات المستقمة 

 حيث أن: Yالمتحولات التابعة 

  

[
 
 
 
 
  
  

  

 
  ]

 
 
 
 

                     

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

ولدراسة ىذه العلاقة نشكل من كل ، Yىو عدد المتحولات في  qو Xىو عدد المتحولات في  pحيث 
 كما يمي:    و    منيما تركيباً خطياً مثقلًا بأمثال مجيولة 

                                               
 

                                                  
 

ذا رمزنا للأمثال  ]   بالشعاع     وا 

  

  

 
  

  (         )  ولمنقولو بالرمز   [
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ذا رمزنا للأمثال  ]  بالشعاع     وا 

  

  

 
  

  (         )  ولمنقولو بالرمز   [

 عمى الشكل التالي : (7-3)( و 6-3فإنو يمكننا كتابة التركيبين )

  (                )

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                                                         

 

  (            )

[
 
 
 
 
  
  

  

 
  ]

 
 
 
 

                                                               

(  9-3) و(8-3( أو )7-3( و )6-3المستخدمة في العلاقات )وىنا لابد من التمييز بين المتحولات 
 وفق التالي :

وىي  (Independent variables)تسمى بالمتحولات المستقمة  Xإن متحولات المجموعة 
 . (1)قيمة عددية )مشاىدة( متقابمة كما في الجدول  nمتحولات معروفة ولدينا عن كل منيا 

ن متحولات المجموعة  وىي أيضاً  (Dependent variables)تحولات التابعة تسمى بالم Yوا 
 .(1)قيمة عددية )مشاىدة( متقابمة كما في الجدول  nمعروفة ولدينا عن كل منيا 

فيي توابع جديدة ومجيولة ويطمق عمى كل منيما اسم التابع القانوني أو المركب القانوني  V , Uأما 
(Canonical varaite) :فيكون لدينا . 

U –  ىو المركب القانوني لممجموعةX  التابع القانوني لـــ(X وأرغب في تسميتو بالمتابع القانوني لــ )X. 
V –  ىو المركب القانوني لممجموعةY  التابع القانوني لــ(Y وأرغب في تسميتو بالمتابع القانوني لـــ )Y. 

حسابيا أو تقديرىا حتى تصبح العلاقات  فيي أعداد مجيولة أيضاً ويجب عمينا     و   ولكن الأمثال 
علاقات محددة. وبما أنيا يمكن أن تأخذ قيماً متعددة، فإن العلاقتين  (3-8),(3-9)أو  ( 6-3),(7-3)

        ( يمكن أن تعطيانا عدداً من أزواج المركبات القانونية نرمز ليا بــــ 7-3( و)3-6)
 كما يمي :......         و         و
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 ويمكن تمثيل العلاقة بين ىذه المتحولات ومركباتيا القانونية كما يمي :

      (1-3) :                        

           

1Y

2Y

qY

1V

 1 1,VU

1

pX

11b

1U

1 1a

2X

1X

1qb

1 2b

1pa

12a

             
1Y

2Y

qY

2V

 2 2,VU

2

pX

21b

2U

21a

2X

1X

2qb

22b

2 pa

22a

 
 نقوم بحساب معامل الارتباط الزوجي  Yو Xولدراسة العلاقة بين المجموعتين 

 
بين المركبين  

...الخ، وذلك         ثم         ثم         القانونيين في كل زوج من الأزواج الممكنة 
 باستخدام معادلة بيرسون كما يمي :

   
          

√        √       
                                         

 ويسمى ىذا المعامل 
 

. وبالتالي سيكون لدينا عدداً من        بمعامل الارتباط القانوني لمزوج  
 معاملات الارتباط القانونية 

 
. وسنرى لاحقاً أن عدد ىذه        مساوياً لعدد الأزواج الممكنة لـــــ  

 المعاملات الممكنة 
 

، s=min (p,q)أي أن  qأو  pىو أصغر العددين  s. حيث أن  sيساوي  
كما إن بعضيا يمكن أن يكون معدوماً أو ضعيفاً، وعندىا سيتم إىمالو خلال التحميل والدراسة بعد إجراء 

 .الاختبارات اللازمة لذلك
 ولنفرض الآن إننا حصمنا عمى جميع معاملات الارتباط القانونية 

 
المقابمة للأزواج الممكنة وقمنا  

 تيبيا تنازلياً فإننا سنحصل عمى متتالية منيا كما يمي :بتربيعيا )لأنيا قد تكون سالبة( ثم تر 
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  الذي يقابل المعامل الأكبر  (U ,V)الزوج  سميوسنصطمح ىنا عمى أن ن
الزوج الأول ونرمز لو ب   

  الذي يقابل المعامل الثاني  (U, V)، كما نسمي الزوج        بــــ 
بالزوج الثاني ونرمز لو بـــ   

  ، وىكذا نرمز لمزوج الذي يقابل المعامل        
 ...الخ . kونسميو بالزوج         بالرمز   

ستبعد المعاملات غير المعنوية ويقتصر الأمر عمى ن الارتباطية وبعد اختبار معنوية ىذه المعاملات
 الأولى فقط )الأول ثم الثاني ثم الثالث(.المعاملات 

لا  (U ,V)وبصورة عامة سنقوم بمعالجة ىذه المسألة ودراسة الارتباط القانوني بين كل زوجين مركبين 
 عمى التحديد من خلال حساب معامل الارتباط القانوني بينيما والمعرف بالعلاقة التالية:

       
        

√       √      
                                                        

والتباين المشترك  v r (V)والتباين  v r (U)لحساب قيمة ىذا المعامل يمزمنا حساب التباين 
 ( باستخدام العلاقات التالية:7-3( و)6-3، ويتم حسابيم من العلاقتين )         

       ∑∑       (     )                                                            

 

   

 

   

 

 

       ∑∑       (     )                                                               

 

   

 

   

 

         ∑∑       (     )                                                           

 

   

 

   

 

 ويمكن تحويل ىذه المجاميع إلى جداء مصفوفات وأشعة إذا عممنا أن:
            ̅            ̅          ̅                     

 فإنو يساوي مصفوفة التباينات   ̅    مأخوذ عمى جميع الأشعة    ̅     وبما أن التوقع 
 . ومنيا نستنتج أن :    وىي  Xلمتحولات المجموعة المشتركة 

                                                                                                

 يحسب من العلاقة:       أي أن التباين 

       (         )  [

   
   
 
   

  

   
   
 
   

  

   
   
 
   

  

 
 
 
 

  

   
   
 
   

]  [

  

  

 
  

  ]                 
 

 يحسب من العلاقة :       وبطريقة مشابية يمكننا أن نجد أن التباين 
                                                                                                      

 

 يحسب من العلاقة :           وكذلك يمكننا أن نجد أن التباين المشترك
                                                                                   

 ( .3ىي المصفوفات التباينية المعرفة سابقاً في الجدول )     و     و     و      حيث أن: 



 الثالثالفصل                                                      الجزء الثالث                             

382 

 

 السابقة لمعامل الارتباط القانوني الشكل التالي: (3-14)وبذلك تأخذ العلاقة 

       
        

√         √        
                                              

عمينا أن نقوم  (3-23)من العلاقة         ولمحصول عمى معامل الارتباط القانوني  لمزوج الأول 
عمى أكبر قيمة  (23-3. بحيث نحصل من )  و b الواردة في الشعاعين        بتقدير الأمثال 

. وىي مسألة معقدة وليا لا نياية من الحمول المقبولة. ( ) تعظيم قيمة  ممكنة لمعامل الارتباط القانوني 
وحتى نحصل عمى حل محدد ومثالي ليذه المسألة لابد من وضع شروط إضافية عمى عناصر 

 .   و b الشعاعين 
. فمثلًا إذا Vأو Uلا تتأثر بتغيير واحدات القياسي لــــ   ولتحقيق ىذا اليدف نعمم قيمة معامل الارتباط 

 تبقى ثابتة لأنو يكون لدينا مايمي:  ، فإن قيمة  kبعدد ثابت   مركب ضربنا ال
        

          

√           √        
 

        

√         √        
                 

(، فإن ذلك لا يؤثر   Vو U)أو كلا المركبين    المركب  بتغيير واحدات القياسإذا قمنا وىذا يعني أنو 
ن أبسط واحدات Vو U. ولذلك نقوم باختيار واحدات قياس مناسبة لممركبين القانونيين  عمى قيمة  . وا 

متساويين ومساويين لمواحد الصحيح.           و         قياس ليما ىي التي تجعل التباينين ليما 
 تاليين :لذلك نضع عمييما الشرطين ال

                                                                                
 

         ̀                                                                       

 إلى الشكل البسٌط التالً: (3-23)وبذلك تتحول المعادلة 

  
        

   
                                                                

̀ )إلى مسألة تعظيم البسط   وتتحول مسألة تعظيم قيمة المعامل  ويصبح ىدفنا إيجاد  (      
ولنرمز ليذه القيمة العظمى  (3-25),(3-26)ضمن الشرطين (3-27)من العلاقة  القيمة العظمى لـ

 فيكون لدينا:   بــ
      (        )                                                                          

        بالزوج الأول ونرمز لو بــ    الذي يقابل ىذه القيمة  U , Vويسمى الزوج 
نشكل منو تابع لاغرانج مع  (3-27)في (        )ولإيجاد القيمة العظمى الشرطية لذلك البسط 

 يمي: كما (3-25) , (3-26)الشرطين 

           
  

 
             

  

 
(          )            
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بالنسبة  Lىما عددان حقيقيان وسيطان يسميان بمضروبي لاغرانج، ثم نشتق التابع        حيث أن 
 : (*)ونضعيما مساويين لمصفر فنحصل عمى المعادلتين التاليتين bثم بالنسبة لــ    لــ

  

  
                                                                                    

 

  

  
                                                                                    

 :فنحصل عمى العلاقتين   والثانية بـــــ    نضرب الأولى بـــ 
                       
                       

 ثم نطرح الثانية من الأولى فنحصل عمى ما يمي:
            

                    
          

 نجد أن: (3-22) , (3-25) , (3-26)ومن العلاقات 
 شرطاً                       وأن :                        
 أي أن:         وبالتالي فإننا نحصل عمى أن:  

                                                                  عدد حقيقي            
 

قابمة لمعكس     . ونفترض أن المصفوفة (3-30) ,(3-31)الموحدة في المعادلتين   نعوض قيمة 
   )أي 

   من اليسار بالمقموب  (3-31)موجودة( ونضرب المعادلة    
 فنحصل عمى أن:   

   
             

           
 ومنيا نحصل عمى أن:

   
                   

 من العلاقة التالية:  يحسب عن طريق الشعاع  bوبذلك نجد أن الشعاع 

  
   

      

 
                                                                                      

من العلاقة  b)يرتبط معو تناسبياً(، وبتعويض قيمة الشعاع   يتناسب مع الشعاع  bأي أن الشعاع 
 نحصل عمى أن : (3-30)في معادلة المشتق الأول  (33-3)

   

   
      

 
           

 

                                    
  (*):إن الاشتقاق ىنا يتم حسب قواعد اشتقاق المصفوفات المعرفة بالعلاقات التالية 

  
 (    )

  
             

   
 (      )

  
     

   
 (    )

  
               

    متناظرة   

 (      )

  
 

 

  
[       ]

 
 [     ]

 
       

 

  
[       ]  

 

  
*(    )

 
  +       

  

 
 
 (        )
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 ومنيا نجد أن:
       

                                                                   
، ولتبسيط الأمور نفترض أن المصفوفة          وىذا ىو الشكل العام لمعادلة القيم الذاتية

   قابمة لمعكس )أي أن     
   من اليسار بــــــ  (3-34)موجودة( ونضرب طرفي العلاقة    

فنحصل    
 عمى المعادلة التالية:

   
          

              
               

 أي أن:
   

          
                                                                 

 

 .       وىذا ىو الشكل النموذجي لمعادلة القيم الذاتية 
ىو عبارة عن مصفوفة  (3-35)وىنا نلاحظ أن نتيجة الجداء المصفوفي الذي في الطرف الأيسر من 

 . p * pمربعة من المرتبة 
 فيكون لدينا ما يمي: Aوللاختصار نرمز ليا بالرمز 

        
          

                                                           
 كما يمي:   شكل معادلة القيم الذاتية بالنسبة لــ  (3-35)ا تأخذ العلاقة وعندى

                                                                                            
 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل النموذجي كما يمي:

[     ]                                                                                      
، لذلك (0 =  )، عمينا أن نتجنب الحصول عمى الحل التافو   وحتى نستطيع الحصول عمى الشعاع 

ىي مصفوفة شاذة. وىذا يعني أن قيمة محددىا يجب أن  [     ]نفترض أن المصفوفة المربعة 
 اوي الصفر، أي يجب أن يكون:تس

  |     |                                                                                            
سيشكل معادلة مؤلفة من كثير حدود من    فإن مفكوكو بالنسبة لـــ  pوبما أن مرتبة ىذا المحدد تساوي 

 كما يمي:     لممقادير  pالمرتبة 
          

          
                                       

، وتسمى ىذه الجذور بالجذور الكامنة   جذراً موجباً لـــ  pوعند حل ىذه المعادلة نحصل عمى 
(Roots)  لممصفوفةA  ويغمب عمييا اسم أو مصطمح القيم الذاتية(Eigen values)  لممصفوفةA. 

  وبعد الحصول عمى ىذه القيم الذاتية 
 نقوم بترتيبيا تنازلياً فيكون لدينا:  

  
    

    
    

     
                                                             

  وبعد الحصول عمى القيم الذاتية 
   , b)الجذور السابقة( عمينا أن نستخدميا في حساب الشعاعين   

 (3-38)، لذلك نقوم بتعويض كل منيا وعمى التوالي في المعادلة الذاتية (3-6),(3-7)لمتركيبتين 
، ولتوضيح ذلك نبدأ  فنحصل في كل مرة عمى جممة معادلات متجانسة وغير مستقمة لممجيول 

  بتعويض القيمة الذاتية الاولى 
 :(   أن فنحصل عمى المعادلة الذاتية التالية )بفرض  (3-38)في  
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[    
  ]  [

      
                         

                   
              

                               
 

] [

  

  

  

]                        
 

 كما يمي: aوىي تعطينا جممة معادلات متجانسة بالنسبة لممجيول 
       

                     

                
             

                         
      

                                               

. (3-39) وذلك حسب العلاقة، الصفر وىي جممة معادلات غير مستقمة لأن محدد مصفوفة أمثاليا يساوي
     . وأن كل من ىذه الحمول   وبالتالي فإن ىذه الجممة ستعطينا لانياية من الحمول المقبولة لمشعاع 

ويشكل حزمة من الحمول المقبولة . وىذا الحل مع مضاعفاتو        لو لانياية من المضاعفات مثل 
عناصره تبقى غير محددة . )لأن كل ، ولكن طولو أو قياسو أو قيم   يحدد لنا فقط الاتجاه العام لمشعاع 

 .  ،)راجع الجزء الأول(مضاعف يعطينا قياس مختمف عن الآخر مع إن ليم نفس الاتجاه(
 (3-25)، نضيف إلييا معادلة الشرط  في تحديد قياس الشعاع  (3-43)وحتى نستفيد من المعادلات 

يد ليا، يعطينا العناصر الأساسية ا معاً بطريقة التعويض، فنحصل )غالباً( عمى حل وحمونقوم بحمي
 . وبذلك نكون قد توصمنا إلى اليدف المطموب .               لمشعاع 

ذا لم نستطيع الحصول عمى حل وحيد لمشعاع  مباشرة )بسبب  (3-25)و  (3-43)من المعادلات   وا 
إنو يمكننا اتباع طريقة أو إذا كانت دقة الحل غير مضمونة )بسبب كثرة الحسابات(، ف ،عدم الاستقلال(

، kونضربو بعدد ثابت      مثل  (3-43)أخرى تتمخص بأن نبحث عن أي حل مقبول لمجممة 
الذي  (3-25)، ثم نعوض ىذا الحل الأخير في الشرط       فنحصل عمى شعاع جديد مقبول ىو 
 فنحصل عمى معادلة جديدة من الشكل: Uفرضناه عمى تباين المركب القانوني 

                                                                         
 وىي تكافئ المعادلة:

                                                                                    
 

، ونستخدم ذلك العدد المحسوب (3-25)محققاً لمشرط    التي تجعل ذلك الحل    ومنيا نحسب قيمة 
نحصل عمى الشعاع فمن جديد        لذلك نقوم بحساب الجداء ،    لتعديل الحل المقبول    

 ونكتبو عمى الشكل التالي:   الذاتي الأول والذي سنرمز لو أيضاً بـــ 

   [

  
 

  
 

  
 

 

]                                                                                     

من الزوج الأول    المصاحب لمتحولات المركب القانوني    ولمحصول عمى عناصر الشعاع الذاتي 
 فنجد أن : (3-33)نستخدم العلاقة          
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   [

  
 

  
 

  
 

 

]  
   

      

  
 [

  
 

  
 

  
 

 

]                                                  

فنضربو  Vالمفروض عمى تباين  (3-26)نقوم بتعديمو ليحقق الشرط    وبعد حصولنا عمى الشعاع 
 فنحصل عمى أن: (3-26)ونعوض الناتج في الشرط   بعدد ثابت 

                                                     
 وىي تكافئ المعادلة :

                                                                                           
ــ    ، لذلك نضرب ذلك الشعاع (3-26)يحقق الشرط    التي تجعل الشعاع    ومنيا نحسب قيمة  بـ

 ونكتبو عمى الشكل التالي :   نرمز لو أيضاً بـــ  (      )المحسوبة فنحصل عمى شعاع جديد   

  
  [

  
 

  
 

  
 

 

]                                                                                           

  وبعد الحصول عمى الشعاعين الذاتيين الأولين
    

   يمكننا حساب قيمة معامل الارتباط القانوني     
 :تساوي وىي (3-27)من العلاقة          لمزوج الأول 

                                                                                           
 من العلاقة التالية )مع وضع الإشارة المناسبة( :   كما يمكن حساب قيمة 

    √  
                                                                                

أو من خلال حساب معامل الارتباط          وسنحدد إشارتو لاحقاً من خلال الشكل البياني لمزوج 
  بينيما، وأخيراً نقوم بتعويض الشعاعين الذاتيين 

    
مى فنحصل ع ،(3-7)و (3-6)في العلاقتين    

 ىما:         تركيبين خطيين محددين لمزوج القانوني الأول 
 ̃    

      
      

        
                                      

 

 ̃    
      

      
        

                                         
، وذلك بتعويض قيم المشاىدات الفعمية ( ̃    ̃ )وبعدىا نقوم بحساب القيم النظرية لكل من المركبين 

، وبتعويض قيم المشاىدات الفعمية )في (3-51)في العلاقة  X)في الصفوف( لممتحولات المستقمة 
. فنحصل عمى القيم النظرية المتقابمة لمزوج  (3-52)في العلاقة  Yالصفوف( لممتحولات التابعة 

 . ( ̃    ̃ )القانوني الأول 
فنحصل عمى شكل انتشار، ومنو يظير لنا اتجاه  (  ̃     ̃ )ثم نقوم برسم الشكل البياني لمقيم النظرية 

 .         ومتانة الارتباط الخطي بين 
فنحصل عمى القيمة    ىنا يمكننا أيضاً حساب القيمة النظرية لمعامل الارتباط القانوني الأول من و 

ن إشارتو ( ̃    ̃ )والتي تعبر عن شدة الارتباط بين مركبي الزوج الأول    العظمى لممعامل  . وا 
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المثال العام  بمراجعة )ننصح القارئتتحدد من خلال تمك الحسابات أو من خلال اتجاه الشكل البياني
 .المحمول في آخر الفصل  ثم المتابعة(

، وذلك (3-28)من العلاقة   ومن جية أخرى وبشكل عام يمكننا حساب قيمة معامل الارتباط القانوني 
 فنجد أن: (3-28)في العلاقة  (3-33)من العلاقة  bبعد تعويض قيمة الشعاع 

        

   
      

 
                                                                 

 

  
  

 
       

                                                                 
 

وبالتعوٌض نحصل          ٌساوي  (3-54)نجد أن الجداء الأخٌر من  (3-34)ومن العلاقة 
 على أن:

  
  

 
                    

 

 ، فإننا نجد أن:          أن  (3-25)وبما أنه لدٌنا من الشرط 

     √                                                                                 

تساوي الجذر التربيعي لمقيمة          المقابل لأي زوج قانوني    أي أن قيمة معامل الارتباط 
  الذاتية 

لكل زوج من خلال الحساب الفعمي لقيمتو من القيم    المقابمة لذلك الزوج . وتحدد إشارة   
 ( .49-3أو من خلال شكل الانتشار، أو من خلال العلاقة ) ( ̃    ̃ )النظرية لمزوج 

  يمكننا أن نستخمص بعض خواص القيم الذاتية  مما سبقو 
 [    ]المحسوبة من معين المصفوفة   

 كمايمي :
 كأي معامل ارتباط خطي يحقق المتراجحة المزدوجة التالية:   بما أن قيمة معامل الارتباط 

                                   
                                                 

  نستنتج  (3-55)ومن العلاقة 
    

 ( نجد أن:56-3ومن )   
    

                                                                                                    
  وىذا يعني أن جميع القيم الذاتية 

ىي قيم غير سالبة وأصغر أو  [    ]المحسوبة من المصفوفة   
 ا تنازلياً كما يمي:تساوي الواحد، لذلك يمكننا ترتيبي

    
    

    
     

                                                             
 :         وتقابميا معاملات التحديد المقابمة للازدواج القانونية 

    
    

    
     

                                                             
 

 يمي:كما  أولًا ثم حساب  bيمكن معالجة الموضوع السابق بأسموب آخر، وذلك بحساب طريقة أخرى:* 
من اليسار  (3-30)ونضرب طرفي المعادلة  (3-30)لنأخذ المشتق الأول المحسوب في العلاقة 

   بالمصفوفة المقموبة 
   ) بفرض أن    

 موجودة( فنحصل عمى ما يمي:   
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 من العلاقة : bيمكن أن يحسب بدلالة الشعاع   ومنيا نستخمص أن الشعاع 

  
   

      

 
                                                                                     

 نجد أن: (3-31)في معادلة المشتق الثاني   وبتعويض 

   

   
        

 
                                                          

 

       
                                                                   

 

 (3-62). ولتبسيط الأمور نضرب طرفي         وىو الشكل العام لمعادلة القيم الذاتية 
   بالمقموب 

   ) بفرض أن    
 موجودة( فنحصل عمى المعادلة الذاتية التالية:   

   
          

                                                                
 

 .        وىي معادلة الشكل النموذجي لمعادلة القيم الذاتية 
وىنا نلاحظ أن نتيجة الجداء المصفوفي في الطرف الأيسر ىي عبارة عن مصفوفة مربعة من المرتبة 

 فيكون لدينا: B، واختصاراً لمرموز نرمز لذلك الجداء بالرمز    
     

          
                                                                   

 نحصل عمى المعادلة الذاتية التالية: (3-63)وبالتعويض في 
                                                                                               

 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي:
[     ]                                                                                    

 وىي معادلة الشكل النموذجي لمعادلة القيم الذاتية.
ىي  [     ]نفترض أن المصفوفة المربعة  (   )وحتى نتحاشى الحصول عمى الحل التافو 

 لمصفر. فيكون لدينا: مصفوفة شاذة، وىذا يقتضي أن يكون محددىا مساوياً 
|     |                                                                                       

 qفإن مفكوكو سيشكل معادلة مؤلفة من كثير حدود من المرتبة  qوبما أن مرتبة ىذا المحدد تساوي 
 كما يمي:   لممقادير 

          
          

                                          
جذراً. وتسمى ىذه الجذور بالجذور   فنحصل عمى      ثم نقوم بإيجاد جذور ىذه المعادلة بالنسبة لـــ 

. ثم نقوم بترتيبيا تنازلياً فنحصل  Bلممصفوفة  (eigenvalue)أو بالقيم الذاتية  Bالكامنة لممصفوفة 
 عمى القيم الذاتية التالية:

  
    

    
      

                                                                           
  وعمى معادلات التحديد المقابمة ليا :                         

    
    

      
    

  الجذر الأول نأخذ          من الزوج    المصاحب لـــــ   ولمحصول عمى الشعاع الذاتي الأول 
  

  ونقوم بتعويض قيمة 
. ثم نجري الحسابات اللازمة فنحصل عمى جممة معادلات (3-66)في المعادلة   
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، وحتى نستطيع الاستفادة من ىذه  خطية غير مستقمة ، تعطينا لا نياية من الحصول المقبولة لمشعاع 
 فنحصل عمى: Vوضعناه عمى تباين  لأحد الحمول ونخضعو لمشرط الذي  المعادلات نأخذ المضاعف 

                                                         
، ومنو نحصل عمى (3-26)جعل ذلك الحل حلًا يحقق الشرط ت تيال   قيمة العدد عمى ومنيا نحصل 

  )وىي:    عناصر الشعاع الأول 
    

    
      

  ، ولمحصول عمى عناصر الشعاع الأول ( 
 كما يمي: (3-61)نطبق العلاقة 

   [

  

  
 

 
  

 

]  
   

      

  
 [

  
 

  
 

 
  

 

]                                                          

. وبعد ذلك  bكما فعمنا مع  (3-25)ثم نقوم بتعديمو حتى يحقق الشرط المفروض عميو وىو الشرط 
( فنحصل عمى نفس التركبين الخطين 7-3( و6-3في العلاقتين )      نعوض شعاعي الأمثال 
 وىما:         المحددين لمزوج الأول 

     
      

        
                                                           

 

     
      

        
                                                               

في المعادلتين  Yولــــ  Xوذلك بتعويض القيم الفعمية لــــــ        وبعدىا نقوم بحساب القيم النظرية لــــ 
ثم نرسم الشكل البياني  ،( ̃    ̃ )القيم النظرية المتقابمة منظومة ، فنحصل عمى (3-73)و  (72-3)

شارة معامل الارتباط بين  ، ومنيا نحسب قيمة معامل الارتباط       ليما، الذي يظير لنا متانة وا 
  √    من العلاقة:    ونحدد إشارتو المناسبة. كما يمكن حساب   القانوني 

ثم تحديد إشارتو   
 كما سبق.

 وما بعده :         * حساب أمثال الزوج الثاني 
ثاني أكبر معامل    التي تجعل معامل الارتباط القانوني          لمحصول عمى أمثال الزوج الثاني 

  ارتباط، نأخذ القيمة الذاتية الثانية 
، فنحصل منيا عمى جممة (3-38)ونعوضيا في المعادلة   

تطيع الحصول عمى حل وحيد ى نسوحت. معادلات غير مستقمة، ويكون ليا لانياية من الحمول المقبولة
نستفيد من الشرطين المشابيين لمشرطين  ،أكبر ما يمكن   الذي يجعل معامل الارتباط    لمشعاع

 وىما:       السابقين المفروضين عمى 
                                                                                      

غير مرتبطة خطياً مع المركبات          وىنا يشترط أيضاً أن تكون المركبات القانونية في الزوج 
 . أي أن يكون :       القانونية لمزوج الأول 
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   التي تجعل معامل الارتباط القانوني          وىو  kرة عامة لمحصول عمى أمثال الزوج وبصو 
  يأخذ قيمة أكبر من المعاملات التالية لو، نقوم بتعويض القيمة الذاتية 

ومنيا  (3-28)في المعادلة   
    نحصل عمى جممة معادلات خطية غير مستقمة. وحتى نستطيع الحصول عمى حل وحيد لمشعاعين

 نستعين بالشرطين السابقين وىما:
                                                                                      

غير مرتبطة بالمركبات القانونية السابقة          ية ونضيف إلييما شروط أن تكون المركبات القانون
 ليا وىي:

                 

                 

                 

                 

                                                              

              وذلك من أجل قيم 
 تكون معدومة مع جميع المركبات التي تسبقيا .         وىذا يعني أن معاملات ارتباط المركبين 

وىكذا نتابع حتى نحصل عمى أمثال جميع الأزواج الممكنة، ويكون كل زوج مستقل عن الأزواج الأخرى 
ع الأزواج الممكنة في السابقة لو، ويمكن توضيح ذلك من خلال عرض التباينات والتباينات المشتركة لجمي

 كما يمي: (3-77)( و76-3جدول يتناسب مع الشروط )
 :        للأزواج الثلاثة الأولىالتباينات والتباينات المشتركة لممركبات  :(3-6)جدول 

 المركبات                  

0 0 1 0 0       

0 1 0 0    0    
1 0 0    0 0    
0 0    0 0 1    
0    0 0 1 0    
   0 0 1 0 0    

 

 pيساوي          ىي التي تجعل عدد الأزواج القانونية المرتبطة  (3-77)ملاحظة: إن الشروط 
 لأنيا تجعل بقية الأزواج معدومة الارتباط .      أصغر العددين  sفقط أو يساوي زوجاً 

 

  اختبار معنوية القيم الذاتية   3-5
           أو معاملات الارتباط القانونية   

، ونذكر ىنا أىم ىذه المؤشرات وشروط استخداميا ضمن فرضية   ار معنوية بيوجد عدة مؤشرات لاخت
 . Yومجموعة المتحولات  Xالعدم التالية: لا توجد علاقة معنوية بين مجموعة المتحولات 

        مقابل أن يكون أحدىا غير معدوم                   أي أن 
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 :ويحسب من العلاقة التالية Wilk's – lambda ارباخت -1

⋀      ∏     
                                                                                        

 

   

 

يستخدم لمدلالة عمى معنوية جممة ، و             بدرجتي حرية  Fوىو يخضع لمتوزيع 
. وكمما كانت قيمة ىذا المؤشر صغيرة كانت    حتى    معاملات الارتباط المتتالية اعتبار من 

المقابمة لدرجتي  Fمن جدول   المعنوية كبيرة )وذلك بعكس المؤشرات الأخرى(، وتؤخذ القيمة الحرجة لو
تكون    لمحسوبة أصغر من القيمة الحرجة ا    ⋀، فإذا كانت قيمة            الحرية 
التي تقول أنو لا توجد علاقة معنوية بين    عمى غير العادة( نرفض فرضية العدم و )، فإننا    

 . Yومجموعة المتحولات  Xمجموعة المتحولات 
 

ويعتبر  (3-81)المعرفة في     ⋀: وىو يحسب اعتماداً عمى قيمة Bartlitt أو   اختبار -2
 بديلًا عنو ويحسب من العلاقة :

    
   [  

 

 
       ]   ⋀     [  

 

 
       ]∑   (    

 )

 

   

                
 

    ، فإذا كانت قيمة                  ذي درجة حرية    وىو يخضع لتوزيع 
  

  المحسوبة أكبر من 
، وىو يقيس معنوية جممة المعاملات القانونية   نرفض الفرضية     أو   

 .   حتى    من 
 ويحسب من العلاقة : (78)المعرفة من     ⋀وىو يعتمد أيضاً عمى قيمة  :Fار باخت -3

     
  ⋀     

 
 
 

⋀     

 
 
 

                                                                                      

 بدرجتي حرية: Fوىو يخضع لتوزيع 
                                                 

        
 

 
(       )(       )    

    يساويان:      wو  tحيث أن 
 

 
                       √

       

       
 

    نرفض فرضية العدم     أو كانت      المحسوبة أكبر من      فإذا كانت قيمة 
 : وتحسب قيمتو من العلاقة: Hotelling - lawley traceار باخت -4

     ∑.
  

 

    
 /                                                                                          

 

   

 

 العلاقة:ثم نقوم بمقارنة ىذه القيمة مع القيمة الحرجة التي تحسب من 
       

     

 
 

    نرفض فرضية العدم     أو         فإذا كانت 
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 وتحسب قيمتو من العلاقة التالية: : Pillia's traceار باخت -5

     ∑  
 

 

   

                                                                                   

 .      بدرجة حرية    وىو يخضع لتوزيع 
   نرفض فرضية العدم     أو         فإذا كانت 
  ارات عمى القيم الذاتية ب: إن نتيجة تطبيق ىذه الاختملاحظة

  أو عمى المعاملات   
تفرز لنا تمك   

(،       ( ومعاملاتو غير معنونو )تقابل         المعاملات إلى معاملات معنوية )تقابل 
وعندىا فإن التحميل الرياضي والإحصائي يقتصر عمى المعاملات المعنوية وعمى الازدواج القانونية 

ار ويكون المعامل الأول ىو أىم بالمقابمة ليا . وتكون المعاملات المعنوية ىي الأولى في جدول الاخت
ن قيمة المع امل الأول تعبر عن مصداقية المعاملات ثم يميو المعامل الثاني ثم الثالث )إن وجد ..الخ(. وا 

 .)راجع المثال العام المحمول في نياية ىذا الفصل( ذلك الارتباط
 : التحميل الرياضي خلاصة  3-6

 و (3-6)المعرفين بالعلاقتين     المصاحبين لمتركبين     في الشعاعين       لحساب الأمثال 
 التالية:يمكننا أن نتبع إحدى الطرق الحسابية  (7-3)

 أي عندما يكون عدد المتحولات في     : وىي تطبق عندما يكون الطريقة الأولى(X  أقل أو
وتيدف إلى حساب  ،. وذلك لاختصار الحسابات المعقدة اللازمة لذلك(Yيساوي عدد المتحولات في 

 وتتمخص بما يمي: ،bأولا ثم حساب الشعاع   الشعاع 
  نقوم بحساب القيم الذاتية  -1

 من المعادلة الذاتية:  
   

          
                                                           

 وذلك باستخدام محدد المعادلة الذاتية:
[      ]                  |      |                                      

  : المرتبة ومنيا نحصل عمى القيم الذاتية
    

    
     

  ، وعمى المعاملات     
    .و  

  المقابل لمقيمة الأولى   نقوم بحساب عناصر الشعاع الأول  -2
وذلك  (3-83)من المعادلة   

  بتعويض قيمة 
تعديميا لتحقق الشرط المفروض نفوم بثم  ،   فييا وحساب عناصر الشعاع   

 عمييا وىو:
                                                                           

 وذلك بتطبيق العلاقة:  من عناصر الشعاع  bنقوم بحساب عناصر الشعاع الأول  -3

   
       

 
                                                                                    

                    المفروض عمييا وىو  (3-26)تحقق الشرط ثم نقوم بتعديميا ل
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فنحصل عمى تركيبين محددين  (3-6),(3-7)في التركيبين       نعوض عناصر الشعاعين  -4
 ليما ىي:

 ̃    
      

       
   

 ̃    
      

       
   

                                                                 

نحسب معامل الارتباط منيما ثم نرسم شكمو البياني و ،  ( ̃    ̃ )نقوم بحساب القيم النظرية لمزوج  -5
 لتحديد إشارتو .   القانوني الأول 

 ( .نقوم بإجراء جميع الحسابات اللازمة لتحميل الكفاءة ) كما سنرى لاحقاً  -6
 

 وىي تطبق عندما يكون الطريقة الثانية :   p  أي عندما يكون عدد المتحولات في(Y  أقل أو
 وذلك لاختصار الحسابات اللازمة لذلك ( . Xيساوي عدد المتحولات في 

 وتتمخص بما يمي:  أولًا ثم  bوتيدف إلى حساب الشعاع 
  نقوم بحساب القيم الذاتية  -1

 من المعادلة الذاتية :  
   

          
                                                           

 وذلك باستخدام محدد المعادلة الذاتية:
[     ]                          |     |                                     

  وعمى المعاملات    فنحصل عمى الجذور 
 .   و   

  المقابل لمقيمة الأولى  bنقوم بحساب عناصر الشعاع الأول  -2
، وذلك (3-88)من المعادلة   

  بتعويض 
ثم تعديمو حتى يحقق الشرط المفروض عميو    فييا وحساب عناصر الشعاع الأول   

 :وىو
                                                                           

 من العلاقة :   بعد حساب    نقوم بحساب الشعاع الأول  -3

   
   

      

 
                                                                      

فنحصل عمى الشعاع                    وىو  (3-25)ثم نقوم بتعديمو ليحقق الشرط 
   
فنحصل عمى نفس التركيبين  ،(3-6)و (3-7)في التركيبين     و  نعوض عناصر الشعاعين  -4

 المحددين في الطريقة الأولى أو عمى تركيبين متناسبين معيما وىما:
 ̃    

      
       

   

 ̃    
      

       
   

                                                             

ثم نرسم شكمو البياني ونحسب معامل الارتباط القانوني  ( ̃    ̃ )نقوم بحساب القيم النظرية لمزوج  -5
 لتحديد إشارتو .   الأول 

 تقوم بإجراء جميع الحسابات اللاحقة . -6
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 عندما يكون : وىي تطبق الطريقة الثالثةp = q :كما يمي 
  نقوم بحساب القيم الذاتية  -1

 من مفكوك المحدد :  
|   

          
           |                                                 

 ثم نقوم بترتيبيا تنازلياً كما يمي: -2
  
    

    
     

                                                                
  وىي عبارة عن معاملات التحديد 

    
    

     
المتنازلة، ثم         المقابمة للأزواج     

  √    نحسب معاملات الارتباط القانونية 
 .   و   ويتم تحديد إشارتيا حسب طبيعة العلاقة بين   

  بعد حساب القيم الذاتية  -3
المقابمة عمى التوالي لكل قيمة ذاتية     نقوم بحساب الأشعة الذاتية   

  
 :من المعادلتين الذاتيتين عمى الترتيب   

          لمشعاع                                                        
   

          
          لمشعاع                                            

( المفروضين عمييما وبذلك نحصل عمى 26-3( و)25-3ثم نقوم بتعديميما ليحققان الشرطين )
  المقابمين لكل قيمة ذاتية        الشعاعين 

 :، وبالتالي نحصل عمى التركيبات الخطية  
      

       
        

                                                      
 

      
       

        
                                                          

ونرسم شكمو البياني ونحسب معامل الارتباط القانوني  ( ̃   ̃ )نقوم بحساب القيم النظرية للأزواج  -4
 لتحديد إشارتو .   لو 

 ثم تقوم بإجراء جميع الحسابات اللاحقة . -5

 شوليسكي  ):الطريقة الرابعة( وتحويلsholesky:) 
 (3-34),(3-62)من خلال استخدام المعادلتين     مما سبق لقد لاحظنا أنو يمكننا حساب الشعاعين 

 أي من خلال المعادلتين التاليتين :
[       

            ]                                                         
 

[       
            ]                                                       

ولكن تطبيق ىاتين المعادلتين يتطمب الكثير من الحسابات المعقدة والمتكررة، وىذا ما يضخم حجم 
سابات ويجعميا تتجاوز مستويات الدقة المطموبة، ويؤثر عمى دقة النتائج في تقدير الأخطاء خلال الح

تين بالطرق ، كما يخل في تناظر المصفوفة الذاتية. لذلك قبل أن نبدأ بحل ىاتين المعادل ,bالشعاعين 
وذلك باستخدام سنقوم بتحويل مسألة القيم الذاتية العامة إلى مسألة القيمة الشاذة العامة. المعروفة ، 

 كما يمي:    و     ( لممصفوفتين المتناظرتين sholesky تحويل )شوليسكي 
( يمكن أن يطبق عمى المصفوفات المتناظرة والمحددة إيجابياً، مثل sholesky إن تحويل )شوليسكي 

 سب مقالة الباحثينح ويكون مستقراً جداً من الناحية العددية    و     مصفوفات التباين المشترك 
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(Golub & Vonloan 1996) إلى جداء     و     ، وىو يقتضى أن نفرع المصفوفتين
 مصفوفتين مثمثتين كما يمي:

      
                                                                               

 

      
                                                                                

  فتكون      ىي المصفوفة المثمثية العميا لممصفوفة    حيث أن 
 السفمى .ىي   

  فتكون     ىي المصفوفة المثمثية العميا لممصفوفة    وأن 
 السفمى .ىي   

 قطرية موجبة وأن كل منيما ذات عناصر
     أي أن:    ىي مقموب  Kوالآن نفترض أن 

    
     أي أن:    ىي مقموب  Lكما نفترض أن 

    
 وعندىا نجد أن:

   
     

     
                                                                         

 

   
     

  (  
  )

 
                                                                       

   والآن لنأخذ 
 فنجد أن: (3-100)ا في المعادلة مونعوضي    و     

[                  
    ]                                                            

 

*(      )
 
 (      )      

   +                                                
ذا رمزنا بـــ   فإننا نحصل عمى معادلة من الشكل التالي :     و         وا 

                                                                                        
وبدون أن نحسب  B , Aبطريقة القيمة الشاذة العامة لفرعي المصفوفتين والتي يمكن حميا بدقة عالية 

  (colub & vanloan 1996+ weenink 1999)     و      ممصفوفتين لالجدائين 
    في المصفوفة    من جداء مصفوفة من فرعي تشوليسكي  (3-95)وىكذا سنحصل عمى المعادلة 

  وكذلك من جداء المصفوفتين المثمثتين 
 .   في   

ن (3-99) , (3-100)وىذا يسمح لنا في تقدير أفضل لمقيم الذاتية مما كان تقديرىا من المعادلتين  ، وا 
 .  تساوي معاملات الارتباط القانوني  (3-105)الجذور التربيعية لمقيم الذاتية المحسوبة من المعادلة 

 لنحصل عمى الارتباط القانوني الأمثل . bفتعطينا كيف يتم توليف العمود  bذاتية أما الأشعة ال
 يمكن أن نحصل منيا عمى المعادلة التالية: (3-99)وكذلك الأمر بالنسبة لممعادلة 

*(     )
 
 (    )      

   +                                                   
 وتكتبيا أيضاً عمى الشكل : (3-96)وىي تتمتع بنفس الخواص لممعادلة 

[           ]                                                                    
 .   , bيمكننا حساب الأشعة الذاتية  (3-107) , (3-105)ومن المعادلتين 

 لممتحولات  )الممعيرة(البيانات الأولية المركزية : وىي تعتمد عمى مصفوفتيالطريقة الخامسةX 
 عمى الترتيب:       والتي نرمز ليما بــــ  Yولممتحولات 
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 ( ̅     )                             ( ̅     )     حيث أن: 
 ونبدأ بتفريع ىاتين المصفوفتين بطريقة تفريعات القيمة الشاذة كما يمي :

           
                                                                               

 

           
                                                                        

 فيي مصفوفة قطرية .   مصفوفة مثمثية سفمى أما    مصفوفة مثمثية عميا و    حيث أن 
 ونستخدم ىاتين التفريعتين لحساب مصفوفات التباينات المشتركة كما يمي:

      
           

    
           

       
    

                 
 

      
     (     

    
 )          

       
    

                   
 

      
           

    
           

       
    

          
             

 وذلك بالاستفادة من خاصة التعامد حيث أن:
  

                        
       

  
                      

       
                                                      

 وىكذا نجد أن:
   

        
     

       و     
        

     
                                    

 عمى أن: (3-100)نحصل من  (3-99) , (3-100)وبتعويض ذلك في المعادلتين 
[        

       
          

             
 ]               

 

  من اليسار بالمصفوفة  (3-116)وبعد ضرب العلاقة 
    

 نحصل عمى :  
[  

       
          

          
 ]                               

 والتي يمكن إعادة كتابتيا كما يمي:
*(  

    )
 
 (  

    )     +      
                                 

 وىي معادلة من الشكل :
[        ]                                                                                  

. حيث نقوم بتعويض فرع  Aوالتي يمكن حميا بسيولة بواسطة تعويض فرع القيمة الشاذة لممصفوفة 
  )يمة الشاذة الق

 ونتوصل بعد الإصلاحات إلى أن: (3-118)في المعادلة  (           
                

                                                                 
ن القيم الذاتية لممعادلة ) أما الأشعة الذاتية ليا فنحصل عمييا من أعمدة    ( تساوي 120-3وا 

  المصفوفة 
    

      
 ( عمى أن:3-99وبطريقة مشابية نحصل من المعادلة )

                
                                                                    

 اتية ليا فنحصل عمييا من أعمدة المصفوفةأما الأشعة الذ   وسيكون ليا نفس القيم الذاتية 
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. وبذلك نكون قد توصمنا إلى عدد الجداءات الضرورية لمحصول عمى القيم الذاتية. ولم     
( بل يكتفي بفرعين لمقيمة الشاذة ومصفوفة 99-3نعد بحاجة لحساب الجداءات المذكورة في العلاقة )

  )الجداء 
ن الجداء الأخير ىو مستقر جداً، وذلك لأن الأعمدة في كمتا المصفوفتين (     ، وا 

 [ .David weenink 2003.p.83متعامدة فيما بينيا ] 
 

 الارتباط القانوني المعياري: 3-7
وىو حالة خاصة من الارتباط القانوني العام، ويتم استخدامو لمتخمص من المشكلات الحسابية التي تنجم 

، وىو يطبق عمى المتحولات Yولممتحولات التابعة  Xالقياس المختمفة لممتحولات المستقمة  عن واحدات
 . X , Yالمعيارية المستخمصة من المتحولات الأصمية )الخام( في كمتا المجموعتين 

 إلى متحولات معيارية وفق العلاقة : Xلذلك نقوم بتحويل متحولات المجموعة 

    
    ̅ 

   
                                                                         

 فيكون لدينا حكماً إن المتوسط والتباين يساويان:
 ̅                                                                                          

 إلى متحولات معيارية وفق العلاقة:  Yكما نقوم بتحويل متحولات المجموعة 

    
    ̅ 
   

                                                                       

 ويكون لدينا حكماً أن المتوسط والتباين يساويان:
 ̅                                (   )                                                   

 وبذلك نحصل عمى مجموعتين من المتحولات المعيارية ىما:
                          

                          
                                                       

، Y, Xإن التعامل مع ىذه المتحولات المعيارية يعتبر أكثر سيولة وأفضل دقة من المتحولات الأصمية 
يمي بتطبيق إجراءات الارتباط القانوني عمى متحولات ىاتين المجموعتين ثم نرجع إلى  لذلك سنقوم فيما

 ونستخمص منيا النتائج الممكنة . Y , Xالمتحولات الأصمية 
نشكل تركيبين خطيين ليذه المتحولات ،  Y , Xلما فعمناه مع المتحولات الأصمية وبطريقة مشابية 

 كما يمي:       المعيارية 
                               ̀                                  

 

                                                                   
 

، ولكن  qىو Yوعدد متحولات  pىو Xشعاعان عدديان مجيولان، وأن عدد متحولات   و  eحيث أن 
يتأثر بواحدات  لا (3-6),(3-7)المعرفين في العلاقتين  (U , V)لممركبين   بما أن معامل الارتباط 
حويلات المعيارية ويبقى مساوياً لنفسو ومساوياً لمعامل فإنو لا يتأثر بيذه الت ،القياس وبمركز المحاور
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، وبناءً عميو يمكننا حساب قيمتو من المركبين (        )الارتباط القانوني الجديد لممركبين 
 وفق العلاقة التالية: (        )

 (       )  
   (       )

√         √   (   )

                                                  

 وبنفس الأسموب يمكننا البرىان عمى أن:
                                                                     

ن كل عنصر فيي   ىي مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة لممجموعة         حيث أن  ا وا 
 ويساوي:   يساوي التباين المشترك لمتحولين من 

   (        )   [       (     )]                                                                
 

              0.
    ̅ 

   

/.
    ̅ 

   

/1       
                                       

 

ىو عبارة عن معامل الارتباط بين المتحولين الأصميين         أي أن كل عنصر في المصفوفة 
ماىي إلا مصفوفة معاملات الارتباط الزوجية         المقابمين لو، أي أن المصفوفة        

، لأنو في الحقيقة إن عممية تحويل المتحولات    الأصمية والتي رمزنا ليا بــــ  Xلمتحولات المجموعة 
X  والمتحولاتY   يؤدي إلى تحويل مصفوفات التباينات والتباينات       إلى متحولات معيارية

 عمى الترتيب:                   إلى المصفوفات الارتباطية                    المشتركة 
 تأخذ الشكل التالي: (3-130)ك نجد أن العلاقة وبناءً عمى ذل

                                                                                  
 وبطريقة مشابية نجد أن:

   (   )                                                                         
 نجد أن: كما يمكننا أن

   (        )                                                 
 

نجد أن معامل الارتباط القانوني  (3-129)في العلاقة  (3-132) ,(3-133) ,(3-134)وبتعويض 
 يصبح في ىذه الحالة مساوياً لما يمي:  

 (       )  
        

√         √        
                                      

 

عمينا الآن أن نقوم    المقابل لــ             وحتى نحصل عمى التركيب الأول أو الزوج الأول 
وحتى  ،أكبر ما يمكن (       ) ، بحيث نجعل قيمة المعامل  f    بحساب عناصر الشعاعين 

    بشكل محدد نضع عمييما الشرطين المشابيين لمشرطين    نستطيع حساب عناصر الشعاعين 
 كما يمي: (25-3),(26-3)
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   (    )                                                                  
 تأخذ الشكل التالي: (3-135)وبذلك نجد أن العلاقة 

 (         )                                                      
 ,(3-137)نشكل منيا مع الشرطين  (3-138)في العلاقة   ولمحصول عمى أكبر قيمة لممعامل 

 كما يمي: تابع لاغرانج (136-3)
           

  

 
             

  

 
(          )              

 

 ىما عددان وسيطان يسميان بمضروبي لاغرانج .        حيث : 
ونضع ىذين المشتقين مساويين لمصفر )لمحصول عمى القيمة  fثم بالنسبة لـــــــ   بالنسبة  Lنشتق التابع 
 :(*)( فنجد أن Lالعظمى لــــ 

  

  
                                                                                         

 

  

  
                                                                                        

 فنحصل عمى المعادلتين:   والثانية بــــ    نضرب الأولى بـــــ 
                

                                                               
 

               
                                                           

 ثم نطرح الثانية من الأولى فنحصل عمى أن:
            

                    
                         

 أن: (3-136) ,(3-137) , (3-138)وبما أنو لدينا من 
                            و                      

 عمى أن: (3-144)فإننا نحصل من 
                                                                                                 

(، 141-3)و( 140-3الموحدة في العلاقتين )  ، لذلك نعوض قيمة        أي أن 
   ونفترض أن المصفوفة المقموبة 

   من اليسار بـــــــ  (3-141)موجودة ثم نضرب العلاقة    
   

 فنحصل عمى :
   

              
                                                  

 من العلاقة: eبدلالة الشعاع   ومنيا نحصل عمى الشعاع 
  

   
      

 
                                                                                          

 نحصل عمى أن: (3-140)في العلاقة الأولى  fوبتعويض قيمة 
                                    

 إن الاشتقاق تم حسب قواعد اشتقاق المصفوفات وىي:  (*)
  ̀ 

  
                      

 ( ̀  )
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 وبإصلاحيا نحصل عمى أن:
       

                                                           
   وبفرض أن المصفوفة المقموبة 

   من اليسار بالمصفوفة  (3-148)موجودة. نضرب    
فنحصل    

 عمى أن:
   

          
                                                           

 التي ترمز إلى : Rوىي المعادلة النموذجية لمقيم الذاتية لممصفوفة 
        

          
                                                            

 كما يمي: (3-149)وأخيراً نكتب 
[     ]                                                                                      

 

مصفوفة شاذة،  [     ]نفترض أن المصفوفة     وحتى نتجنب الحصول عمى الحل التافو وىو 
 وىذا يعني أن قيمة محددىا يجب أن يساوي الصفر . أي أن :

 

|     |                                                                                           
بالنسبة  pفإن مفكوكو سيعطينا كثير حدود من المرتبة     من المرتبة  (3-152)وبما أن المحدد 

 من الشكل :   لممقادير 
          

          
                                         

 

جذراً ليا، تسمى بالجذور الكامنة  pفنحصل عمى      نقوم بإيجاد جذور ىذه المعادلة بالنسبة لــــــ 
، ثم نقوم بترتيب ىذه الجذور تنازلياً Rلممصفوفة  (eigenvalue)أو تسمى بالقيم الذاتية  Rلممصفوفة 

 يمي: كما
  
    

    
       

                                                                
 

 المرتبة تنازلياً : (        )وىي تقابل مربعات معاملات الارتباط القانونية بين الأزواج 
  

    
    

      
                                                                

  نأخذ الجذر الأول      المصاحب لمتركيب   وحتى نحصل عمى الشعاع الذاتي المعياري الأول 
  

ثم نجري الحسابات اللازمة فنحصل عمى جممة من المعادلات  (3-151)ونقوم بتعويضو في المعادلة 
، وحتى نستطيع الاستفادة منيا في حساب عناصر الشعاع  غير المستقمة تعطينا لا نياية من الحمول لــــ 

في المعادلة   نضيف إلييا معادلة الشرط المفروض عمى    مقيمة الذاتية المقابل ل  الذاتي الأول 
وىو يعطينا العناصر  eثم نقوم بحل جممة المعادلات الجديدة فنحصل عمى حل وحيد لــ  (136-3)

     الأساسية لذلك الشعاع 
   

   
. ويمكننا اتباع طريقة أخرى وىي تتمخص بأن نأخذ أي حل       

المفروض  (3-136)ثم نجعمو يخضع لمشرط  kونضربو بمقدار ثابت  (3-151)لمجممة في  eمقبول 
 عميو فنحصل عمى أن :
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ل عمى وبالتالي نحص (3-136)يخضع لمشرط   التي تجعل الشعاع    ومنيا نحصل عمى قيمة 
  ولتكن :    عناصر الشعاع 

      
     

       
نستخدم   ، ولمحصول عمى عناصر الشعاع الأول  

 فنجد أن: (3-156)العلاقة 

   [

  
 

  
 

 
  

 

]  
   

      

 
 [

  
 

  
 

 
  

 

]                                                   

 التالي: (3-137)حتى تحقق الشرط المفروض عمييا وىو الشرط    ثم نعمل عمى تعديل عناصر 
   (   )                                                                       

 (3-127),(3-128)في التركيبين الخطيين المعرفين في       وبعد ذلك نقوم بتعويض الشعاعين
 فنحصل عمى أن: 

 ̃       
        

        
          

                       
 

 ̃       
        

        
          

                       
 

( وذلك  Rawثم نقوم بتحويل ىذين التركيبين من المتحولات المعيارية إلى المتحولات الأصمية )الخام 
 فنحصل عمى أن: (3-122) , (3-124)بما تساويو من العلاقتين  Zباستبدال كل 

 ̃      
 .

    ̅ 

   

/     
 .

    ̅ 

   

/      
 .

    ̅ 

   

/                      
 

 ̃      
 .

    ̅ 
   

/     
 .

    ̅ 

   

/      
 .

    ̅ 

   

/                        
 

 نجد أن: وبإجراء بعض الإصلاحات
 ̃    

  
 

   

   
  

 

   

    
  

 

   

   0
  

 

   

 ̅  
  

 

   

 ̅   
  

 

   

 ̅ 1            
 

 ̃    
  

 

   

   
  

 

   

    
  

 

   

   0
  

 

   

 ̅  
  

 

   

 ̅   
  

 

   

 ̅ 1               
 

عمى الترتيب ونضع الناتج فييا.  ̅   ̅ ( ىو 164-3و) (163-3فرض أن ما ضمن القوسين من )ن
 كما يمي:

 ̃   ̃     ̅   
  
 

   
   

  
 

   
    

  
 

   
                                     

 

 ̃   ̃     ̅  
  

 

   
   

  
 

   
    

  
 

   
                                   

من خلال أمثال التركيبين المعياريين  (3-6),(3-7)صمنا عمى أمثال التركيبين ح ىكذا نكون قدو 
 ، ومن المقارنة بينيما نجد أن:(165-3),(166-3)
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من عناصر الشعاعين       وبعبارة أخرى نقول أنو يمكننا الحصول عمى عناصر الشعاعين الخام 
 بتقسيميا عمى الانحرافات المعيارية لممتحولات المصاحبة ليا:        المعيارين 

 ابة ذلك عمى شكل مصفوفي كما يمي:كما يمكن كت

   [

  
 

  
 

 
  

 

]  (  
    

      
 )

[
 
 
 
 
 
 
 

   

  

 
 

   

 

  
 

   ]
 
 
 
 
 
 

          

 
 
                        

 

   [

  
 

  
 

 
  

 

]  (  
    

      
 )

[
 
 
 
 
 
 
 

   

  

 
 

   

 

  
 

   ]
 
 
 
 
 
 

          

 
 
                       

 

   أولًا ثم حساب الشعاع    : كان يمكن معالجة ىذا الموضوع بطريقة أخرى وحساب الشعاع ملاحظة
 وذلك باستخدام المعادلتين:

   
          

                                                                    
 

  
   

      

 
                                                                                         

 وذلك بالإضافة لمشرطين
                                                                                                  

 

                                                                                                
 

 .      ويتم تطبيق ىذه الحالة عندما تكون 
  Canonical loadingsحساب التحميلات القانونية  3-8

 Xإن المقصود بالتحميلات القانونية ىو جممة معاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة 
ومركباتيا  Y، ومعاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة Uوالمركبات القانونية الخاصة بيا 

. وتسمي ىذه المعاملات بالمعاملات الييكمية المباشرة . وتشمل ىذه التحميلات Vالقانونية الخاصة بيا 
والمركبات القانونية  Xنوع آخر من المعاملات ىو معاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة 

والمركبات  Y، ومعاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة Vمة ليا في الطرف الاخر المقاب
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، وتسمى ىذه المعاملات بالمعاملات الييكمية العابرة )إلى Uالقانونية المقابمة ليا في الطرف الآخر 
 ا يمي:، كمpيساوي        الطرف الآخر( وسنعالج كل منيا بفرض أن عدد الأزواج المركبة 

 :مؤلفة من نوعين ىما يالتحميلات القانونية المباشرة: وى - أ

 عمى المركبات القانونية الخاصة بيا Xتحميلات كل من متحولات المجموعة  -1- أ
، وىي عبارة عن جممة من الأشعة تعبر عن معاملات الارتباط الزوجية              

مع كل من المركبات القانونية               بين كل من المتحولات 
 الخاصة بيا. وتعطى عمى شكل جدول منظم كما يمي:              

 

 : Uعمى  Xتحميلات  (3-7):جدول        

              
 Uالمركبات 

 Xالمتحولات 

                     
                     
                     
            
                     

 

مع كل مركب  Xويتم حساب ىذه المعاملات حاسوبياً من خلال معادلة )بيرسون( بين كل متحول من 
من              . ولكن عممية الحساب تتم بعد حساب القيم النظرية )التنبؤية( لممركبات Uمن 

المعطية في  Xالنماذج الخطية التي تم استخراجيا ليا، وذلك بالاعتماد عمى القيم الفعمية لممتحولات 
 .( 1-3جدول شبيو بالجدول )

في الشعاع     من جداء المصفوفة الارتباطية   في كل شعاع عمود     كما يمكن حساب المعاملات 
 . ونكتب ذلك كما يمي:    المتعمق بالمركب الموافق لو eالمعياري 

[
 
 
 
 
   
   
   
 

   ]
 
 
 
 

    

[
 
 
 
 
   

   

   

 
   ]

 
 
 
 

                                                                                 

 )مثلًا( كما في الشكل التالي :   عمى المركب القانوني الأول  Xويمكن تمثيل تحميلات المتحولات 
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1V
1U

1 1r

pX

1X

2X

3X

21r

3 1r

1pr
……..

        (2-3)              X                
1U

2V
2U

 
 ...الخ .   ثم عمى    عمى  Xوكذلك يمكن أن نحصل عمى أشكال مشابية لتحميلات 

ن ىذه التحميلات تعبر عن شدة أو قوة العلاقة بين كل من المتحولات  مع كل من المركبات القانونية  Xوا 
 . Uالخاصة بيا 

عمى مركباتيا القانونية الخاصة بيا  Yتحميلات كل من متحولات المجموعة  -2- أ
وىي عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين كل من المتحولات              

وتعطى عمى             مع كل من المركبات القانونية الخاصة بيا             
 شكل جدول منظم كما يمي: 

  V عمى المركبات Y المتحولات تحميلات(: 8-3) جدول            

              
 Vالمركبات 

 Yالمتحولات 

   
       

     
     

     
   
       

     
     

     
   
       

     
     

     
            
   
       

     
     

     
من             ويتم حساب ىذه المعاملات حاسوبياً بعد إيجاد القيم النظرية لممركبات القانونية 

المعطية في  Yالنماذج الخطية التي تم استخراجيا ليا، وذلك بالاعتماد عمى القيم الفعمية لممتحولات 
 . (3-1)جدول شبيو بالجدول 

   كما يمكن حساب المعاملات 
في الشعاع     عمود من جداء المصفوفة الارتباطية   في كل شعاع   

 ونكتب ذلك كما يمي:   المتعمق بالمركب الموافق   المعياري 
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[
 
 
 
 
 
   
 

   
 

   
 

 
   
 
]
 
 
 
 
 

    

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

                                                                                        

 )مثلًا( كما في الشكل التالي:   عمى المركب القانوني الأول  Yويمكن تمثيل تحميلات المتحولات 

1V
1U 31

r

qY

1Y

2Y

3Y

2 1
r

11
r

1


qr ……..

        (3-3)                                  

2V
2U

1V Y 
ن ىذه التحميلات تعبر عن شدة أو قوة العلاقة بين مع كل من المركبات  Yكل من المتحولات  وا 

 . Vالقانونية الخاصة بيا 
  Cross canonical loadings: التحميلات القانونية العابرة - ب

 وىي أيضاً تتألف من نوعين ىما:
 في الطرف الآخر .  Vعمى المركبات القانونية المقابمة ليا  Xتحميلات متحولات المجموعة   -1- ب

مع كل من                وىي عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين كل من المتحولات 
، وتعطى عمى شكل جدول            المركبات القانونية المقابمة ليا في الطرف الآخر وىي 

 منظم كما يمي:
 في الطرف الآخر : المقابمة ليا V العابرة عمى المركبات X تحميلات: (3-9) جدول         

              
 Vالمركبات 

 Xالمتحولات 
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 التحميلات المباشرة عمى المركبات ويمكن حساب ىذه المعاملات من جراء ضرب معاملات 

، وىي تعبر عن حجم تأثير كل من        المقابل لمزوج    في معامل الارتباط القانوني    
، وبالعكس تعبر عن حجم تأثير كل من المتحولات Xعمى المتحولات المستقمة    المركبات القانونية 

X  حسب من العلاقة: يمكن أن ت، و   عمى المركبات القانونية المقابمة ليا   
        . 

(   عمى أحد المركبات القانونية المقابمة ليا )وليكن  Xكما يمكن تمثيل التحميلات العابرة لممجموعة 
 كما يمي:

1V1U

*

11r

pX

1X

2X

3X

*

21r

*

31r

*

1pr
……..

      (4-3):                        X             )   ( 1V

 
 في الطرف الآخر. Uعمى المركبات القانونية المقابمة ليا  Yتحميلات متحولات المجموعة  -2- ب

مع كل من             وىي أيضاً عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين كل من المتحولات 
 وتعطى عمى شكل جدول منظم كما يمي :              المركبات القانونية المقابمة ليا وىي 

 :الطرف الآخر في U العابرة عمى المركبات المقابمة ليا Y تحميلات (3-10) جدول

              
 Uالمركبات 

 Yالمتحولات 

   
        

      
      

      
   
        

      
      

      
   
        

      
      

      
            
   
        

      
      

      
في    ويمكن حساب ىذه المعاملات من جراء ضرب معاملات التحميلات المباشرة عمى المركبات 

   ، وىي تعبر عن حجم تأثير كل من المركبات       المقابل لمزوج    معامل الارتباط القانوني 
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بات القانونية عمى المرك Y، وبالعكس تعبر عن حجم تأثير كل من المتحولات Yعمى كل من المتحولات 
   تحسب من العلاقة:  يمكن أن المقابمة ليا، و 

         
  

(    عمى أحد المركبات القانونية المقابمة ليا )وليكن  Yويمكن تمثيل التحميلات العابرة لممجموعة 
 كمايمي:

1V

pY

1Y

2Y

3Y

……..

        (5-3) :                       Y          )    (

1U

1U
 

 من التحميلات المباشرة :        تقييم النماذج القانونية  3-9
عمى حدة . ونستخدم    أو   ولكل مركب        يتم تقييم النماذج القانونية حسب الأزواج القانونية 

 الأىمية كمايمي: -التشاركية -لذلك مربعات التحميلات المباشرة لحساب عدة مؤشرات ىي: الكفاءة
   تم حساب ىذه الكفاءة لكل مركب : وي Adequacy:          حساب كفاءة النموذج -أ 

 Xبأنيا متوسط مربعات التحميلات المباشرة لممتحولات    عمى حدة، وتعرف كفاءة المركب    أو
 من العلاقة :   وتحسب في كل عمود        ونرمز ليا بــ    عمى 

       
∑    

  
   

 
                                                                       

ونرمز ليا    عمى  Yبأنيا متوسط مربعات التحميلات المباشرة لممتحولات    كما تعرف كفاءة المركب 
 من العلاقة:   وتحسب في كل عمود        بـــــ 

       
∑  ̀  

  
   

 
                                                                         

.   عمى  Xنربع معاملات الارتباط المباشرة لممتحولات    وليذا فإنو لحساب كفاءة المركبات القانونية 
 ( السابق ونضعيا في جدول منظم كالتالي:6-3وىي المعاملات الواردة في الجدول )
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  U عمى X مربعات تحميلات:  (3-11) جدول      
المجموع = 
 التشاركية

              
 Uالمركبات 

 Xالمتحولات 

∑   
 

 

   

    
       

     
     

     

∑   
 

 

   

    
       

     
     

     

∑   
 

 

   

    
       

     
     

     

              

∑   
 

 

   

    
       

     
     

     

P ∑   
 

 

   

   ∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

 المجموع 

1 
∑   

 

 
   

∑   
 

 
 

∑   
 

 
 

∑   
 

 
 

المتوسط = كفاءة 
   

محسوبة وموجودة في السطر الأخير وتساوي    ومن دراسة ىذا الجدول نلاحظ أن كفاءة كل مركب 
 المعتمدة في الدراسة . Xمتوسط مربعات معاملات ارتباطو مع جميع المتحولات 

مساوياً لمواحد )إذا لم يتم الاستغناء عن    وفي الحالة العامة يكون مجموع كفاءات جميع المركبات 
في تحديد ومعرفة النسبة المئوية التي يفسرىا  بعضيا بسبب عدم معنوية الجذور الكامنة(. ويستفاد منيا

تعني    . حيث أن كفاءة المركب Xمن التباين الكمي لممتحولات الأصمية في المجموعة    المركب 
 . Xمن تغيرات مجموعة المتحولات    النسبة التي يفسرىا 

وىي    عمى  Yلممتحولات  نربع معاملات الارتباط المباشرة   ولحساب كفاءة المركبات القانونية 
 السابق ونضعيا في جدول منظم كالتالي: (3-8)المعاملات الواردة في الجدول 
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  V عمى Y : مربعات تحميلات (3-12)جدول     
المجموع = 
 التشاركية

              
 Uالمركبات 

 Yالمتحولات 

∑ ̀  
 

 

   

  ̀  
     ̀  

   ̀  
   ̀  

     

∑ ̀  
 

 

   

    
     ̀  

   ̀  
   ̀  

     

              

∑ ̀  
 

 

   

    
     ̀  

   ̀  
   ̀  

     

Q ∑ ̀  
 

 

   

   ∑ ̀  
 

 

   

 ∑ ̀  
 

 

   

 ∑ ̀  
 

 

   

 المجموع 

1 
∑  ̀  

  

 
   

∑  ̀  
  

 
 

∑  ̀  
  

 
 

∑  ̀  
  

   

 
 

المتوسط = كفاءة 
   

محسوبة وموجودة في السطر الأخير وتساوي    وعند دراسة ىذا الجدول نلاحظ أن كفاءة كل مركب 
 المعتمدة في الدراسة . Yمتوسط مربعات معاملات ارتباطو مع جميع المتحولات 

 مساوياً لمواحد )إذا لم يكن قد تم الاستغناء   وفي الحالة العامة يكون مجموع كفاءات جميع المركبات 
من تباين    عن بعضيا(، ويستفاد من ىذه الكفاءة في تحديد النسبة المئوية التي يفسرىا المركب 

من    تعني النسبة المئوية التي يفسرىا    . حيث أن كفاءة المركب  Yالمتحولات الأصمية لممجموعة 
 . Yتغيرات مجموعة المتحولات 

 :Y communilty والمتحولات X حساب تشاركيو المتحولات  -ب 

 عمى حدة . Yعمى حدة وكل متحول من  Xويتم حساب تشاركيو كل متحول من 
مع جميع    بأنيا تساوي مجموع مربعات معاملات ارتباط المتحول المحدد    وتعرف تشاركية المتحول 

 وتحسب من العلاقة:          .ويرمز ليا بالرمز    المركبات 

        ∑   
 

 

   

                                                                                  

السابق، ويبرىن عمى أنو إذا كان التحميل القانوني  (3-11)الجدول  يمينوىي المقادير المحسوبة عمى 
شاركية كل )ولم يتم الاستغناء عن بعضيا بسبب عدم معنوية الجذور( فإن ت   يشمل جميع المركبات 

)مجموع العمود الأخير(،  pيساوي  Xتساوي الواحد، وأن مجموع تشاركيات المجموعة      متحول 
 )مثلًا( بيانياً كمايمي:   ويمكن تمثيل تشاركية المتحول 
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pV

1V

2V

3V

……..

pU

1U

2U

3U

……..

2
11r

2
12r
2
13r
2
1pr

iX

 
   )مثلًا( عمى المركبات    (: تشاركية 6-3الشكل )

وفي تغيرات المتحول الأصمي             وىي تعبر عن نسبة مساىمة جميع المركبات القانونية 
   مفيداً لنا في التحميل القانوني .   وكم ىو    المحدد 

مع جميع    بأنيا تساوي مجموع مربعات معاملات ارتباط المتحول    كما تعرف تشاركية المتحول 
 وتحسب من العلاقة : (  )    ويرمز ليا بالرمز    المركبات 

   (  )  ∑ ̀  
 

 

   

                                                                                     

 السابق . (3-12)الجدول  يمينوىي المقادير المحسوبة عمى 
)ولم يتم الاستغناء عن بعضيا    ويبرىن عمى أنو إذا كان التحميل القانوني يشمل جميع المركبات 

 تساوي الواحد .   بسبب عدم معنوية الجذور الكامنة( فإن تشاركية كل متحول 
 )مثلًا( بيانياً كما يمي :   ويمكن تمثيل تشاركية المتحول 

……..
……..

jY

        (7-3):                            

1V

2V

3V

1U

2U

3U

PV
PU

'

1pr

'

13r

'

12r

'

1 1r

jYkV

 
في تغيرات المتحول الأصمي            وىي تعبر عن نسبة مساىمة جميع المركبات القانونية 

 مفيداً لنا في التحميل القانوني .    . وكم ىو   المحدد 
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 :         حساب الأىمية النسبية لممتحولات في النموذج -ج 

عمى حدة، بأنيا نسبة مربع معامل الارتباط  Yعمى حدة ولكل متحول  Xتعرف ىذه الأىمية لكل متحول 
 عمى إجمالي التشاركية لذلك المتحول. وتحسب من العلاقات التالية:   أو    الخاص بالمتحول 

       
   
 

∑    
  

   

                                                                     
 

 (   )  
 ̀  
 

∑    
   

   

                                                                   

 .  أو   في تباين كل من المركبات    أو    ويستفاد منيا في تحديد نسبة مساىمة أو أىمية كل من 
 من التحميلات العابرة :          تقيم النماذج القانونية  3-11

من التحميلات العابرة إليو من الطرف الآخر، ومنيا نحسب نفس    أو   يتم التقيم ىنا لكل مركب 
 الأىمية العابرة كما يمي: -التشاركية العابرة -المؤشرات السابقة: الكفاءة العابرة

 : Redundancy         حساب الكفاءة العابرة لمنموذج  -أ 

بأنيا متوسط    عمى حدة، وتعرف الكفاءة العابرة لممركب    أو   يتم حساب ىذه الكفاءة لكل مركب 
وتحسب من         ، ونرمز ليا بالرمز   عمى المركب  Yمربعات التحميلات العابرة لممتحولات 

 العلاقة :

        
∑    

   
   

 
                                                                        

،   عمى  Xبأنيا متوسط مربعات التحميلات العابرة لممتحولات    كما تعرف الكفاءة العابرة لممركب 
 وتحسب من العلاقة :        ونرمز ليا بالرمز 

        
∑    

    
   

 
                                                                        

، ومن جية أخرى يمكن حساب الكفاءة العابرة (10),( 11)ويمكن حسابيا من جداول مشابية لمجدولين 
معامل الارتباط مربع في    أو   من خلال الجداء المتتالي لمكفاءة المباشرة لــــ    أو   لممركبين 
  القانوني 

 ، أي يمكن حسابيا من العلاقتين :  
                 

                                                                   
 

                 
                                                                     

 

: وتعرف بأنيا مجموع مربعات التحميلات العابرة لكل Yو  Xحساب التشاركية العابرة لممتحولات  -ب 
عمى المركبات المقابمة لو من الطرف    ويتم حسابيا لكل متحول ، متحول عمى المركبات المقابمة لو

 من العلاقة:           الآخر  

         ∑    
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 من العلاقة :           عمى المركبات المقابمة لو من الطرف الاخر    ويتم حسابيا لكل متحول 

    (  )  ∑    
   

 

   

                                                                 
 

  Yو  Xحساب الأىمية النسبية العابرة لممتحولات  -ج 

عمى التشاركية العابرة الكمية لو    أو   وىي تساوي نسبة مربع معامل الارتباط الخاص بالمتحول 
 وتحسب من العلاقتين:

       
   
  

∑    
   

   

                                                                                   
            i: 1 , 2, 3, ……… p 

  (  )  
   
   

∑    
    

   

                                                                                    

            j: 1 , 2, 3, ……… q 
 

وىي تتمتع بنفس المعاني وليا نفس التفسيرات المذكورة في مؤشرات التحميلات المباشرة، ولكنيا أقل 
 أىمية منيا .

 مثال عام:   3-1

مع مجموعة من المتحولات التابعة          ادرس الارتباط القانوني لمجموعة من المتحولات المستقمة 
      و   وكذلك         عمماً بأن مصفوفات الارتباط بين متحولات كل مجموعة ،          

 التالي:في الجدول المنظم كما ىي  Yمع المتحولات  Xبين المتحولات 

 . Y , X(: مصفوفة معاملات الارتباط لممجموعتين 1جدول )
 المتحولات                  

020221- 023387- 022249 022438- 024036 1    

020754 021676- 020961 020819- 1 024036    
020872 020755 021312- 1 020819- 022438-    
020570 021133- 1 021312- 020961 022249    
020222 1 021133- 020755 021676- 023387-    

1 020222 020570- 020872 020754 020221-    
 

  الحل: نقوم اولًا بإيجاد القيم المميزة 
|     |من معادلة المحدد    ىي المصفوفة  Rحيث أن    
     

          
، ثم نقوم بحساب الأشعة المعيارية المصاحبة لمركبين الخطيين       

 المعرفين بالعلاقتين: Y, Xالمعياريين لممجموعة 
                                          

    ̅ 
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    ̅ 
   

                
 

     لذلك نقوم بحساب الجداء المصفوفي التالي: 
          

 كما يمي:       
 

    [
              

              
               

]             
   [

                   
                   
                      

]  
 

    [
               

              
               

]           
   [

                       
                        

                          
] 

 

 ثم نقوم بحساب الجداء الأول فنجد أن:
 

   
       [

                   
                   
                      

]  [
                    
                   
                   

] 
 

 ساوي:ي A الناتج وبعد الحساب نحصل عمى أن

   
       [

                             
                             
                             

]                    

 ثم نقوم بحساب الجداء الثاني فنجد أن:
   

       [
                       
                        

                          
]  [

                   
                    
                  

] 
 

 ساوي:ي B الناتج وبعد الحساب نحصل عمى أن

   
       [

                           
                             
                           

]                                
 

 :التالية   الناتج ىو المصفوفة  فنجد أنوبعد ذلك نقوم بحساب الجداء الرباعي لممصفوفات الارتباطية 

     
          

           [
                           
                           

                            
]        

 

 يمي: المسألة كماولذلك نشكل المعادلة المميزة ليذه ،  Rثم نقوم بحساب القيم الذاتية لممصفوفة النيائية 
[     ]                                                                                                 

شاذة  [     ]نفترض أن المصفوفة  eليذه المعادلة بالنسبة لــ  (غير الصفرية)ولإيجاد حمول مقبولة 
 مساوياً لمصفر : المشكل منيا التاليفيكون محددىا معدوماً . لذلك نضع المحدد 

|     |  |

                               

                                

                                 

|              

ثم نقوم بحساب مفكوك ىذا المحدد حسب طريقة )سايروس( فنحصل عمى كثير حدود من الدرجة الثالثة 
 كما يمي :   بالنسبة لـــ 

    |     |                                             
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      |     |                                          
                                       
                                      
                                     
                                                        

 

|     |                                                             
 

يجاد جذورىا نستخدم خوارزمية معادلات ،      وىي معادلة من الدرجة الثالثة بالنسبة لموسيط  ولحميا وا 
 :التاليةالدرجة الثالثة المبرمجة في الحواسيب والآلات الحاسبة فنحصل عمى الجذور الثلاثة )المرتبة تنازلياً( 

  
                   

                     
             

وىي التي تقابل ثلاثة  Rلممصفوفة  eigenvaluesوىذه الجذور تسمى الجذور الكامنة أو القيم الذاتية 
 معاملات للارتباط القانوني للأزواج الثلاثة الممكنة وىي:

  √   ومعامل ارتباطو القانوني:         الزوج الأول:  -
         

  √   ومعامل ارتباطو القانوني:         الزوج الأول:  -
         

  √   ومعامل ارتباطو القانوني:         الزوج الأول:  -
         

 وىنا نلاحظ أن الزوج الأول ىو أىم من الزوجين الآخرين لأنو يقابل معامل الارتباط القانوني الأكبر .
لمتحقق من فرضية العدم         و  ولاختبار معنوية ىذه المعاملات )أو القيم( نستخدم اختباري 

                تساوي الصفر:            التالية: إن معاملات الارتباط القانونية 
 ونحصل عمى الجدول التالي:    مقابل الطريقة البديمة : أحدىما غير معدوم : 

 : نتيجة اختبار معنوية معاملات الارتباط القانونية :(2)جدول      

 DF Chi-SQ Wilk's  د . ح Sig = p القرار
 الاختبار

 الجذور
           0.831 206.694 9 0.000 معنوي
        0.980 22.956 4 0.000 معنوي

    0.998 1.926 1 0.165 غير معنوي
 

. وبما  (0.05)أقل من مستوى الدلالة  pمن خلال قراءة السطر الأول في ىذا الجدول نلاحظ أن قيمة 
    وما يميو(: لذلك نرفض    )   وحتى    أن ىذا السطر يدرس معنوية المعاملات الثلاثة من 

 ونستنتج أن بعض ىذه المعاملات معنوي. أي أن بعضيا يختمف عن الصفر .
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. وبما أن ىذا  (0.05)أيضاً أقل من مستوى الدلالة  pراءة السطر الثاني نلاحظ أن قيمة ومن خلال ق
ونستنتج أن أحد ىذين     وما يميو(. لذلك فإننا نرفض    )   و    السطر يدرس معنوية المعاممين 

 المعاممين يختمف عن الصفر )معنوي( .
. ولكن بما أن ىذا (0.05)أكبر من مستوى الدلالة  pومن خلال دراسة السطر الثالث نلاحظ أن قيمة 

لا تختمف جوىرياً عن الصفر . ونستنتج أن الارتباط    فقط، نستنتج أن قيمة    السطر يدرس معنوية 
بين مركبي الزوج الثالث غير معنوي . ويمكن الاستغناء عنو. ولكننا سنحتفظ بو حتى النياية لأغراض 

 التحميل .
و         ىما المعاملان المعنويان وأن الزوجين    و   ومما سبق نستنتج أن المعاممين 

ىما الزوجان المذان يعتمد عمييما في ىذه الدراسة لتقدير العلاقة بين متحولات المجموعتين         
Y,X ينيا القانونييأو بين مركب V, U . 

 المقابمين لكل قيمة من القيم الذاتية  (1),(2)تركبين المعيارين لم f, eوبعد ذلك ننتقل إلى حساب الأشعة 
  
  ثم     

  ثم     
 عمى التوالي: (6)وذلك من خلال المعادلة الذاتية   

  فعندما نأخذ القيمة الذاتية الأولى 
وبعد أن نطرح قيمة  (6)ونعوضيا في المعادلة            

  
 نحصل عمى أن: Rمن عناصر القطر الرئيسي لـــ   

[     
 ]  [

                            
                            

                             
] [

  

  

  

]  [
 
 
 
]       

 

ومنيا نحصل عمى ثلاث معادلات خطية متجانسة وغير مستقمة )لأن المصفوفة شاذة ومحددىا يساوي 
 ىي:الصفر( و 

                                     
                                      
                                      

                            

وحتى نحصل عمى شعاع محدد منيا نستخدم  ،(e)وىي تعطينا لا نياية من الحمول المقبولة لمشعاع 
 مساوياً لمواحد أي أن:     وىو أن يكون تباين  (e)مفروض عمى ذلك الشعاع معادلة الشرط ال

           ̀                                                                       

 فنجد أنو يساوي: (11)نعالج الشرط 

         [
              

              
               

]  [

  

  

  

]                            

 

         [

                       

                       

                        

]    
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 يأخذ الشكل التالي : (11)وبعد الاصلاح نجد أن الشرط 
  

    
    

                                                     
 

 فنحصل عمى أن:   ونحسب من الأولى العنصر  (10)نعود الآن إلى المعادلات 
                                                                     

 

 ثم نعوض ذلك في المعادلة الثانية )أو في الثالثة( فنحصل عمى أن:
                                                                  

 ومنيا نحصل عمى أن:
                                                                                    

 نحصل عمى أن: (13)وبالتعويض في 
                                                                                    

 

 فنحصل عمى أن: (12)في معادلة الشرط    و    ثم نقوم بتعويض 
 

             
              

    
              

  

               
               

                              
 ومنيا نحصل عمى أن:

            
                                                                     

  
  

 

         
                                                              

 يساوي )نأخذ الاشارة الموجبة(   وأخيراً نجد أن العنصر 
    √                                                                  

 ( نحصل عمى أن:16( و)15وبعد التعويض في )
            
            

                                                                            
ونكتبو بعد      المصاحب لممركب القانوني المعياري  (e)الشعاع  عناصر وىكذا نكون قد حصمنا عمى
 التقريب عمى الشكل التالي:

   [
      
      
     

]                                                                             

 

 نطبق العلاقة:     المصاحب لممركب القانوني المعياري  ( f)ولحساب الشعاع 

   
   

      

  
    

 ومن الحسابات السابقة نجد أن:

   
 

√        
 [

                           
                             
                           

]  [
      
      
     

] 
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[
        
       

         
]  [

      
      
     

]                                                              

 

  (          )المصاحبين لمزوج الأول المعياري   و   وىكذا نكون قد حصمنا عمى الشعاعين 
 وبذلك يمكننا كتابة ىذين المركبين القانونيين المعياريين كما يمي:

               
         

         
                                             

 

              
         

         
                                           

 عمماً بأن معامل الارتباط القانوني لو يساوي: 

   √  
         

 

 يمي:  كما لمزوج الأول وبذلك يمكننا تمثيل العلاقة بين ىذه المتحولات والمركبات
 

      (8-3):                  

1yz

2yz

3yz

1zV1 0.3899 

3xz

0.
50

0



1zU

0.937



2xz

1xz

0.011



0.811

+ 0.092

0.084

 
ثم رسم الشكل  (  ̃     ̃ )مركبي الزوج الأول حساب القيم النظرية ل ىكذا نجد أنو أصبح بإمكانناو 

 البياني ليما وتحديد إشارة معامل الارتباط بينيما .
المصاحبين لمزوج الثاني  (f , e)ولمتابعة عمميات التحميل عمينا حساب الشعاعين المعياريين 

  وذلك بتعويض القيمة الذاتية الثانية  (          )
 (6)في المعادلة الذاتية            

جراء الحسابات اللازمة لذلك، كما فعمنا في حالة الزوج الأول، ثم عمينا حساب الشعاعين المعيارين  وا 
(f,e)  وذلك بتعويض القيمة الذاتية الثالثة  (          )المصاحبين لمزوج الثالث  

  

جراء الحسابات اللازمة لذلك . (6)في المعادلة الذاتية              وا 
اية نحصل عمى الأشعة المصاحبة للأزواج المعيارية الثلاثة والتي يطمق عمييا اسم المعاملات وفي الني

 . standard canonical coefficientsالقانونية المعيارية 
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 ويتم تصنيفيا حسب كل مجموعة في جدولين منفصمين كما يمي:
 (  )الأشعة  X: المعاملات القانونية المعيارية لممجموعة (3)جدول             

               
 المركبات

 المتحولات
02161- 02073 02937-      

02836 02699- 02084-      
02668- 02780- 02092      

 (   الأشعة) Y المعاملات القانونية المعيارية لممجموعة: (4) جدول            

               
 المركبات

 المتحولات
02797 02362 02500-      

02512 02306 02811      
02477 02881- 02011      

نقوم بتقسيم كل عنصر  Yو  Xالمصاحبة لممتحولات الأصمية    و    ولحساب المعاملات القانونية 
ولممتحول     عمى الانحراف المعياري لممتحول       المصاحب لممتحول    و   من عناصر الأشعة 

 المقابل لو عمى التوالي، أي إننا نطبق العلاقتين التاليتين:    
  (3) لكل سطر من الجدول

   
  

   
 

   
                                                                                   

  (4) لكل سطر من الجدول

   
  

   
 

   
                                                                                     

راءات المحددة في لجميع الأزواج القانونية الممكنة باتباع نفس الإج   و    كما يمكننا حساب الأشعة 
جراء الحسابات المعقدة اللازمة لذلك .  القسم النظري العام . وا 

وفي النياية نحصل عمى المعاملات القانونية الخام للأزواج الثلاثة المصاحبة لممتحولات الأصمية في 
 كما يمي : Y,Xالمجموعتين 
   للأشعة  X (Raw)المعاملات القانونية لممتحولات الأصمية : (5) جدول            

            
 المركبات

 المتحولات
02204- 02024 02310-     

02156 02131- 02016-    
02591- 02690 02082     
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    للأشعةY (Raw ) المعاملات القانونية لممتحولات الأصمية: (6) جدول             

            
 المركبات

 المتحولات
02739 02336 02463-     

02418 02250 02662     
02435 02803- 02010     

 كما يمي: Y, Xبدلالة المتحولات الأصمية            بناءً عمى ىذه النتائج يمكننا كتابة الزوج الأول 
                                                                  

 

                                                                   
 

ن قيمة معامل الإرتباط القانوني بينيما تساوي نفس القيمة السابقة   :وا 

  
  √  

  √                
وذلك  ( ̃    ̃ )يمكننا حساب القيم النظرية )التنبؤية( لممركبين القانونين  (27)و (26)ومن المعادلتين 

 ( ̃    ̃ )المعمومة من البيانات المتوفرة فنحصل عمى عمودين نظريين  Y, Xبتعويض قيم المتحولات 
 . Y, Xمقابمين لبيانات 

ونحسب قيمة معامل الارتباط القانوني النظري بينيما  ( ̃    ̃ )ثم نقوم برسم شكل الانتشار لمزوج 
  ونحدد إشارة 

 شار .من تمك القيمة أو من شكل الانت  
 يمي: كما (27)و (26)وأخيراً يمكننا التعميق عمى المعادلتين 

ذا ازداد (0.310)بمقدار     بمقدار الواحد فإن ذلك سيؤدي لانخفاض    إنو إذا ازداد  - ، وا 
بمقدار الواحد فإن     ، أما إذا ازداد (0.016)ينخفض بمقدار     بمقدار الواحد فإن     
 . (0.082)سيزداد بمقدار     

بمقدار     ، ولكن إذا ازداد (0.463)سينخفض بمقدار     بمقدار الواحد فإن     إنو إذا ازداد  -
ذا ازداد (0.662)سيزداد بمقدار     الواحد فإن  سيزداد بمقدار     بمقدار الواحد فإن     ، وا 
 فقط . (0.010)

 التالي : عمى الشكل        كما يمكننا تمثيل العلاقة بين  -
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      (9-3):                                        

1Y

1V1 0.3899 

0.
46

3



1U

 0.310



0.010



0.662

+ 0.082

0.0162X

3X

1X

3Y

2Y

 

 فنجد أنيما يكتبان كما يمي:           و           وبطريقة مشابية يمكننا معالجة الزوجين الآخرين 
                                                                 

 

                                                                  
ن قيمة معامل الارتباط القانوني بينيما تساوي:  وا 

  ) وىو معنوي(                           
  √  

  √                
  ولتحديد إشارة 

رسم شكل الانتشار ليما وحساب ب ، نقوم( ̃    ̃ )عمينا حساب القيم النظرية لــ   
 بينيما .معامل الارتباط 

 أما الزوج الثالث فيكتب كمايمي:
                                                               

 

                                                                  
ن قيمة معامل الارتباط القانوني ليما تساوي:  وا 

  (                   وىو غير معنوي)         
  √  

  √                  
  ولتحديد إشارة 

ثم رسم شكل الانتشار ليما وحساب معامل  ( ̃    ̃ )عمينا حساب القيم النظرية لــ   
ونترك ذلك           الارتباط بينيما ويمكننا متابعة تحميل كل زوج عمى حدة كما فعمنا مع الزوج الأول 

 لمقارئ .
نتأكد من صحة الحسابات ومن دقة النماذج القانونية السابقة، عمينا أن نتأكد من تحقيق الشروط وحتى 

لذلك نقوم بحساب  ،بأشكاليا المختمفة          ( المفروضة عمى المركبات 77-3( و)3-76)
 4ن ( السابق، الذي يتضم6التباينات المشتركة لجميع الحالات الممكنة فنحصل عمى جدول كالجدول )

    مصفوفات قطرية. ويتم حساب ىذه التباينات المشتركة المختمفة اعتماداً عمى القيم النظرية لممركبات 
 المحسوبة من النماذج القانونية المستخمصة .    و

 ( والتي نصيغ أحدىا كما يمي :22ويمكن حسابيا من علاقات مشابية لمعلاقة )
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 وبناء عمى ذلك تم حساب عناصر المصفوفة القطرية الأولى فكانت كما يمي:
 Vو  Uالتباينات المشتركة لـ : (   ) جدول            

 المركبات         
020001 020002              

020001           020016    
          020019 020045    

ن عناصر قطرىا 77-3وىي مصفوفة شبو قطرية تدل عمى تحقق الشروط ) ( في الحالات المدروسة وا 
 ( .76-3وذلك بسبب الشرط )         الرئيسي تساوي معاملات الارتباط القانوني 

 

 حساب التحميلات المباشرة لمتحولات كل مجموعة:
ىي عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين تمك  : Xالمباشرة لمتحولات المجموعة  التحميلات -أ 

ولحساب ىذه المعاملات لابد من             والمركبات القانونية الخاصة بيا  Xالمتحولات 
وتنظيم جدول مناسب ليذه  (26),(28),(30)حساب القيم النظرية لممركبات القانونية من العلاقات 

ثم القيام بحساب مصفوفة معاملات             القيم النظرية مقابل القيم الفعمية لقيم المتحولات 
فنحصل في النياية             مع المركبات القانونية  Xالارتباط الزوجي بين كل متحول من 

 . Uعمى  Xعمى جدول يسمى جدول تحميلات 

مع المركب             أخرى يمكن حساب ىذه المعاملات الارتباطية لكل من ولكن من جية 
المقابل لو. أي أنو يمكننا أن    في الشعاع      عمى انفراد من خلال جداء المصفوفة     

 من تطبيق العلاقة :    نحصل عمى شعاع المعاملات مع

    [

    

    

    

]      [

   

   

   

] 

ق ذلك عمى بيانات ىذا المثال نجد أن شعاع بيتطبو  ،   و    كذلك الأمر بالنسبة لممركبين و 
 يساوي :            مع المتحولات     معاملات ارتباط 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
      
      
     

]  [
       
       
      

] 
 

 فتحسب من العلاقة :            مع     أما شعاع معاملات ارتباط 
 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
      
      
     

]  [
        
        
        

] 
 

 من العلاقة :،             مع     شعاع معاملات ارتباط  نحسب عناصر وكذلك 
 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
      
     
      

]  [
        
       
        

] 
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 كالتالي: Uعمى  Xوبعد تقريب ىذه المعاملات نحصل عمى تحميلات 
 : U عمى X تحميلات (7) جدول        

            
 Uالمركبات 

 X المتحولات

021157- 020190- 029933-     
026421 023057- 024696-     
025864- 027406- 023273     

 

 (0.9933-)وبمعامل ارتباط سالب     ىو     وىكذا نجد أن المتحول الأكثر ارتباطاً بالمركب 
    عمى  Xويمكن تمثيل تحميلات     ىو     وأكثرىا ارتباطاً بــ     ىو     وأكثرىا ارتباطاً بـــ 

 يمي: )فقط( كما

      (10-3):        X               

1v
1u

0.9933



+ 0.3273

0.4696
2x

3x

1x

2v2u

3v
3u

1U

 
: وىي عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين تمك Yالتحميلات المباشرة لمتحولات المجموعة  -ب 

ولحساب ىذه المعاملات يجب             والمركبات القانونية الخاصة بيا وىي  Yالمتحولات 
وتنظيم جدول  (27) , (29) , (31)من العلاقات             حساب القيم النظرية لممركبات 

ثم القيام بحساب مصفوفة معاملات الارتباط بينيا فنحصل عمى  Yمناسب ليا مقابل لقيم المتحولات 
 . Vعمى  Yجدول يسمى جدول تحميلات 

    مع المركب             ولكن من جية أخرى يمكن حساب ىذه المعاملات الزوجية لكل من 
 المقابل لو . أي من خلال العلاقة :   في الشعاع      عمى حدة من خلال جداء المصفوفة 

    [

 ̀   

 ̀   

 ̀   

]      [

   

   
   

] 
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وبتطبيق ذلك عمى بيانات ىذا المثال نجد أن         ن وكذلك الأمر بالنسبة لممعاملات مع المركبي
 يساوي :            مع المتحولات     شعاع معاملات ارتباط 

    [

 ̀   

 ̀   

 ̀   

]  [
              

              
               

] [
      
     
     

]  [
       
      
      

] 
 

 فتحسب من العلاقة  :            مع     أما شعاع معاملات ارتباط 

    [

 ̀   

 ̀   

 ̀   

]  [
              

              
               

] [
     
     
      

]  [
       
      
      

] 
 

ن شعاع معاملات ارتباط   فتحسب من العلاقة  :            مع     وا 

    [

 ̀   

 ̀   

 ̀   

]  [
              

              
               

] [
     
     
     

]  [
      
      
      

] 

 ونضعيا في جدول كالتالي: Vعمى  Yوبذلك نحصل عمى تحميلات 
 : Vعمى  Y: تحميلات (8)جدول        

            
 V المركبات

 Y المتحولات

027118 023775 025925-     
024323 022454 028679     
024429 028948- 020575     

 

 )فقط( كما يمي :    عمى  Yويمكن تمثيل تحميلات 

      (11-3):        Y              

0.5925



0.0575

0.8679

1V

2V

3V
3U

2U

1U

1Y

2Y

3Y

1V

 
وىي عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين المتحولات  : Vعمى  Xحساب التحميلات العابرة لــ  -ج 

X  وىي تحسب بعدة طرق ىي:            مع كل من المركبات المقابمة ليا من الطرف الآخر 
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            يتم حساب معاملات ارتباطيا مع           بعد حساب القيم النظرية لممركبات لــــ  -
 وتوضع في جدول منظم .

[   ]يمكن حسابيا من خلال الجداء  -         . 

في  Uرة لـــ من التحميلات المباش [   ]ولكن الطريقة الأسيل لحسابيا ىو ضرب كل شعاع  -
عمى المركب  Xوىكذا نجد أن تحميلات         المقابل لمزوج    معامل الارتباط القانوني 

 نحسب من العلاقة:    

[

      

      

      

]     [

    

    

    

]         [
      
       
      

]  [
       
       
      

] 

 حيث نجد أن:    عمى  Xالعابرة لـــ  وكذلك نحصل عمى التحميلات
 

[

      

      

      

]     [

    

    

    

]         [
       
       
       

]  [
       
       
      

] 
 

 من العلاقة :    عمى  Xوكذلك نحصل عمى التحميلات العابرة لــ 
 

[

      

      

      

]     [

    

    

    

]         [
       
      
       

]  [
       
      
       

] 
 

 يمي: ونضعيا في جدول مناسب كما Vعمى  Xوبذلك نكون قد حصمنا عمى التحميلات العابرة لــ 
  Vعمى  X: التحميلات العابرة لــ (9)جدول        

            
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

020049- 020026- 024873-     
020270 020827- 021831-     
020247- 021011 021276     

 
 

ذا ضربنا أشعة التحميلات  ونحصل عمييا بنفس الطريق السابقة Uعمى  Yالتحميلات العابرة لــ  -د  وا 
وىي  Uعمى  Yنحصل عمى تحميلات    بمعاملات الارتباط القانوني الموافقة ليا  Vالمباشرة لــ

 كما في الجدول التالي:

  Uعمى  Y: التحميلات العابرة لــ (10)جدول       

            
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

020300 020515 022310-     
020182 020335 023384     
020186 021221- 020224     
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 )فقط( كمايمي:    عمى  Yويمكن تمثيل ىذه التحميلات العابرة لــ 

      (12-3)        Y              

1V
1U

2V2U

3V
3U

1Y
0.2310


0.0224

0.3384

3Y

2Y

1U
 

 من التحميلات المباشرة :        تقييم نماذج الأزواج 
عمى حدة     ، ويتم تقييم كل مركب        نستخدم التحميلات المباشرة لتقييم نماذج الأزواج القانونية 

 . Xمن خلال متوسط مربعات تحميلات ىذه المركبات عمى المتحولات 
عمى حدة من خلال متوسط مربعات تحميلات ىذه المركبات عمى     كما يتم تقييم كل مركب 

 . وىناك عدة مؤشرات لتقييم النموذج المركب وىي الكفاءة والتشاركية والأىمية . Yالمتحولات 
  (Adequacy)        في النموذج     المركبات حساب كفاءة وأىمية  -أ 

ونضعيا في جدول  (7)من الجدول  Uعمى  Xلحساب ىذه الكفاءة نحسب مربعات تحميلات 
 كالتالي :
  Uعمى  X: مربعات التحميلات (11)جدول 

             المجموع= التشاركية
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

1 021339 0200036 029866     
1 0241229 0236687 022205     
1 0234386 0254849 021071     
∑المجموع=  123142 0291572 0276954 3    

  
    

1 0225651 0230524 024381 
    كفاءة 

 
∑   

 

 
 

ووضعناىا في السطر الأخير حيث قمنا     لقد حسبنا عمى ىامش ىذا الجدول كفاءات المركبات 
 عمى حدة من العلاقة :    بحساب متوسط مربعات تحميلات كل 

        
∑    
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ن مجموع مربعات التحميلات     وأخيراً نلاحظ أن مجموع كفاءات المركبات يساوي الواحد )تقريباً( وا 
            في المركبات    يساوي الواحد )تقريباً( وىذا يعني أن تشاركية كل متحول    في كل سطر

ن المركبات ومن نفس ،    تفسر كامل التغيرات في تغيرات كل            ىي تشاركية كاممة. وا 
 :العلاقةمن     بالنسبة لكل مركب    الجدول يمكننا استخلاص الأىمية النسبية لكل متحول

         )لأن 
   
   

∑    
 

   
      

      ∑    
    

    عمى (0.00036)وتساوي     عمى (0.9866)تساوي     أي أن الأىمية النسبية لممتحول
 .    عمى (0.01339)وتساوي 

    عمى  (0.36688)وتساوي     عمى  (0.2205)فيي تساوي     أما الأىمية النسبية لــ 
 .    عمى  (0.41229)وتساوي 

    عمى  (0.54849)وتساوي     عمى  (0.1071)فيي تساوي     ولكن الأىمية النسبية لـــ 
 .    عمى  (0.34386)وتساوي 

لا يساوي الواحد. فيجب عند حساب     نلاحظ: إذا كان مجموع مربعات المعاملات في الأسطر
     تطبيق العلاقة السابقة وتقسيم مربع كل معامل     بية لـــ الأىمية النس

عمى مجموع مربعات   
∑)المعاملات     

  
 .    في سطر  (   

كان يساوي     ولكننا في ىذا المثال لم نحتاج إلى ذلك لأن مجموع مربعات معاملات كل سطر 
حتى الأخير لادخالو في  هوتركنا توبسبب عدم معنويلأننا لم نستغنى عن الزوج الثالث وذلك الواحد، 

 عمميات التحميل .
  (Adequancy)         )في النموذج   أىمية المركبات و  حساب كفاءة  -ب 

 ونضعيا في جدول  كالتالي: (8)من الجدول  Vعمى  Yلحساب ىذه الكفاءة نحسب مربعات تحميلات 
  Vعمى  Y: مربعات التحميلات (12)جدول 

             المجموع= التشاركية
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

1 025067 021425 023511     

1 021869 020602 027533     
1 021962 028007 020033     
   ∑المجموع  121077 120034 028898 3

  

1 022966 023345 023692 
   كفاءة 

 
∑   
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ووضعناىا في السطر الأخير. حيث قمنا     ولقد حسبنا عمى ىامش ىذا الجدول كفاءات المركبات 
 عمى حدة من العلاقة :    بحساب متوسط مربعات تحميلات كل 

        
∑    

  
   

 
                                  

حد وأن مجموع مربعات التحميلات في كل يساوي الوا   وأخيراً نلاحظ أن مجموع كفاءات المركبات
ىي تشاركية             في المركبات     يساوي الواحد . وىذا يعني أن تشاركية كل متحول     سطر

 .   تفسر كامل التغيرات في كل متحول             كاممة . وأن المركبات 
 من العلاقة :   بالنسبة    ل متحول ومن نفس الجدول يمكننا استخلاص الأىمية النسبية لك

         )لأن 
   
   

∑   
       

       ∑    
    

    
وتساوي     عمى (0.1425)وتساوي     عمى (0.3511)تساوي     أي أن الأىمية النسبية لممتحول

 في السطرين الثاني والثالث .، كما    و     . وىكذا بالنسبة لممتحولين     عمى (0.5067)
 ووضعيا في جدول خاص كالتالي:          وختاماُ يمكننا استخلاص كفاءات الأزواج المركبة 

           : كفاءات المركبات في الأزواج (13)جدول                   
 kرقم الزوج     كفاءة     كفاءة 

023692 024381 1 
023345 0230524 2 
022966 0225651 3 

 المجموع 1 1
أما  ،الخاصة بيا Uإن العمود الأول يعبر عن نسبة التباين المفسر لممجموعة الأولى حسب المركبات 

 الخاصة بيا . Vالعمود الثاني فيعبر عن نسبة التباين المفسر لممجموعة الثانية حسب المركبات 
، ويميو    أفضل من كفاءة     ىو الأفضل وأن كفاءة           وىكذا نجد أن كفاءة الزوج الأول 

    ، ثم الزوج الثالث الذي فيو كفاءة    أقل كفاءة من     الذي فيو كفاءة           الزوج الثاني 
. عمما أن الزوج الثالث كان يجب الاستغناء عنو من البداية، لأن عممية اختبار الجذور    أقل كفاءة من 

  أو القيم الذاتية الكامنة 
اعطتنا أن القيمة الثالثة المقابمة لو غير معنوية، ولكننا احتفظنا بو حتى   

 النياية لتوضيح بعض جوانب التحميل القانوني .
 

 cross loadingsمن التحميلات العابرة           تقييم نماذج الأزواج 
العابرة يمكننا اتباع نفس الأسموب الذي اتبعناه في التحميلات المباشرة  لتقييم ىذه النماذج من التحميلات

 والحصول عمى جدول يتضمن مربعات تمك التحميلات لكل مجموعة عمى مركباتيا .
لممركبات في الأزواج القانونية  (Redundancy)ولكننا ىنا سنقوم بحساب الكفاءات العابرة 

 مباشرة السابقة باستخدام العلاقتين التاليتين :مباشرة من الكفاءات ال           
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                                               الكفاءة العابرة لــ       
     

                                                الكفاءة العابرة لــ       
  

  وبما أنو لدينا مما سبق أن قيم 
 تساوي:  

  
    

                  
    

                 
    

             
 

           السابق نحصل عمى أن الكفاءات العابرة لـــ  (13)واعتماداً عمى الجدول 
          في الأزواج         الكفاءات العابرة لممركبات  (14)جدول                 

 kرقم الزوج         

0205613 020666 1 
0200623 020057 2 
0200053 0200045 3 

 المجموع      
أو  Xوىنا نلاحظ أن مجموع كل منيا لا يساوي الواحد. وىي تعبر عن كفاءات عابرة ضعيفة لممتحولات 

Y  عمى المركبات المقابمة ليا في الطرف الآخر، أي تعبر عن نسبة التباين المفسر في كل مجموعةX 
 حسب المركبات القانونية المقابمة ليا . Yأو 
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 . مفاىيم التحميل العامميالفصل الأول: 

 تمييد . :4-4
 المفاىيم الرياضية لمتحميل العاممي .: 4-2
 النماذج الخطية لمتحميل العاممي .: 4-3
 الشكل المصفوفي لمنماذج الخطية في تحميل العوامل .: 4-4
 .   لممتحول المعياري    التباين  تتحميل مكونا :4-5

 الصورة العاممية والييكل العاممي .: 4-6
  أساليب تقدير قيم التشاركيات  :4-7

  . 
 :الأمثال عمييا طرائق استخلاص العوامل وحساب الفصل الثاني: 

 : تمييد .2-4
 . طريقة المكونات الأساسية: 2-2
 .طريقة العوامل )المحاور( الرئيسية  :2-3
 .طريقة البواقي الصغرى )المربعات الصغرى( : 2-4
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 الفصل الأول
 Factor Analysisمفاهيم التحليل العاملي 

 
 :تمييد: 1-1

يُعتبر التحميل العاممي )العواممي( فرعاً من فروع الإحصاء الرياضي، وأسموباً ميماً من الأساليب 
المستخدمة في التحميل متعدد المتغيرات. وىو يتناول بشكل خاص دراسة العلاقات الارتباطية بين عدة 

مثل  بعضيا البعض بصورة مباشرة أو غير مباشرة،منتمية إلى بيئة واحدة ومرتبطة مع  ،متحولات
ويعمل عمى التعبير عن تمك المتحولات بدلالة عدد  عدد المتحولات(،  n)حيث                

، (Common Factors)من المتحولات الافتراضية )السرية وغير المعروفة( تسمى بالعوامل العامة  قميل
ويستخدم لذلك نماذج أو معادلات خطية محددة، دون أن يخسر كثيراً من المعمومات المتوفرة عن تمك 

 ىما: [Okon, Jan p.23]ويقسم التحميل العاممي إلى قسمين  المتحولات .
 : Exploratory Factor Analysisالتحميل العاممي الاستكشافي  -

العممية وىو يقوم بدراسة العلاقات بين المتحولات عبر تمك النماذج ويستخدم كثيراً في التطبيقات 
دون استخدام فرضيات مسبقة عنيا. ثم يستخدم النتائج التي يتم التوصل إلييا لاستكشاف 

 العلاقات الموجودة بين تمك المتحولات واستخلاص العوامل المؤثرة عمييا .
 : Confirmatory Factor Analysisالتحميل العاممي التوكيدي  -

وىو يعتمد عمى فرضيات مسبقة عن تمك المتحولات والعلاقات بينيا والعوامل المعبرة عنيا 
 .الكتابوالعمل عمى اختبار تمك الفرضيات واستخلاص النتائج. ولن نتعرض لو في ىذا 

لنماذج وييدف التحميل العاممي إلى استخلاص تمك المتحولات الافتراضية السرية )العوامل(، وتحديد ا
بدلالة تمك العوامل أفضل                الرياضية الخطية التي تعبر عن المتحولات الأساسية 

 تعبير، ثم حساب قيم العوامل بدلالة المتحولات المدروسة .
 وىنا تبرز أمامنا الأسئمة التالية:

مى دقة وكم يجب أن يكون عددىا حتى تعبر بأع (Factors)ماىي ىذه العوامل الافتراضية  -
 ممكنة عن العلاقات المشاىدة بين المتحولات المدروسة؟

كيف يمكن أن نتعامل أو نعالج كميات كبيرة من البيانات العددية المأخوذة من المتحولات  -
 المدروسة لتحويميا ما أمكن إلى تكوين بسيط وبأقل خسارة ممكنة من المعمومات؟

بتمك                ولات المدروسة ماىي أبسط الصيغ الرياضية لتمثيل علاقة المتح -
 ؟               العوامل الافتراضية المجيولة والتي سنرمز ليا بـ  
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 إن الاجابة عمى ىذه الأسئمة وغيرىا سترد في الفقرات اللاحقة. 
ن أىم تمك البيانات ىي  ويعتمد التحميل العاممي عمى البيانات المتوفرة عن المتحولات المدروسة، وا 

. ويمكن استبداليا بعناصر مصفوفة Xبين المتحولات الكمية المدروسة  Rعناصر المصفوفة الارتباطية 
في الاجابة  Rة ، ويعمل عمى الاستفادة من عناصر المصفوفCovarianceالتباين والتباين المشترك 

يجاد العلاقات الرياضية، التي تربط تمك المتحولات   . Fبالعوامل الافتراضية  Xعمى الأسئمة السابقة وا 
 (:1-1مثال )

  [ Uberla,p.55]لتوضيح ذلك نفترض أنو لدينا أربعة متحولات كمية عن بعض صفات الإنسان البالغ  
 ولتكن )بتصرف(الصفات التالية: 

 ص البالغ ) سم ( : طول الشخ   
 : وزن الشخص البالغ ) كغ (    
 : مقدار ضغط الدم الانقباضي ) ممم (    
 : مقدار ضغط الدم الانبساطي ) ممم (   

(، وقمنا بقياس  Nولنفرض إننا سحبنا في زمان ومكان معين عينة عشوائية كبيرة من الأشخاص )بحجم  
البيانات العددية يضم القيم المتقابمة لممتحولات الأربعة ىذه المتحولات عندىم ، فحصمنا عمى جدول من 

المدروسة ولجميع ىؤلاء الأشخاص، ثم قمنا بحساب القيم الوصفية ليذه المتحولات وحسبنا المصفوفة 
الارتباطية ليا، واختصاراً لنفترض أنو عند حساب المصفوفة الارتباطية ليذه البيانات الميدانية حصمنا 

 رتباطية التالية :عمى المصفوفة الا

  
  

  

  

  

 

                                                  

[

                   
                   
                   
                   

]
 

 

 ، ولا(0.7225)بعلاقة قوية    يرتبط مع    وعند دراسة عناصر ىذه المصفوفة نلاحظ أن المتحول 
 (0.5625)بعلاقة ضعيفة    يرتبط مع المتحول    . كما إن المتحول       يرتبط مع المتحولين 

، وبما أن المصفوفة الارتباطية ىي مصفوفة متناظرة فإنو يمكننا أن نعيد      ولا يرتبط مع المتحولين 
مرتبط مع    ول أن مضمون الملاحظة السابقة عمى نفس المتحولات بطريقة معاكسة )أو متناظرة( ونق

 .   مرتبط بعلاقة ضعيفة مع    ، وأن   
بطريقة أبسط من ذلك، بحيث  Rوالسؤال الآن: ىل يمكننا التعبير عن عناصر ىذه المصفوفة الارتباطية 

 بأقل خسارة ممكنة؟ Rنحصل عمى تقدير لـ 
إن الإجابة عمى ىذا السؤال ىي موضوع التحميل العاممي. لذلك سنحاول أن نعبر عن المصفوفة السابقة 

R المعرف كما يمي:    بمنقولو    من خلال جداء شعاع عمود 
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     [

    
    
    
    

] [                ] 

 التالية:  ̌ وبإجراء عمميات ضرب عناصر الأسطر بعناصر الأعمدة نحصل عمى المصفوفة 

     [

(     )                
     (     )           
          (     )      
               (     )

]   ̌  

، بسبب اختلاف العناصر القطرية فييا عن Rوىي مصفوفة لا تعبر بشكل جيد عن المصفوفة الأصمية 
      ين عمودين أخريين الواحد واختلاف بعض العناصر الأخرى . لذلك سنكرر المحاولة ونأخذ شعاع

فنحصل عمى مصفوفة    بمنقوليا  Aثم نحسب جداء  Aونضعيما ضمن مصفوفة مستطيمة نرمز ليا بـ 
 كما يمي:  ̌ جديدة نرمز ليا بـ 

     

             

[

        
        
        
        

] *
                
                

+ 

 التالية :  ̌ الأعمدة نحصل عمى المصفوفة المقدرة وبإجراء عمميات ضرب الأسطر ب

     [

(      )                   
      (      )             
            (      )       
                  (      )

]   ̌     

من جراء حساب الجداء المصفوفي العادي )مجموع جداء   ̌ عمماً بأنو تم حساب عناصر المصفوفة 
تم حسابو من جداء   ̌ عناصر السطر بعناصر العمود(. فمثلًا العنصر الأول من السطر الأول في 

 كما يمي:   بعناصر العمود الأول من  Aعناصر السطر الأول من 
(0.90*0.90+0.05*0.05=0.8125)                                             

 كما يمي:  ̌ وحساب العنصر الثاني من السطر الأول من 
(                          )    

 وىكذا دواليك .
نجد أن معظم عناصرىا تتطابق تقريباً مع عناصر  Rمع المصفوفة الأصمية   ̌ وعند مقارنة المصفوفة 

)وذلك باستثناء عناصر القطر الرئيسي التي وضعناىا ضمن أقواس لأنيا مازالت تختمف  Rالمصفوفة 
ن عناصر ىذا القطر الرئيسي الموضوعة ضمن قوسين تسمى  Rعن الواحد الذي في  الأصمية(، وا 

ن             المقابمة لكل متحول من المتحولات المدروسة  (Commonalty)بالتشاركيات  ، وا 
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من خلال  Rلتشاركيات عن الواحد يعبر عن مقدار الخسارة أو الخطأ المرتكب في تقدير فروقات ىذه ا
 وما شابييا.  ̌ 

في التعبير عن المصفوفة  Aوىكذا نجد أنو يمكن استخدام مصفوفة صغيرة ذات شعاعين فقط مثل 
 )باستثناء العناصر القطرية( ونكتبيا كما يمي:  Rالارتباطية 

  

  

  

  

  

             

[

        
        
        
        

]                                                                      

كما يمكن رسم أسطر ىذه المصفوفة عمى شكل بياني، وذلك باعتبار المتحولات المدروسة كأشعة سطرية 
ن عناصر كل سطر في  Aفي  عمى محورين احداثيين    بل لو يعبر عن مسقطي المتحول المقا Aوا 

 .   و   بدلًا من الشعاعين     و   افتراضيين نرمز ليما بـ 
ن نقوم برسم ىذه المتحولات عمييما فنحصل امتعامد   و   وبفرض أن ىذين المحورين الافتراضين 

 عمى الشكل التالي:

 (: التمثيل البياني لممتحولات عمى العوامل1-1الشكل )
 

 وبذلك نحصل عمى أربعة أشعة ىي:
  (          )                                        (          )

  (          )                                       (          )
 

، أي أنيما يشكلان عاملًا   ن تقريباً عمى محور العامل محمولا    و   وىنا نلاحظ أن المتحولين 
ن تقريباً عمى محور لامحمو    و   وأن المتحولين خاصاً يمكن أن نسميو عامل الخواص الجسمية، 

، أي يشكلان عاملًا خاصاً يمكن أن نسميو عامل خواص ضغط الدم، وبصورة عامة قد   العامل 
 نحصل عمى أشعة متعددة وقد تكون موزعة عمى المستوى أو الفضاء المستخدم بشكل آخر .

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
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)باستثناء  Rمعظم عناصر المصفوفة الارتباطية  لتقدير Aوىكذا نجد أنو يمكننا إيجاد مصفوفة مثل 
عناصر قطرىا الرئيسي(. ولإيجاد حل لمشكمة ىذه العناصر الرئيسية كان لابد من تعديل الأسموب المتبع 

 في عممية التقدير ليشمل جميع عناصر المصفوفة.
، بأن عناصر R تختمف عن المصفوفة الأصمية  ̌ يعطينا مصفوفة أخرى      ولكن بما أن الجداء 

التشاركيات الخاصة بالمتحولات المدروسة ب تسمىو  مختمفة عن الواحد قطرىا الرئيسي تساوي قيم
لتقدير مصفوفة أخرى، معدلة عن المصفوفة      فإنو يمكننا استخدام الجداء ،             

، وذلك باستبدال عناصر قطرىا الرئيسي المساوية لمواحد بقيم التشاركيات لتمك المتحولات ، Rالارتباطية 
 .   ونرمز ليا بـ  Reduction matrixسمي المصفوفة المؤلفة بيذه الطريقة بالمصفوفة المخففة تو 

 Rباطية من المصفوفة الارت حسوبةالم   ولذلك فإن التحميل العاممي ينطمق من المصفوفة المخففة 
باستبدال عناصر قطرىا الرئيسي )المساوية لمواحد( بقيم التشاركيات المحسوبة أو المقدرة لكل متحول 

أقل رتبة.  A أخرى مدروس. ويعمل عمى تقدير عناصر ىذه المصفوفة المخففة بواسطة مصفوفة
ولاستخلاص  Rوسنتعرض لاحقاً لأساليب حساب أو تقدير ىذه التشاركيات لتعويضيا في المصفوفة 

 العوامل منيا. 
ليست وحيدة، لابل ىناك لانياية من الحمول    لمتعبير عن  Aولكن العوامل المستخمصة من المصفوفة 

الممكنة لذلك . وحتى نستخمص حلًا وحيداً ليذه المسألة،  نقوم بمعالجة الأمر من خلال تدوير المحاور 
ى أبسط وأفضل حل ليا ، ونعتبره الحل النيائي ليذه الاحداثية عدداً كبيراً من المرات حتى نحصل عم

 المسألة .
 Xمع المتحولات المدروسة  Fوأخيراً ينتقل التحميل العاممي إلى دراسة علاقات العوامل الافتراضية 

حولات توالحصول عمى المصفوفة الييكمية، ثم يعمل عمى تقدير قيم العوامل نفسيا المقابمة لقيم الم
 المدروسة .

 ا نجد أنو عند معالجة أية مسألة عاممية تواجينا عدة مشكلات ىي:وىكذ
 مشكمة جمع البيانات عن المتحولات المدروسة ومعالجتيا حسب الحاجة .  -1
 مشكمة حساب المصفوفة الارتباطية أو مصفوفة التباينات المشتركة .  -2
 .   في المصفوفة المخففة القطرية مشكمة حساب أو تقدير قيم التشاركيات   -3
 مشكمة تحديد عدد العوامل ثم تحديد نوعية كل منيا .  -4
 .   لتقدير المصفوفة  Aمشكمة حساب المصفوفة   -5
 مشكمة تدوير المحاور المتعامدة والمائمة لمحصول عمى الحل النيائي . -6
 مشكمة حساب قيم العوامل بدلالة قيم المتحولات المدروسة .  -7
 مشكلات أخرى خاصة .  -8

 الفقرات اللاحقة بعد استعراض بعض المفاىيم الرياضية لمتحميل العاممي . وىذا ما سنعالجو في



 الفصل الأول                                                                                  جزء الرابعال 

438 

 

 بتصرف(: ,[Uberla,p.61]): المفاىيم الرياضية لتحميل العوامل )العواممي( 1-2
              Xn, متحولًا كمياً، عن ظاىرة ما في مجتمع معين، ونرمز ليا بـ: nلنفترض أنو لدينا 

نو جمعنا عن كل منيا  مشاىدة متقابمة وكانت قيميا ومتوسطاتيا وتبايناتيا وانحرافاتيا المعيارية، ىي  Nوا 
 المعروضة في الجدول التالي:

 .            (: البيانات الأساسية لممتحولات الأصمية لممتحولات: 1-1جدول )      
 التباينات
 ( )
  

 المتوسطات
 ̅  

N ....... 3 2 1 
 المشاىدات
 المتحولات

 ( )
   ̅      .......                

 ( )
   ̅      .......                

 ( )
   ̅      .......                
      .......         

 ( )
   ̅      .......                

     ) ويفترض أن يكون كل من ىذه المتحولات خاضعاً لتوزيع طبيعي محدد 
وتباينو    توقعو  ( 

  
 .ىو حجم العينة( Nىو عدد المتحولات، بينما  n،)نمفت الانتباه إلى أن الرمز في المجتمع المدروس  

 عمماً بأن متوسطات العينة ليذه المتحولات تحسب من العلاقة :

 ̅  
 

 
∑   

 

   

           (             )                                 (   ) 

 وأن التباينات والانحرافات المعيارية لعينة المشاىدة تحسب من العلاقة :

  
  

 

   
∑(     ̅ )

 
 

   

           (             )            (   ) 
 

    √  
                                         (             )            (   ) 

 يساوي مجموع تباينات ىذه المتحولات :    وأن التباين الإجمالي  

   ∑  
 

 

   

                                                                                (   ) 
 

نات المأخوذة من عينة المشاىدات يتم حساب جميع معاملات الارتباط الزوجية بين وبناءً عمى ىذه البيا
 من العلاقة :   و   أي متحولين 

    
∑ (     ̅ )(     ̅ )

 

(   )       
                                                 (   ) 
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 خذ الشكل التالي: التي تأ Rوبالتالي نحصل عمى المصفوفة الارتباطية 

  

  

  

  

 
  

                                    

[
 
 
 
 
           
           
           
     

           ]
 
 
 
 
                                            (   ) 

ن جميع عناصر قطرىا الرئيسي تساوي الواحد. n*nوىي مصفوفة من المرتبة  ، وتتميز بأنيا متناظرة وا 
    وحتى نتخمص من تأثير واحدات القياس المختمفة ليذه المتحولات نقوم بحساب القيم المعيارية 

 الواردة في الجدول السابق وذلك باستخدام علاقة المعيرة التالية :    لممشاىدات 
    

     ̅ 
  

             
             
             

                                         (   ) 
 

لجميع المتحولات المعيارية     ( ويتضمن القيم المعيارية 1-1وبذلك نحصل عمى جدول مشابو لمجدول )
 .               المقابمة لممتحولات الأصمية ونرمز ليا بـ 

 :   المقابمة لممتحولات الأصمية    (: قيم المتحولات المعيارية 2-1جدول )
 التباينات
 (  )
   ̅  N ....... 3 2 1 لمشاىداتا 

 المتحولات المعيارية
1 0     .......                
1 0     .......                
1 0     .......                
      .......         
1 0     .......                

 

 وبما أننا افترضنا أن المتحولات الأصمية خاضعة لتوزيعات طبيعية، فإن كل من المتحولات المعيارية 

، أي أن (   ) تكون خاضعة لمتوزيع الطبيعي المعياري المعروف بالرمز                
ن تبايناتيا وانحرافاتيا المعيارية تساوي الواحد .   متوسطات ىذه المتحولات المعيارية   تساوي الصفر وا 

 أي أنو سيكون لدينا نتيجة التحويل الشروط التالية:
                  ̅                      (  )

              (            )            (   )    
 

  وبذلك نجد أن التباين الإجمالي 
 لممتحولات المعيارية يساوي :  

                
  ∑ (  )

 

 

   

                                                             (   ) 
 

 عدد المتحولات( n)حيث أن  nيساوي  Zjأي أن التباين الإجمالي لممتحولات المعيارية  
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فيساوي نفس معامل الارتباط المحسوب    و   أما معامل الارتباط لأي زوج من المتحولات المعيارية 
 لأن :    و   من الزوج الأصمي المقابل 

 (      )  
∑ (     ̅ )(     ̅ )

 

(   )   (  )   (  )
 

∑ (     )(     ) 

(   )     
              (    ) 

 

 
∑       

   
 

∑ (
     ̅ 

  
) (

     ̅ 

  
) 

   

(   )
  (     )         

 

( نحصل عمى   و   )أو الأصمية    و   وعند حساب ىذه المعاملات لجميع المتحولات المعيارية 
 . Rبالرمز  (1-6)المصفوفة الارتباطية نفسيا والتي رمزنا ليا في 

يحسب من العلاقة  Rفي المصفوفة الارتباطية     يمكننا أن نستنتج أن كل عنصر  (1-10)ومن 
 ( التالية :  و   )بدلالة قيم 

    
 

   
∑       

 

   

                                                                     (    ) 
 

ذا وضعنا قيم المتحولات المعيارية  سطراً  nذات    عمى شكل مصفوفة (1-2)الواردة في الجدول    وا 
 يكون لدينا :   قيمة لمتحول المعياري المقابل   عموداً، ويتألف كل سطر فييا من Nو

 (   )  

  

  

 
  

[

          
          
    

          

]                                          (    ) 
 

مقسوماً    في منقول السطر    يساوي جداء السطر Rمن المصفوفة     وعندىا نجد أن كل عنصر 
 ، أي أن:(N-1)عمى 

    
 

   
[                 ]  [

   
   
 

   

]  
 

   
     

                 (    ) 

المعرفة   كميا بدلالة المصفوفة  Rالمصفوفة  أنو يمكننا أن نعبر عن (1-13)وعندىا نجد من العلاقة 
 كما يمي: (1-12)في 

  
 

   
                                                                              (    ) 

 

،   ، لأنيا تساوي مصفوفة التباينات المشتركة لممتحولات المعيارية Cولقد رمزنا ليذه المصفوفة أيضاً بـ  
 بشكل مصفوفي كما يمي : (1-14)ويمكن كتابة 

  
 

   
[

             
             
     

             

]  

[
 
 
 
 
          

          

          

    
          ]

 
 
 
 

     (    ) 
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 ومما سبق نستخمص ما يمي :
 إلى متحولات معيارية وفق العلاقة :             ية إذا قمنا بتحويل قيم المتحولات الأصم

    
     ̅ 

  
                                                                                (    ) 

 

ولكن عمينا أن نتذكر دائماً أن  ،(1-12)المعرفة بالعلاقة  [   ]  فإننا سنحصل عمى المصفوفة 
 شرطاً ىي: (2n)عناصر ىذه المصفوفة تخضع لـ 

 شرطاً ىي: nإن متوسط قيم كل متحول فييا )كل سطر( يساوي الصفر وتشكل  -

 ̅  
 

 
∑     

 

   

     (        )                                        (    ) 

 شرطاً أخرى ىي: nإن تباين قيم كل متحول فييا )كل سطر( يساوي الواحد وتشكل  -
 (  )
  

 

   
∑   

                 (        )                          (    ) 
السابق . عمماً بأن مجموع ىذه التباينات  (1-2)وىذه الشروط ىي القيم المذكورة عمى يمين الجدول 

 . nويساوي   Zjيساوي التباين الإجمالي لممتحولات  
لدراسة خواص المتحولات  Rوالسؤال الآن ىو: كيف يمكننا الاستفادة من المصفوفة الارتباطية 

، وتجميعيا ضمن مجموعات متجانسة، واستخلاص العوامل التي تمثل ىذه             
 المجموعات؟

إن الإجابة عمى ذلك ستتم من خلال استعراض نماذج التحميل العاممي واستخلاص العلاقات التي 
 تساعدنا عمى ذلك . وذلك باستخدام الطرق الرياضية المناسبة لمتحميل العاممي .

 [Harman p. 26]النماذج الخطية لمتحميل العاممي: : 1-3
بدلالة متحولات أخرى    و التعبير عن المتحولات المعيارية إن اليدف الأساسي لمتحميل العاممي ى

. وحتى نحصل عمى تمك العوامل (Factors)افتراضية سرية غير معروفة يطمق عمييا اسم العوامل 
 مرتبة حسب الأىمية عمينا العمل عمى تحقيق اليدفين التاليين:

والذي    جعل تباينات تمك العوامل تشكل تنازلياً وعمى التوالي أكبر حصة من التباين الإجمالي  -
 )بعدد المتحولات المعيارية( . nيساوي 

 بأبسط الأشكال الممكنة . Rتحقيق أفضل تقريب أو تقدير لممصفوفة الارتباطية  -
ن أبسط نموذج لمتعبير عن كل متحول  افتراضية ىو النموذج الخطي، الذي بدلالة عدة عوامل    وا 

أصبح معتمداً في التحميل العاممي. ولكن ىذا لا يستبعد اعتماد نماذج أخرى غير خطية لتحقيق أىداف 
 التحميل. وسنستعرض فيما يمي أىم النماذج الخطية المعتمدة في التحميل العاممي كما يمي:
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 : Principal componentsنموذج المكونات الأساسية :  1-3-1
حيث اقترح طريقة حدسية لاختصار  (Person. K. 1901)إن أول من تناول ىذا الموضوع كان 

وضغط الجداول الكبيرة والمعمومات الكثيرة مع إظيار أكبر نسبة من التباين الإجمالي . ولكن 
(Hoteling 1944)  قام بتطوير ىذه الطريقة وأطمق عمييا طريقة المكونات الأساسية(Principal 

components)  أو تحميل المكونات(Components analysis)  وقد وضع نموذجو الخطي الأول
 عمى الشكل التالي:   لكل متحول 

                                      (         )       (    ) 
اسم المكونات الأساسية )وليس العوامل(،  مجيولًا، أطمق عمييا nمعادلة خطية تتضمن   nوىو يتألف من

من المكونات المجيولة والمستقمة عن بعضيا البعض  nيرتبط خطياً بـ    أي أن كل متحول معياري 
. وتعتمد ىذه                ويرمز ليا بـ   )تسمى المكونات الأساسية( وعددىا بعدد المتحولات 

من التباين    بحيث يكون نصيب التباين المحسوب لممكون الأول  R الطريقة عمى تقدير المصفوفة
... الخ،    أكبر من المكون    ، ونصيب المكون    لتمك المتحولات أكبر من نصيب    الاجمالي 

وفي الدراسات الميدانية يستغنون عن المكونات الأخيرة، لأن نصيب تباينيا من التباين الاجمالي  يكون 
وميملًا، ويحتفظون فقط بعدد قميل من تمك المكونات، التي يشكل نصيبيا نسبة كبيرة من التباين صغيراً 

    بين المتحولات R، ولكن لأمور تتعمق بدقة تقريب المصفوفة الارتباطية   لممتحولات    الاجمالي 
 يمكن الاحتفاظ بجميع المكونات الضرورية .

 :Princepal (Axis) Factorsنموذج العوامل )المحاور( الرئيسية :  1-3-2
يعتمد ىذا النموذج عمى مدخل آخر لمعالجة ىذه المسألة، وىو يتطمب أن تحقق النماذج الخطية أفضل 

، وبحيث تجعل حصص تباينات العوامل تأخذ عمى التوالي أكبر Rتقريب أو تقدير لممصفوفة الارتباطية 
)والتي سنعرفيا لاحقاً(. ويتضمن ىذا    شاركية الإجمالية لممتحولات المدروسة حصة ممكنة من الت

 .   النموذج متحولات خاصة تسمى عوامل التميز 
لذلك يتم تحديد حد أعمى لمدقة )أو لمخطأ المرتكب( في عممية التعبير أو التقدير،  وذلك لأجل الاقتصار 

ن النموذج الأساسي لمتحميل العاممي في ىذه الحالة  عمى عدد قميل من العوامل التي تحقق تمك الدقة . وا 
 يأخذ الشكل التالي :

                                                                     (    ) 
        

 .   ىو عامل التميز لممتحول    وأن:   (         ) حيث أن:        
، وتسمى ىذه          ىي  (   )عاملًا فقط  mيرتبط خطياً بـ    وىذا يعني أن كل متحول 
يسمى بعامل التميز    ، مضافاً إلييا عامل إضافي Common factors)العوامل بالعوامل العامة )

، فما ىي إلا   كذلك و             (. أما الأعداد المجيولة (Character factor   لممتحول 
عن الجذر التربيعي لنصيب كل منيا في التشاركية الإجمالية  -كما سنرى-أمثال ىذه العوامل التي تعبر
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بطرائق تختمف عما نعرفو في الانحدار المتعدد ،    و     . والآن عمينا حساب الأمثال    لممتحول 
 مجيولة وليست معمومة كما في حالة الانحدار المتعدد .            العوامل العامة  قيم لأنوذلك 

نفترض  (1-20)ىي متحولات معيارية . فإنو وبدون أن نخل بالنموذج الأساسي    وبما أن المتحولات 
ىي أيضاً متغيرات معيارية ومستقمة )رغم إنيا مازالت مجيولة(    و           أيضاً أن العوامل 

ن متوسطاتيا معدومة  ن تباين كل منيا يساوي الواحد  (   ̅ )وا     )وا 
   ) . 

مستقمة عن بعضيا البعض وأنيا غير مرتبطة بالعوامل العامة    كما نفترض أيضاً أن عوامل التميز 
 وتبايناتيا تساوي الواحد . (   ̅ )، وأن متوسطاتيا معدومة   

)العوامل    بدلالة العوامل الافتراضية    يمكننا كتابة المتحولات المعيارية  (1-20)وبناء عمى العلاقة 
 كما يمي:   العامة( وبدلالة عوامل التميز 

                           

                           

                           

                 
                           

                               (    ) 

 

، ويفترض فييا أن تكون  (Factor pattern)ويسمى ىذا الشكل بالصورة النموذجية لتحميل العوامل 
(     ) أن  مستقمة ومعيارية، أي    عوامل التميز ن متوسطاتيا تساوي     )حيث     (، وا 

غير    ، كما يفترض أن تكون المتحولات  jوتبايناتيا تساوي الواحد ميما يكن   (   ̅ )الصفر 
(     ) ، أي أن   مرتبطة مع العوامل العامة  (، p:1 2 ...mأو  j:1 2 ..nميما كانت )    
 في جدول احصائي كما يمي : (1-21)ويمكن وضع المعادلات 

  (1-21)الصورة النموذجية لمنموذج الرئيسي  (1-3)جدول 

   ….          

+ 

   ….          

= 

 العوامل
   المتحولات 

…. …. …. ….        ….                
…. …. ….    ….     ….                
…. ….    …. ….     ….                
…. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. 
   …. …. …. ….     ….                

 

يمكن أن تكون مرتبطة أو غير مرتبطة مع             وىنا نشير أيضاً إلى أن العوامل العامة 
   معدوماً . وىذا يعني أن بعض المتحولات     بعضيا البعض، كما يمكن أن يكون بعض أمثاليا 
ن عدد العوامل العامة اللازمة لمتعبير  mيمكن أن يعبر عنيا بعدد من العوامل أقل من العدد  المذكور. وا 

 . Complexityقيد تسمى درجة التع   عن المتحول 
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 الشكل المصفوفي لمنماذج الخطية في تحميل العوامل:: 1-4
،  ولعمود عوامل التميز  Fبالرمز    ، ولعمود العوامل العامة  Zبالرمز     إذا رمزنا لعمود المتحولات

 لدينا :، فيكون  Dبالرمز  [  ]، ولمصفوفة الأمثال  Aبالرمز  [   ]، ولمصفوفة الأمثال  Uبالرمز 

  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

      

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

              

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                                               (    ) 

 

     

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

               

[
 
 
 
 
      
      
      
     
      ]

 
 
 
 

 

 

 يمي : عمى شكل مصفوفي كما (1-21)وبناء عمى ذلك يمكننا كتابة المعادلات 

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
      
      
      
     
      ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

 

 يمي: ويمكن كتابة ىذا الشكل المصفوفي بشكل مختصر كما
                                                                              (    ) 

بدلالة الأمثال    لكل متحول     يمكننا أن نحصل عمى القيم العددية  (1-23)ومن الشكل المصفوفي 
في  A، وذلك من خلال جداء المصفوفة   وعوامل التميز     العددية لمعوامل العامة  والقيم   و    

في مصفوفة القيم العددية  D، مضافاً إلييا جداء المصفوفة   مصفوفة القيم العددية لمعوامل العامة 
 كمايمي :   لعوامل التميز 

  

[
 
 
 
 
 
          
          
    
          
    
          ]

 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
          

          

    
          

    
          ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
              

              

      
              ]

 
 
 
 

 

            

[
 
 
 
 
 
      
      
     
      
     
      ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                                                     (    ) 

 كما يمكن التعبير عن ىذه العلاقة وبدلالة مصفوفات القيم العددية لممتحولات والعوامل كما يمي :
                                                                                    (    ) 
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 jفي العمود  Aلممصفوفة  iتحسب من خلال جداء السطر    لممتحول     نجد أن كل قيمة  وعندىا
 كما يمي :      ثم إضافة حد الخطأ  [   ]لممصفوفة 

                                                 (    ) 
 

            وأن                حيث أن:         
    ىي القيمة العددية الافتراضية لمعامل     وحيث أن:         

عمى قيمة    يعكس درجة تأثير العامل  (1-26)في المجموع  (      )وىنا نلاحظ أن كل حد 
 .   لممتحول     عكس مقدار الخطأ المرتكب في تقدير القيمة يف      . أما الحد     المتحول 

 

  تحميل مكونات التباين : 1-5
 [Harman p.28]   لممتحول المعياري   

ن متوسطو    لقد أشرنا سابقاً إلى أن    وتباينو     ̅ ىو متحول معياري وا 
، وانطلاقاً من    

  تعريف التباين 
، فإنو يمكننا حساب ىذا التباين بدلالة العوامل    لممتحول  (1-18)المعرف بالعلاقة   
بتمك العوامل، حيث نجد    ، الذي يربط (1-20)، وذلك اعتماداً عمى النموذج الخطي           

 أن:

    
  

 

   
∑(     )

 
 

   

 
 

   
∑   

 

 

   

  
 

    
  

 

   
∑[                             ]

 
 

   

 
 

    
  ∑   

 (
∑    

  
   

   
)

 

   

   
  ∑(

   
 

   
)

 

   

                              (    )  
 

  ∑        

 

     

∑(
       

   
)

 

   

    ∑   (
∑        

 

   
)

 

   

 
 

  وبما أن تباين المتحول المعياري 
ن ج   ىي    و    والعوامل    ميع المتحولات يساوي الواحد، وا 

 متحولات معيارية، فإنو يمكننا تحويل العلاقة السابقة إلى الشكل التالي:

    
  ∑   

   

 

   

   
     ∑        

 

     

  (     )                 (    ) 
 

    ∑     (     ) 
 

(     )  فإن    غير مرتبطة مع العوامل العامة    يز ولكن بما أن عوامل التم ذا     . وا 
غير مرتبطة مع بعضيا البعض، فإنو يكون لدينا    افترضنا )ىذا ما سنعرضو لاحقاً( أن العوامل العامة 

 (     )  الشكل المختصر التالي: (1-28)، وبذلك تأخذ العلاقة    
  
     

     
     

       
    

                                           (    ) 
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  وىنا نلاحظ أن التباين الواحدي 
 يتألف من قسمين رئيسيين ىما:  

، وىي تساوي مجموع مربعات أمثال    الخاصة بالمتحول  (Communality)قسم يسمى التشاركية  -
  )أفقياً( عمى جميع العوامل العامة . ويرمز ليا بـ    ، ويتم حسابيا من سطر   العوامل 

  
 وتساوي :

              
     

     
     

       
                                                 (    ) 

  وىو الحد  (Uniqueness)   قسم آخر يسمى تميز المتحول  -
  المتمم لـ   

 ، وبذلك يمكننا أن  
  نكتب 

 كما يمي :  
              

    
    

                                                                     (    ) 
   وىنا نشير إلى أن مربع كل من الأمثال 

من التباين    ( يعبر عن حصة العامل 29-1في )  
  الواحدي 

 ، أي أن :   لممتحول   
                  

  من التباين    ىي حصة تباين العامل الأول   
 فقط.   لممتحول   

   و             
  من التباين    ىي حصة تباين العامل الثاني   

 وىكذا.... فقط.   لممتحول   
ن               وا 

  من التباين    ىي حصة تباين عامل التميز   
 فقط.   لممتحول   

ذا أخذنا مجموع حصص العامل  )نجمعيا عمودياً(، فإننا سنحصل عمى    من جميع المتحولات    وا 
وىي    ، ونرمز ليا بـ Zلجميع المتحولات    من قيمة التباين الإجمالي    الحصة الإجمالية لمعامل 

 تساوي :

   ∑   
 

 

   

            (        )                                         (    ) 

،  Vمن التباين الإجمالي، ونرمز ليا بـ            كما يمكننا حساب الحصة الكمية لجميع العوامل 
ننا نحصل عمييا من العلاقة التالية :  وا 

  ∑  

 

   

 ∑∑   
 

 

   

 

   

   ∑∑   
 

 

   

 

   

    ∑  
 

 

   

                   (    ) 

  ∑  ويسمى المقدار 
 في النموذج . الداخمة بالتشاركية الإجمالية لمعوامل العامة المعيارية  

 من التباين الإجمالي من العلاقة التالية:   وأخيراً يمكننا أن نحسب نسبة حصة تباين كل عامل 
     (1-33                                             ً)                            

  

 
  

 العوامل من العلاقة : الاجمالي لتمك لتباينلمتشاركية الاجمالية من ا وأن نحسب النسبة الكمية

  
 

 
 

∑   
 
 

 
                                                                          (    ) 

 عمى الشكل التالي: ويمكن أن نوضح ذلك جدولياً 
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 التشاركية والتميز والخطأ والموثوقية . (1-4)جدول         
  =    تباين 

              
  

     
  .....    

  ..... .....    
     

     
  

  
    

 التشاركية          
  
    

     
  ..... ......    

  .....    
     

     
  

  
    

 وثوقيةمال         
 إلى قسمين مستقمين كما يمي:   وىناك من يقوم بتقسيم عامل التميز 

 .   ولأمثالو بـ       ونرمز لو بـ     (Specialty)قسم يعكس خصوصية العامل  -
،   ونرمز لو بـ  (error variance)   قسم يعكس الخطأ العشوائي المرتكب في تقدير تباين  -

في تقدير  (unreliability)أو معامل الشك    ويسمى تباين الخطأ العشوائي لـ ،    ولأمثالو بـ
 .   تباين 

 السابق كما يمي: (1-20)وبناء عمى ذلك يمكننا كتابة النموذج 
                                                    (    ) 

 ( j: 1 2 3 ….. n)حيث أن : 
 غير مرتبطين فإنو يكون لدينا:   والخطأ العشوائي     وبما أن عاممي الخصوصية 

  
    

    
                                                                                   (    ) 

 السابقة : (1-26)وبذلك تأخذ العلاقة 
  
    

    
    

                                                                 (    ) 
  وىكذا نجد أن التباين الخاص 

 أصبح يتألف من ثلاثة أجزاء ىي :  
  ورمزنا ليا بـ    جزء يعبر عن تشاركية العوامل في  -

   . 
  يرمز لو بـ     المصاحب لـ    المتحول جزء يعبر عن حصة  خصوصية  -

   . 
  ويرمز لو بـ    جزء يعبر عن حصة عامل الخطأ العشوائي في تقدير تباين  -

   . 
   جزء الأخيرسمى اليكما و 

   :)ويسمى متممو ، (unreliability)بدرجة الشك    
  - 1 =  

   )
 ذلك . ( يوضح4-1والجدول ) . (reliability)بدرجة الموثوقية  

  عمماً بأن الطرائق المستخدمة في تحميل العوامل تعطينا قيمة كل من التشاركية 
  والتميز  

لكل    
  . ثم تقوم بتقسيم    متحول معياري 

  إلى جزأييا   
  و   

ن عممية التقسيم ليست ليا علاقة    ، وا 
 بنوع الحل العاممي الذي نحصل عميو .

  فمثلًا إذا كانت درجة الموثوقية المطموبة لتجربة ما معمومة وتساوي 
  ، فإن درجة الشك المساوية لـ   

  
 تحسب من العلاقة :

  
       

                                                                                 (    ) 
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ذا عممنا مقدار الخطأ المرتكب     وا 
  فإنو يمكننا حساب مقدار حصة الخصوصية   

 من العلاقة  
 كما يمي : (36-1) 

     
      

    
                                                                          (    ) 

  إن درجة الموثوقية  (1-38)وىكذا نجد من
  ىي متمم الخطأ العشوائي   

-37)وتحسب من العلاقة   
 فنجد أن: (1

    
      

    
    

                                                                (    ) 
  ومنيا نستنتج أن التشاركية 

 تساوي :  
   

     
    

      
                                                                        (    ) 

  أي أن التشاركية 
  لا يمكن أن تتجاوز درجة الموثوقية    لأي متحول   

وىي تساوييا فقط عندما   
  )تكون حصة الخصوصية معدومة 

   ) . 
  يمكننا كتابة العلاقات بين مكونات التباين الواحدي  (1-20)واعتماداً عمى نموذج العوامل الرئيسي 

  
 حسب أىميتيا كما يمي :   لممتحول 

(42-1) 

   :   تباين 
    

    
    

    
    

    
   الموثوقية :

    
     

      
  

   التشاركية :
  ∑   

 

 

   

     
  

   التميز :
    

    
      

  
   الخصوصية :

    
    

  
   درجة الخطأ )الشك( :

      
  

 كما يمي :   لممتحول    وأخيراً: يمكننا تعريف وحساب كثافة )العوممة( 

   
  
 

  
    

     
التشاركية
الموثوقية

                                                     (    ) 

 الكثافة الكمية )لمعوممة( من العلاقة : نسبة كما يمكن تعريف وحساب

  
∑   

 
 

 
                                                                                         (    ) 

  % إلا إذا كان عامل الخصوصية 100% ، ولا تساوي 100وىي تأخذ قيمة أقل من 
معدوماً )وىذا   

 قد لا يحدث( .
إلى حدين    يم الحد العشوائي الأخير إن بعض الباحثين المختصين لا يأخذون بفرضية تقس ملاحظة:

   و     إلى عاممين    (، لأنيم يعتبرون أن تقسيم العامل   والخطأ     مستقمين )الخصوصية 
عنيا بدقة عالية ،  ةعبر ميكون مفيداً فقط عندما تكون المتحولات معبرة عن عناصر المجتمع تماماً أو 

  وعندىا تكون الأمثال 
 ، وىذا قد لا يكون متوفراً .    
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 (:2-1مثال )
( متحولات معيارية 5وكتطبيق عمى حساب ىذه المؤشرات ، لنفترض أننا استطعنا أن نمثل )

    ( وحصمنا عمى الأمثال 21-1حسب النموذج )    و   بدلالة عاممين                
 المبينة في الجدول التالي:

 :    و   لمعاممين      و    ( الأمثال العددية 5-1جدول )

     
      

 التشاركيات  
  
     

     
        

 العوامل
 المتحولات

0.1103 0.01216 0.98784 0.8064 0.5810    
0.3387 0.11475 0.88525 0.5448- 0.7671    
0.1442 0.02080 0.97920 0.7260 0.6724    
0.3460 0.11975 0.88025 0.1043- 0.9324    
0.2501 0.06257 0.93743 0.5582- 0.7911    

 2.8733 1.7966 4.66997 0.33003 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   حصة العامل 

   ∑   
 

 

   

 

 57.46 35.93 93.39 6.61 ـــــــــــــــــــــــــــــــ
 النسبة المئوية%

  
      

 
 

 ( كما يمي: djوىكذا يمكننا كتابة النموذج العاممي ليذه المتحولات الخمسة )بعد حساب الجذور 
                                

                                

                                

                                

                                

                                  

 وىو يرسم الشكل البياني التالي:
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       (: توزيع المتحولات عمى المستوى 2-1الشكل )

 

  ومن الجدول السابق تم حساب التشاركيات 
 ( كما يمي:30-1حسب العلاقة )   لكل متحولات   

  
  (      )  (      )         

  
  (      )  (       )         

  
  (      )  (      )             

  
  (      )  (       )         

  
  (      )  (       )         

                                  

 يذه المتحولات الخمسة تساوي:وبذلك نجد أن التشاركية الإجمالية ل

∑  
 

 

   

                                                          

      :وىي أقل من التباين الإجمالي ليا والذي يساوي
( وتم وضعيا في العمود الأخير 31-1من العلاقة )   كما تم حساب مربعات أمثال متحولات التميز 

 ( السابق، حيث نجد منيا أن:5-1من الجدول )
  

      
                                                  

( ، 32-1في التأثير عمى ىذه المتحولات طبقنا العلاقة )   ولحساب الحصة الإجمالية لكل عامل 
 الأمثال في كل عمود ووضعناه في السطر الأخير من الجدول السابق فوجدنا أن: وأخذنا مجموع مربعات

                                        
 تساويان:(       )  وأن النسبة المئوية لياتين الحصتين من التباين الإجمالي 

                                           
% من التباين  93.39ويشكل حوالي  4.6699يساوي    و   وأن مجموع حصتي ىذين العاممين 

 .   الإجمالي 
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. وىي    % من التباين الإجمالي  6.61وتشكل ما نسبتو  0.33003أما حصة عوامل التميز فتساوي 
 تمثل حصة عوامل الخصوصية والعوامل العشوائية معاً.

يعبر بشكل جيد عن     و   موذج العاممي المحسوب بدلالة العاممين ومما سبق نستنتج أن الن
ن ىذه المتحولات تتوزع عمى   المتحولات الخمسة المدروسة  ىذين العاممين كما المشكل من مستوي ال، وا 

 (، وسنتابع عمميات تحميل ىذه المسألة في الفقرات التالية .2-1في الشكل )
 : [Harman P.31]والييكل العاممي  الصورة العاممية: 1-6

نقوم بتعريف بعض القضايا المتعمقة ،    بدلالة العوامل    بعد أن نقوم بالتعبير عن جممة المتحولات 
محدد بعدد    الذي يربط كل متحول  (1-21))بعوممة( البيانات التجريبية، وذلك انطلاقاً من النموذج 

m  والذي يأخذ الشكل التالي:   اً إلييا عوامل التميز مضاف   من العوامل العامة 
                          

                          

                   
                          

                                      (    ) 

 

، ، أو باختصار نسمييا الصورة(Factor pattern)( تسمى الصورة العاممية 45-1إن جممة المعادلات )
ن مصفوفة الأمثال   [  ]، ونرمز لمصفوفة الأمثال  Aتسمى مصفوفة الصورة ونرمز ليا بـ  [   ]وا 

   و    ، ويمكن عرض ىذه الصورة من خلال جدول منظم تضم خلاياه فقط الأمثال Dبالرمز
   أو    المصاحبة لمعوامل العامة وعوامل التميز، وبحيث يتم تخصيص كل عمود فيو لعامل واحد 

يمكن أن تكون مستقمة            (، وبصورة عامة فإن العوامل العامة (1-3))كما في الجدول 
،    ل التميز عن بعضيا البعض )غير مرتبطة( أو تكون مرتبطة مع بعضيا البعض. أما عوام
نو يمكن    فيفترض أنيا غير مرتبطة بين بعضيا البعض، وغير مرتبطة أيضاً مع العوامل العامة  . وا 

   أن تكون معدومة، وىذا يعني أنو يمكن  التعبير عن أي متحول    لممتحولات     لبعض الأمثال 
بدرجة التعقيد    ، لذلك يسمى عدد العوامل العامة اللازمة لمتعبير عن  mبعدد من العوامل أقل من 

complexly  . 
، بل يتطمب منا الحصول عمى ما  Aولكن تحميل العوامل لا يكتفي منا بالحصول عمى الصورة العاممية 

باط بين ، وىي عبارة عن مصفوفة معاملات الارت (Factor structure)يسمى بمصفوفة الييكل العاممي 
. ولإيجاد ىذه المصفوفة الييكمية واستخراج العلاقة   S، وسنرمز ليا بالرمز   Fpوالعوامل    المتحولات 

بالعوامل العامة  (1-45)التابعية بين مصفوفة الصورة ومصفوفة الييكل ، نقوم بضرب كل معادلة من 
، ثم  Nعمى جميع المشاىدات التي عددىا عمى التوالي، ثم نأخذ مجاميع ىذه الجداءات            
، وبين    والعوامل    ، فنحصل عمى معاملات الارتباط المختمفة بين المتحولات  (N-1)نقسميا عمى 

 نفسيا )بفرض أنيا مرتبطة مع بعضيا( وفق العلاقات التالية:   العوامل العامة 
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 (    )
         (    )      (    )        (    )   

 (    )
     (    )          (    )        (    )   

                           
 (    )

     (    )      (    )             (    )   
                           

 (    )      (    )      (    )        (      )       

      (    ) 

 (j: 1 2 3 ….n)حيث أن 
ذا ضربنا كل  لحصمنا عمى أن معامل  (N-1)وقسمنا الناتج عمى  Nوأخذنا المجاميع عمى    بـ    وا 

(     )  =        الارتباط بينيما يساوي:
     (     )

 ومنيا نجد أن:   
 (     )

                         (           )                              (    ) 
يساوي    مع عامل التميز   نستنتج مباشرة أن معامل ارتباط أي متحول  (1-47)ومن العلاقة الأخيرة 
 . (1-21)في النموذج الرياضي    المصاحبة لمعامل    دائماً قيمة الأمثال 

،  نقصد بيا معاملات الارتباط الزوجية بين  Sكمية العاممية ولكننا عند الحديث عن المصفوفة اليي
(     )     أي نقصد بيا جدول المعاملات  ،فقط            والعوامل العامة    المتحولات 

 
 ( .46-1المعرفة في الطرف الأيسر من )

معادلة، وتتضمن  n.mتشكل جممة من المعادلات الخطية مؤلفة من  (1-46)وىنا نلاحظ أن المعادلات 
m.n  حيث      متحولًا مجيولًا ىي الأمثال(j:1 2 3 …n  وp:1 2 3 …m وذلك مع افتراض أن )

(     ) المعاملات في الطرف الأيسر 
 معمومة . 

(     ) أن معاملات الارتباط الييكمية  (1-46)كما نلاحظ من المعادلات 
لا تساوي بصورة عامة  

 .أي أن المصفوفة الييكمية تختمف بشكل عام عن مصفوفة الصورة .    الأمثال المقابمة ليا 
، يقتضي أن تكون   r (Zj, Fp[ المؤلفة من المعاملات ) Sjpإن حساب عناصر المصفوفة الييكمية ] كما
 ات المتاحة .المقابمة معمومة، وىذا غير متوفر من البيان Fpقيم  

غير مرتبطة بين بعضيا البعض، فعندىا تكون المعاملات الارتباطية    إلا أنو إذا كانت العوامل العامة 
(     ) : كل بينيا معدومة ، أي يكون لدينا

 (1-46)(، وبالتالي فإن المعادلات    )حيث    
 تتحول إلى الشكل البسيط التالي :

 (     )
            

(          )
(          )

                                                 (    ) 
وفقط  لموافقة ليا في صورة النموذج فقطا    أي أن معاملات الارتباط الييكمية تتطابق مع الأمثال 

تحميل العاممي يجري مع افتراض غير مرتبطة . وىذا يعني أنو إذا كان ال   عندما تكون العوامل العامة 
 . [   ]  عدم ارتباط العوامل العامة ، فإن المصفوفة الييكمية تصبح مساوية لمصفوفة الصورة 
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أي أنو لتطبيق التحميل العاممي بشكل عام يمزمنا الحصول عمى مصفوفتي الييكمية والصورة، لأن 
، التي تعتبر   والعوامل    ن المتحولاتمصفوفة الييكمية تمكننا من إظيار معاملات الارتباط بي

 ضرورية لتحديد أي العوامل أكثر تأثيراً عمى المتحولات المدروسة وعمى تقديراتيا اللاحقة.
   أما الصورة فيي تكون عمى شكل معادلات انحدار تعبر عن العلاقات الخطية بين تمك المتحولات 

. وىي تستخدم لدراسة الارتباط بين المتحولات عند اختبار معنوية الحل الأخير. وىي    والعوامل 
 ستكون مفيدة عند مقارنة نظم مختمفة من العوامل لتحميل عدد معين من المتحولات .

،   والعوامل    وبصورة عامة فإننا نرمز لممصفوفة الييكمية المؤلفة من معاملات ارتباط المتحولات 
 ونكتبيا كما يمي : Sمز بالر 

  [

             
             

     
             

]                                      (    ) 

 

 أي أن :   والعامل العام    لمعامل الارتباط بين المتحول     حيث رمزنا بـ 
     (     )

             
(          )
(          )

 (    )                           حيث أن        
ذا اقتصرنا في المعالجة عمى العوامل العامة   تأخذ الشكل التالي : (1-25)فإن صورة النموذج    وا 

                                                                                               (    ) 
ذا ضربنا من اليمين طرفي ىذه العلاقة بمنقول مصفوفة القيم العددية   (N-1)وقسمنا الناتج عمى    وا 

 نحصل عمى أن:
  [   (   )]    (     (   ))                                 (    ) 

  )وىنا نلاحظ أن الطرف الأيسر 
  

   
 أي أن: (1-49)المعرفة في  Sىو نفس المصفوفة الييكمية  (

     
  

   
   (

    

   
)                                                   (    ) 

)كما نلاحظ أن الجداء 
    

   
 ،نفسيا   ماىو إلا مصفوفة الارتباطات الزوجية بين العوامل العامة  (

 وىي تأخذ الشكل التالي:  ونرمز ليا بـ 

  (
    

   
)  

[
 
 
 

  (    )  (    )   (    )

 (    )   (    )   (    )

     
 (    )  (    )    ]

 
 
 
        (    ) 

 نحصل عمى أن: (1-53)في العلاقة  (1-54)وبتعويض 
                                                                                              (    ) 

وىي S , ومصفوفة الييكل  Aوىكذا نكون قد حصمنا عمى علاقة تابعية تربط بين مصفوفة الصورة 
 .   في مصفوفة معاملات الارتباط بين العوامل العامة Aتساوي ناتج جداء مصفوفة الصورة 
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، فنحصل عمى علاقة لحساب     بالمقموب  (1-55)والآن لنضرب من اليمين طرفي العلاقة 
 وىي : Aلصورة مصفوفة ا

                                                                                             (    ) 
وباستخدام ىذه العلاقة التي تربط مصفوفة الصورة مع المصفوفة الييكمية، يمكننا استخراج عدة علاقات 

( أن المصفوفة 14-1نو حسبما ذكرنا سابقاً في )، حيث نجد أ Rلحساب عناصر المصفوفة الارتباطية 
 تعرف بالعلاقة التالية :   الارتباطية لممتحولات 

       (   )                                                                      (    ) 
تقدير  نأ نحصل عمى (1-57)، وبتعويض ذلك في        :أن (1-51)وبما أن لدينا من 

 يساوي: Rلمصفوفة ا
 ̃  

 

   
           [

 

   
     ]                       (    ) 

 نحصل عمى أن: (1-54)ومن العلاقة 
 ̃                                                                                                (    ) 

ذا أخذنا بعين الاعتبار العلاقة   نحصل عمى أن: (1-55)وا 
 ̃                                                                                                      (    ) 

 ، فإن:     ، وبما أن:      متناظرة فإن:   ولكن بما أن المصفوفة 
 العلاقة اليامة التالية : تقدير منال نحصل عمى (1-59)وبالتعويض في ،  ،              

 ̃                                                                                              (    ) 
ذا كانت جميع العوامل العامة  ن المصفوفة  ( ، r(Fp,Fq)=0   p≠qغير مرتبطة، فإن : )    وا  وا 

 تأخذ الشكل المخفف التالي : (1-59)وعندىا فإن العلاقة  (   )تصبح مصفوفة واحدية   
 ̃                                                                                              (    ) 

من خلال  Aمثال في مصفوفة الصورة وىذه ىي العلاقة الأساسية التي تستخدم في حساب أو تقدير الأ
من خلال    ، وىذا يعني أنو يمكننا تقدير معاملات المصفوفة )كما رأينا سابقاً(   المصفوفة المخففة 

 .   فنحصل عمى المصفوفة المخففة    في منقوليا  Aجداء مصفوفة الصورة 
ن و (،  r(Fp,Fq)=0   p≠qفإن  غير مرتبطة ) Fp( نلاحظ أنو إذا كانت العوامل 54-1ومن العلاقة ) ا 

ن عناصر المصفوفة الييكمية ϕ=I) تصبح واحدية   المصفوفة تصبح مساوية لعناصر المصفوفة  S(، وا 
 أي يكون لدينا :،الصورية 

 S=A                                                               (  a62 -1)          
من خلال المصفوفة  Aتعني أنو يمكننا أن نحسب عناصر المصفوفة  (1-62)وبالمقابل نجد أن العلاقة 

، أو عمى الشكل         ̃ . فإذا كتبنا تمك العلاقة عمى الشكل التالي:  ̃ الارتباطية المخففة 
 المفصل كما يمي :
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 ̃  

[
 
 
 
  
           

     
        

     
            

 ]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

 

  
     

     
         

 

[

             

             

     
             

]
 

، نحصل   ̃ فإنو وبإجراء الجداء الذي في الطرف الأيمن ومطابقتو مع عناصر المصفوفة المخففة 
 Aفي المصفوفة   ىو السطر    معادلة من الشكل التالي )حيث  nبالنسبة لعناصر السطر الأول عمى 

  و
 :(    ىو منقولو العمود في    

  
       

     
     

     
       

                                

         
                                

         
                                

                         
         

                                

       (    ) 

 

(   ) وبسبب التناظر يكون لدينا 

 
معادلة مستقمة تقابل العناصر القطرية وغير القطرية لممصفوفة  

 ، وتكتب عمى الشكل التالي:  Rhالمخففة 

         
  ∑       

 

   

        
(   )

(            )
                           (    ) 

 

      
  ∑    

 

 

   

معناصرل القطرية)     (         )           )                   (    ) 

  ولحل ىذه المعادلات نحتاج إلى معالجات خاصة وفي مقدمتيا إيجاد تقديرات خاصة لمتشاركيات 
كما   

 سنرى في الفقرة التالية .
تكون مساوية لمتشاركيات   ̃ يعطينا أن العناصر القطرية في المصفوفة      وىنا نلاحظ أن الجداء 

  
ن ىذا يعني أن النموذج وية لمواحدوغير مسا   فقط، ولا    عمى العوامل العامة  اً قتصر يكون م، وا 

 .   ، وفي ىذه الحالة لا نضع فرضية حول وجود عوامل التميز    يتضمن عوامل التميز 
مساوية لمواحد ، لذلك  ̃ ولكن في بعض الحالات قد يكون ضرورياً أن نجعل العناصر القطرية في 

  نضيف لكل تشاركية 
  مقدار التميز   

 [    ̃ ]، فنحصل عمى مصفوفة جديدة نرمز ليا بـ   
 أي أن:،  Rوىي تساوي المصفوفة الارتباطية الأصمية 

                                                                                                 (    ) 
 كما يمي : Mتأخذ شكلًا موسعاً بدلالة المصفوفة الموسعة  (1-59)وعندىا فإن العلاقة 

 ̃  [ ̃    ]    *
  
  

+                                                      (    ) 
 كما يمي: Dو Aىي المصفوفة الموسعة المشكمة من المصفوفتين  Mحيث أن 

  [   ]  [

               
               
        

               

] 
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 عمى الشكل التالي : (67-1ة العلاقة)و يمكن كتاب

 ̃  

[
 
 
 
(  

    
 )        

   (  
    

 )     
    
       (  

    
 )]

 
 
 
 [

               
               

   
                

]   

 

[
 
 
 
 
 
 

                 

                 
     

                 

         
         
         ]

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
          

          

    
          

     
     
    
     ]

 
 
 
 
 
 
 

  (    ) 

 

  أساليب تقدير قيم التشاركيات : 1-7
  : 

  والتي رمزنا ليا بـ    عمى أن تشاركية المتحول  (1-30)لقد تعرفنا من 
تساوي مجموع مربعات أمثال   

 ، أي أنيا تساوي :  عمى جميع العوامل العامة    المتحول 
  
     

     
     

       
                                               (    ) 

ن قيمتيا تشكل جزءاً من تباين    المساوي لمواحد )    وا 
 ( ، لذلك فإنيا تحقق العلاقة التالية :    

    
                                                                                        (    ) 

كما وجدنا أن قيم ىذه التشاركيات تحتل القطر الرئيسي في المصفوفة الارتباطية المخففة الناجمة عن 
ن ىذه القيم مازالت مجيولة لأن المصفوفة ،        الجداء  مازالت مجيولة . ومن ىنا  Aوا 

ظيرت مشكمة التشاركية التي تقتضي إيجاد تقدير ليذه التشاركيات قبل المباشرة في حل المسألة العاممية 
ن إيجاد تقديرات لمتشاركيات    واستخلاص العوامل الرئيسية. وا 

   ووضعيا في المصفوفة المخففة   
 جعل جميع عناصر تمك المصفوفة معمومة .ي

ثم متابعة    وليذا كان لابد من إيجاد تقديرات أولية ليذه التشاركيات ووضعيا عمى قطر المصفوفة 
 . Aفي المصفوفة الصورة     الحسابات لمحصول عمى أمثال العوامل الرئيسية 

،   العاممي تعتمد عمى المصفوفة المخففة وأخيراً نشير إلى أن معظم الطرائق المستخدمة في التحميل 
  التي تتضمن قيماً جاىزة لمتشاركيات 

 .   موضوعة عمى القطر الرئيسي لممصفوفة   
 ىي باختصار كما يمي: [Harman p. 97] وىناك عدة أساليب لتقدير ىذه التشاركيات 

لذلك ندرس  ،)بدون القطر( Rمن المصفوفة الأصمية  )أوسطر(اختيار أكبر عنصر في كل عمود  -1
ونحذف كل عنصر قطري فييا  ،قيم المعاملات الارتباطية في المصفوفة الارتباطية الأصمية

)المساوي لمواحد( ونستبدلو بأكبر عنصر في عموده )أو سطره( فنحصل عمى مصفوفة جديدة مخففة 
 nذا كان عدد المتحولات ، نستخدميا لمتابعة التحميل العاممي. ولكن ىذا الأسموب لا يصمح إ  

 صغيراً.
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  تقدير التشاركيات  -2
مع المتحولات    عن طريق حساب متوسط معاملات ارتباط كل متحول   

 الأخرى )غير القطرية( ووضعيا عمى القطر. باستخدام العلاقة التالية:

  
  

 

   
∑    

 

     

            (   )                                  (    ) 

  حساب تقديرات لـ  -3
 من الثلاثية التالية :  

   
  

       
   

                                                                           (    ) 

ℓوحيث أن  أكبر    المذين يكون معامل ارتباطيما مع المتحول    و    ىما دليلا المتحولين    
 من ارتباطيما من المتحولات الأخرى .

  لقد تم تطوير الطريقة السابقة وحساب تقديرات   -4
من العلاقة التالية التي تدعى بمتوسط الثلاثيات   

 وىي :

  
  

 

 
∑ [

       

   
]

 

     

                (          )                                       (    ) 
 

مع المتحولات    ىو عدد الثلاثيات المختمفة التي يمكن تشكيميا لمعاملات المتحول   حيث 
ℓوالأخرى   (          ) أي أن    

  حساب التقدير التام لمتشاركيات   -5
: يتم حساب ىذا التقدير بعد استبدال العناصر القطرية   
ود )أو سطر(، وذلك حسب الأسموب بأكبر عنصر من كل عم Rالواحدية في المصفوفة الارتباطية 

  ، ونستخدميا لإيجاد تقديرات جديدة لمتشاركيات     ، فنحصل عمى مصفوفة مخففة أولى  (1)
  

 وحسابيا من العلاقة التالية :

  
  

(∑    
 
   )

 

∑ ∑    
 
   

 
   

 
مربع مجموع عناصر السطر   

المجموع الكمي لجميع عناصر المصفوفة   
                       (    ) 

 

  حساب تقدير  -6
بطريقة المعدل العام، بعد حذف العناصر القطرية من المصفوفة الأصمية،   

  واستبداليا بالأعداد 
 المحسوبة من العلاقة التالية :  

  
  

 

   
 

(∑    
 
   )

 

∑ ∑    
 
   

 
   

              (   )     (   )                           (    ) 

  حساب مربع معامل الارتباط المتعدد )معامل التحديد(  -7
لعلاقة الانحدار المتعدد، بين المتحول   

فنحصل عمى  Rمع المتحولات الأخرى. لذلك نحسب مقموب المصفوفة الارتباطية الأصمية    
  التشاركية ، وعندىا يمكن تقدير    والتي سنرمز لعناصرىا بالرموز     المصفوفة 

لممتحول   
 من العلاقة :   

 ̃ 
       (   ) (   )  

    
 

   
                                                  (    ) 
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  وتعد المعاملات 
  أفضل تقديرات لمتشاركيات   

، ولكنيا لا تساوييا تماماً. بل إن قيميا تبقى أقل  
  من قيمة 

 ، أي أن :  ، بمقدار ما، يعبر عن أمثال الخطأ  
  

    
    

               وأن       
    

                                         (    ) 
 

  يمكن تقدير قيم التشاركيات   -8
، (1-19)من نموذج المكونات الأساسية المعرف بالنموذج العام   
كما ىي )نتركيا تتضمن واحدات عمى قطرىا  Rتباطية الأصمية ولذلك نأخذ المصفوفة الار 

مكوناً أساسياً )حسب  n. فنحصل عمى    الرئيسي(. ونحسب منيا أمثال المكونات الأساسية 
المقابمة لممكونات الأساسية من    (، ثم نقوم بحساب القيم الذاتية أو الجذور الكامنة 2-1الفقرة 

 العلاقة :

   ∑   
 

 

   

 (    )                 (         )        (نربعيا ونجمعيا عمودياً )        
 

وأخيراً نقوم بحذف كل المكونات التي تقابميا قيماً ذاتية أصغر من الواحد: أي نحذف المكون 
عاملًا أساسياً ويتحول نموذج المكونات  m، وبذلك يبقى لدينا      إذا كان:    الأساسي 

، ومن النموذج الأخير نحسب مجموع مربعات أمثال (1-20)الأساسية إلى نموذج العوامل الرئيسية 
  عمى العوامل الرئيسية المتبقية فنحصل عمى تقديرات لمتشاركيات    كل متحول 

ونحسبيا من   
 العلاقة :

  
  ∑   

 

 

   

 (    )                 (         )        ( نربعيا ونجمعيا أفقياً )        

ونتابع عمميات التحميل حسب نموذج  Rثم نضع ىذه التشاركيات عمى القطر الرئيسي لممصفوفة 
 . (1-20)العوامل الرئيسية 

  أسموب المعاودة: وىو ينطمق من وضع أي أرقام تقديرية لـ   -9
 Rعمى القطر الرئيسي لممصفوفة   

    )بشرط أن تكون 
 . ثم نقوم بحل النموذج الناتج،     فنحصل عمى مصفوفة مخففة     

   فنحصل عمى أمثال العوامل الرئيسية الداخمة فيو ، ومنيا نحسب قيم تشاركيات كل المتحولات 
  فنحصل عمى قيم محدودة ليا مثل 

  . 
. ثم     فنحصل عمى مصفوفة مخففة أخرى  Rنعوض قيم ىذه التشاركيات من جديد في المصفوفة 

ومنيا نحسب قيم  ،نقوم بحل النموذج من جديد فنحصل عمى أمثال جديدة لمعوامل الرئيسية الداخمة فيو
  فنحصل عمى قيم ثانية لمتشاركيات    التشاركيات الجديدة المقابمة لممتحولات 

. وتكون قريبة جداً من   
 القيم الأولى .
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. ثم نقوم     فنحصل عمى مصفوفة مخففة  Rالتشاركيات الثانية من جديد في المصفوفة  نعوض قيم
بحل النموذج من جديد فنحصل عمى أمثال جديدة لمعوامل الرئيسية الداخمة فيو، ومنيا نحسب القيم 

  الثالثة لمتشاركيات 
تجاوز الفرق . وىكذا نكرر ىذه العمميات حتى تستقر قيم التشاركيات عند قيم لا ي  

( . وأخيراً نحصل 0.0001أو  0.001بين القيم في التجربتين الاخيرتين حد الدقة )الخطأ( المحدد بـ)
  عمى القيم الفعمية أو الحقيقية لمتشاركيات 

 ، فنعتمدىا ونعتمد الحل الناتج عنيا في المصفوفة الأخيرة . 
  قيم التشاركيات ملاحظة: إن أسموب المعاودة ىو أفضل الأساليب لتقدير 

، لأنو يمكن أن يعطينا   
قيماً تقديرية أقرب ما تكون لمقيم الحقيقية. وىي تتقارب كمما زدنا من عدد مرات المعاودة .ولكن ىذه 

 الطريقة تحتاج إلى حسابات كثيرة وتنفذ بواسطة الحواسيب. 
 قتيا .أما الأساليب الأخرى فتعطينا تقديرات محددة ولا يمكننا معرفة مدى د

 المتحولات المعروضة في الجدول التالي:  6لنفترض أنو لدينا المصفوفة الارتباطية لـ (: 3-1مثال )
 [Harman p.103] معاملات الارتباط لستة متحولات : (1-5)جدول 

 المتحولات                      ∑

2.66 0.28 0.42 0.49 0.75 0.72 1    
2.52 0.24 0.36 0.42 0.78 1 0.72    
2.38 0.20 0.30 0.35 1 0.78 0.75    
1.96 0.28 0.42 1 0.35 0.42 0.49    
1.74 0.24 1 0.42 0.30 0.36 0.42    
1.24 1 0.24 0.28 0.20 0.24 0.28    

 

مرتبطة مع        عند دراسة معاملات الارتباط في ىذا المثال نجد أن المتحولات الثلاثة الأولى 
ذا حسبنا        بعضيا بعلاقات قوية، أما المتحولات الثلاثة الأخرى  ضعيفة الارتباط فيما بينيا، وا 

، لذلك نفترض أنو يمكننا التعبير عن ىذه المتحولات الستة range=2مرتبة ىذه المصفوفة لوجدناىا 
 .   و    بدلالة عاممين أساسيين فقط ىما: 

  لتشاركيات وسنقوم بتقدير ا
حسب الأساليب المختمفة المذكورة أعلاه . وقبل كل شيء    لممتحولات   

نقوم بحذف العناصر القطرية )الواحدية( من المصفوفة الارتباطية الأصمية وذلك لتسييل عمميات حساب 
  التشاركيات 

 ولوضعيا مكانيا عمى القطر الرئيسي فنجد أن :  
  إن تقديرات   -1

 حسب أكبر عنصر في كل سطر )أو عمود( فييا تساوي كما يمي:  
  
                                     

 . (1-7) من الجدول (1) ولقد تم وضعيا في العمود
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  يمكننا تقدير التشاركيات  -2
بواسطة متوسطات المعاملات غير القطرية في كل سطر )أو عمود(   

  وحساب 
 كما يمي: (1-71)من العلاقة   

  
  

 

   
∑   

 

   

              (   ) 
 

  وكمثال عمى ذلك نجد أن: 
  

 

 
(                        )       

  (1-7)من الجدول  (2)ولقد وضعنا ىذه القيم في العمود 
  قيم التشاركيات  (1-7)جدول 

 المحسوبة بمختمف الأساليب   
 الاسموب 1 2 3 4 5 6 7

 

 المتحولات
معامل التحديد 

  
  

المعدل 
 العام

التقدير 
 التام

متوسط 
 الثلاثيات

اسموب 
 الثلاثية

اسموب متوسط 
 الاسطر

اسموب أكبر 
 عنصر في القطر

0.66 0.68 0.73 0.69 0.69 0.53 0.75    
0.66 0.61 0.68 0.75 0.75 0.50 0.78    
0.69 0.54 0.62 0.81 0.81 0.48 0.78    
0.32 0.37 0.38 0.49 0.39 0.39 0.49    
0.25 0.29 0.29 0.36 0.36 0.35 0.42    
0.12 0.14 0.14 0.16 0.16 0.25 0.28    

 

  أما تقديرات  -3
من  (3)ووضعناىا في العمود  (1-72)حسب الثلاثيات فحسبناىا من العلاقة   

  وكمثال عمى ذلك نذكر إننا حسبنا  (1-7)الجدول 
 كما يمي :  

  
  

      
   

 
         

    
      
  ولكن واجيتنا مشكمة في حساب 

ولأن  0.49يساوي    ، لأن أكبر معامل ارتباط من سطر  
  ، لذلك قمنا بحساب قيمتين لـ              قيمتا المعاممين التاليين لو متساويتان 

ثم   
 أخذنا متوسطييما كما يمي :

  
  

      
   

 
         

    
      

 

  
  

      
   

 
         

    
      

 

ن متوسطييما يساوي :                       ̅               وا 
         

 
      

  كما قمنا بحساب تقديرات 
التي تعبر عن متوسطات الثلاثيات ووضعناىا  (1-73)بواسطة العلاقة   

  رات ، كما تم حساب تقدي (4)في العمود 
من المصفوفة المعدلة  (1-74)بطريقة التقدير التام   

 فمثلًا كانت )بعد وضع أكبر عنصر عمى القطر( . (5)ووضعناىا في العمود 
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∑(   )
 

∑∑   
 

(         ) 

     
 

(    ) 

     
      

 

  كما تم حساب تقديرات لـ 
، حيث حسبنا  (6)ووضعناىا في العمود  (1-75)حسب المعدل العام من  

  
 من العلاقة:  

  
  

 

   
 
∑(   )

 

∑∑   
 

 

 

(    ) 

     
      

 

  كما حسبنا تقديرات لـ 
  من معاملات التحديد   

 . (7)للانحدار المتعدد ووضعناىا في العمود   
  وىنا نلاحظ أن تقديرات 

ن أسوأىا ىو أس   موب حسب ىذه الأساليب متقاربة، ولكنيا غير متطابقة ، وا 
 متوسط الأسطر ، لذلك يتم المجوء إلى طريقة المعاودة لموصول إلى القيم الحقيقية ليذه التشاركيات .
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 الثانيالفصل 
 اس تخلاص العوامل وحساب الأمثال عليهاطرائق 

 Methods of Extraction Factors 
 
 :تمييد:  2-1

في     ( ىي العلاقة الأساسية لحساب الأمثال 62-1لقد وجدنا في الفصل السابق أن العلاقة )
معيارية وغير مرتبطة مع بعضيا البعض،    ، وىي تشترط أن تكون العواملAمصفوفة الصورة العاممية 

، وىناك عدة طرائق لحساب ىذه الأمثال، إلا أن كل منيا    وتكون مستقمة عن عوامل التميز المعيارية 
 يعطينا لا نياية من الحمول المقبولة، وعمينا البحث من بينيا عن الحل المناسب .

عمى شكل شعاع محدد طولو    يمو في فضاء العوامل يمكن تمث   ولقد أشرنا سابقاً إلى أن كل متحول 
 .    ىي الأمثال  Fp، وعندىا تكون مساقطو عمى المحاور الاحداثية المتعامدة في فضاء العوامل   

ولتبسيط التوصيف الرياضي وتسييل تفسير مضمونة يفضل أن تكون تمك المساقط موزعة عمى المحاور 
الاحداثية بشكل بسيط ومناسب. لذلك يتم تدوير المحاور الاحداثية عدة مرات حتى نحصل عمى الحل 

ع عدة بوض (Thurstone 1947)البسيط المناسب الذي يعطينا أبسط ىيكل لذلك التوصيف، ولذلك قام 
 نمخصيا بما يمي : Sمواصفات لمييكل البسيط 

 يجب أن يتضمن صفراً واحداً عمى الأقل . Sكل سطر من مصفوفة الييكل العاممي   -1
 صفراً عمى الأقل . mيجب أن يتضمن  Sكل عمود من مصفوفة الييكل العاممي   -2
المقابمة  العاممي لكل زوج من الأعمدة يمكن أن نجد عدة متحولات، بحيث تكون عناصر الييكل  -3

 في أحد العمودين مساوية لمصفر بينما تكون غير معدومة في العمود الآخر . ليا
، ففي أي زوج من الأعمدة يجب أن تكون نسبة (4)أكبر أو يساوي   mإذا كان عدد العوامل   -4

 ليا معاً أمثال صفرية .   كبيرة من المتحولات 
بحيث تكون عناصرىا في العمودين    من المتحولات في كل زوج من الأعمدة يوجد عدد قميل   -5

 معاً غير معدومة .
وأخيراً نشير إلى أن مبدأ الييكل البسيط يطبق عمى مختمف الحمول العاممية المتعامدة أو المائمة. ولذلك 

مية سنقوم بعدة عمميات لتدوير المحاور الإحداثية بحثاً عن ذلك الييكل البسيط . وىكذا يمكن اعتبار عم
التدوير ىي وسيمة لتخفيض درجة تعقيد تمثيل المتحولات، وتيدف إلى الحصول عمى الحل الذي يتم فيو 

 –لو مسقط واحد  –تمثيل كل متحول بعامل واحد، وبحيث تكون درجة تعقيد أي متحول مساوية لمواحد 
 التالي: (2-1)وىو الحل الذي يحقق شروط الييكل البسيط والمبين في الشكل
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 العوامل/المتحولات                           
     x   X    
    X    X    
   x     X    
  x     X     
 X      X     
X      x      

 

 أحد أشكال الييكل البسيط (2-1)الشكل 
والحصول عمى الحمول الأولية المتعامدة أو المائمة     وىناك عدة طرائق لحساب أمثال النماذج العاممية 

 وسنعرضيا كما يمي:
 .مكوناً  nالمؤلف من  (1-19)طريقة المكونات الأساسية: وتعتمد عمى النموذج العام  -أ 
  الطرائق التي تتطمب تقديرات لمتشاركيات   -ب 

 . (1-20)وتعتمد عمى النموذج المختصر   
 . (   )عاملًا فقط ، حيث  mطريقة العوامل الرئيسية: وتكون حموليا مؤلفة من  -1
 طريقة المجموعات: وتكون حموليا مارة من مراكز المجموعات وعدد عوامميا بعدد المجموعات.  -2

 وأىميا: mالطرائق التي تتطمب تقدير عدد العوامل العامة  -ج 
 طريقة الإمكانية العظمى .  -1
 رى .طريقة البواقي الصغ  -2
 طرائق النماذج البسيطة )الأحادي+ الثنائي+ المزدوج+ المثمثي +المتعدد( .  -3

طرائق العوامل المتعددة: وىي تعتمد عمى وجود حمول أولية وتستخدم في الإحداثيات المتعامدة أو  -د 
 المائمة.

 : (Principal components)طريقة المكونات الأساسية  2-2
، الذي  (1-19)عمى النموذج العاممي المعرف في العلاقة  (PC)تعتمد طريقة المكونات الأساسية 

 كما يمي:   عاملًا معيارياً  nبدلالة    متحولًا معيارياً  nيعطينا 
 

                                (       )          (   ) 
 

غير مرتبطة مع بعضيا البعض، أي أنيا متعامدة وتشكل            ويشترط فيو أن تكون العوامل 
.ويمكن كتابة ىذه المعادلات بشكل مصفوفي    تنسب إليو جميع أشعة المتحولات    فضاءً خاصاً في 
 (   @)                                                                          كما يمي:        
 الصورة العاممية ليذا النموذج وتباينات المتحولات والعوامل في جدول كما يمي : كما يمكن عرض

 
 



 الجزء الرابع                                                                               الفصل الثاني

465 

 

 :(2-1)الصورة العاممية لمنموذج  (2-1)جدول 
 التشاركيات

  
  

 تباينات
   

   ......          
 العوامل

 المتحولات
1   

        ......                
1   

        ......                
1   

        ......                
      ......         
1   

        ......                

n         ......          
 تباينات العوامل

   
 النسبة المئوية من التباين الكمي          ......    100 100

 

تأخذ عمى التوالي أكبر حصة ممكنة من التباين    وتيدف ىذه الطريقة إلى جعل تباينات العوامل 
 .     لممتحولات   الاجمالي 

يشكل أكبر حصة ممكنة من التباين    أي أن ىذه الطريقة تيدف إلى جعل تباين العامل الأول 
يشكل أكبر حصة ممكنة من باقي التباين    ( ، ثم جعل تباين العامل الثاني n)المساوي لـ    الاجمالي 
يشكل أكبر حصة ممكنة من باقي التباين    ، ثم جعل تباين العامل الثالث    (     )الاجمالي 
... وىكذا نتابع ىذا الأمر لجميع العوامل الأخرى، حتى يستيمك كامل (        )الاجمالي 

 .  التباين الاجمالي 
 والتي تحقق العلاقة:             وعندىا نحصل عمى التباينات المرتبة: 

∑  

 

   

                                                                                  (   ) 

( 1-2معرف في النموذج )   أن التباين لكل متحول معياري  (2-1)ومن جية أخرى نجد من الجدول 
  يساوي التشاركية 

 ويساوي الواحد )في كل سطر(. أي أن:  

  
  ∑   

 

 

   

   
                                                              (   ) 

 

ن التباين الاجمالي    ∑   ،  أي يساوي   يساوي مجموع تباينات المتحولات    وا 
    . 

 جية أخرى نجد أن:ومن 

   ∑  
 

 

   

 ∑∑   
  ∑(∑   

 

 

   

)

 

   

                                 (   )
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 نجد أن : (2-2)وبالمقارنة مع العلاقة 

   ∑(∑   
 

 

   

)

 

   

 ∑                                                        (   )

 

   

 

 (يساوي :32-1كما في )   لمعامل    ومنيا نستنتج مرة ثانية أن التباين 

   ∑   
 

 

   

                      (           )                             (   ) 

مأخوذاً    في عمود العامل  Aيساوي مجموع مربعات أمثال الصورة    لمعامل    تباين الأي أن 
  ، وىو يختمف عن التشاركيات    عمودياً عمى جميع المتحولات 

التي تساوي مجموع مربعات أمثال   
 حيث أن: ،مأخوذاً أفقياً عمى جميع العوامل    سطر المتحول 

            
  ∑   

 

 

   

                                                                   (     ) 

يأخذ أكبر حصة    لنجعل التباين  (2-1)في الجدول    ل الآن كيف سنحسب أمثال العمود والسؤا
 ؟   ممكنة من 

بعلاقة خطية )عمودية( من    يرتبط مع المتحولات    لمجواب عمى ىذا السؤال؟ نفترض أن العامل 
  [Frank wood 2009 DCA]الشكل 

                                             (   ) 
 والتي يمكن كتابتيا مصفوفياً كما يمي:

     
    (               )  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                      (   ) 

 كما يمي:   ومنيا يمكن حساب تباين 
    (  )     (  

   )   [(  
   )(  

   ) ]   [  
         ]

   
  (    )                                                   (   ) 

 ( يساوي :14-1حسب ) (    )ىي متحولات معيارية فإن توقع الجداء    وبما أن المتحولات 
 (    )  

 

   
                                             (    ) 

 

ىي مصفوفة التباينات المشتركة     ن: ، وا     ىي المصفوفة الارتباطية لممتحولات     حيث أن: 
 يساوي: (  )    ، وعندىا نجد أن التباين     وىما من المرتبة    لممتحولات 

    (  )    
         

                                         (    ) 
  ويصبح ىدفنا الآن جعل المقدار الأخير

 .   يأخذ أكبر حصة ممكنة من التباين الاجمالي       



 الجزء الرابع                                                                               الفصل الثاني

467 

 

 التي تعظم المقدار :   أي أن ىدفنا أصبح حساب عناصر الشعاع 
  
                                                                        (    ) 

بد من وضع شرط عميو حتى ولكن ىذا اليدف غير محدد ويعطينا لا نياية من الحمول المقبولة، لذلك لا
ن أفضل وأسيل شرط ىو أن نشترط أن يكون مربع طول الشعاع  تتمكن من الحصول عمى حل محدد. وا 

 مساوياً لمواحد . وىذا يعني أن يكون :   

‖  ‖
  ∑   

 

 

   

   
                                                   (    ) 

  )وبذلك يتحول ىدفنا إلى تعظيم المقدار 
  )مع وجود الشرط  (      

، ولتحقيق (      
تابع )لاغرانج(  (2-13)والشرط  (2-12)ذلك اليدف نستخدم طريقة مضروب )لاغرانج ( ونشكل من 

 كما يمي:
     

        (  
     )                                        (    ) 

( ونضعو مساوياً لمصفر فنحصل *)حسب قواعد اشتقاق المصفوفات   بالنسبة لـ    التابع ثم نشتق 
 عمى أن:

   

   
                                                                       (    ) 

 ومنيا نحصل عمى المعادلة التالية :
                                                                                      (    ) 

 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي:
(    )                                                                            (    ) 

ىي القيمة الذاتية لممصفوفة   ، وىذا يعني أن R وىي الشكل النموذجي لممعادلة المميزة لممصفوفة
.]انظر  (2-17)ىو الشعاع الذاتي المقابل ليا، والذي يحقق العلاقة    ، وأن الشعاع Rالارتباطية 

 [الشاذة القيم الذاتية لممصفوفات الجزء الأول الفصل الثاني:
ىي مصفوفة  (    )فوفة نعتبر أن المص (2-17)لممعادلة  (    )وحتى نستبعد الحل التافو 

 معدومة، أي يكون لدينا: Dشاذة، وبذلك تكون قيمة محددىا 
   |    |                                                                            (    ) 

 nوبعدىا نقوم بفك أو نشر ىذا المحدد حسب الأسطر أو الأعمدة فنحصل عمى كثير حدود من الدرجة 
 ، وىو يكون من الشكل التالي :  يسمى المعادلة المميزة لـ ، و   بالنسبة لـ 

      
       

                                   (    ) 

                                    
 قواعد الاشتقاق في المصفوفات ىي كما يمي: - *

 (      )

  
                           

 (    )
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جذراً حقيقياً موجباً، ثم نرتبيا تنازلياً ونرمز ليا  nوبعدىا نقوم بحساب جذور ىذه المعادلة فنحصل عمى 
 ونكتبيا مرتبة كما يمي:،                بالرموز 

                                                                       (    ) 
فنحصل عمى جممة معادلات خطية  (2-17)في المعادلة المميزة    ثم نقوم بتعويض القيمة الكبرى 

معدوم(، ويكون ليذه المعادلات لا نياية من  Dمتجانسة وغير مستقمة عن بعضيا البعض )لأن محددىا 
(       قيمة محددة )مثل    الحمول المقبولة. ولمحصول عمى أحدىا نعطي أحد عناصر الشعاع 

 حيث:   بـ  ثم نعود ونحل المعادلات فنحصل عمى حل خاص ليا نرمز لو
  (                   )                                                (    ) 

 من العلاقة :   الشعاع   نحسب طول (2-13)وحتى نجعل ىذا الحل الخاص يحقق الشرط 

‖  ‖   √  
    

      
                                                (    ) 

 

   ، فنحصل عمى الشعاع الخاص الواحدي  ‖  ‖عمى طولو    اع الخاص ثم نقسم عناصر الشع
 التالي:

   [
   

‖  ‖
  

   

‖  ‖
  

   

‖  ‖
      

   

‖  ‖
]                         (    ) 

 

 [                                      ]   ونرمز لو بالرمز :                       
من بين    ولا يحدد لنا قيم عناصر الحل المطموب    ة لذلك الشعاع وىو يحدد لنا الاتجاىات العام

 مضاعفاتو المختمفة .
، فنلاحظ أن   مع القيمة الذاتية  (  )   والآن لنبحث عن العلاقة التي تربط تباين العامل الأول 

 نيا نجد أن:، وم(2-16)المقابل ليا يحققان المعادلة    وشعاع الحل الخاص الواحدي    قيمة 
                                                                                              (    ) 

  من اليسار بـ  (2-24)ثم نضرب طرفي العلاقة 
 فنجد أن :  

  
         

            
                                                         

 

 نحصل عمى أن : (2-11)و  (2-13)ومن العلاقتين 
   (  )                                                                                       (    ) 

   ، أو يساوي القيمة الذاتية الكبرى   بمة لو يساوي القيمة الذاتية المقا   أي أن تباين العامل الأول 
 ( ما يمي:6-2وىو يساوي حسب )   بالرمز    رمزنا لتباين  (2-1). ولكننا في الجدول  Rلممصفوفة 

   ∑   
 

 

   

 (    )                (عمودياً )                                                     
 

 نجد أن: (2-25)وبالمقارنة مع 

   (  )        ∑   
 

 

   

 ‖  ‖
                                  (    ) 



 الجزء الرابع                                                                               الفصل الثاني

469 

 

ن طول ذلك الشعاع يساوي: (2-1)في الجدول    تساوي مربع طول الشعاع العمودي    أي أن   وا 

‖  ‖  √∑   
  √                                                            (    ) 

، وحتى (2-23)في    وبما أن الاتجاىات العامة لمحل معطية من خلال اتجاىات الشعاع الواحدي 
. نضرب عناصر الشعاع    √والذي طولو يساوي    نستطيع الحصول عمى قيم عناصر الشعاع 

 كما يمي :   فنحصل عمى الشعاع    √بجذر القيمة الذاتية    الواحدي 

   *
   √  

‖  ‖
  
   √  

‖  ‖
  
   √  

‖  ‖
     

   √  

‖  ‖
+          (    ) 

 

 .   √وطولو يساوي    عمى العامل    وىو شعاع أمثال المتحولات 
ومنو نحصل    عمى شعاع ذاتي خاص  Rلممصفوفة    وبصورة عامة نحصل مقابل كل قيمة ذاتية 

، ويكون تباين   يقابل العامل الذي    ، ومنو نحصل عمى شعاع الأمثال    عمى الشعاع الواحدي 
 مساوياً .   العامل 

      (  )     ∑   
                                                  (    )

 

   

 

يرتبط مع    ( ونفترض أن العامل  p = 2ولتوضيح كيفية الحصول عمى عناصر العامل الثاني، )نضع 
 بالعلاقة : Zالمتحولات 

     
                                                                                        (    ) 

 وبنفس الطريقة السابقة نجد أن تباينو يساوي :
   (  )    

                                                                            (    ) 
 

 ( التالي:13-2يجب أن تحقق شرط الطول الواحدي المشابو لـ  )    ولكن عناصر
  
                                                                                                 (    ) 

 

لعامل غير مرتبط مع ا   ، وىو أن يكون   وأن تحقق شرطا إضافياً آخر موضوع عمى العامل الثاني 
 يجب أن يكون معدوماً، أي أن:   و   ، ىذا يعني أن التباين المشترك لـ    الأول 

   (      )                                                                                   (    ) 
 

 يمكن البرىان عمى أن ىذا الشرط سيؤدي إلى العلاقات التالية: (2-34)وبناء عمى 
   (  

      
  )   [  

        ]    
  (    )                              

 

 ( نستخمص العلاقات التالية:24-2( و)10-2ومنيا ومن )
   (  

      
  )    

         
                             (    ) 

                                  
          

                                                
                                     

          
                                             

 يجب أن يحققا الشرطين المتكافئين :   و    ومن ىذه العلاقات نستنتج أن الشعاعين 
  
                                                                                     (    )             

  
                                                                                     (    )             
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 ( .   مع    )أو ىو شرط تعامد    مع    ان عن شرط واحد ىو عدم ارتباط وىما يعبر 
ومن الشرطين  (2-32)نقوم بتشكيل تابع )لاغرانج( الثاني من العلاقة    ولحساب عناصر الشعاع 

 كما يمي: (2-36)و  (33-2)
     

        (  
      )   (  

    )                  (    ) 
 

 ونضعو مساوياً لمصفر فنجد أن:   بالنسبة لـ    ثم نشتق 
   

   
                                                               

 ومنيا نجد أن :
                                                                        (    ) 

  من اليسار بـ  ثم نقوم بضرب طرفي ىذه العلاقة
 فنحصل عمى :  

  
          

         
                                              (    ) 

 نجد أن: (2-35)ومن العلاقات المتعددة في 
                                                                             (    ) 

 تأخذ الشكل التالي: (2-39)، وعندىا فإن العلاقة    ومنيا نستنتج أن قيمة المضروب 
                                                                                       (    ) 

 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي :
(    )                                                                                   (    ) 

فييا ىي القيمة الذاتية   ، وىذا يعني أن قيمة Rوىي الصيغة النموذجية لممعادلة المميزة لممصفوفة 
ن الشعاع Rلممصفوفة الارتباطية    الثانية  والمقابل لـ  Rىو الشعاع الذاتي الواحدي لممصفوفة    ، وا 

 فييا .   بعد تعويض  (2-43)لذي يحقق المعادلة وا   
( والحصول 19-2من )   )أو نأخذىا من الحسابات السابقة عند حساب    لذلك نقوم بحساب قيمة 
، وبعدىا نقوم بإيجاد حل خاص لممعادلات (2-43)( وتعويضيا في المعادلة   عمى جميع القيم المرتبة 

( ثم   )كما فعمنا مع    ثم نقوم بتحويمو إلى شعاع واحدي    فنحصل عمى الحل الخاص  (43-2)
في    ولممتحولات    المقابل لمعامل    فنحصل عمى عمود الأمثال    √بــــ    نضرب عناصر 

 .   حتى    . وىكذا نتابع العمل ونكرر نفس الخطوات والاجراءات والحسابات من  (2-1)الجدول 
 ىي :    شعاعاً عمودياً متعامداً للأمثال  nوأخيراً نحصل عمى 

                                                                                  
                   وىي تقابل القيم الذاتية :                                    

عمماً بأن تباين كل عامل من ىذه العوامل ،  (2-1)المذكورة في الجدول  وىي تشكل الصورة العاممية
 يساوي )عمودياً( ما يمي:

      ∑   
 

 

   

                                                              (    ) 
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 وأخيراً نجد أن مجموع تباينات جميع ىذه العوامل يساوي :

∑  

 

   

 ∑  

 

   

                                                    (    ) 

ن الحصة النسبية لتباين كل عامل   من التباين الاجمالي تساوي :   وا 

  
  

  
 

  

 
                                                                   (    ) 

التي حصمنا عمييا مقابل الجذور الكامنة                  : إذا أخذنا الأشعة المتعامدة ملاحظة
ذا شكمنا من            عمى الترتيب نجد أن كل منيا يحقق المعادلة                   وا 

 فيمكننا كتابتيا عمى الشكل التالي :،  Aىذه الأشعة المتعامدة مصفوفة 
  (                )  (                       ) 

 

                                                                                 (    ) 
 حيث أن:

  [

          

          

    
          

]             [

     
     
    
     

] 

 

نو يوجد  | |مستقمة خطياً فإن المحدد              وبما أن الأشعة العمودية  يكون غير معدوم، وا 
 فنجد أن :    من اليسار بـ  (2-47). لذلك نضرب     نرمز لو بـ  Aمقموب لممصفوفة 

                                                                              (    ) 
، وتكون عناصرىا القطرية مساوية لمقيم   إلى مصفوفة قطرية  Rة وبذلك تتحول المصفوفة الارتباطي

 . Rىي الأشعة الذاتية لـ   A، وتكون الأشعة العمودية في المصفوفة    الذاتية 
 نجد أن: (2-48)فإنو عندما نأخذ منقول الطرفين في ،  Rولكن بسبب تناظر المصفوفة الارتباطية 

     (   )                                                                            (    ) 
، وذلك              ىي نفسيا أصبحت الأشعة الذاتية   (   )وىذا يعني أن أسطر المصفوفة 

 مصفوفة متعامدة فإنيا تحقق العلاقة : Aلأن المصفوفة 
                                                                                          (    ) 

 وىذا يعني أن:
       (   )                                                             (    ) 

 إلى الشكل التالي: (2-49)تتحول العلاقة  Rومنيما بسبب تناظر 
                                                                                      (    ) 

 وىذه المعادلة تسمى بالمعادلة الطيفية لمتحميل العاممي.
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إلى  R، أن نحول المصفوفة المربعة المتناظرة  Aوىي تعني أنو يمكننا بمساعدة أي مصفوفة متعامدة 
من خلال ، وذلك  Rحقيقية وتساوي القيم الذاتية لـ    بحيث تكون عناصرىا القطرية   مصفوفة قطرية 

 ( .52-2، المعرف في )      الجداء 
 وىي أشعة مستقمة خطياً لأنيا متعامدة . Rىي الأشعة الذاتية لممصفوفة    وتكون الأشعة العمودية 

 : (2-1)مثال 
علامة الفيزياء(،  Yعلامة الرياضيات،  X)  Yو  Xلنفترض إننا نريد دراسة التمثيل العاممي لمتحولين 

ولنفترض أن البيانات التي جمعناىا من عينة من الطلاب أعطتنا أن المصفوفة الارتباطية بينيما كانت 
 تساوي:

   
 

  

*
    
    

+ 

، ثم نفترض أن ىذين (1-7)حسب العلاقة    و    إلى متحولين معياريين  Yو  Xلنقم الآن بتحويل 
 كما يمي : (1-19)حسب النموذج     و    المتحولين يمكن تمثيميا، بواسطة عاممين افتراضيين 

              

              
 

 

 من المعادلة المميزة التالية : Rنحسب فوراً القيم الذاتية لـ    ولحساب الشعاع العمودي الأول لأمثال 
(    )     

 شاذة ونضع محددىا مساوياً لمصفر فنجد أن : (    )نعتبر المصفوفة   ولحساب القيم الذاتية 
|    |          

|
      
      

|   

(   )        

            

 

 

 نحل المعادلة الأخيرة فنجد أن يوجد ليا جذران حقيقيان وموجبان ىما:
                               

 في المعادلة المميزة فنجد أن:       نعوض    المقابل لـ    الشعاع الأول  ولإيجاد
*
        

        
+ [

   
   

]    
 ومنيا نحصل عمى المعادلتين المتجانستين :

                  
                    

 
لذلك نأخذ أحدىما، فنجد (،  -1وىما معادلتان غير مستقمتين )لأن أحدىما تنتج عن الأخرى بضربيا بـ 

 منيا أن :
          )متساويان وليما نفس الإشارة(                         

       فنجد أن       وىذا يجعمنا أمام لا نياية من الحمول، لذلك نأخذ حلًا خاصاً ليا ونضع 
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 ويساوي :   وبذلك نحصل عمى حل خاص نرمز لو بـ 
   *

   

   
+  *

 
 
+ 

 ا الشعاع إلى شعاع واحدي نحسب طولو فنجد أن :ولتحويل ىذ
‖  ‖  √      √  

 التالي:   فنحصل عمى الشعاع الواحدي   √عمى    ثم نقسم عناصر الشعاع 

   [

   

‖  ‖
   

‖  ‖

]  

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

 

   بجذر    نضرب عناصر الشعاع الواحدي    المقابل لمعامل    ولمحصول عمى الشعاع العمودي 
 فنحصل عمى أن:    √أي بجذر 

   

[
 
 
 
    √  

‖  ‖

   √  

‖  ‖ ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 √   

√ 

√   

√ ]
 
 
 
 

 [
     

     
] 

 فنجد أن:    ولمتأكد من الحسابات نحسب مجموع مربعات عناصر 
(     )  (     )         

 في المعادلة المميزة فنجد أن:       ونقوم بتعويض    ننتقل الآن لحساب عناصر الشعاع 
*
        

        
+ [

   
   

]    
 لتين المتجانستين غير المستقمين :ومنيا نحصل عمى المعاد

                 
                  

 
 وىما عبارة عن معادلة واحدة. نأخذ أحدىما فنحصل منيا عمى أن : 

         )مختمفان بالإشارة(                             
فنجد        خاصاً ليا بوضع وىذا يجعمنا أيضاً أمام لا نياية من الحمول المقبولة، لذلك نأخذ حلاً 

*   التالي :       وبالتالي نحصل عمى الحل الخاص        أن 
  
  

+ 
 ولتحويل ىذا الشعاع إلى شعاع واحدي نحسب طولو فنجد أن:

‖  ‖  √(  )     √  
 كما يمي :    فنحصل عمى الشعاع الواحدي   √عمى طولو    ثم نقسم عناصر الشعاع 

   

[
 
 
 
  

√ 
 

√ ]
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،    بجذر القيمة الذاتية    نضرب عناصر الشعاع    المقابل لـ    ولمحصول عمى شعاع الأمثال 
 ، فنجد أن :    √أي بجذر 

   

[
 
 
 
  

√   

√ 

 
√   

√ ]
 
 
 
 

 [
    

    
] 

                   وبذلك نحصل عمى الصورة العاممية التالية:    
                                                                    

 ونمخص الحل النيائي في الجدول التالي:
  (2-1) الحل النيائي لممثال (2-2) جدول

 التشاركيات
  
        

 العوامل
 المتحولات

1 0.5- 0.866    
1 0.5+ 0.866    
   = التباين    1.5 0.5 2
 النسبة المئوية % 75% 25% 100

نو يفسر    و    وىذا يعني أن العامل الأول يربط بين المتحولين  % من التباين الاجمالي لـيما ، 75وا 
 ويمكن تسمية ىذا العامل المشترك بين الرياضيات والفيزياء باسم افتراضي مثل )قوة المنطق( .

لأخرى في تحصيل % من التباين الإجمالي وىو يعود إلى التأثيرات ا25أما العامل الثاني فيفسر 
 الرياضيات والفيزياء .

 وأخيراً يمكن تمثيل ىذه الصورة بيانياً كما يمي :

0.866 1

0.5

+1

1 F

2 F

- 0.5

-1

2 Z

1 Z

 
 الصورة العاممين لممثال (2-2)الشكل 
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 : (2-2)مثال 
محافظة كما في الجدول  12لنفترض أنو لدينا البيانات العددية لخمسة متحولات عن أحوال السكان في 

 [ .25ص Harmonالتالي ] البيانات مقتبسة بتصرف من 
 :البيانات الأصمية )الخام( لممتحولات الخمسة: (2-3)جدول 

 التباين
  
  

 المتوسط
 ̅  

 المحافظة 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 11 12
 المتحولات

دد  5711 1111 3411 3811 4111 8211 1211 9111 9911 9611 9611 9411 6242 3441
ع

كان
لس

ا
 

 
 
 

1.8 11.4 11.4 9.6 13.7 12.5 11.5 11.4 8.3 12.8 13.6 8.8 11.9 12.8 

ط 
وس

مت
ت 

سنوا يم 
تعم

ال
 

 
 

1241 2333 4111 3311 3611 3411 3311 411 2611 1611 1711 1111 611 2511 

ن 
ممي

العا
دد 

ع
ن 

ينيي
الم

 
 

 

دد  271 11 11 141 141 61 11 61 181 391 81 111 121 115
ع

ن 
صي

مخت
ال

 
 

 

6368 17111 13111 12111 25111 18111 14111 16111 12111 25111 25111 9111 11111 25111 

ن 
 ثم

سط
متو

ن 
مكا

ي 
ة ف

شق
ال

ن 
سك

ال
 

 
 

 

 وعندما قمنا بحساب المصفوفة الارتباطية ليذه المتحولات حصمنا عمى الجدول التالي:
 (:2-2لممثال ) R الارتباطيةالمصفوفة : (2-4) جدول

 المتحولات               
0.02241 0.43887 0.97245 0.00975 1.00000    
0.86307 0.69141 0.15428 1.00000 0.00975    
0.12193 0.51472 1.00000 0.15428 0.97243    
0.77765 1.00000 0.51472 0.69141 0.43887    
1.00000 0.77765 0.12193 0.86307 0.02241    

نحول  (principal components)بواسطةالمكونات الأساسية Rولمتعبير عن ىذه المصفوفة الارتباطية 
مكونات أساسية  5، الذي يضم (1-19)ونضعيا في النموذج  Zإلى متحولات معيارية   Xالمتحولات 

وبعد إجراء حسابات معقدة )شرحناىا سابقاً( نحصل                    )بقدر عدد المتحولات( وىي 
 (.   المعروضة في الجدول التالي )لممتحولات المعيارية  Aعمى عناصر المصفوفة 
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 :عناصر الحل النيائي حسب المكونات الاساسية : (2-5)جدول 
  التشاركية 

 لمعاممين   

 فقط   و   
 التباين
  
                  

 المكونات الأساسية
   المتحول 

0.98783 1.0000 0.0852- 0.0645- 0.0276 0.8064 0.5810    
0.88515 1.0002 0.0216- 0.1118 0.3193 0.5448- 0.7671     
0.97930 0.9999 0.0862 0.0072- 0.1149 0.7260 0.6724    
0.88023 1.0000 0.0000 0.1582 0.3078- 0.1043- 0.9324    
0.93746 0.9990 0.0102 0.2413- 0.0647- 0.5582- 0.7911    

4.66997   
    0.0153 0.1000 0.2148 1.7966 2.8733 

من    حصة العامل    
   التباين الإجمالي 

 100.0 0.3 2.0 4.3 35.9 57.5 
النسبة المئوية % لمحصة 

 من التباين الإجمالي   
 

 ( ىي:  وىذا يعطينا خمس معادلات أفقية )معادلة لكل متحول 
                                                     

                                                      

                                                     

                                                    

                                                     

 

 

% من 57.5تشكل    ومن السطرين الأخيرين في الجدول السابق نلاحظ أن نسبة حصة العامل الأول 
التباين الاجمالي .  % من35.9تشكل    ( . وحصة العامل الثاني 5التباين الاجمالي )المساوي لـ 

نيما معاً يشكلان حوالي   % من التباين الاجمالي .93.4وا 
يمكن أن يعبران عن العلاقات بين المتحولات الخمسة المدروسة بدقة     و    وىذا يعني أن العاممين 

ولات % منو، ولقد حسبنا تشاركيات المتح6.6%( من التباين الاجمالي بخطأ قدره 93.4كافية، ويفسران )
 .(4.66997ت التشاركية الإجمالية )فقط ووضعنا في العمود الأخير، فكان    و   المقابمة لمعاممين   

   ثم     و    ملاحظة: نلاحظ من أعمدة المصفوفة في الجدول السابق أن أمثال العوامل الأخيرة 
تحميل . عمماً بأن ىذه الأمثال تصبح أصغر فأصغر لدرجة أنو يمكن اىمال ىذه العوامل في عمميات ال

، وذلك حسب العلاقة      والعوامل    تعبر أيضاً عن معاملات الارتباط الزوجية بين المتحولات 
غير مرتبطة مع لعضيا البعض. وىذا يعني أنو يمكننا دون أن    وبفرض أن العوامل العامة  (48-1)

، فنحصل  (m<n)عاملًا فقط  =2mنتحمل خسارة كبيرة اختصار عدد العوامل في النموذج العاممي  إلى 
، والذي يسمى بنموذج   والمتضمن عوامل التميز  (1-20)عمى النموذج المختصر المعرف بالعلاقة 

، التي يمكن أن تدخل في النموذج mاك عدة أساليب لتحديد عدد العوامل العامة العوامل الرئيسية، وىن
 العاممي وتحافظ عمى حد الدقة المطموب، كما سنرى في الفقرة التالية:
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 الداخمة في نموذج المكونات الأساسية : mكيفية تحديد عدد العوامل  2-2-1
 بعدة أساليب ىي: (1-19)مكونات الأساسية يمكن اختصار وتحديد عدد العوامل الداخمة في نموذج ال

بعد الحصول عمى أمثال المكونات الأساسية أو قبل الحصول عمييا، يمكننا أن نشترط عند المعالجة   -1
أو  0.20عمى الحاسوب أن يتم تجاىل أو حذف الأمثال التي تقل قيمتيا عن قيمة محددة )مثلًا عن 

آلياً إلى حذف بعض المكونات الأساسية كمياً أو غير ذلك(، وىذا قد يؤدي  0.40أو  0.30
)المكونات المتأخرة( والابقاء عمى بعض المكونات التي سنسمييا بالعوامل الرئيسية ونرمز لعددىا بـ 

m . عاملًا 
    (    )من المعادلة  Rكما يمكن أن نقوم بحساب القيم الذاتية )المميزة( لممصفوفة  -2

 تنازلياً كما يمي :ثم نرتبيا    ونرمز ليا بـ 
                                                                      (    ) 

                     وىي تقابل العوامل                                           
)لأنيا تشكل نسبة صغيرة أو ميممة من      ثم نقوم بحذف العوامل التي تقابميا قيمة ذاتية 

 mونرمز لعددىا بـ      التباين الاجمالي( ، ونحتفظ بالعوامل العامة التي تقابل قيماً ذاتية 
 ونسمييا بالعوامل الرئيسية .

وعندىا يكون عدد  mولتكن مساوية لـ  Rالمصفوفة  rangeكما يمكننا أن نقوم بحساب رتبة   -3
 . Rمساوياً لرتبة المصفوفة  mالعوامل الرئيسية 

الذي برىن أن عدد العوامل الرئيسية  (Thurstone 1963)يمكننا الاعتماد عمى متراجحة أو جدول   -4
m :يحقق المتراجحة المزدوجة التالية 

*
(    )  √    

 
+    *

(    )  √    

 
+              (    ) 

 واعتماداً عمى ىذه المتراجحة ثم استخلاص الجدول التالي :
 : nالمقابمة لقيم  m: قيم (2-6)ول جد

 nعدد المتحولات  2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
 mعدد العوامل  1 1 2 3 3 4 5 6 6 7 8 9 10 10
 

 لا يتجاوز  mيشير إلى أن عدد العوامل العامة  (2-6)مع أن الجدول  -5

 
، ولكن التجارب العممية   

   لا يتجاوز نصف عدد المتحولات  mالرئيسية     المختمفة أظيرت أن عدد العوامل العامة 
 المدروسة . أي أظيرت أن:

  
 

 
                                                                             (    ) 
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 : (principal factors(Axis))ئيسية : طريقة العوامل )المحاور( الر  2-3
 والذي نكتبو كما يمي:  (1-20)تعتمد ىذه الطريقة عمى النموذج العاممي المختصر المعرف بالعلاقة 

                                                             (    ) 
 .(   ) :وأن (j: 1 2 3 … n)ىو حد الخطأ العشوائي وأن    : حيث أن

فتحسب من             أما  ،   عدداً مجيولًا ىي الأمثال  m * nمعادلة خطية تتضمن  nوىو يتألف من 
معيارية )بمتوسط                 ويشترط في ىذا النموذج أن تكون العوامل  بعد حسابيا،        

وتشكل  ،ة مع بعضيا البعض، أي أنيا متعامدة مع بعضيا معدوم وتباين يساوي الواحد( وغير مرتبط
وتكون الصورة العاممية ليذا النموذج كما في  .   تنسب إليو أشعة المتحولات    خاصاً في  فضاءً 

 الجدول التالي :
  (2-56)الصورة العاممية لمنموذج : (2-7)جدول 

    مربع الأمثال
 التشاركيات  

  
     ........           

 العوامل
 المتحولات

  
      

    
      ........                

  
      

    
      ........                

  
      

    
      ........                 

      ........         
  

      
    

      ........                 

         
∑   

  

∑   
     ........          

 حصة تباين العامل 

   
 النسبة المئوية          ........     

 

)بمتوسط معدوم وتباين يساوي الواحد( وغير مرتبطة مع  معيارية   كما يشترط أن تكون المتحولات
فتحسب بعد  djمستقمة عن بعضيا البعض، أما الأمثال    تكون ، وأن               العوامل 
  حساب 

   يساوي:    (. عمماً بأن تباين أي متحول 7-2كما في العمود الأخير من الجدول السابق)  
                      

    
                 ومنيا نجد أن:    

      
  

∑   اوي :             وأن التباين الاجمالي يس        
  

  ∑   
  

         
∑   لــــ    حيث رمزنا بـ    

  
∑   لـــ           ،     ورمزنا بــ           

  
    

وتختمف ىذه الطريقة عن طريقة المكونات الأساسية بأنيا تيدف إلى جعل تباينات العوامل العامة تأخذ 
∑   )ن التشاركية الاجمالية عمى التوالي أكبر حصة ممكنة م   

  
وليس من التباين الاجمالي  ( 

 (2-7). كما ىو مبين في الجدول    يتضمن حداً مجيولًا ىو    ، لأن التباين الاجمالي    
 وممحقاتو .
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أكبر حصة    في كل عمود بحيث يشكل تباين العامل الأول     أي أنيا تيدف إلى حساب الأمثال 
   أكبر حصة ممكنة    ، ثم بحيث يشكل تباين العامل الثاني   من التشاركية الاجمالية    ممكنة 

 ...الخ   من باقي    أكبر حصة ممكنة    ، ثم بحيث يشكل تباين العامل الثالث   من باقي 
في جميع الأعمدة ونستيمك الجزء الأكبر من التشاركية     وىكذا نتابع حتى نحسب جميع الأمثال 

% منو(، وعندىا نحصل عمى الصورة العاممية المختصرة الواردة في 90% أو 80الاجمالية )حوالي 
عاملًا  n، وىي تختمف كثيراً عن الصورة العاممية لطريقة المكونات الأساسية، التي تشمل (2-7)الجدول 

 .   بار المتحولات العشوائية ولا تأخذ بعين الاعت   
ذا أخذنا مجموع مربعات الأمثال  فإننا سنحصل عمى  ،)أفقياً(   عمى العوامل    لممتحول     وا 

  والتي رمزنا ليا بـ    تشاركية المتحول 
 وتساوي :  

  
     

     
     

       
  ∑   

 

 

   

 (    )           (أفقياً )             

فإننا  ،)عمودياً(   عمى المتحولات    المقابمة لمعامل     أما إذا أخذنا مجموع مربعات الأمثال 
 ويساوي :   رمزنا لو بـ الذي و ،    من التشاركية الإجمالية    سنحصل عمى حصة تباين العامل 

      
     

     
       

  ∑   
 

 

   

 (    )       (عمودياً )            

 أن مجموع حصص العوامل يساوي : (2-7)ويمكننا أن نجد من الجدول 

  ∑  

 

   

 ∑∑   
 

 

   

 

   

 ∑(∑   
 

 

   

)

 

   

                                    (    ) 

 ( نجد أن التشاركية الاجمالية تساوي:     57-2ومن )
        (2-59 )                                                       ∑   

  
       

∑   ) حيث أن:           ( أن: 31-1وبما أنو لدينا من )   
  

( ، فإننا نجد أيضاً أن    
 التباين الاجمالي يساوي:

                                                                                          (    ) 
ن الفرق بين   سيكون أصغر من  Vومنيا نستنتج أن مجموع حصص العوامل   يعود إلى Vو    ، وا 

            (، أي أن :    العوامل الأخرى )بما فييا العوامل 
، وىذا يعني أن ىذه الطريقة   سيكون أقل من التباين الاجمالي Vأن مجموع حصص العوامل وبما 

 تتخمى عن جزء من الدقة مقابل تسييل الحسابات .
(. وسنعمل عمى 56-2لكل عامل عمى حدة في النموذج )    والآن نعود إلى قضية حساب الأمثال 

 [ كما يمي : Harman P. 154شرح ما قدمو ]
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، التي تجعل    ، فنجد أن ىدفنا سيكون حساب الأمثال    وىي    ذ أولًا أمثال العامل الأول لنأخ
، أي ان ىدفنا سيكون تعظيم   تأخذ أكبر قيمة ممكنة من التشاركية الاجمالية    لمعامل    الحصة 

 ( كما يمي :58-2المعرفة في )   قيمة الحصة 
      

     
     

       
                                  (    ) 

 . (2-7)في الصورة العاممية الواردة في الجدول     وذلك ضمن الشروط المفروضة عمى جميع الأمثال 
ن ىذه A( أن أمثال ىذه الصورة ىي عناصر المصفوفة 6-1)في ولكننا وجدنا من الفقرات السابقة  ، وا 
غير مرتبطة( المعرفة    لمصفوفة الارتباطية المخففة )إذا كانت العوامل العناصر مرتبطة مع عناصر ا

 ( بالعلاقة التالية :62-1حسب )
            

                                                                           (    ) 
أن نستخمصيا من المطابقة بين طرفي جممة من الشروط الخطية يمكن     وىي تفرض عمى الأمثال 

  [Harman P. 154]الجداء التالي:  

[
 
 
 
 
  
           

     
        

        
     

     
             

 ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
          

          

          

    
          ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
          

          

          

    
          ]

 
 
 
 

   (    ) 

 

، نحصل عمى عدد من المعادلات الخطية    ومطابقتيا مع عناصر      وعند إجراء جداء عناصر 
نجد أنيا    (، فإذا أخذنا عناصر السطر الأول من المصفوفة    )معادلو مقابل كل معامل ارتباط 

 تعطينا الشروط التالية :

  
     

     
     

       
  ∑       

 

   

                    (     )   

                           ∑      

 

   

        (       )

                           ∑      

 

   

         (       )

                           

                           ∑                 (       )

   (    ) 

 

ذا أخذنا عناصر السطر الثاني لـ  .    مجيولًا ىي  m*nمعادلة وتتضمن  nوىي تشكل  فإننا    وا 
ذا أخذنا عناصر جميع الأسطر فإننا سنحصل عمى  nسنحصل عمى   معادلة خطية.    معادلة أخرى، وا 

 في معادلة واحدة ىي :    ياغة جميع معادلات ىذه المعاملات ويمكننا ص

    ∑      

 

   

                              (             )              (    ) 
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      )وأن  (       )متناظرة فإن المعاملات    ولكن بما أن المصفوفة 
فإن عدد  ( 

(   ) المستقمة ويساوي     يساوي عدد المعاملات  (2-64) المعادلات المستقمة في

 
 معادلة . 

( والشروط المعرفة في 61-2المعرف في )   نشكل تابع )لاغرانج( من التابع     ولحساب الأعداد 
 : أنو يساوي ما يمي   ، فنجد بالنسبة لمعامل الأول (64-2)

      ∑∑   (∑          

 

   

)

 

   

 

   

                      (    ) 

ن        ىي مضاريب لاغرانج، وىي تحقق خاصة التناظر     حيث أن  ىي مقادير     ، وا 
ن   معمومة من المصفوفة    ، وا 

ن المجاميع عمى        الآن نقوم متكافئة . و  kو  jمقدرة فييا، وا 
 بكتابة ذلك التابع  كما يمي :

   ∑   
 

 

   

 ∑∑   

 

   

 

   

∑       

 

   

 ∑∑      

 

 

              (    )

 

   

 

 أن: ((p = 1)عندما نضع)فنجد أنو     بالنسبة لـ    نأخذ المشتق الجزئي لـ ثم 
   

    
      ∑∑      

 

   

 

   

                                         (    ) 

 ( عمى أن:68-2، فإننا نحصل من ) jثم عمى  kوبما أن المجموع نفسو مكرر مرتين عمى 

      ∑      

 

   

                                                                       (    ) 

 أو عمى المعادلات التالية:

    ∑      

 

   

                      (         )                            (    ) 

    معادلة خطية تتضمن الأمثال  n، وىي تشكل    عمود العامل  أمثال ىي    حيث أن الأعداد 
 .    مثقمة بالمضاريب المجيولة     والأمثال و 

    ( بالنسبة 67-2المعرف في )   في المعالجة نقوم باشتقاق     رى من ولإدخال الأمثال الأخ
 ( :        ( ونضعو مساوياً لمصفر فنحصل عمى أن )عمماً بأن    )حيث 

   

    
   ∑∑      

 

   

 

   

   ∑      

 

   

                                            

 ومنيا نحصل عمى المعادلات التالية:

 ∑       

 

   

                                                                           (    ) 

  (j: 1 2 3…. n)وأن  (   )حيث أن       
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مج العلاقات . وىنا نلاحظ أنو يمكننا د kمجيولًا مأخوذاً عمى  nمعادلة، كل منيا تتضمن  nوىي تشكل 
(، الذي يأخذ    في علاقة واحدة ،  وذلك باستخدام رمز )كرونكر  (2-71)والعلاقات  (2-70)في 

، فنحصل عمى  (   )عندما       ، و (   )عندما       إحدى قيمتين ىما :
 المعادلة الموحدة التالية :

        ∑      

 

   

                                             (    ) 

ذا كانت  (    )نحصل عمى  (   )، فإذا كانت (p: 1 2 3… n)حيث أن:   (   )، وا 
، لذلك نقوم بضرب طرفي العلاقة     ، والآن عمينا التخمص من المضاريب (    )نحصل عمى 
 فنحصل عمى أن: jثم نأخذ المجموع بالنسبة لـ     بـ  (    )

   ∑   
 

 

   

 ∑(∑      

 

   

)   

 

   

                                         (    ) 

 ولأن:        لأن     نلاحظ أن المجموع ضمن القوسين يساوي  (    )وقياساً عمى العلاقة 

∑      

 

   

 ∑      

 

   

                                                  (    ) 

∑ولنرمز الآن لممجموع     
  

 فيكون لدينا :   بالرمز  (    )الذي في العلاقة     

   ∑   
 

 

   

 (    )             حصة تباين العامل                          

 فنحصل عمى أن: (    )ثم نعوض ذلك في العلاقة 

       ∑      

 

   

                                                (    ) 

ونأخذ مجموع النتائج عمى جميع العوامل )أي نجمع     بالمقدار  (    )ثم نضرب طرفي العلاقة 
 ( فنحصل عمى أن:pعمى

  ∑      

 

   

 ∑ ∑         

 

   

 

   

                             (    ) 

، فإن ىذا يعني أن معظم حدود (   )عندما       وأن  (   )عندما       وبما أن 
∑المجموع        

 
تأخذ  (    )ستنعدم ويبقى منيا الحد الأول فقط . وعندىا فإن العلاقة     

 الشكل التالي:

      ∑   

 

   

(∑       

 

   

)                                             (    ) 
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وبالتالي     معامل الارتباط  (    )وبملاحظة أن المجموع ضمن القوسين يساوي حسب العلاقة 
 عمى الشكل التالي : (    )يمكننا كتابة العلاقة 

      ∑       

 

   

                                                  (    ) 

 ثم نكتبيا عمى الشكل المناسب التالي :

∑       

 

   

                                                        (    ) 

  (j: 1 2 3… n)حيث أن 
    ، وتضم قيم الأمثال العمودية    أو مقابل المتحولات  jمعادلة خطية، مقابل قيم  nوىي تشكل 

 فقط .   المقابمة لمعامل الأول 
 ( نحصل عمى أن:  )لممتحول الأول  (   )فإذا وضعنا 

∑       

 

   

                                                        (    ) 

 والتي يمكن نشرىا وكتابتيا بشكل مفصل كما يمي: 
(            )                                  (    ) 

  بــ     عنصر قطري  وكل  بــ    وباستبدال الرمز 
جميع  j، وبإعطاء  (    )كما في العلاقة   

مجيولًا  nمعادلة خطية متجانسة تتضمن  n، نحصل منيا عمى  (    )القيم الممكنة في العلاقة 
،               في معادلات المتحولات المعيارية    ، وىي امثال العامل الأول    ىي الأمثال 

 الشكل التالي :     ادلات أمثال العامل الأولوتأخذ مع
(  

   )                            

       (  
   )                     

              (  
   )              

                       
                       (  

   )     

                      
(    )

 

 

 والتي يمكن كتابتيا مصفوفياً عمى الشكل التالي:
                       (     )                                                        (    ) 

 .   ىو الشعاع العمودي لأمثال    حيث 
إلى جممة معادلات مؤلفة ،  (    )روط ضمن الش، (    )وىكذا تحولت مسألة تعظيم التابع 

وىي  ،فقط   الخاصة بالعامل الأول     مجيولًا ىي الأمثال  nمعادلة خطية متجانسة وتتضمن  nمن 
. ومعموم من نظرية المصفوفات أن الشرط اللازم والكافي لمحصول عمى    الأمثال المقابمة لممتحولات 

حل عممي )غير الحل التافو المعدوم( ليذه المعادلات الخطية المتجانسة ىو أن يكون محدد المصفوفة 
|     |مساوياً لمصفر، أي أن يكون المحدد التالي معدوماً:  (     )  أي أن يكون:   
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|

|

(  
   )           
   (  

   )        
      (  

   )     
     

          (  
   )

|

|
              (    ) 

 

  معمومة و     حيث أن: 
وحتى تتحقق العلاقة  .  مقدرة ، أما المجيول الجديد فيو الوسيط   

بنشر أو فك ىذا  التي تجعل ذلك المحدد معدوماً . لذلك نقوم  عمينا أن نحسب قيمة أو قيم  (    )
،  nمن الدرجة   المحدد حسب الأسطر أو الأعمدة فنحصل عمى معادلة كثير حدود تتضمن الوسيط 

 ويكون ليا الشكل التالي:،  (    )وتسمى بالمعادلة المميزة لمجممة 
                                                 (    ) 

 نرمزىا ونرتبيا تنازلياً كما يمي:  جذراً حقيقياً لـ  nفإننا سنحصل عمى وعندما نقوم بحل ىذه المعادلة 
                                                                         (    ) 

 .    وتسمى ىذه الجذور بالجذور الكامنة أو بالقيم المميزة أو الذاتية لممصفوفة المخففة 
أقل   بعض ىذه الجذور مكررة وخاصة عندما تكون مرتبة المصفوفة لممحدد  : يمكن أن تكونملاحظة

 . nمن 
ذا بدلنا  بأكبر الجذور الكامنة )أو القيم المميزة( التي حصمنا عمييا  (    )التي في المعادلات   وا 

، فإننا سنحصل عمى جممة محددة من المعادلات الخطية المتجانسة، ومنيا نحصل عمى الأشعة    وىو 
)كما فعمنا في طريقة المكونات الرئيسية( . وسيكون لدينا لانياية من الحمول   المقابمة لمقيمة     الذاتية 

يجب أن    منيا مقابل لـ  المقبولة المتناسبة ومنيا نختار أحد الحمول الخاصة المقبولة، ولكن أي حل
 المطموب منو وىو : (    )يحقق اليدف 

   ∑   
 

 

   

              ‖   ‖
 
                  (    ) 

وتساوي ،  |     |تساوي أكبر جذور المعادلة المميزة لممحدد    وىذا يعني أن قيمة حصة التباين 
 .   لممصفوفة المخففة    تحديداً الجذر الأكبر 

حسب لأنيا  ،المطموب حسابو    تساوي مربع طول الشعاع    ومن جية أخرى نلاحظ أن قيمة 
 تساوي مجموع مربعات عناصره .( 89-2العلاقة )

، آخذين بعين    الخاصة بالعامل الأول     وىكذا يمكننا إيجاد حل لممسألة وحساب قيم الأمثال 
  ∑)الاعتبار أن يكون لو النصيب الأكبر من التشاركية الاجمالية 

 ) . 
ونحميا فنحصل عمى أحد الحمول  (    )في المعادلات    وىي   لذلك نعوض أكبر قيمة لـ 
 وليكن الشعاع التالي:    الخاصة الممكنة بالنسبة لـ 

  (                     )                                       (    ) 
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،  نقوم بتحويل شعاع الحل الخاص إلى (    )في    وحتى نحصل عمى شعاع يضمن لنا تعظيم 
‖  ‖شعاع واحدي ، لذلك نقوم بحساب طولو من العلاقة:   √   

     
       

ثم نقسم   
 فنحصل الشعاع الواحدي التالي : ‖  ‖عمى طولو     عناصره كل من 

  [        ]    [
   

‖  ‖
  

   

‖  ‖
  

   

‖  ‖
    

   

‖  ‖
]          (    ) 

والذي يساوي ،     بطول الشعاع    نضرب عناصر الشعاع الواحدي     ولإيجاد شعاع الأمثال 
 تحسب من العلاقة:    ، وبذلك نجد أن العناصر   √المقدار  (    )حسب 

       √   
    √  

‖  ‖
 

    √  

√   
     

       
 

                 (    ) 
 

مع    ، والتي تعبر عن معاملات ارتباط العامل   وىي تعطينا قيم الأمثال العمودية لمعامل الأول 
من التشاركية الاجمالية    (، وىي التي تجعل حصة تباين (    )، )حسب العلاقة   المتحولات 

 أكبر ما يمكن .
كل منيا بالتدريج مما تبقى من  ةصحثم ننتقل إلى حساب قيم أمثال العوامل الأخرى بحيث نجعل 

 التشاركية الاجمالية أكبر ما يمكن .
، الذي يشكل أكبر حصة من التشاركية    وىكذا نجد أن المسألة التالية تكمن في البحث عن الشعاع 

جب عمينا حساب المصفوفة المتبقية من مصفوفة معاملات المتبقية. وحتى نستطيع معالجة ىذه المسألة ي
 )بعد استبعاد أثر العامل الأول فقط( ...الخ . Rالارتباط 

وىكذا نقوم بتكرار عممية حساب المصفوفة الارتباطية المتبقية لاستبعاد أثر عاممين أو ثلاثة عوامل أو 
(m-1)  بذلك .عاملًا . وىذا يجعمنا بحاجة إلى استخدام رموز خاصة 

     عاملًا بالرمز  Sبعد استبعاد     لذلك فإننا سنرمز لمعامل الارتباط المتبقي من المعامل الأصمي 
 عمى المعامل المتبقي كما يمي:   وعندىا فإننا سنحصل بعد استبعاد العامل الأول 

                                               (    ) 
 أن: (    )وذلك لأنو لدينا من العلاقة 

    ∑       

 

   

                           

الناتجة عن جداء الشعاع    نحسب المصفوفة * ،ولحساب كامل عناصر المصفوفة الارتباطية المتبقية
فنحصل عمى مصفوفة مربعة ومتناظرة من المرتبة ،    في منقولو    ولـ    المقابل لـ    الذاتي 

  ونرمز ليا بـ  (   )
 وتساوي :  

  
       

  [

   

   

 
   

]  [                 ]                         (    ) 
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 فقط ( من العلاقة:   )بعد استبعاد  R1ثم نقوم بحساب المصفوفة الارتباطية المتبقية 
        

          
                                                  (    ) 

من التشاركية    بحيث نجعل حصة العامل    المقابمة لمعامل الثاني     ثم ننتقل إلى حساب الأمثال 
 التي تعظم قيمة التابع :    حساب نقوم بالمتبقية أكبر ما يمكن، أي 

      
     

     
      

                                                 (    ) 
 . (    )والمشابية لمشروط     وذلك ضمن الشروط المفروضة عمى 
ليذه المعادلات وحساب    الذاتية  ةيمكننا حساب القيم (    )وبالاعتماد عمى المعادلات المميزة 

 لجة حتى نشمل جميع العوامل الأخرى .، ثم متابعة المعا   الشعاع الذاتي المقابل ليا 
من التشاركية    التي تعظم حصة    نجد من جية أخرى أنو ليس ضرورياً أن نقوم بحساب  ملاحظة:

(، 87-2نكون قد حسبناىا سابقاً من )    (، وذلك لأن قيمة 95-2المتبقية باستخدام المصفوفة في )
، لأن أكبر (    )صمنا عمييا من جذور المعادلة المميزة ىي القيمة الثانية التي ح   وىذا يعني أن 

التي حصمنا عمييا لممصفوفة    ىي نفسيا القيمة المميزة الثانية    القيم المميزة لممصفوفة المتبقية 
، يكفي   في جميع المعادلات التي تعظم    ، وىذا يعني أنو لمحصول عمى أمثال العامل   ̃ المخففة 

ثم  (    )ونعوضيا في المعادلات المميزة   ̃ لممصفوفة الأصمية    يمة المميزة الثانية أن نأخذ الق
، وىكذا نتابع العمل لمحصول    من الأشعة المميزة المقابمة ليا فنحصل عمى أمثال    نحسب الشعاع 

 .   حتى    من  الأخرى عمى أمثال العوامل
 (:  3-2مثال )

الوارد في طريقة المكونات الأساسية، والمتضمن خمسة متحولات، ولنقم  (   )لنأخذ المثال السابق 
 بمعالجتو بطريقة العوامل الرئيسية .

بقيم التشاركيات  Rفي المصفوفة الارتباطية  (     )لذلك نقوم باستبدال العناصر القطرية المساوية 
  
 ( والتي كانت كما يمي :5-2الجدول )فقط والمأخوذة من    و   المحسوبة لمعاممين   

  
                                                    

 التالية :   فنحصل عمى المصفوفة المخففة 

   

[
 
 
 
 
(       )                             
       (        )                      

              (       )               
                     (       )        
                            (       )]

 
 
 
 

 

ونجعل محددىا يساوي الصفر، ثم نفكو فنحصل عمى المعادلة  (    )ثم نقوم بتشكيل المصفوفة 
 .  وىي معادلة كثير حدود من الدرجة الخامسة بالنسبة لـ  (    )

( والمرتبة تنازلياً   حصل عمى الجذور الكامنة )القيم الذاتية لـ ن ،وعند القيام بإيجاد جذور ىذه المعادلة
 :كما يمي
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  ∑وبذلك نجد أن قيمة التشاركية الاجمالية 
 ليذه العوامل حسب الجذور السابقة تساوي ما يمي:  

∑  
  ∑           

ذا أخذنا العاممين  ، وىذا يعني أنو يمكننا التعبير 4.55148نجد أن مجموع حصتييما يساوي    و    وا 
% من التشاركية 97.09عن ىذه المتحولات الخمسة بدلالة العاممين الأول والثاني فقط )لأنيا يشكلان 

و     الذاتيتين القيمتينبحساب ، وليذا نقوم    و    العاممين  يمكننا الاقتصار عمىأي الاجمالية(، ، 
، (    )من العلاقة    و    الشعاعين الذاتيين المقابمين ليما ( ، ثم نحدد 86-2من العلاقة )   

 ومن التشاركية الاجمالية   ويعطيانا أكبر حصة لـ  ،   و    والمذين يعبران عن أمثال العاممين 
(       

       

       
من التشاركية المتبقية أو ثاني أكبر حصة من    وأكبر حصة لـ  (    

       )التشاركية الاجمالية
       

       
    ). 

عادة تكرار الحسابات من جديد وعندىا نقوم بحساب القيم  كما يمكننا الاستفادة من الحل السابق وا 
  )التقديرية لتشاركيات ىذا الحل 

، فنحصل Rجديد ونستبدليا في المصفوفة ، ونعتبرىا قيماً أولية لحل ( 
  عمى مصفوفة جديدة مخففة 

  ، ثم نقوم بإعادة الحسابات من جديد فنحصل عمى جذور كامنة جديدة  
  

  )قريبة من الجذور السابقة(، ويمكن أن نكرر ذلك حتى تستقر النتائج المحسوبة لـ 
في التجربتين    

 ( .0.00001.أو بـ 0.0001ن الدقة المحددة ) بـ الأخيرتين ويكون الفرق بينيما أقل م
مرة عمى الحاسوب، وفي النياية حصمنا عمى تقديرات مستقرة  14وفي ىذا المثال تم تكرار ىذه العمميات 

  لمتشاركيات الأخيرة كما يمي :   
                                              

 في التجربة الأخيرة  كما ىي مبينة في الجدول التالي :   و    اممين لمع    وحصمنا عمى قيم الأمثال 
 (: الحل النيائي بطريقة العوامل الرئيسية:8-2جدول )

 الأمثال
  

      
  

  التشاركية 
  

  
  ∑   

 

 

   

 

 طريقة العوامل الرئيسية
 المتحولات

   العامل    العامل 

   عدد السكان  0.622 0.785 1.000 0.000
   التعميم  0.702 -0.524 0.767 0.233
   العمالة  0.701 0.681 0.956 0.044
   العمالة المينية  0.882 -0.145 0.798 0.202
   قيمة المسكن  0.779 -0.604 0.971 0.029

      ∑  
        ∑  

  1.740 2.756 
 من التشاركية الكمية   حصة العامل    

   ∑   
 

 

   

 

 من التشاركية الإجمالية %   النسبة المئوية لحصة تباين  61.3 38.7 100 
 (5النسبة من التباين الإجمالي= ) 0.5512 0.348 0.8992 0.1016
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ن التشاركية الاجمالية أصبحت  ىذا يعني أنو يمكن التعبير عن ىذه المتحولات بدلالة عاممين فقط، وا 
ن4.6877بدلًا من  4.492تساوي  % من التشاركية 61.3يشكل     تباين ، أي بخسارة صغيرة جداً، وا 

نيما معاً 38.7يشكل     تباين(، و 4.492الاجمالية ليما )  يساويان% من التشاركية الاجمالية. وا 
 %.89.92( نسبة 5من التباين الاجمالي )المساوي لـ ويشكلان  ( 4.492)

ن قيمة الخطأ المتبقي =                      وا 
 .   % من التباين الإجمالي  10.16وىو يشكل ما نسبتو 

لا تساعدنا كثيراً عمى   F2و  F1عمى العاممين في الجدول     و     وىنا نلاحظ إن توزع الأمثال 
 .   تفسير العلاقة بين المتحولات 
   عمى شكل بياني بحيث تمثل كل متحول    و    بدلالة العاممين    لذلك نقوم برسم المتحولات 

 كما يمي :   و    عمى المستوى المحدد بالعاممين المتعامدين  (       )  بشعاع مركباتو 

0.5 1

0.5

+1

-1

- 0.5

-1

 
 (3-2( التمثيل البياني لممثال )3-2الشكل )

 

متقاربان ويقعان في الربع الأول . وىما يشكلان    و    ( نلاحظ أن المتحولين 3-2ومن الشكل )
، وكذلك نجد أن المتحولين  Aعاملًا خاصاً مؤلفا من عدد السكان ونسبة العمالة فقط ويشكلان المجموعة 

ان في الربع الرابع ويشكلان عاملًا آخر مؤلف من نسبة التعميم وقيمة المسكن عمتقاربان ويق   و    
من  اً يبدو أنو متحول منعزل ويشكل لوحده عاملًا مؤلف   ، أما المتحول  B فقط ويشكلان المجموعة

 .Bالعمالة المينية فقط ، ويمكن دمجو مع المتحولين الأخيرين ووضعو في المجموعة  
وتحويميا من  وحتى نستطيع إظيار ىذه العوامل الجديدة عمينا أن نقوم بتدوير المحاور الإحداثية العاممية

 كما سنرى لاحقاً . Bو  Aإحداثيات متعامدة إلى إحداثيات مائمة لتمر من مركزي المجموعتين 
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 : طريقة البواقي الصغرى )المربعات الصغرى(: 2-4
، الذي يتطمب تحديد عدد  (    )تعتمد ىذه الطريقة عمى نموذج العوامل الرئيسية المعرف بالعلاقة 

)التي عناصر قطرىا الرئيسي تساوي  R، ثم القيام بمقارنة المصفوفة الارتباطية الأصمية أولاً  mالعوامل 
  )التي تكون عناصر قطرىا الرئيسي مؤلفة من التشاركيات    الواحد(، مع المصفوفة المخففة 

   ،)
 [  كما يمي : Harman P. 204ودراسة الفروقات بينيما وسنعرضيا ونشرحيا حسب  ]

المصاحبة لمعوامل الرئيسية  Aأن عناصر المصفوفة المخففة مرتبطة بمصفوفة الأمثال  لقد وجدنا
 بالعلاقة:

              
                                                                (    ) 

ينا أن نقوم أصغر ما يمكن، لذلك عم   و   وتسعى ىذه الطريقة إلى جعل الفرق بين المصفوفتين 
 بحساب مجموع مربعات الفروقات بين عناصرىما المتقابمة وأن نحاول معالجتو وجعمو أصغر ما يمكن .

، ولكن عناصر المصفوفة    معمومة وتساوي   وىنا نلاحظ أن عناصر المصفوفة الارتباطية الأصمية 
قيميا أقرب ما يمكن من قيم ، بحيث تكون     غير معروفة ويجب حسابيا من الجداء    المخففة 

 .  عناصر المصفوفة 
ذا رمزنا لعناصر   كما يمي: (    )فإنيا تحسب من العلاقة    ̃ بالرموز    وا 

 ̃   ∑      

 

   

      (           )                                  (    ) 

 كما يمي: (  ̃     )ثم نقوم بصياغة تابع المربعات الصغرى لمفروقات 

  ∑∑(     ̃  )
 

 

   

 

   

                                                (    ) 

بعين الاعتبار وبعد الاستغناء عن    و   ، مع أخذ التناظر في (    )في (    ) وبتعويض 
 كما يمي: (    )العناصر القطرية فييا يمكننا كتابة العلاقة 

  ∑∑*    ∑      

 

   

+

 
 

   

 

   

                                        (     ) 

  لأنيا عبارة عن التشاركيات  (    )ولقد تم حذف العناصر القطرية في 
،     المرتبطة بالأمثال   

  وتحسب منيا لاحقاً باستخدام العلاقة :  
  ∑    

  
    . 

(   ) والذي يتضمن  Fتصغير قيمة التابع  وتيدف طريقة البواقي الصغرى إلى

 
معاملًا واقعاً تحت )أو  

من خلال الحصول عمى قيم مناسبة لأمثال العوامل الرئيسية المحددة ،  Aفوق( القطر الرئيسي لممصفوفة 
  عاملًا، ومنيا نحسب قيم التشاركيات mمسبقاً بـ 

  من:     المقابمة لممتحولات  
  ∑    

  
     ،

 بنتيجة تمك الحسابات .   فنحصل عمى جميع عناصر المصفوفة المخففة 
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  بحصولنا عمى قيم لبعض التشاركيات  -في بعض الحالات -ولكن ىذه الطريقة تصطدم
أكبر من   

 شرطاً عمييا، وىو أن يكون : nالواحد. وىذا أمر يمكن معالجتو بسيولة . وذلك بإضافة 

  
  ∑   

 

 

   

                   (         )                      (     ) 

  وبذلك لا تخرج قيم 
  [     ]عن مجال قيميا ىو   

لمحصول عمى الأمثال  (     )مع الشروط  (     )وىناك معالجات رياضية معقدة لمتابع 
 بواسطة طريقة المعاودة. ويتم تنفيذىا عمى الحواسيب حصراً .    

 ( :4-2مثال )
( ولنطبق عميو طريقة البواقي الصغرى وفق الخطوات 2-2( المعروض في الفقرة )2-2لنأخذ المثال )

 التالية:
 .                ندخل البيانات العددية لممتحولات الخمسة   -1
 )ذات الواحدات عمى القطر الرئيسي( . Rنحسب المصفوفة الارتباطية الأصمية   -2
 ( .  إلى    )أو نحدد مجال تغيره من     وليكن  mنحدد عدد العوامل العامة الممكنة   -3
 مرة .     نحدد العدد الأقصى لمرات المعاودة خلال الحسابات وليكن  -4
 .        نحدد دقة التقريب ولتكن  -5
 نعطي أمر البداية في الحسابات فنحصل عمى الحل التالي:  -6

 ائي بطريقة البواقي الصغرى:(: الحل الني9-2جدول )
  التشاركية 

 المتحولات        
   السكان  0.621 +0.782 1.000
   التعميم  0.701 -0.522 0.764
   العمالة  0.702 +0.683 0.958
   المينية  0.881 -0.144 0.797
   قيمة المنزل  0.781 -0.605 0.976

4.495 1.739 2.756 
   حصة العامل 

   ∑   
 

 

   

 

ذا قمنا بمقارنة ىذا الحل مع الحل الذي حصمنا عميو بطريقة المكونات الأساسية لنفس المثال، نلاحظ  وا 
فييا، كانا يجسدان حصة كبيرة من التباين الاجمالي    و    ( أن العاممين الرئيسيين 5-2من الجدول )

بواقي العناصر غير القطرية لذلك الحل لوجدنا (، ولكن إذا حسبنا مجموع مربعات 0.934=4.670/5)
 .  ( وىذه القيمة لا تمثل أصغر قيمة لمتابع  (         أنو يساوي) 



 الجزء الرابع                                                                               الفصل الثاني

494 

 

( فإنو 9-2أما الحل الذي حصمنا عميو بواسطة طريق البواقي الصغرى والمعروض في الجدول السابق )
منو نستنتج رغم أن ىذين العاممين ، و F=0.00098)أصغر بكثير من ذلك)  يعطينا قيمةً لمتابع اليدف 

أقل من حصتيما في    (            )المذين يجسدان حصة من التباين الاجمالي    و    
الحل السابق ، فإنيما يعكسان صورة أوضح لممعاملات غير القطرية في المصفوفة الارتباطية، ويسمحان 

ة . وأخيراً يمكننا رسم المتحولات بدلالة الحل % من التباين الاجمالي لممتحولات الخمس90بتجسيد حوالي 
 كما يمي:   و    النيائي عمى المحورين المتعامدين 

 
 (التمثيل البياني لمحل النيائي بطريقة البواقي الصغرى4-2الشكل )

 

 (Maximum Likelihood method): طريقة الامكانية العظمى  2-5
إن مبدأ طريقة الإمكانية العظمى بسيط جداً، ولكن الحسابات والتحويلات الرياضية المتعمقة بيا معقدة 

 . [Harman. P.229]جداً، وليذا فإننا سنقتصر عمى بعض المفاصل اليامة فييا  
عدد ( والذي يتطمب تحديد 20-2إن ىذه الطريقة تعتمد عمى نموذج العوامل الرئيسية المعرف بالعلاقة )

 ويأخذ الشكل التالي:أولًا،  mالعوامل 
                                                      (     ) 

متحولات معيارية. أي أن متوسطاتيا تساوي الصفر وتبايناتيا تساوي    وتشترط أن تكون المتحولات 
وكذلك المتحولات            ة )المجيولة( الواحد. كما تفترض أن تكون جميع العوامل الرئيسي

ن كل منيا يخضع لمتوزيع الطبيعي            الخاصة  متحولات مستقمة عن بعضيا البعض. وا 
 الذي متوسطو يساوي الصفر وتباينو يساوي الواحد . (   ) المعياري 
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عاملًا عاماً ولكل  nأصل  ىو عبارة عن عينة مسحوبة من mوىذا يجعمنا أن نعتبر أن عدد العوامل 
 قيمة عددية، وىي ستتيح لنا تقدير أمثال تمك العوامل في المجتمع الكمي من بيانات العينة. Nمنيا 

ذا افترضنا أن ىذه العينة مسحوبة عشوائياً من مجتمع خاضع لتوزيع طبيعي متعدد المتحولات في  وا 
لمشترك بدلالة عناصر مصفوفة التباين المشترك المجتمع والعينة، فإنو يمكننا أن نجد تابع التوزيع ا

 التي فيو .    وبالتالي يمكننا حساب تقديرات الأمثال    لممتحولات 
[ عمى التوزيع المشترك لتمك  العناصر فكانت صيغتو حسب ما ورد في 1928ولقد حصل ] ويشارت 

[Harman 1972 p.334]  : كما يمي 
   | | 

   
  | | 

     
    

   
 

∑ ∑        
 
   

 
                   (     ) 

 

تساوي  Dعمى  Lفقط ، ويستخدم لجعل قيمة تكامل  nو بـ  Nىو عدد ثابت لو علاقة بـ  Kحيث أن: 
 الواحد .
 .   ىو محدد مصفوفة التباينات المشتركة في المجتمع لممتحولات  | |وأن: 
ن:   في العينة المسحوبة .   ىو محدد مصفوفة التباينات المشتركة لـ  | |وا 
ن   في المجتمع .   لممتحولات     ىي عناصر مقموب مصفوفة التباينات     وا 
ن   في العينة .   ىي عناصر مصفوفة التباينات المشتركة لممتحولات     وا 

ذا نظرنا إلى العلاقة ) المجيولة . لذلك يجب     ىو تابع معقد لمعناصر  L( لوجدنا أن 103-2وا 
التي تجعل ىذا التابع يأخذ أكبر قيمة ممكنة لو )المقابمة لممنوال( .     تحديد أو تقدير العناصر 

 ولتبسيط ىذه العلاقة نأخذ لوغاريتم الطرفين فنجد أن:

     
   

 
(  | |  ∑∑       

 

   

 

   

)  (     )   +مقدار ليس لو علاقة بـ  *  
 

 ولتحسين شكل ىذه العلاقة نقسم طرفييا عمى 
   

 
 ونشكل منيا تابعاً جديداً كما يمي: 

   
 

   
       | |   (     )           (ثابت)                  ∑∑ 

 Fأكبر ما يمكن، أو التي تجعل التابع     التي تجعل التابع     وبذلك يصبح ىدفنا تحديد العناصر 
أصغر ما يمكن، نقوم بحساب  Fالتي تجعل     ( أصغر ما يمكن . ولإيجاد العناصر 105-2في )

 فنحصل عمى المعادلات التالية :    بالنسبة لمعناصر  Fالمشتقات الجزئية لـ 
  

    
                          (            )                     (     ) 

(   ) وبسبب التناظر فيي تشكل 

 
(   ) معادلة وتتضمن  

 
مجيولًا. نقوم بحل ىذه المعادلات )بواسطة  

وفق معالجات     ، ثم نستخدميا في حساب الأمثال    الحاسوب( فنحصل عمى تقديرات لكل من 
 رياضية معقدة .
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 ( ما يمي:65-1تساوي حسب العلاقة ) Rفوفة الارتباطية الأصمية ولكننا من جية أخرى نجد أن المص
   ̃                                                                        (     ) 

̃ تساوي   ̃ وبما أن المصفوفة المخففة   فإن العلاقة السابقة تصبح كما يمي:      
                                                                                    (     ) 

( 108-2المتين تحققان العلاقة )   و   والآن تصبح ميمتنا إيجاد تقدير لعناصر المصفوفتين  
 ( أصغر ما يمكن :105-2في ) Fوتجعلان قيمة التابع 

 فنجد أن: (      )( من اليسار بـ 108-2لمعالجة ىذه المسألة نضرب العلاقة )
                              

         (          )                          
                            (     ) 

 لمجداء الداخمي ونكتبو كما يمي: Jولنرمز بـ 
                                                                                            (       ) 

 ونعوضو في العلاقة السابقة فنجد أن:
         (   )                                                 (     ) 

                  ومنيا نجد أن:                                                 
 (           )       وأن:                                                     

 ومنيا نجد بعد أخذ منقول الطرفين أن : 
  (       

    )   (   )                                         (     ) 
 

ن      ىي مصفوفات متناظرة، فإن     و    و Jو Rوبما أن      ،      (   )وا 
 

 تساوي : Aوبذلك نجد أن المصفوفة     
  (       )                                                              (     ) 

بطريقة    المصاحبة لمعوامل الرئيسية والمقابمة لكل المتحولات  Aومنيا نحسب عناصر مصفوفة الأمثال 
 المعاودة ، ويفضل اتباع الخطوات التالية:

  نأخذ أي مصفوفة أولية للأمثال ونرمز ليا بـ   -1

 

الأولى  m)عادة يأخذونيا من أعمدة العوامل  
 المتعامدة(، )إن معنى الدليل 

 
سيتضح لاحقاً، وىو يدل عمى المصفوفة الوسيطة السابقة لممعاودة  

 ( . iرقم 
 من العلاقة :   نحسب المصفوفة القطرية   -2

       *   
  

 
 
  

  
 
 

 +  (     )      ( رقم المعاودة        )           

 نحسب المصفوفة   -3
  

 

 

 من العلاقة : 
 
  

 
 
  

  
 
 

       
  

 
 
                                                           (     ) 
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 ( التي تعطينا أن :52-2من العلاقة )   ب المصفوفة القطرية نحس -4
     

   
  

 
 
                                                                  (     ) 

 ىي المصفوفة المتعامدة التي تعطينا مصفوفة قطرية من المصفوفة     حيث 
  

 

 

 . 
 من العلاقة:   نحسب مصفوفة الأمثال  -5

    
  

 
 
   لتصبح      قطرية )   

  
 
 
 (     )          (  تدوير   

 

 نحسب المصفوفة   -6
  

 

 

 من العلاقة : 
 

  
 
 
 [    

    ]       
                                                (     ) 

 نتأكد من تحقيق التقارب بحساب الفروقات :  -7
| 

  
 
 
  

  
 
 
|                                                                 (     ) 

ذا لم يتحقق نعيد الحسابات من جديد ... وىكذا .       ذا تحقق مستوى الدقة نتوقف عن الحساب، وا   وا 
 نكرر المعاودة حتى يتحقق مستوى الدقة المطموب، إن الرمز   -8

 
يطة، يعبر عن رقم المصفوفة الوس 

 ، وىو لا يظير في دليل المصفوفة نتيجة المعاودة . iالتي تظير خلال عممية المعاودة رقم 
، وىذا يتم بواسطة النظرية الأساسية 4من الخطوة    وعممياً فإن العمميات تبدأ بحساب المصفوفة 

 )التي تنص عمى أنو يمكن تحويل المصفوفة المتناظرة 
  

 

 

إلى مصفوفة قطرية باستخدام  
     )عمماً بأن    مصفوفة تحويل متعامدة مثل 

( ، وعندىا تكون المصفوفة القطرية     
 ىي مصفوفة القيم الذاتية )المميزة( لممصفوفة    الجديدة 

  
 

 

ن أعمدة المصفوفة   ىي    ، وا 
 الأشعة الذاتية الواحدية لممصفوفة 

  
 

 

 . 
( . 118-2نقوم بالتحقيق من اختبار التقارب )    حساب المصفوفة الجديدة لأمثال العوامل بعد   -9

ذا لم يتحقق ذلك الشرط نكرر عمميات المعاودة من  حتى يصبح أكبر الفروقات بين الأمثال  7-1وا 
 ( .0.001أقل من القيمة المفروضة لمتقارب )ولتكن     

 (:5-2مثال )
 ( لخمس المتحولات السابق باستخدام طريقة الإمكانية العظمى .2-2المثال )سنتابع معالجو 

 m=1المطموبة في الحل،  وفي ىذه الحالة يمكننا أن نختار  mوىنا عمينا أن نحدد مسبقاً عدد العوامل 
حتى نستطيع مقارنة الحل الناتج عن ىذه الطريقة مع  m=2، ولكننا سنختار العدد m=3أو  m=2أو 

 السابقة الناتجة عن طرائق أخرى . الحمول
وبعد معالجة بيانات ىذا المثال وفق الخوارزمية المذكورة عمى الحاسوب وتحويل الحل الناتج إلى الشكل 

 القانوني )سنعرفو لاحقاً( حصمنا عمى الحل المبين في الجدول التالي:
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 ( : الحل النيائي لممثال المدروس:11-2جدول )
 العوامل الحل الأولى لعاممين القانوني لمحل لعاممينالشكل  التشاركية

   المتحولات
              

0.998 0.783 0.621 0.008- 0.999    
0.809 0.550- 0.711 0.899 0.019    
0.961 0.689 0.697 0.109 0.974    
0.815 0.147- 0.891 0.785 0.446    
0.923 0.580- 0.766 0.960 0.030    
   حصة     2.147 2.360 2.759 1.748 4.507

وبمقارنة الشكل القانوني ليذا الحل مع الحل الناتج عن طريق البواقي الصغرى، نلاحظ أنيما متقاربان 
ن التشاركية الاجمالية تشكل حوالي  % من التباين الإجمالي ليذه المتحولات الخمسة ) لأن: 91جداً. وا 

     
     

 
 (. وىذا أمر جيد ونادر ما يحدث . 

وعند مقارنة ىذا الحل مع الحل بطريقة العوامل الرئيسية نلاحظ بعض الفروقات . وخاصة في حصص 
من التشاركية الاجمالية، وذلك لأن طريقتا البواقي الصغرى والإمكانية العظمى تيدفان إلى    العوامل 

كما في طريقة العوامل    م تشاركيات المتحولات تعظيم حصص العوامل العامة، وليس إلى تعظي
 الرئيسية .

 :mار معنوية تقدير عدد العوامل ب: اخت2-5-1
لقد أشرنا إلى أن بعض طرائق التحميل العاممي )البواقي الصغرى والإمكانية الصغرى( تشترط أن يتم 

تستخدم لذلك العلاقة التالية الداخمة في النموذج العاممي. و  mمسبقاً تحديد أو تقدير عدد العوامل 
[Harman  p.239]  

*
(    )  √    

 
+    *

(    )  √    

 
+          (     ) 

ار فرضية العدم، التي بلذلك كان من الضروري العمل عمى اختبار صحة ىذا التقدير من خلال اخت 
ار خاص يرمز لو ب، ويستخدم لذلك مؤشر اخت       أي أن:    تقول أن عدد العوامل يساوي 

 ويحسب من العلاقة :   بـ 

             
| ̃|

| |
                                 (     ) 

       وأن  (Wilks)ىي نسبة الإمكانية العظمى   حيث أن 
 ىي قيمة محدد المصفوفة الارتباطية المحسوبة أو المقدرة . |̃ |وأن: 
 اطية الأصمية .ىي قيمة محدد المصفوفة الارتب | |وأن: 
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.    تزايدت قيمة   ىو حجم عينة المشاىدات ويفترض أن يكون كبيراً ، وكمما تناقصت قيمة  Nوأن 
 وبدرجة حرية تساوي :   يخضع تقاربياً لمتوزيع    عمماً بأن 

  
 

 
[(   )     ]                                              (     ) 

 بتعديل مؤشر ىذا الاختبار لمعينات متوسطة الحجم فتوصل إلى المؤشر التالي: (Barlitt)ولقد قام 

   [  
 

 
 

  

 
 

  

 
]   

| ̃|

| |
                            (     ) 

   ، و تمت صياغة  | |و  |̃ |ولتبسيط العمميات الحسابية تم إيجاد تقدير تقريبي لنسبة المحددين 
 عمى الشكل التالي:

    ∑∑
 ̅  
 

  
    

 

 

      

                                                (     ) 

 تساوي:   ̅ حيث أن:  
 ̅          

                                                                       (     ) 
ن:     وا 

 . ̃ عناصر المصفوفة ىي قيم المعاملات الارتباطية المحسوبة وىي   
 في النموذج.   و   فيما أمثال عوامل التميز    و   أما 

  نقارنيا مع القيمة الجدولية لـ    وبعد حساب قيمة 
،  ودرجة الحرية   عند مستوى الدلالة  ( ) 

     فإذا كانت 
قول أن عدد العوامل العامة ت (، فإننا نقبل فرضية العدم التي      )أو كان   

     عاملًا عاماً كافياً لتوصيف البيانات المدروسة، أما إذا كانت    . أي أن    يساوي 
)أو   

عاملًا، ونقول     (، فإننا نرفض فرضية العدم القائمة بأن عدد العوامل العامة يساوي      كانت 
المفترضة. ولذلك يمكن    أكبر من  mدد من العوامل إنو لتوصيف البيانات المدروسة نحتاج إلى ع

ونعيد الاختبار من جديد ونفترض أن عدد العوامل العامة وىو  ،(120-2الاستغناء عن العلاقة )
  ثم نقارنيا بـ    ونقوم بإجراء الحسابات اللازمة لحساب قيمة  (    )   

من جديد،   
كذا نكرر ىذه الخطوات حتى نتوصل إلى أول قيمة لـ ... الخ، وى (      )ونتخذ قراراً حول 

     تحقق المتراجحة    
 الأخيرة .   وعندىا نضع عدد العوامل يساوي   

 (:6-2مثال )
( حول العوامل المؤثرة في نمو الفتيات من 1939لنأخذ بتصرف الدراسة التي قام بيا )فرنسيس مولين 

عاماً،  والتي تضمنت ثمانية متحولات مورفولوجية، وتشكل مجموعتين مختمفتين من  17إلى  7عمر 
فتاة في  305)متحولات عن القامة ومتحولات عن البدانة(  وطبقيا عمى عينة مؤلفة من  المتحولات

المدارس الابتدائية والاعدادية. وبعد جمع البيانات وحساب المصفوفة الارتباطية ليذه المتحولات كانت 
 كما يمي:
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 (Harman P. 241( المصفوفة الارتباطية لممثال المدروس )مقتبسة من 11-2جدول )
 المتحولات                        

   الطول  1 0.846 0.805 0.859 0.473 0.398 0.391 0.382
 )المباع(   تباعد الزراعين  0.846 1 0.881 0.826 0.376 0.326 0.277 0.415
 )الزراع(   أطوال الساعدين  0.805 0.881 1 0.801 0.380 0.319 0.237 0.347
 )الساق(   أطوال الأرجل  0.859 0.826 0.801 1 0.436 0.329 0.327 0.365
   الوزن  0.473 0.376 0.380 0.436 1 0.762 0.730 0.629
   محيط الحوض  0.398 0.326 0.319 0.329 0.762 1 0.583 0.577
   محيط الصدر  0.391 0.277 0.237 0.327 0.730 0.583 1 0.539
   عرض الصدر  0.382 0.415 0.347 0.365 0.629 0.577 0.539 1

الارتباط المعروضة في الجدول السابق تبين لنا أن المتحولات الأربعة الأولى إن دراسة أولية لمعاملات 
ن  ترتبط بقوة مع بعضيا البعض، وىي تشكل المتحولات التي تقيس حالة القامة )العامل الأول(، وا 
معاملات ارتباطيا مع المتحولات الأربعة الثانية ضعيفة. ومن جية أخرى نجد أن المتحولات الأربعة 

ن الثان ية ترتبط بقوة مع بعضيا البعض، وىي تشكل المتحولات التي تقيس حالة البدانة )العامل الثاني(، وا 
 معاملات ارتباطيا مع المتحولات الأربعة الأولى ضعيفة .

، ونحل ىذه المسألة بواسطة طريقة الامكانية (   )وليذا يمكننا أن نفترض أن عدد العوامل العامة 
قة البواقي الصغرى. ولكننا سنفترض أن عدد العوامل العامة يمكن أن يكون العظمى أو بواسطة طري

. وبعد إجراء     ومرة لمحالة     . وسنحل ىذه المسألة مرتين: مرة لمحالة (   )
 الحسابات المعقدة عمى الحاسوب بطريقة البواقي الصغرى حصمنا عمى الجدول التالي:

 :    و    واقي لمحالتين ( الحل النيائي بطريقة الب12-2جدول )
 المتحولات    عدد العوامل     عدد العوامل 

  
             

        
0.868 0.160- 0.322- 0.860 0.838 0.324- 0.856    
0.998 0.242 0.432- 0.867 0.889 0.412- 0.848    
0.803 0.031 0.396- 0.803 0.821 0.409- 0.808    
0.839 0.163- 0.340- 0.835 0.808 0.342- 0.831    
0.915 0.113- 0.583 0.751 0.889 0.571 0.750    
0.635 0.019 0.492 0.626 0.640 0.492 0.631    
0.577 0.001 0.508 0.565 0.583 0.510 0.569    
0.537 0.182 0.362 0.611 0.493 0.351 0.607    
   من التباين   حصة العامل 4.449 1.510 5.959 4.480 1.533 0.158 6.171
 =8النسبة المئوية من التباين الكمي  55.61 18.88 74.49 58.00 19.16 1.98 77.14
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%( من 74.45يفسر حوالي )   و    ومن ىذا الجدول يتضح لنا أن الحل الأول المؤلف من عاممين 
 ليذه المتحولات. (=8)التباين الإجمالي 

%( من 77.14يفسر حوالي )   و    و    بينما نلاحظ أن الحل الثاني المؤلف من ثلاثة عوامل 
لم يكن مؤثراً في    التباين الإجمالي ليذه المتحولات، ومنو نستنتج بدون برىان أن العامل الثالث 

 حلًا مقبولًا . يعتبر   و    التحميل وأن الحل الأول المؤلف من العاممين 
( 120-2من العلاقة)   ، ونقوم بحساب قيمة   ار فرضية العدم: عدد العوامل بوأخيراً نقوم باخت

 فنجد أن:

        [
          

          
]        

 تساوي :  ولدرجة حرية        المقابمة لمستوى دلالة    ثم نبحث عن القيمة الجدولية لـ 
  

 

 
[(   )     ]     

  فنجد أن: 
      :نجد أن المقارنة، وب        

التي  (   )لذلك نقبل فرضية العدم ،   
 ....اي أن توصيف البيانات المدروسة لا يحتاج إلى أكثر من عاممين. 2تقول أن عدد العوامل يساوي 

 أىمية تمك البواقي .ويمكن التاكد من ىذه النتيجة بدراسة قيم مصفوفة البواقي الثالثة، التي تدل عمى عدم 
 : طريقة المجموعات العاممية: 2-6

مؤلفة من أعمدة متعامدة  Aلقد لاحظنا من الطرائق السابقة أن الحل النيائي يكون عمى شكل مصفوفة 
، وتسمى بمصفوفة الصورة العاممية . ولكن تفسير معاني تمك الصورة قد يكون   في الفضاء الجزئي 

 تجمع أو تناثر المتحولات مع بعضيا البعض .صعباً أو مستحيلًا بسبب 
و    ومؤلفة من عاممين غير مرتبطين )متعامدين(    فمثلًا عندما تكون الصورة العاممية لستة متحولات 

 يمي: كما        باستخدام المحاور الإحداثية المتعامدة ليا يمكننا رسم صورة الحل النيائي ،    

b

0 a

 
 

 ( الصورة العاممية5-2الشكل )
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. وغالباً ما        وتبرز أمامنا تجمعاتيا المختمفة عمى المستوى    وعندىا تظير لنا مواقع المتحولات 
نحصل عمى عدة مجموعات متقاربة مع وجود بعض النقاط المنعزلة، وللاستفادة من ىذه الوضعية في 

سير معاني تمك التجمعات سنربطيا بعوامل أخرى مائمة وتمر من مراكز تمك التجمعات. ولكننا تحميل وتف
في مجموعات متجانسة ، ثم نشرح كيفية تطبيق    نستعرض قضية تجميع المتحولات ليا  قبل التعرض

 [.        . Haman p. 254ىذه الطريقة وتحويل الحل المائل إلى حل متعامد حسب ما قدمو ]
 في مجموعات متجانسة :   : تجميع المتحولات 2-6-1

،   ضمن مجموعات جزئية متجانسة نرمز ليا بـ    إن طريقة المجموعات ترتكز عمى تجميع المتحولات
ن نجاح العممية البحثية يعتمد عمى جودة عممية  كل منيا يشمل عدة متحولات تعبر عن عامل معين . وا 

المجموعات، وتكون عممية التجميع سيمة إذا كانت تشترط عمى المتحولات  تجميع تمك المتحولات ضمن
أن تكون ارتباطاتيا مع بعضيا البعض أقوى من ارتباطاتيا مع المتحولات الأخرى،    في كل مجموعة 

( Bولقياس ىذا الشرط تم استنباط مؤشر خاص لذلك يسمى )معامل الانتماء( ويدعى أحياناً )المعامل 
 . ويعرف بالعلاقة التالية :   د عمى عناصر المصفوفة الارتباطية المخففة وىو يعتم

معامل الانتماء 
 =   لممتحول 

   مع متحولات المجموعة المحددة    متوسط معاملات الارتباط لممتحول 
 ×100 

   مع المتحولات الأخرى من غيرالمجموعة    ارتباط المتحول  متوسط معاملات
 

 ( )  
 ̅ 
 ̅ 

                                                                       (     ) 
المستبدلة بقيم التشاركيات  rjjيشملان قيم معاملات المتحولات مع نفسيا   ̅ و   ̅ حيث أن المتوسطان 

  
               من العلاقة:  

   
 التالية:والآن لنعرف المجاميع 

ونحسبو من  S. ونرمز لو بـ Gpمع بقية متحولات المجموعة    + مجموع معاملات ارتباط المتحول 
 العلاقة:

  ∑                   (             )                  (     ) 
  ونرمز لو بـ    مع المتحولات الأخرى خارج المجموعة    + مجموع معاملات ارتباط المتحول  

 ونحسبو من العلاقة:
  ∑                   (                   )                 (      ) 

ن عدد المعاملات في المجموع    ىو  Sولنفترض أن عدد المعاملات في المجموع  ،    ىو  Tوا 
 الشكل التالي : ( ) فعندىا يأخذ المعامل 

 ( )  

 
  

 
  

    
    

    
        (               )    (     ) 
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ذا كان عدد المتحولات في المجموعة المحددة  ، فإن عدد المعاملات الزوجية فييا   يساوي   Gpوا 
 ،أي يساوي ما يمي:  سيكون مساوياً لعدد الأزواج الممكن تشكيميا من  

     
  

 (   )

 
                                                                (     ) 

بعدد المتحولات   وعندىا يكون عدد المعاملات الأخرى )خارج تمك المجموعة( ومساوياً لجداء العدد 
 ( أي يساوي   :  -nالأخرى )

    (   )                                                                   (     ) 
 تأخذ الشكل التالي: (     )وبعد التعويض نجد أن العلاقة 

 ( )  

 
 (   )

 
 

 (   )

                                                     (     ) 

 لمجموعة يعطى بالعلاقة:ا إلى    متحول ال نتماءإنحصل عمى أن معامل   وبعد الاختصار عمى 

 ( )    
(   )   

(   )   
                                              (     ) 

، وأىميا أن نبدأ بأخذ المتحولين الأكثر   لحساب ىذا المعامل لكل متحول  أخرى وىناك عدة أساليب
. ثم نبحث عن  Bونشكل منيما المجموعة الأولى ونحسب ليما قيمة المعامل    لات ارتباطاً بين المتحو 

أكبر معامل ارتباط ليما مع المتحولات الأخرى، ونحدد المتحول الثالث المرتبط بشدة معيما ونضيفو إلى 
لات تمك المجموعة، ثم نبحث عن أكبر معامل ارتباط لممتحولات التي أصبحت في المجموعة مع المتحو 

الأخرى ونضيفيا إلى تمك المجموعة ...الخ، ونتابع ذلك مادام ذلك لا يؤدي إلى انخفاض شديد في قيمة 
 m. وبعدىا ننتقل إلى تشكيل مجموعة جديدة بنفس الطريقة، وىكذا نتابع حتى نشكل ( ) المعامل 

مراكز ثقميا، التي مجموعة غير متقاطعة. ثم نطبق عمييا طريقة المجموعات لإنشاء محاور تمر من 
 .           سنرمز ليا بـ 

 : كيفية تطبيق طريقة المجموعات:2-6-2
    لذلك نقوم بإنشاء محورين إحداثيين مائمين ،    و    لنفترض أن الحل النيائي مؤلف من عاممين 

مركز ثقل المجموعة    من النقطة     ، ويمر المحور الأول (0)يتقاطعان في نفس المبدأ     و 
. وعندىا نلاحظ أن   مركز ثقل المجموعة الثانية    من النقطة     ويمر المحور الثاني    الأولى 

في كل مجموعة تزداد عمى المحور المار بمركز ثقميا، وتتناقص مساقطيا عمى    مساقط المتحولات 
 ( .5-2ل )المحور الآخر المار بمركز المجموعة الأخرى )انظر الشك
ذا أردنا أن ننسب ىذه المتحولات إلى المحورين المائمين  ، فإن مصفوفة الصورة العاممية     و     وا 

A  تتغير وتتحول إلى مصفوفة أخرى تسمى الصورة العاممية المائمة ونرمز ليا بـP. 
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. Pفوفة المائمة المتعامدة إلى المص Aبواسطة تحويل المصفوفة  Pويمكن الحصول عمى ىذه المصفوفة 
 ، سنتعرض ليا لاحقاً .Tويستخدم لذلك التحويل مصفوفة خاصة تسمى مصفوفة التحويل 

، فإننا نصبح أمام محاور غير متعامدة )أي مرتبطة مع     و     وعندما ننتقل إلى المحاور المائمة 
أصبحت غير     و     بعضيا البعض(. وىذا يعني أن معاملات الارتباط بين المحاور المائمة 

معدومة، وىذا يستدعي ظيور مصفوفة جديدة مؤلفة من معاملات الارتباط بين العوامل المائمة، والتي 
 وىي تساوي:  رمزنا ليا بالرمز 

  [

             
                
    

                

]                               (     ) 

 وىكذا نجد أن الحل العاممي المائل أصبح يتألف من مصفوفتين أساسيتين ىما:
عمى العوامل    وىي مساقط المتحولات     مصفوفة الصورة العاممية: وىي مؤلفة من الأمثال    -

 .      العامة المائمة 
مع    وامل المائمة مصفوفة الارتباط لمعوامل المائمة: وىي مؤلفة من معاملات ارتباط الع   -

 بعضيا البعض.
ضمن مجموعات متجانسة من حيث شدة    إن طريقة المجموعات تنطمق من تجميع المتحولات  

الارتباط بين متحولاتيا، أو من حيث طبيعة تمك المتحولات، أو من حيث تمركزىا حول نقاط معينة، 
دوراً كبيراً في طريقة المجموعات،    وتمعب مراكز ثقل المجموعات كمتحولات مركبة من المتحولات 

ىذه المتحولات المركبة )المراكز(، لأنيا تختمف عن وليذا فإننا سنقوم باستعراض مختصر لبعض خواص 
من حيث تبانياتيا ومعاملات ارتباطيا ، لذلك نفترض أنيا ونعرف عمييا    المتحولات المعيارية 
 المصطمحات التالية :

مجموعة، ونرمز ليا بـ  mأن عدد المجموعات المتقاربة التي يمكن تجميعيا من الحل النيائي ىو  -
ن كل مجموعة منيا تضمن P: 1 2 3 …m)حيث     ، ونرمز   متحولًا معيارياً    ( ، وا 

 . m، وبذلك يكون عدد العوامل مساوياً لعدد المجموعات    لمركزىا بالرمز 
 ونكتبو كما يمي:   يساوي    في المجموعة    أن مجموع قيم المتحولات ولنفترض 

   ∑  

  

   

                                    (           )                        (     ) 

 (P: 1 2 3 …mوحيث أن )                
،     يساوي   مع جميع المتحولات في كل مجموعة    أن مجموع معاملات ارتباط كل متحول و  -

 ونحسبو كما يمي:
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    ∑   

  

   

                              
(       )
(         ) 

                       (     ) 

  مع نفسيا والمستبدلة بالتشاركية    يشمل معاملات     حيث أن 
      ،وحيث يتم وضع  

  
   مع كل متحولات المجموعة الأخرى    أن مجموع معاملات الارتباط لكل متحولات المجموعة و  -

 ونحسبو من العلاقة:    )بما فييا متحولات المجموعة مع نفسيا( ، يساوي 

    ∑   

  

   

      (      )        (         )              (     ) 
 

في المجوعتين    و    ويمكن حساب ىذا المجموع أيضاً من معاملات الارتباط العادية بين المتحولات 
 كما يمي:   و    

    ∑∑   

  

   

  

   

      (               )                    (     ) 

  (           )وحيث أن 
)وىي تشكل عناصر    ويصبح ىدفنا الآن حساب معاملات الارتباط بين العوامل المائمة المركبة 

.)وىي تشكل    مع المتحولات    ن تمك العوامل ( ، ثم حساب معاملات الارتباط بي  المصفوفة 
( ويمكن حساب ىذه المعاملات من خلال المجاميع المعرفة سابقاً، Sعناصر مصفوفة الييكل العاممي 

، وبما أن كل منيا ىو متحول   ولكن قبل ذلك نبحث عن كيفية حساب التباين بين العوامل المائمة 
 ( فإن تباينو يساوي :134-2ب العلاقة )وحس   مركب من عدة متحولات 

   
      ∑        (                )                         (     ) 

،   مع نفسيا ضمن المجموعة    ناتج عن معاملات ارتباط المتحولات المعيارية    إن ظيور العدد 
ذا اس بقيم التشاركيات     والتي نرمز ليا بـ    تبدلنا المعاملات لأن كل معامل منيا يساوي الواحد . وا 

  
   ، وعندىا نجد أن التباين   

 يمكن أن يكتب عمى الشكل التالي :  

   
  ∑∑   

  

   

  

   

      (                 
  )                    (     ) 

 ( نستنتج أن :137-2)وبمقارنة ىذه العلاقة مع العلاقة 

   
      ∑∑   

  

   

  

   

      (          )                    (     ) 
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 كما يمي:   و    والآن يمكننا أن نعرف معامل الارتباط بين المتحولين المركبين 

      
∑ (       )

 
   

         

                                                       (     ) 

 . Nحتى  1ىو دليل الجمع وىو مأخوذ من   حيث 
يمكن حسابيما مباشرة من المعاملات الأصمية حسب العلاقة         و    إن الانحرافين المعيارين 

 معالجة كما يمي: ( فيمكننا141-2( وضمن كل مجموعة . أما البسط من )2-139)
 

 
∑       

 

   

 
 

 
∑(∑   ) (∑   )

 

   

 

∑∑(
 

 
∑                 

 

   

)  

    ∑∑     (         )

  

   

  

   

    

                                 (     ) 

 

 تأخذ الشكل التالي:( 141-2( أن العلاقة )142-2( و )140-2وىكذا نجد من العلاقتين )

      
   

√    √   

                                                             (     ) 

 .  و   بين العوامل  Φوىي تشكل عناصر مصفوفة المعاملات الارتباطية 
)عناصر الييكل العاممي    والعوامل المائمة    ولنقم الآن بحساب قيم معاملات الارتباط بين المتحولات 

والمتحول المركب    يساوي معامل الارتباط بين     ( . فنجد أن عنصر مصفوفة الييكل Sالمائمي 
ن تباينو يحسب من العلاقة )    ، أي يساوي    ( ، ويمكن البرىان عمى أن عنصر 140-2، وا 

 يساوي:    مصفوفة الييكل 
    

   

√   
                                                                                (     ) 

بدلالة    وحتى نحصل عمى الحل النيائي المائل يجب أن نحصل عمى التوصيف الخطي لممتحولات 
)الييكل العاممي    والمتحولات    وعمى مصفوفة معاملات الارتباط بين العوامل    العوامل المائمة

S)ن أمثال ىذه المعاملات الخطية، والتي تشكل عناصر الصورة المائمة، ىي عبارة عن ، عمماً بأ
 عمى جميع المحاور العاممية المائمة .   إحداثيات النقاط الممثمة لأشعة المتحولات 

معمومة، فإنو يمكننا  Φرتباطات البينية معمومة، وتكون مصفوفة الا Sعندما تكون المصفوفة الييكمية و 
 ( التالية :55-1من العلاقة المشيورة والمشابية لمعلاقة ) Pحساب مصفوفة الصورة العاممية المائمة 

                                                                              (     ) 
ذا كانت   من العلاقة : Pاب الصورة المائمة غير شاذة فإنو يمكننا حس  وا 

                                                                                (     ) 
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يمكننا الحصول عمى المصفوفة المحسوبة لمعاملات الارتباط  Pوبعد الحصول عمى الحل العاممي المائل 
 ولمبواقي من العلاقة:   

                                                                                (     ) 
(، استبدال 145-2معمومتين، فيمكننا من )  والبينية  Pوعندما تكون مصفوفتا الصورة العاممية 

 فيكون لدينا:    بـ  
                                                                                      (     ) 

 ( نجد أن:148-2، وعندما نأخذ منقول الطرفين لمعلاقة)        متناظرة فإن    وبما أن 
                                                                                      (     ) 

 )بعد طريقة المجموعات(: كيفية تحويل الحل المائل إلى حل متعامد 2-6-3
لقد لاحظنا أن طريقة المجموعات العاممية تعطينا حمول مائمة )بزاوية حادة أو منفرجة( تمر من مراكز 

 ثقل المجموعات المتقاربة. ولتحويل تمك الحمول المائمة إلى حمول متعامدة نقوم بما يمي:
ونريد تحويميما إلى     ويصنعان بينيما زاوية قدرىا     و     نفترض أنو لدينا محورين مائمين 

. وحتى  Aإلى الصورة المتعامدة  Pوتحويل الصورة العاممية المائمة     و     محورين متعامدين 
 كما يمي:    و    نستطيع فعل ذلك نرسم المحاور الإحداثية الجديدة والمتعامدة 

 ركاً لمنظامين الاحداثيين .مبدءاً مشت (O)نعتبر مبدأ الإحداثيات   -1
 .    بحيث يكون منطبقاً عمى المحور المائل     نرسم المحور   -2
 ( .6-2كما في الشكل )    عمودياً عمى  0من النقطة     نرسم المحور   -3

 
   ( التمثيل المائل والمتعامد لـ 6-2الشكل )

 فقط . Pواختصاراً سنرمز ليا بـ    في    تمثل رأس شعاع المتحول    ولنفترض أن النقطة 
  (     ) ىي        وأن إحداثياتيا في الاحداثيات المتعامدة 
 (     ) ىي        وأن إحداثياتيا في الاحداثيات المائمة 
 (   )ىي        وأن الزاوية بين المحورين المائمين  
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في كلا الاحداثيات كما  Pبدلالة إحداثيات النقطة    جد أنو يمكننا التعبير عن الشعاع ومن ىذا الشكل ن
 يمي:
 في الاحداثيات المتعامدة نجد أن: - أ

                                                                                           (     ) 
 في الاحداثيات المائمة نجد أن:  - ب

                                                                                           (     ) 
 (     )  المائمة مرتبطة مع الاحداثيات (     )  المتعامدة ومن الشكل أيضاً نجد أن الاحداثيات

 بواسطة العلاقتين التاليتين : Pلمنقطة 
              

             
                                                                 (     ) 

يساوي تجب الزاوية      و   ومن جية أخرى نعمم أن معامل الارتباط بين المحورين الواحدين المائمين 
 التي بينيما. أي أن:

                                                                                    (     ) 
 ومنيا نجد أن:

       √     
                                                               (       ) 

)مع اختصار الرمز  (     ) بدلالة المائمة  (     ) وىكذا نجد أن الاحداثيات المتعامدة لمنقطة 
 (، تأخذ الشكل التالي :rإلى     

                     

       √    
                                                                 (     ) 

 ويمكن كتابتيا عمى شكل مصفوفي كما يمي:
(     )   (     )  [

  

 √    
]                                           (     ) 

 متحولًا فنجد أن : nعاملًا و mوبصورة عامة يمكننا تعميم ذلك عمى 
                                                                                               (     ) 

 (   ):ىي مصفوفة الصورة العاممية المتعامدة      حيث أن 
 (   ):ىي مصفوفة الصورة العاممية المائمة      وأن    
    وأن     

:ىي منقول مصفوفة التحويل من الاحداثيات المائمة إلى الاحداثيات المتعامدة وىي   
 ما يمي : (   )مصفوفة مثمثية عميا وىي تساوي عندما 

             [
  

 √    
]                                                                 (     ) 
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، فإننا نجد         ( تساوي 121-2حسب ) P( أن الصورة المائمة 146-2وبما أنو لدينا من )
 ( تساوي :156-2المعرفة في ) Aأن الصورة المتعامدة 

                                                                                        (     ) 
 

 وعندىا نجد أن :       تحقق خاصية )جذر الوحدة التربيعي(   ولكن المصفوفة 
    (    )        (        

)           (    
   )           

                                                                                                  (     ) 
 

ىي مصفوفة مثمثية عميا مؤلفة من عناصر طريقة الجذر التربيعي، وىي العناصر الواردة في   حيث أن 
ن ىذه العلاقة تساعدنا عمى الانتقال من  S(، أما 2-157) فيي المصفوفة الييكمية العاممية المائمة، وا 

ا بكتابة عبارات التحويل في . ويمكن التعبير عنيAإلى الصورة العاممية المتعامدة  Sالييكمية المائمة 
في الإحداثيات     عمى جممة من المحاور المائمة )بدلًا من الاحداثيات     العلاقة بدلالة المساقط 

 المائمة الأولية( .
 (: 7-2مثال) 

 9واعتمدت  ،إن دراسة أجريت لمتعرف عمى العوامل التي تؤثر عمى تحصيل تلاميذ المرحمة الابتدائية
لمعرفة تأثيرىا عمى تحصيميم المدرسي، وجمعت البيانات عنيم ثم حسبت معاملات الارتباط  مؤشرات

  الزوجية ليذه المؤشرات وقدرت التشاركيات 
ووضعتيا عمى القطر الرئيسي فكانت المصفوفة   

 الارتباطية المخففة كما يمي:
 (Harman,P.165( معاملات الارتباط لمؤشرات الدراسة:)مستقاة من 12-2جدول )

                           
 المؤشرات

 المؤثرات
 معاني الكممات -1  (0.81) 0.75 0.78 0.44 0.45 0.51 0.21 0.30 0.31
 تركيب الجمل -   0.75 (0.69) 0.72 0.52 0.53 0.58 0.23 0.32 0.30
 الكممات المز -   0.78 0.72 (0.75) 0.47 0.48 0.54 0.28 0.37 0.37
 مسائل الحساب -   0.44 0.52 0.47 (0.91) 0.82 0.82 0.33 0.33 0.31
 حساب الأعداد -   0.45 0.53 0.48 0.82 (0.74) 0.74 0.37 0.36 0.36
 الأعداد الناقصة -   0.51 0.58 0.54 0.82 0.74 (0.74) 0.35 0.38 0.38
 حالة الكفوف -   0.21 0.23 0.28 0.33 0.37 0.35 (0.35) 0.45 0.52
 حالة الأحذية -   0.30 0.32 0.37 0.33 0.36 0.38 0.45 (0.58) 0.67

 حالة الطاولة -   0.31 0.30 0.37 0.31 0.36 0.38 0.52 0.67 (0.77)
 

  : لقد تم استبدال العناصر القطرية بالتشاركيات ملاحظة
( لذلك 71-1المقدرة من العلاقة الثلاثية )  

 وضعناىا ضمن قوسين عمى القطر الرئيسي .
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ولإيجاد العوامل المؤثرة عمى التحصيل الدراسي تم تقسيم ىذه المؤشرات التسعة حسب شدة الارتباط بين 
 مؤشرات ، ورمزنا ليا كما يمي: 3مجموعات،  كل منيا مؤلف من  3عناصرىا إلى 

  (        )     (         )     (         ) 
 

 (  كانت تساوي:134-2من البيانات الفعمية حسب )   وعند حساب المجاميع 
                         

 

-2من مجموع المعاملات الارتباطية ضمن كل مجموعة حسب العلاقة )    وعند حساب المقادير 
 ( التالي . 14-2)( تم وضعيا في الجدول 135

 يساويان :   و    في المجموعتين    فمثلًا نجد أن مجموعا معاملات ارتباط المتحول 
                       
                       

 
 

 (8-2محسوبة من )    ( قيم المقادير 14-2جدول )              
 

         
 المجموعات

 المؤشرات
               
0.82 1.40 2.34    
0.85 1.63 2.16    
1.02 1.49 2.25    
0.97 2.55 1.43    
1.09 2.30 1.46    
1.11 2.30 1.63    
1.32 1.05 0.72    
1.72 1.07 0.99    
1.96 1.05 0.98    

 

 ( التالي: وكمثال عمى ذلك نجد أن:15-2تم وضعيا في الجدول )    وعند حساب المجاميع 
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 ( 137-2محسوبة من )    (: قيم المقادير 15-2جدول )

         
 qالمجموعة 

 pالمجموعة 
2.96 4.52 6.75    
3.17 7.15 4.52    
4.98 3.17 2.96    
2.23 2.67 2.60 √    

 ( وكمثال عمى ذلك نجد أن:144-2من العلاقة )    ثم قمنا بحساب عناصر المصفوفة 
 

    
   

√   

 
    

    
     

    
   

√   

 
    

    
     

 

مع العوامل    المؤلفة من معاملات ارتباط المتحولات  Sوىكذا نكون قد حصمنا عمى المصفوفة الييكمية 
 ووضعناىا في الجدول التالي:              المائمة 
     وعناصرىا S ( المصفوفة الييكمية16-2جدول )

            
 المحاور
 المتحولات

0.37 0.52 0.90    
0.38 0.61 0.83    
0.46 0.56 0.77    
0.43 0.96 0.55    
0.49 0.86 0.56    
0.50 0.86 0.64    
0.59 0.39 0.28    
0.76 0.40 0.38    
0.88 0.39 0.38    

من العلاقة   ( قمنا بحساب عناصر المصفوفة 146-2من العلاقة ) Pولحساب عناصر الحل المائل 
(2-133:) 

  *     +  *
   

√   √   

+                                              (     ) 
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 ( أن:16-2فمثلًا نجد من الجدول )
      

   

√   √   

 
    

(    )(    )
       

      
   

√   √   

 
    

(    )(    )
       

      
   

√   √   

 
    

(    )(    )
       

 

 

 المتناظرة تساوي:  وبذلك نجد أن المصفوفة 

  [
             

             
             

] 

 تساوي:    ومنيا نجد أن 

    [
                       
                       
                       

] 
 

 من الجداء التالي : Pومنيا يمكننا أن نحصل عمى الصورة العاممية المائمة 

        

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

              
             
             
              
             
            
             
             
             ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(  نحصل عمى الصورة العاممية المائمة، التي تعبر عن  0.20وعند حذف الأمثال الصغيرة )التي أقل من 
متحولات وىي تكتب  3مجموعات تتضمن كل منيا  3بواسطة عامل واحد، ويتشكل منيا    كل متحول 

 عمى الشكل التالي:
                                          

                                                                  
                                                                  
                                                                  

 

 

   ( وتفسر لنا العلاقات بين المتحولات 1-2لفقرة )وىي تحقق شروط شكل الييكل البسيط المعرف في ا
 حيث نجد أن متحولات كل مجموعة ذات طبيعة واحدة وترتبط بشدة مع بعضيا .
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ذا أردنا أن نحول ىذه الصورة المائمة إلى صورة متعامدة، نستخدم مصفوفة التحويل  من نظام  Tوا 
. لذلك نقوم بحساب عناصر        إلى نظام الإحداثيات المتعامدة        الإحداثيات المائمة 

 ثم نطبق عمييا العلاقة: Tالمصفوفة 
        

 

لتحويل ثلاثة  T( نحسب عناصر المصفوفة 157-2المعرفة لعاممين بالعلاقة ) Tوقياساً عمى المصفوفة 
وذلك باستخدام )طريقة جذر الوحدة   فة عوامل مائمة إلى ثلاثة محاور متعامدة اعتماداً عمى المصفو 

 فنحصل عمى أن:    التربيعي( ثم نحسب 
 

    [
                   

             
        

] 
 

 التالية: Aنحصل عمى الصور المتعامدة  (     )وبإجراء الجداء السابق 

        

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      

              
             
             
             
            
            

            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

عض الأمثال متشابكة. لذلك سنمجأ بولكنيا أقل تعبيراً وأصعب تفسيراً لأن  Pوىي تشبو الصورة المائمة 
 إلى الصورة المائمة في الحمول العاممية .

 : الأشكال الممكنة لمحمول العاممية : 2-7
عرض بعض الأمثمة العددية إلى أنو بعد الحصول عمى أمثال المكونات الأساسية المبينة لقد أشرنا عند 

(، 0.20أو  0.10في الجداول السابقة، نقوم بحذف الأمثال التي تقل قيمتيا عن مقدار معين )مثل 
ف وعندىا سنحصل عمى الأمثال المعنوية المرافقة لممكونات الأساسية، وقد تؤدي ىذه العممية إلى حذ

 بعض المكونات الأساسية كمياً، وبالتالي قد يأخذ الحل العام أحد الأشكال التالية :
 (Hotelling+ keleyالشكل العام لممكونات الأساسية: )طريقة   -1

( وىو يأخذ    من العوامل العامة )وبدون عوامل التميز  nبدلالة    وفيو يتم التعبير عن المتحولات 
 (nالشكل التالي )عدد العوامل = عدد المتحولات = 
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بدون عوامل 
   التميز 

                  
 العوامل

 المتحولات
x x x x X x  1 
x x x x X x    
x x x x X x    
x x x x X x    
x x x x X x    
x x x x X x    
x x x x X x    
x x x x X x    
x x x x X x    

   عمى العامل    عمى وجود أمثال عددية لممتحول  (  )في الخمية  xحيث تشير علاقة 
 ( الشكل العام7-2الشكل )

 Simple structureشكل الييكل البسيط    -2
بدلالة عدد    وىو أىم الأشكال المستخدمة في عمميات تحميل العوامل، وفيو يتم التعبير عن المتحولات 

( الذي يتضمن عوامل 20-2(، ويعتمد عمى النموذج المختصر )m<nمن العوامل العامة )  mمحدد 
امدة أو المائمة، وىو ، ويستخدم ىذا الشكل لتبسيط صورة الحل النيائي في الإحداثيات المتع  التميز 

 ( :Thurstoneيشترط أن تحقق المصفوفة الييكمية الشروط التالية )حسب 
أن يتضمن كل سطر من مصفوفة الييكل العاممي صفراً واحداً عمى الأقل، وىذا يعني أن كل  -أ 

يكون واقعاً عمى أحد المستويات الإحداثية، مما يجعل مسقطو    شعاع من أشعة المتحولات 
 عمى المحور المعامد مساوياً لمصفر .

صفراً  mأن يتضمن كل عمود من المصفوفة الييكمية العاممية عدداً من الأصفار لا يقل عن   -ب 
(m . )عدد العوامل العامة 

ن المتحولات تكون أمثاليا  في كل زوج من أعمدة المصفوفة الييكمية، يمكن أن نجد عدداً   -ج 
 الييكمية مساوية لمصفر في أحد ىذين العمودين، وتكون ذات أىمية ومعنوية في العمود الآخر .

فإن عدداً من المتحولات في أي زوج من أعمدة  (   )أو أكثر  4إذا كان عدد العوامل  -د 
 ين .المصفوفة الييكمية يمكن أن يكون ليا أمثال مساوية لمصفر في كلا العمود

في أي زوج من أعمدة مصفوفة الييكمية يمكن أن نجد عدداً قميلًا من المتحولات التي تكون   -ه 
 أمثاليا المتقابمة ذات أىمية معنوية في كلا العمودين .
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وسنستخدم ىذه الشروط عند إجراء عمميات التدوير في النظم الإحداثية المتعامدة أو المائمة، لمحصول 
 ذي يؤدي إلى تخفيض تعقيدات الحل النيائي ويساعد عمى تفسير النتائج .عمى الييكل البسيط. ال

 :  [Okon,Jan P.137]أىم الأشكال البسيطة :    -3
بدلالة عامل واحد من    الشكل الأحادي )طريقة بيرسون( : وفيو يتم التعبير عن كل المتحولات  -أ 

 وىو يأخذ الشكل التالي:   العوامل العامة مع عامل التميز 

                        
 العوامل

 المتحولات
     x  x  1 
    X   x    
   X    x    
  X    x     
 x     x     
X      x     

 (8-2الشكل )
بدلالة عامل واحد ىو    (: وفيو يتم التعبير عن كل من المتحولات Dufactorsالشكل الثنائي )  -ب 

 وىو يأخذ الشكل التالي :   مع عامل التميز    العامل الشامل 

                     
 العوامل

 المتحولات
     X x  1 
    X  x    
   X   x    
  x    x    
 x     x    
X      x    

 (9-2الشكل )
بدلالة عامل    )طريقة ىوليزير(: وفيو يتم التعبير عن كل متحول  befoctorsالشكل المزدوج  -ج 

 وىو يأخذ الشكل التالي: Ujمع العوامل            وعامل أخر من العوامل    شامل 
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 العوامل

 المتحولات
     X   x x  1 
    x    x x    
   x    x  x    
  x     x  x    
 x      x  x    
X      x   x    

 (11-2الشكل )
من  mبدلالة عدد    (: وفيو يتم التعبير عن المتحولات Thurstoneالشكل المتعدد: )طريقة  -د 

ويأخذ الشكل التالي )بعد حذف الأمثال    مع وجود عوامل التميز  (   )العوامل العامة 
 الصغيرة منو وبدون نظام محدد (

                              
 العوامل

 المتحولات
     X    X  1 
    x    x x    
   x    X x x    
  x    x X      
 x     x X x     
X      x  x     

 (11-2الشكل )
فقط،    )أو غيره( بدلالة عامل واحد    المثمثي: وفيو يتم التعبير عن المتحول الأول الشكل  -ه 

بدلالة ثلاثة عوامل    ، وعن المتحول الثالث       بدلالة عاممين    وعن المتحول 
 ...الخ وىو يأخذ مع عوامل التميز الشكل التالي:         

                                    
 العوامل

 المتحولات
     x      x  1 
    x      x x    
   x      x x x    
  X      x x x x    
 x      X x x x x    
x      X X x x x x    

 (12-2الشكل )
 لمحصول عمى ىذا الشكل المثمثي .   ملاحظة: يمكن تغيير ترتيب مواقع المتحولات 
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 الشكل القانوني لمحل العاممي :   -4
عندما نقوم بتحميل وحل إحدى مسائل التحميل العاممي بطريقتين مختمفتين أو أكثر. فإننا قد نحصل حمين 

في  mمختمفين ظاىرياً من حيث أمثال المتحولات بدلالة العوامل . أو من حيث عدد العوامل المعتمدة 
 ى جممة إحداثيات خاصة بو . كل منيما.لأن كل منيما يكون منسوباً إل

 وىنا نتساءل فيما إذا كان ىذان الحلان مختمفين أم متكافئين ؟
 لذلك نقوم بتعريف الحمول المتكافئة بما يمي:

نقول عن أي حمين عاممين إنيما متكافئان، إذا تطابقت أمثاليا وعوامميا عند تحويميا إلى جممة إحداثيات 
ليذا كان من الضروري تحديد صيغة معينة نسمييا الشكل القانوني لمحل ثابتة تسمى بالشكل القانوني . و 

ن عممية تحويل أي حل إلى الشكل القانوني ماىي إلا وسيمة لتحويل ذلك الحل إلى جممة  المدروس، وا 
 من الإحداثيات ثابتة رياضياً.

أكبر حصة ممكنة من يتميز الشكل القانوني بأنو يحافظ عمى أن يأخذ كل عامل من العوامل المتتالية 
التباين الإجمالي المحدد في فضاء العوامل العامة وبأن تكون عواممو مستقمة ومتعامدة. ومما سبق 

من خلال تحويمو إلى الشكل  Aنتصور أنو يمكننا الحصول عمى صيغة الشكل القانوني لأي حل عاممي 
 لتحويل التالية:وفق علاقة ا Tبواسطة مصفوفة تحويل متعامدة ووحدوية  Kالقانوني 

                                                                                  (     ) 
     ىي مصفوفة الحل المدروس وتكون من المرتبة  Aحيث أن 

     ىي مصفوفة التحويل المتعامدة الوحدوية وتكون من المرتبة  Tوأن  
    وتكون من المرتبة  Aىي مصفوفة الصيغة القانونية لمحل المدروس  Kوأن 

.  Tوىكذا نجد أن جوىر عممية الحصول عمى صيغة الشكل القانوني يكمن في إيجاد مصفوفة التحويل 
 فنجد أن :   ( من اليسار بـ 161-2لذلك نضرب طرفي العلاقة )

 

    
                  

      
                   (     ) 

 

متعامدة )يجب    ، وبما أن    ىي مربعة من المرتبة      وىنا نلاحظ أن المصفوفة الناتجة 
  ويساوي مصفوفة قطرية نرمز ليا بـ     يكون من المرتبة      أن تكون متعامدة( فإن الجداء 

 ( الشكل التالي:162-2وبذلك تأخذ العلاقة )          ونكتب : 
   (    )                                                                         (     ) 

 

وعند مقارنة     ىو عبارة من مصفوفة متناظرة من المرتبة  (    )وىنا نلاحظ أن الجداء 
 بقة التالية:( السا52-2( مع العلاقة )163-2العلاقة )

                                                                            (     ) 
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(، وبناء عمى ذلك نستنتج أن Rمحل  (    )نجد أنيما متشابيتان من حيث الشكل )حيث تحل 
( ماىي إلا حالة خاصة من )النظرية الطيفية(، وىي تعنى أنو يمكن تحويل الجداء 163-2العلاقة )

ن العناصر القطرية في المصفوفة  Tبواسطة مصفوفة التحويل   إلى مصفوفة قطرية  (    ) ، وا 
ن أعم(    )ىي القيم الذاتية لمصفوفة الجداء   الناتجة  ىي عبارة عن  Tدة مصفوفة التحويل . وا 

. وىكذا نجد أنو لمحصول عمى (    )الأشعة الواحدية الذاتية المقابمة لتمك القيم الذاتية لمجداء 
. يكفي أن نبحث عن القيم الذاتية والأشعة  Kإلى الشكل القانوني  Aمصفوفة تحويل أي حل ابتدائي 

من العلاقة  K.ثم نحسب Tالذاتية ونشكل منيا المصفوفة المقابمة لتمك القيم  (    )الذاتية لمجداء 
 ( فنحصل عمى الشكل القانوني المطموب .2-161)
 دراسة تكافؤ الحمول العاممية :  -5

ناتجين عن طريقتين مختمفتين، من خلال تحويميما إلى    و يمكننا دراسة تكافؤ أي حمين عامميين 
 الشكل القانوني، ويكونا متكافئين إذا تطابقت الأمثال والعوامل المتقابمة بيما ، أي إذا تحققت الشروط

،   و (، ومن جية أخرى يمكننا دراسة العلاقة المباشرة بين ىذين الحمين            )
البيانات ويعتمدان عمى نفس المصفوفة الارتباطية. ونفترض أنيما متكافئان )رغم  المذين ينطمقان من نفس

 اختلاف الأمثال وعدد العوامل بينيما( وأنيما مرتبطان بعلاقة التكافؤ التالية :
                                                                                (     ) 

يستند إلى جممة محاور إحداثية معينة، فإنو يمكنا نظرياً وعممياً أن نفترض أنو    و ن وبما أن كل م
في الجممة الثانية، ونكتب ذلك عمى  Bمن الجممة الأولى إلى الحل  Aتحول الحل  Tيوجد مصفوفة 
 الشكل التالي :

                                                                               (     ) 
مصفوفة مستطيمة فميس ليا مقموب، لذلك نستفيد من خواص المصفوفة المركبة،      وبما أن 

(    )  (    )  (     (    ))( من اليسار بال 166-2ونضرب طرفي العلاقة )   
 ، فنحصل عمى أن:

(    )          (      )       
 تحسب من العلاقة : Tوبالاختصار نجد أن مصفوفة التحويل 

  (    )                                                  (     ) 
ن مقموبيا      وبما أن العوامل متعامدة فإن مصفوفة الجداء  تشكل مصفوفة مربعة قطرية، وا 

ن عناصرىا تساوي مقاليب عناصر يكون موجوداً ويساوي مصفوفة قطرية أخرى وا     (    )
(    ) . 

إلى  Aلتحويل حل الطريقة الأولى  Tيمكننا أن نجد المصفوفة    و وىكذا نجد أنو انطلاقاً من الحمين 
 ( .167-2. وذلك من خلال العلاقة ) Bحل الطريقة الثانية 
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حيث أن شرط التكافؤ    و  ( لتحويل قيم العوامل في الحمين 167-2ويمكننا الاستفادة من العلاقة )
 يقتضي أن يكون :

                                                                       (     ) 
 في الطريقة الأولى تحسب من خلال العلاقة: Fوبطريقة مشابية نجد أن قيم العوامل 

  (    )                                        (     ) 
تحويل قيم العوامل في أحد الحمين إلى الحل الأخر . أي أن  Tوىكذا يمكننا بمساعدة المصفوفة 

 تسمح لنا بتوضيح أو تفسير العلاقة بين أي حمين عاممين . Tالمصفوفة 
 

 ميا حصمنا عمى الحمين:: لنفترض أنو لدينا مسألة من ستة متحولات وبعد ح (: عمى التكافؤ8-2مثال )
A – . الحل المتعامد الذي حصمنا عميو بطريقة العوامل الرئيسية 
B- .الحل المائل حصمنا عميو بطريقة المجموعات لنفس المثال 

  

    

[
 
 
 
 
 
             
             
             
            
            
            ]

 
 
 
 
 

     

    

[
 
 
 
 
 
             
             
             
            
            
            ]

 
 
 
 
 

 

               ومنيا نجد أنو يجب أن يكون :     
جراء ما يمي: Tولإيجاد مصفوفة التحويل   بينيما نقوم بحساب وا 

 

     *
            
            

+                                                                 
 

(    )   *
            
            

+                                                                          
 

(    )      *
                                    
                                       

+

 

 

 وزاوية الدوران تساوي : Tوبذلك نجد أن مصفوفة التحويل بينيما 
 

  (    )        *
             
            

+  [
   (     )      (     )

   (     )     (     )
] 

 

 )تقريباً( كما يمي: Bفنحصل عمى الحل  Tبواسطة  Aولمتحقق من ذلك نقوم بتحويل الحل 
 

    

[
 
 
 
 
 
             
             
             
            
            
            ]
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 الثالثالفصل 
 Rotationكضايا التدوير 

 
 تمييد:

بدلالة عدد محدود من    إن اليدف الأساسي لمتحميل العاممي ىو التعبير عن عدد كبير من المتحولات 
ن ىذه العوامل يجب أن تعبر عن المتحولات المدروسة وتشكل توصيفاً    العوامل الافتراضية  . وا 

نيا قد تكون متعامدة )غير مرتبطة( أو مائمة )مرتبطة مع بعضيا(،  مختصراً لمعلاقات الموجودة بينيا، وا 
ن الأمثال العددية المصاحبة ليا تعبر عن معاملات ارتباطيا مع المتحولات الأصمية، ومنيا يمكننا  وا 
حساب تشاركيات المتحولات وتباينات العوامل. ولكن تمك الأمثال والحمول المتشكمة منيا نادراً ما تعطينا 
تفسيراً موضوعياً عن العلاقات بين المتحولات المدروسة ، لأنيا تتغير من عينة لأخرى وتتأثر بإدخال 

ن ى ذا يؤدي إلى تغير وضع المحاور المتحولات الجديدة التي تؤدي إلى إزاحة مراكز ثقل المجموعات، وا 
 الإحداثية وبالتالي إلى تغير تمك الأمثال .

وليذه الأسباب كان لابد من البحث عن أسس موضوعية للانتقال من وضعية معينة للإحداثيات إلى 
ن أىم المعايير المستخدمة في  أخرى من أجل الحصول عمى حل عاممي أكثر تعبيراً وأسيل تفسيراً، وا 

الوضعية ىو تحقيق مفيوم شكل الييكل البسيط الذي عرفناه سابقاً . ويتم ذلك عن طريق  تحديد ىذه
تدوير المحاور الإحداثية المتعامدة أو المائمة حتى نحصل عمى وضعية الييكل البسيط، ولذلك سنميز بين 

 نوعين من التدوير ىما:
يتم تدوير جممة المحاور الإحداثية : وىو تدوير في الإحداثيات المتعامدة، وفيو  التدوير المتعامد -

(. مع الحفاظ عمى التعامد فيما بينيا ، وىو يعطينا حلًا متعامداً 0المتعامدة ككل حول المبدأ )
 آخر يحقق بعض مواصفات الييكل البسيط.

: وفيو يتم تدوير كل من المحاور الإحداثية المتعامدة إلى محاور مائمة. أو تدوير التدوير المائل -
المحاور المائمة إلى محاور مائمة أخرى. وعندىا تتغير الزوايا بين المحاور الجديدة ، وىو كل من 

 يعطينا حلًا مائلًا يحقق بعض أو كل مواصفات الييكل البسيط .
  التدوير المتعامد: 3-1
كنا قد افترضنا أو اشترطنا أن  ،(20-1لقد لاحظنا أنو عند تحميل العوامل حسب النموذج المختصر ) 

مستقمة عن بعضيا البعض ) أي أن معاملات الارتباط بينيا معدومة    تكون العوامل العاممة 
     

( ، وىذا يعني أن جممة إحداثيات تمك العوامل متعامدة . لذلك يمكننا أن نرسم الأشعة    
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ن أبسط    اقطيا عمى المحاور العامة بدلالة مس   في الفضاء    الممثمة لممتحولات  المتعامدة . وا 
 .       ( في المستوى 0حالة لتدوير المحاور الإحداثية ىي حالة التدوير حول المبدأ )

 كانت كما يمي:   و   بدلالة عاممين    متحولات  6لنفترض أن أمثال الحل العاممي لـ  (:1-3مثال )
  (  : Uberla,p.174أمثال الحل العاممي لممثال الوارد في) (:1-3جدول )               

 الجداء
       

 التشاركيات
  
        

 العوامل
 المتحولات

0.36 0.72 0.60 0.60    
0.16 0.32 0.40 0.40    
0.24- 0.73 0.80 0.30-    
0.14- 0.53 0.70 0.20-    
0.12- 0.40 0.60 0.20-    
0.02- 0.05 0.20 0.10-    
   حصة  0.7 2.05 2.75 0.00

 نأخذ جداء الأمثال المتقابمة فنجد من )العمود الأخير( أن:     و   ولمتأكيد من تعامد المحورين 

            ∑      

 

   

                                                             (   ) 

عمى شكل شعاع ينتيي    متعامدان، لذلك نقوم برسم كل متحول      و   ىذا يعني أن المحورين 
 فنحصل عمى الشكل التالي: (       )وحسب إحداثياتو       عمى المستوى   بنقطة 
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، لذلك سنحاول تدوير محاور الإحداثيات      وىنا نلاحظ أن عناصر ىذا الحل مشتتة عمى المستوى 
، بحيث نجعل جميع أو معظم النقاط تقع في الربع الأول   بعكس حركة عقارب الساعة بزاوية مقدارىا 

   الجديد وتصبح ذات إحداثيات موجبة ، فنحصل عمى المحورين الجديدين 
    و 

  . 
  والزاوية  (    )بدلالة الإحداثيات القديمة  (     ) ولحساب الإحداثيات الجديدة لأية نقطة 

          ( أن الإحداثيات الجديدة تساوي:               1-3نلاحظ من الشكل )
                                                                                                          

 (:Uberla,p.174)  *ومنيا نحصل عمى العلاقتين التاليتين
                
                 

                                                             (   ) 
 والتي يمكن كتابتيما مصفوفياً عمى الشكل التالي :

[        ]    [      ]  *
         
        

+                                               (   ) 
  ونسمييا بمصفوفة التدوير بعكس حركة عقارب الساعة بزاوية مقدارىا  Tونرمز لممصفوفة الأخيرة بـ 

 : **ونكتبيا كمايمي
    *

         
        

+                                                                   (   ) 
                                    

 تساوي: (     )( أن الإحداثيات الجديدة 4-3( : لمبرىان عمى ذلك نلاحظ من الشكل )4ملاحظة )  *
                                     ( )

                                        ( )
                                                       

                     نجد من جية أخرى أن:                                           ولحساب 
   بالعلاقة :                          ترتبط مع      ولكن 

   
                                  

 ( )                      يساوي:                                                        CPوبذلك نجد أن 
(         )   فنحصل عمى أن:              (b)نعوض ذلك في                     

 ( )                          فنحصل عمى أن:                   ثم    ونكتبيا حسب الترتيب لـ 
   بالعلاقة :                                             يرتبط مع    فنجد أن    أما بالنسبة لحساب 

  
      

   
   

    
 

  

    
                         ( )                                                                          

   بالعلاقة:   يرتبط مع     وكذلك نجد أن 

  
 أي أن:        

           (        )                ( )                                                                                    
   فنجد أن:                                            ( )نعوض ذلك في 

  

    
 (        )        

 

                                                                         
  

    
          

     

    
   

 

                                                                      
  

    
 [       ]          

 

                                                                                                   ( ) 
 المتعامد باتجاه عكس عقارب الساعة التاليتين: وبذلك نصل عمى العلاقتين المستخدمتين كثيراً في عمميات التدوير

                

                 
                        (   )                                          

 الشكل التالي: انأخذت Tالمصفوفة و  (2-3العلاقة) فإن ( ،وعندىا- θبـ ) θنستبدل  ( : إذا كان التدوير مع حركة عقارب الساعة2ملاحظة ) **
                
                

                     *
        
         

+ 
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ذا رمزنا لمصفوفة الحل النيائي في الإحداثيات  ولمصفوفة الحل النيائي في  Aبالرمز       وا 
   الإحداثيات الجديدة 

    و 
 T. فإننا نجد أن ىاتين المصفوفتين مرتبطتان بواسطة  Bبالرمز   

 لاقة التالية :بالع
                                                                                          (   ) 

، فنجد أن       ( ، نفترض أن زاوية التدوير 1-3ولتطبيق ذلك عمى الحل العاممي في الجدول )
   (  )             (  ) ن مصفوفة التدوير        لشكل التالي :تأخذ ا T، وا 

 

  [
   (  )     (  )
   (  )    (  )

]  *
           
          

+ 
 لإحداثيات الجديدة لمحل النيائي السابق كما يمي:اوبذلك يمكننا حساب 

   

    

[
 
 
 
 
 
        
        
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 

*
           
          

+  

  
   

 

[
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 

            

 

 

 وىكذا نستنتج أن عممية التدوير أعطتنا صورة جديدة لمحل النيائي تتميز بما يمي:
 أصبحت موجبة .   إن جميع أمثال المتحولات   -1
   ازدادت عمى    و   إن أمثال   -2

   وتناقصت عمى   
رت عمى ىذين وذلك لأن المساقط تغي  

 المحورين .
   قد تغيرت فأصبحت أمثاليا عمى    و   و   و   إن أمثال المتحولات  -3

أكبر مما كانت   
   عميو كما إن أمثاليا عمى 

 أصبحت صغيرة .  
   (، ولكن حصة العامل الأول 2.75إن التشاركية الاجمالية ليذين العاممين بقيت ثابتة )  -4

ازدادت   
   ( ونقصت حصة العامل الثاني 1.0375إلى )

 ( .1.7129وأصبحت )  
   : إذا أردنا أن نجري عممية التدوير السابقة بحيث يمر المحور الجديد ملاحظة

من النقطة التي تمثل   
 قة:   من العلا  ( عمينا أن نقوم بحساب زاوية التدوير0.60، 0.60والتي إحداثياتيا )   المتحول الأول 

    
  

  
 

    

    
   

   أي أن زاوية التدوير التي تجعل 
، ومنيا نجد أن مصفوفة التدوير       تساوي    يمر من   

 تساوي: Tالجديدة 
  [

   (  )     (  )
   (  )    (  )

]  *
             
            

+ 
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ن صورة الحل الجديد الذي يمر من   تحسب من العلاقة :   وا 

   

[
 
 
 
 
 
        
        
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 

*
             
            

+  

[
 
 
 
 
 
       
       
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 

          

 

 

 وىو يختمف عن الحل السابق ويتميز عنو بما يمي:
   ازدادت عمى المحور    و   إن أمثال المتحولين   -1

   دمت عمى وانع  
   المتعامد مع   

  
 ، المتين تقعان عمى استقامة واحدة( .   و   يمر من النقطتين  OF1)لأن  

   ازدادت قميلًا عمى    و   و   و   إن أمثال المتحولات   -2
   وتراجعت قميلًا عمى   

بسبب   
   تغير موقع 

 بالنسبة لمنقاط التي تمثل ىذه المتحولات .  
  ( ولكن حصة العامل الأول 2.75إن قيمة التشاركية الإجمالية بقيت ثابتة )  -3

( 1.375أصبحت )  
  وحصة العامل الثاني 

 ( .1.376أصبحت )  
إن الشكل الجديد أصبح قريباً من شكل الييكل البسيط لأنو أصبح يحقق بعض شروطو )راجع   -4

 شروط الييكل البسيط( .
 تحويل الحل المفروض إلى شكل أفضل من الشكل السابق .والسؤال الآن ىو: ىل يمكن 

   بحيث يمر المحور الثاني         والجواب ىو: نعم يمكن ذلك بتدوير الحل المفروض بزاوية 
بين   

ن أفضل وضع لـ    و   و   و   تجمع النقاط التي تمثل المتحولات     ، وا 
ىو الوضع الذي يمر   

والذي يتميز بأن إحداثياتو تحسب من متوسطات إحداثيات ىذه المتحولات  Sجمع من مركز ثقل ذلك الت
 تساوي : Sعمى المحورين القديمين، أي أن إحداثيات 

 (
 

 
∑   

 

   

  
 

 
∑   

 

   

)   (            ) 

 نحسب ظميا من العلاقة :    مع    ولحساب الزاوية التي يصنعيا 
     

     

    
        

 

              تساوي:     مع    ومن جدول التوابع المثمثية نجد أن الزاوية التي يصنعيا 
                        تساوي:     مع    وبذلك تكون الزاوية التي يصنعيا  

   وىي زاوية التدوير المناسبة لممحاور، حتى يمر المحور الجديد 
   من مركز ثقل تجمع المتحولات   

 ، ومنو نجد أن:  و   و   و
 

       (      )                                       (      )                 
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ن مصفوفة التحويل   أصبحت تساوي: Tوا 
  *

             
            

+ 
 فنحصل عمى أن:      ولإيجاد الحل الجديد في المحاور الجديدة نحسب الجداء 

   

    

[
 
 
 
 
 
        
        
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 

*
             
            

+  

  
   

 

[
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 

 

 

   قد ازدادت عمى المحور الجديد    و   و   و   وىذا يعني أن أمثال )مساقط( المتحولات 
  

   وتناقصت عمى 
   قميلًا عمى    و   . بينما تناقصت أمثال   

   وتزايدت عمى   
. واحتفظت   

 ( .2.75التشاركية الاجمالية بقيمتيا )
   : حتى تصبح الصورة الأخيرة أكثر تعبيراً وأسيل تفسيراً ، يجب أن نجعل المحور الأول ملاحظة

  
، وأن نجعل المحور الثاني يمر من مركز        ؤلف من النقطتين يمر من مركز ثقل التجمع الأول الم
، وعندىا نجد أن ذلك يزيد بآن واحد قيم مساقط   و   و   و   ثقل التجمع الثاني المؤلف من 

 )أمثال( متحولات كل تجمع عمى المحور المار بو، وينقص من مساقطو عمى المحور المقابل لو .
بة يخل بشروط تعامد الإحداثيات ويجعمنا ننتقل من الإحداثيات المتعامدة إلى ولكن تحقيق ىذه الرغ

   الإحداثيات المائمة، لأن المحوين الجديدين 
   و  

يصبحان غير متعامدين. وىذا أمر يحتاج إلى   
 معالجة خاصة وسنتعرض ليا لاحقاً .

، فإن عمميات التدوير تجري في فضاء    و   و   أما عندما يكون الحل النيائي ممثلًا بثلاثة عوامل 
 ( وكما يمي :2-3وفي كل مستو عمى حدة ، كما في الشكل )   العوامل العامة 

*

1F

*

2F

*

3F

1F

3F

2F

jZ







 
   (: عمميات التدوير في 2-3الشكل )
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حول المحور المتعامد   بتدوير الإحداثيات بزاوية          نجري التحويل الأول في المستوى   -1
 التالية :    حول محوره( وذلك باستخدام المصفوفة  CD)كما يدور قرص     

    [
          
         
   

]                                               (   ) 
 

    حول المحور المتعامد   بتدوير الإحداثيات بزاوية        نجري التحويل الثاني في المستوى   -2
 التالية :    )كما تدور عجمة السيارة حول محورىا( وذلك باستخدام المصفوفة 

    [
          
   

         
]                                               (   ) 

 

المحور المتعامد  حول γبتدوير الإحداثيات بزاوية        ثم نجري التحويل الثالث في المستوى   -3
 التالية:    )كما تدور المروحة في السيارة حول محورىا(، وذلك باستخدام مصفوفة التحويل     

    [
   
          
         

]                                               (   ) 

ناتجة عن جداء ىذه المصفوفات ويمكننا إجراء ىذه التحويلات الثلاثة دفعة واحدة باستخدام المصفوفة ال
 والتي تساوي: Tونرمز ليا بـ 

                                                                             (   ) 
لتدوير الإحداثيات حول محاورىا المتعامدة الثلاثة . وتكون  Tوىكذا نحصل عمى المصفوفة الإجمالية 

ذا رمزنا لمحل الجديد في الإحداثيات الجديدة بالرمز 3*3مرتبتيا   فإنو يساوي: B، وا 
                                                    (    ) 

 

ذا رمزنا لعناصر المصفوفة   عمى الشكل التالي: Bفإنو يمكننا كتابة الحل النيائي     بالرمز  Tوا 

     [

         
         

   
         

]  [

         

         

   
         

] [

         

         

         

]    (    ) 

 

وأن نكتب الصورة النيائية بدلالة المحاور الجديدة  Bومنيا يمكننا أن نحصل عمى عناصر الحل النيائي 
 مى الشكل التالي:ع   

                                                                                            (    ) 
 ( عمى الشكل التالي:12-3بدلالة الأمثال الجديدة من )   كما يمكننا كتابة وحساب أي متحول 

  
       

       
       

 (      )              حيث (       )          
لكل     و    و    ( تساعدنا عمى حساب الأمثال الجديدة 11-3ومن جية أخرى نجد أن العلاقة )

   في الإحداثيات الجديدة    متحول 
   و  

   و   
 كما يمي:    
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                                     (    ) 

 (       )حيث:                   
 نكتبيا عمى الشكل التالي:     ولإظيار بعض خواص المصفوفة الإجمالية 

  [

         

         

         

]                                                         (    ) 

ن أىم خواصيا عندما تكون الإحداثيات متعامدة ىي:  وا 
إنيا مصفوفة متعامدة، أي أنيا تتألف من أشعة عمودية متعامدة، وىذا يعني أن الجداء السممي لكل   -1

 عمودين منيا يساوي الصفر .
إن طول كل شعاع عمودي فييا يساوي الواحد )أشعة واحدية(، أي أن مجموع مربعات عناصر أي   -2

 عمود منيا يساوي الواحد .
 يجب أن تحقق الشروط التالية: Tإن ىذه الخواص تعني أن عناصر الأعمدة في 

 شروط التعامد: إن يكون الجداء السممي لأي عمودين فييا مساوياً لمصفر: - أ
                               
                               
                               

                             (    ) 
 

 إن يكون طول أو مربع طول كل عمود فييا مساوياً لمواحد: شروط الواحدية :  - ب
   
     

     
   

   
     

     
   

   
     

     
   

                                                                 (    ) 

درجات حرية      3، أي أنيا تترك لنا     مجاىيل ىي  9معادلات وتتضمن  6وىذه الشروط تشكل 
ستويات الثلاثة ، وىي عمميات التدوير التي أشرنا إلييا في الم   ( لمتدوير في الفضاء الثلاثي 3-6-9)

 (السابق.2-3)حول المحاور المعامدة ليا كما في الشكل 
 [  :Harman, P.317طرائق التدوير في الإحداثيات المتعامدة  ] 3-2

لقد لاحظنا أن المشكمة الرئيسية في عمميات التدوير، ىي كيفية حساب الزاوية المناسبة لمتدوير، بحيث 
نحصل عمى حل يحقق شروط الييكل البسيط المذكورة سابقاً . ولمعالجة ىذه القضية لاحظنا من الأمثمة 

مر أحد المحاور فييا )أو )أو مجموعة من النقاط( ىو أن ي   السابقة أن أفضل وضع لتمثيل نقطة ما 
في مركزىا(، وكذلك وجدنا أنو عند تدوير أحد المحاور ليقترب من تمك النقطة فإن إحداثياتيا عمى ذلك 
ن الجداء السممي للإحداثيات الجديدة  المحور ستزيد ولكن إحداثياتيا عمى المحاور الأخرى ستتناقص. وا 

عمى ىذه الملاحظة توصل )فيرجيوسن( إلى تشكيل مقياس  لأي نقطتين مختمفتين يبدأ بالتناقص، واعتماداً 
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اقتصادي لمتدوير مؤلف من مجموع جداءات إحداثيات مجموعة النقاط المجتمعة، ولكن بما أن ىذه 
المجاميع قد تأخذ قيماً سالبة أو موجبة، فقد اقترح أن يتم استبدال المجموع العادي بمجموع مربعات جداء 

 . وىو يأخذ الشكل التالي: nوعمى جميع المتحولات  mخوذاً عمى جميع العوامل إحداثيات تمك النقاط مأ

∑ ∑ (       )
 

 

     

 

   

                                                    (    ) 

(   ) وىذا يتألف من 

 
 .    زوجاً من الاحداثيات الجديدة لممتحولات  nمجموعاً مؤلفاً من  

)الحل القبمي( والحل بعد  Aىذه القضية ننطمق من العلاقة التي تربط بين الحل قبل التدوير  ولمعالجة
 في الإحداثيات المتعامدة كما رأينا سابقاً وىي: T)الحل البعدي( بواسطة مصفوفة التحويل  Bالتدوير 

                                                                                  (    ) 
  ، مع شرط أن تبقي قيمة التشاركية Bإلى المصفوفة  Aتحول المصفوفة  Tأي أن المصفوفة 

الخاصة   
ثابتة )= مربع طولو( ، وىذا يعني رياضياً أن التشاركيات الفردية قبل وبعد التدوير يجب    بكل متحول 

 أن تحقق العلاقة:

∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

   
                     (         )          (    ) 

ذا أخذنا مربعات ىذه التشاركيات فإنو يجب أن يبقى ثابتاً أيضاً     ∑)وا 
 )

 
ن مفكوكة         وا 

 يجب أن يساوي مقداراً ثابتاً، أي أن:

(∑   
 )

 

 ∑   
 

 

   

   ∑    
    

 

 

     

                         (    ) 

 (          )أي أن      (       وذلك من أجل كل متحول 3-21)        
فنحصل عمى التركيب الذي يجب أن    ع المتحولات نقوم الآن بأخذ مجموع الطرف الأيمن عمى جمي

 يساوي مقداراً ثابتاً، كما يمي :

∑∑   
 

 

   

 

   

   ∑ ∑ (   
    

 )

 

     

 

   

                         (    ) 
 

لتشاركية ( يساوي مقداراً ثابتاً بشكل دائم لأنو أصبح مرتبطاً با22-3وىنا نلاحظ أن مجموع الحدين في )
 Aأي أنو إذا ازداد أحدىما يؤدي إلى تناقص الآخر، وىكذا نجد أن عممية تحويل المصفوفة  الإجمالية .

يجاد زاوية التدوير، يمكن أن تستند إلى مدخمين مترابطين وذلك حسب الحد الذي يتم  Bإلى المصفوفة  وا 
( ،  نجد 17-3ذين الحدين مع المقياس)استخدامو في حل ىذه المسألة. وبنتيجة المقارنة الرياضية بين ى

أنو إذا استخدمنا الحد الثاني فإن الأمر يقتضي جعمو أصغر ما يمكن، أما إذا استخدمنا الحد الأول فإن 
 الأمر يقتضي جعمو أكبر ما يمكن.
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ند ، وأصبح ىدفو ع وانطلاقاً من ذلك فإن )فيرجيوسن( نفسو اقترح أن يتم تعظيم الحد الأول ورمز لو بـ 
 التدوير ىو تعظيم المقدار التابع التالي:

  ∑∑   
 

 

   

 

   

                                                    (    ) 

الجديدة، التي بدورىا تتأثر بمكان توضع المحاور  يرتبط بقيم الأمثال العاممية Qوىنا نلاحظ أن المقدار 
 أكبر قيمة ممكنة .    Qالإحداثية بعد التدوير . وليذا يجب تدوير المحاور بحيث يأخذ المقدار  

، وىو عبارة عن قيمتو ما تكون عند درجة nيساوي   ومن الناحية النظرية نعمم أن الحد الأعمى لـ 
 ( .  يمثل بعامل واحد    وية لمواحد )كل متحول التعقيد لكل من المتحولات مسا

يبمغ حده الأقصى عندما تصبح درجة تعقيد كل من المتحولات أصغر ما يمكن. وعندىا يمكننا  Qأي أن 
 أي نقول أن مجموعة المتحولات موزعة عمى شكل يحقق بعض شروط شكل الييكل البسيط .

 (Quartimax: طريقة )كوارتي ماكس 3-2-1
عمى العوامل الجديدة    وسميت بذلك لأنيا تيدف إلى تعظيم مجموع الأسس الرابعة لأمثال المتحولات 

  
، ولإيجاد زاوية التدوير في أحد المستويات،  ، وتعتمد ىذه الطريقة بشكل أساسي عمى تعظيم المقدار  

   ونلاحظ أن المقدار     ليا بـ  فقط، نرمز    و    المعرف بالمحورين       وليكن المستوى 
 يأخذ في ذلك المستوي الشكل المختصر التالي :

    ∑(   
     

 )

 

   

                                                    (    ) 

والتوابع     و     يعطيان بدلالة الإحداثيين القديمين     و     ومعموم  إن الإحداثيين الجديدين 
 (( :2-3( بالعلاقتين التاليتين )انظر العلاقة ) )أو اختصاراً     المثمثية لزاوية الدوران 

                   

                    
                                             (    ) 

 فقط كما يمي:  التابع لمزاوية   عمى المقدار ( نحصل 24-3وبالتعويض في العلاقة )

   ( )  ∑*(               )
 
 (                )

 
+    (    )

 

   

 

والتي     و    ( لتدوير أي محورين كالمحورين  )اي     والآن يصبح ىدفنا إيجاد تمك الزاوية 
 قيميا الممكنة التالية: qو pأكبر ما يمكن، وعندما نعطي  ( )   تجعل قيمة التابع 

          (   )                                
في مصفوفات  Aستساوي جداء المصفوفة الأساسية  Bفإن المصفوفة النيائية للإحداثيات الجديدة 

(   ) التحويل المتتالية ولجميع الأزواج الممكنة والتي تبمغ 

 
 وجاً أو تدويراً كما يمي:ز  

                     (   )                                    (    ) 
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(، وىنا نلاحظ أنو في circleوعندما ننجز جميع ىذه التدويرات نكون قد أنجزنا ما يسمى )دورة كاممة 
في الدورة السابقة وتقترب من حدىا أكبر مما كانت عميو   نياية كل دورة كاممة ستصبح قيمة المؤشر 

،        في المستوى     لأي عممية تدويرية   ، ومن جية أخرى ولتحديد قيمة الزاوية nالأعمى 
 أكبر ما يمكن نقوم بما يمي: ( )   والتي تجعل قيمة التابع 

 .  ( بالنسبة لمزاوية 26-3نشتق العلاقة ) -أ 
( )  نضع ىذا المشتق مساوياً لمصفر فنحصل عمى :                -ب 

  
   . 

 . وبعد حسابات مطولة نحصل عمى أن :  نقوم بحل معادلة المشتق بالسنبة لـ   -ج 

  (  )  
  ∑ (         )(   

     
 ) 

   

∑ *(   
     

 )
 
 (        )

 
+ 

   

 
 

 
            (    ) 

 

 ىي القيمة العددية لممقام .  ىي القيمة العددية لمبسط ، و    حيث
(  )  ( كما يمي:                    28-3ويمكننا أن نكتب المعادلة )  

   (  )

   (  )
 

 

 
 

 أي أن معادلة المشتق الأول تساوي :
  

  
      (  )       (  )                                         (    ) 

 تساوي  (  )   و (  )   وبما أن دورة كل من 

 
، لذلك يجب عمينا أن نبحث عن حمول لمزاوية  

ىي الواقعة في المجال   . وتدل التجارب أن أفضل الخيارات لحمول  [     ]في المجال   
أكبر ما يمكن، يجب أن نتحقق من شرط سالبية    التي تجعل  . وعند تحديد قيمة [       ]

 ( الشرط التالي :4( أي يجب أن يتحقق )بعد الاختصار عمى  المشتق الثاني )عند القيمة المحددة لـ 
 

 

   

   
      (  )      (  )                                         (    ) 

(، وبعد الاصلاح نجد أن 30-3( ونعوضيا في )29-3من ) (  )   ولتطوير ىذا الشرط نحسب 
 ( يصبح كما يمي:30-3الشرط )

 
     

 
   (  )                                                                  (    ) 

 مقدار موجب فإن الشرط الأخير يصبح كما يمي : (     )وبما أن 
   (  )

 
                

 

 
  (  )     (  )                 (    ) 

، وبما أن كل منيما يمكن أن يكون موجباً أو  يجب أن تكون مثل إشارة  (  )   وىذا يعني أن إشارة 
 (  )سالباً، فإنو سيكون لدينا أربعة إمكانيات )بدائل(، وكل إمكانية تقابل الربع الذي تقع فيو الزاوية 

 وىي المعروضة في الجدول التالي: (  )   وكذلك (  )   و  و  وذلك حسب توافق إشارات 
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 (: كيفية تحديد حساب زاوية التدوير:2-3جدول )

القطاع الذي يقع فيو زاوية 
  التدوير 

إشارة  (  )الربع الذي تقع فيو الزاوية 
   (  ) 

 ( 32-3الإشارات في العلاقة ) 
اشارة 

  (  ) 
إشارة 
  المقام 

إشارة 
  البسط 

 + + + +          الأول                 
 + - - -            الثاني                

 - - + -              الثالث                 
 - + - +           الرابع                   

ضمنو من  (  )يتم تحديد الربع التي تقع فيو الزاوية   والمقام   وبناء عمى إشارتي كل من البسط 
)        العلاقة: 

 

 
، ثم نقوم Tوتعويضيا في مصفوفة التحويل   ، وبعدىا يتم حساب (

، وىو سيكون الحل       فنحصل عمى الحل الجديد  Tمن اليمين بـ  Aبضرب المصفوفة 
 .    النيائي بعد التدوير الأول في المستوي 

 (32-3ا أن نتأكد من تحقق الشرط )عمين، ( )    حتى نتأكد من حصولنا عمى أكبر قيمة لمتابع: ملاحظة
، المبين في العمودين      و   بدلالة عاممين    لنأخذ الحل الأولي لثمانية متحولات  (:2-3مثال )

 ( ، ولإجراء عممية التدوير عمى ىذا الحل نقوم بما يمي:3-3من الجدول ) 3و 2
( من خلال حساب عناصر كل منيما عمى 28-3نحسب قيمتي البسط والمقام الواردتين في العلاقة )

 بيانات المثال التالي، ولذلك نعد الجدول التالي:
 : (  )  لحساب  (: الحسابات اللازمة3-3جدول )

× الجداء 
 الفروقات

 المتحولات Aالحل الأولي  المربعات الجداء الفروقات Bالحل النيائي 
           

     
       

     
     

     
          

0.3498- 0.196 0.899 0.5321 0.6574- 0.1568 0.6889 0.396- 0.830    
0.3446- 0.131 0.934 0.4491 0.7673- 0.2200 0.6691 0.469- 0.818    
0.2796- 0.105 0.902 0.3828 0.7304- 0.2209 0.6037 0.470- 0.777    
0.3046- 0.172 0.876 0.4760 0.6400- 0.1608 0.6368 0.401- 0.798    
0.2891 0.877 0.315 0.3678 0.7860 0.2500 0.6178 0.500 0.786    
0.1489 0.774 0.250 0.2418 0.6156 0.2098 0.4516 0.458 0.672    
0.0821 0.715 0.197 0.1557 0.5275 0.1971 0.3528 0.444 0.594    
0.1326 0.660 0.307 0.3077 0.4309 0.1109 0.4186 0.333 0.647    
 المجموع 4.4394 1.5263 2.5776 0.3053 3.4247 1.1706 3.5563 2.4112 -0.6260

(، وبعد إجراء 28-3الواردين في العلاقة )  والمقام   ومن نتائج ىذه الحسابات نقوم بحساب البسيط 
 تساوي:  (( نجد أن قيمة 3-3جداء عناصر عمودي الجداء والفروقات )الموجودين في الجدول )

    ∑(        )(   
     

 )

 

   

  (       )          
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 الأخير المتضمن مجموع المربعات نجد أن:ومن السطر 
  ∑*(   

     
 )

 
 (        )

 
+  (      )                 

 ( فنجد أن:28-3ثم نعوض ذلك في العلاقة )
  (  )  

 

 
 

       

       
                                                                       

ن ال    وبما أن البسط  حسب معطيات السطر الثالث من  (  )، فإن الزاوية     مقام . وا 
،   وىذا             ( تقع في الربع الثالث، أي أنيا محصورة في المجال:  2-3الجدول )
 .              محصورة في المجال   يعني أن 

 تساوي : (  )لزاوية وبالعودة إلى جداول التوابع المثمثية أو باستخدام الآلات الحاسبة نجد أن ا
         (      )                         

   تساوي:         وىكذا نجد أن زاوية الدوران المطموبة 
      

 
            . 

، أي يكون             التدوير بعكس حركة عقارب الساعة في المستوى  إتجاه وحتى نحافظ عمى أن يكون
 تجاه حركة الدورانلمدلالة عمى ا)  (. فإننا نترك القيمة السالبة لمزاوية 4-3ملائماً لممصفوفة )

 (. وعندىا نجد أن:4-3(، ونقوم بحساب عناصر مصفوفة التحويل )المعاكسة
        (      )                      (      )         

 تأخذ الشكل التالي: Tوبذلك نجد أن مصفوفة التحويل 
  [

         
        

]  *
            
             

+                                               
 Bعمى الحل  حصمنا ومنيا ،     نقوم بتطبيق العلاقة:  Bولحساب عناصر الحل النيائي 

 اليةيحافظ عمى ثبات قيمة التشاركية الاجم ىوو  ،(3-3وضعناه في العمودين الأخيرين من الجدول )و 
 مقابل(،           )أكبر ما يمكن  رويجعل قيمة المؤش ،(5.9657) في الحمين والمساوية

 لمحل الأولي . 2.883 القيمة
 Varimax: طريقة فري ماكس 3-2-2

لقد لاحظنا من الفقرة السابقة أن طريقة )كوارتي ماكس( كانت تيدف إلى تبسيط التعبير في كل سطر من 
(، ولكن طريقة )فري ماكس( التي وضعيا   )أي تبسيط التعبير عن كل متحول  Aأسطر المصفوفة 

(Kaiser)  تيدف إلى تمبية شروط الييكل البسيط من خلال الضغط عمى الأعمدة )أي من خلال الضغط
 وعمى تبايناتيا .        عمى العوامل 
من خلال تباين مربعات أمثالو، فإذا كان عمود أمثال    ببساطة تباين العامل  (Kaiser)ولقد عرف 

 في الحل النيائي كما يمي:               عمى المتحولات    العامل 
                                                                               (    ) 
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ن مربع كل منيا يقع          تحقق المتراجحة : فإن قيم ىذه الأمثال كمعاملات ارتباط  ، وا 
،وىي تشكل أبسط شكل ليا عندما يأخذ بعضيا قيماً قريبة من الواحد ويأخذ بعضيا   ]    [في المجال 

   الآخر قيماً قريبة من الصفر. )أي عندما تأخذ 
   قيماً متطرفة(، وىذا يعني أن تباينيا )أي تباين   

  )
ذا رمزنا لتباين مربعات الأمثال العمودية في ىذه ا مأخوذاً    لمعامل     لحالة سيكون أكبر ما يمكن، وا 

  عمى جميع المتحولات بالرمز 
 . نجد أنو يساوي :  

  
  

 

 
∑(   

   ̅  
 )

 
 

   

                         (        )                          (    ) 

ن   مفكوكو يساوي :وا 

  
  

 

 
∑   

 

 

   

 
 

  
(∑   

 

 

   

)

 

                  (        )                   (    ) 

  وحتى تشمل ىذه العلاقة جميع العوامل الداخمة في الصورة العاممية، نأخذ مجموع المقدار 
عمى جميع   

 فنحصل عمى المقدار التالي:،   العوامل 

   ∑  
 

 

   

 
 

 
∑∑   

 

 

   

 

   

 
 

  
∑(∑   

 

 

   

)

 
 

   

                                (    ) 

التي تعطينا الييكل البسيط ، يجب أن تجعل     إلى أن عناصر الحل النيائي  (Kaiser)وىكذا توصل 
 أكبر ما يمكن .   المقدار 

، وىو أنو يتيح لممتحولات ذات التشاركيات اً كبير  اً يار عيبولكن التجارب العممية أظيرت أن ليذا المع
أكثر من المتحولات ذات التشاركيات الصغيرة، أي تترك   الكبيرة أن تؤشر عمى حساب زاوية التدوير 

 ليا وزن أكبر في تحديد الحل النيائي. 
عمى جذور     النيائي  نفسو بتحسين المعيار السابق وتعديمو بتقسيم عناصر الحل (Kaiser)وليذا قام 

)لأنيا تجعل    ، وسمى الناتج بالأمثال الممعيرة لممتحول   لممتحولات  (  )التشاركيات المقابمة ليا 
طول شعاع كل سطر مساوياً لمواحد( . ثم قام بتعريف تابع جديد لمتعبير عن بساطة الحل النيائي 

 ( .  ثم ضربو بـ    عمى     بتقسيم كل    بالعلاقة التالية )استخرجو من 

   ∑∑(
   

  
)

  

   

 

   

 ∑(∑
   
 

  

 

   

)

 
 

   

                                          (    ) 

       في المستوى     ثم أطمق عمى ىذا المؤشر المعياري اسم )فري ماكس(، ولتحديد زاوية التدوير 
بدلالة عناصر الحل     و    ( ونكتب عناصر الحل النيائي 28-3العلاقة ))لعاممين فقط( نستخدم 

 كما يمي :    و    الأولي 
                       

                        
                                                           (    ) 
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بحث عنيا في جميع المستويات ال، ثم       في المستوى     ويصبح ىدفنا الآن إيجاد زاوية التدوير 
 نطبق العلاقة: B، و لمحصول عمى جميع عناصر الحل النيائي   الأخرى في فضاء العوامل العامة 

                  (   )                                         (    ) 
 أكبر ما يمكن نجري ما يمي :  التي تجعل التابع     ولإيجاد ىذه الزاوية 

ونرمز ليذه القيم الممعيرة والواقعة في     وعناصر الحل النيائي     نقوم بمعيرة عناصر الحل الأولي 
 كما يمي:       المستوى 

   
   

  
            

   

  
 (    )                              ( لمحل الأولي)                            

 

   
   

  
            

   

  
 (    )                             ( لمحل النيائي)                            

 بالعلاقة: Tوىكذا نجد إنيما يرتبطان عبر المصفوفة 
(       )  (       ) [

         
        

] 
 

 ( تأخذ الشكل التالي:38-3وىي تعطينا أن العلاقة )
   

   

  
              

   
   

  
               

                                                                (    ) 

 . ( ) فقط ونرمز لو   صل عمى تابع لمزاوية ( نح37-3وبتعويض ىذه العناصر في العلاقة )
ونضعو مساوياً لمصفر فنحصل عمى المعادلة   ولإيجاد القيمة العظمى ليذا التابع نأخذ مشتقو بالنسبة لـ 

 الآتية:
  ( ) 

  
                                                                                                (    ) 

 ومن ىذه المعادلة وبعد إجراء حسابات معقدة نحصل عمى أن:

  (  )  
   

   
 

  
(     )

 

 
  

  
                                                             (    ) 

 ( تعني وتساوي ما يمي:44-3حيث أن الرموز في )

     
    

   ∑  

 

   

           ∑  

 

   

  ∑(  
    

 )

 

   

    ∑     

 

   

                                        (    ) 
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، بحيث تجعل قيمة المقدار  ]       [( ضمن المجال 44_3من العلاقة )  ويتم تحديد قيمة الزاوية 
V ( 2-3( أكبر ما يمكن ، وذلك اعتماداً عمى الجدول )37-3في )( الوارد في طريقة )كوارتي ماكس

شارتي البسط   )كما فعمنا سابقاً( .   والمقام    وحسب قيمتي وا 
    يجب أن تحقق الشرط التالي:  ( ) وأخيراً نشير إلى أن قيمة المشتق الثاني لمتابع 

   
    

 (: 3-3مثال )
( لثمانية متحولات. ولنجري عميو الحسابات اللازمة 2-3لنأخذ الحل الأولي الوارد في المثال السابق )

 : (لعاممين فقط  (   والمبينة في الجدول التالي
 :والحسابات اللازمة عمييا ( بيانات المثال السابق4-3)جدول 

 حسابات المقادير الوسيطة
الأمثال الممعيرة لمحل 

 الأولي
جذر 
 التشاركية

 أمثال الحل الأولي
 المتحولات

        
    

                         
0.9783- 0.2082- 0.7773- 0.6293 0.4306- 0.9026 0.9196 0.396- 0.830    
0.8718- 0.4896- 0.8630- 0.5041 0.4974- 0.8675 0.9429 0.469- 0.818    
0.8221- 0.5691- 0.8857- 0.4641 0.5176- 0.8556 0.9081 0.470- 0.777    
0.9576- 0.2878- 08024- 0.5967 0.4490- 0.8935 0.9831 0.401- 0.798    
0.7676 0.6405- 0.9056 0.4238 0.5367 0.8437 0.9316 0.500 0.786    
0.6809 0.7328- 0.9309 0.3657 0.5632 0.8264 0.8132 0.458 0.672    
0.5432 0.8397- 0.9591 0.2832 0.5987 0.8010 0.7416 0.444 0.594    
0.9457 0.3244- 0.8137 0.5811 0.4576 0.8891 0.7277 0.333 0.647    
 المجموع ---- ----- ----- ----- ------ 3.8490 0.2809 -4.0921 -0.6930

 نجد أن:ومن ىذا الجدول 

  ∑  

 

   

                           ∑  

 

   

                     

  ∑(  
    

 )

 

   

           ∑     

 

   

        

 

 ( نجد أن:44-3وبتعويض ذلك في العلاقة )

  (  )  
        

 
 
              

        
 
 
[(      )  (      ) ]

                             
 

  (  )  
       

       
                        (      )             
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شارة المقام سالبة. أي أن الزاوية  تقع في المجال:  (  )وىنا نلاحظ أولًا أن إشارة البسط سالبة وا 
،             ، وىذا يعني أن زاوية التدوير تقع في المجال:             

 ثمثية أو من الآلات الحاسبة نجد أن:ومن جداول التوابع الم
        (      )                                        

        ومنيا نجد أن قيمة زاوية التدوير                           
      

 
            ، 

 ومنيا نحسب عناصر مصفوفة التحويل فنجد أن : 
                                                                            

 تأخذ الشكل التالي : Tوىكذا نجد أن مصفوفة التدوير 
  [

         
        

]  *
            
             

+ 
 كما يمي: Xنحصل عمى الحل النيائي الممعير  Tمن اليمين بـ   وبضرب عناصر الحل الأولي الممعير 

      
)قبل المعيرة( بضرب عناصر الحل النيائي  Bثم نقوم بالانتقال إلى حساب عناصر الحل النيائي 

، ونضع النتائج في  (     )    ، أي نحسبيا من العلاقة    بقيم جذور التشاركيات  Xالممعير 
 (.    و    الجدول التالي: )انظر العمودين الأخيرين 

 (: الحسابات اللازمة لإيجاد الحل النيائي:5-3) جدول

    الحل النيائي  شكل الييكل البسيط
          

 مربعات العناصر
 الحل النيائي

 المتحولات بالأمثال الممعيرة
                  

    
        

0.000 0.879 0.272 0.879 0.0874 0.9128 0.2957 0.9554    
0.000 0.919 0.210 0.919 0.0496 0.9504 0.2228 0.9749    
0.000 0.890 0.182 0.890 0.0400 0.9600 0.1999 0.9798    
0.000 0.858 0.246 0.858 0.0762 0.9237 0.2760 0.9611    
0.900 0.000 0.900 0.238 0.9343 0.0665 0.9666 0.2560    
0.792 0.000 0.792 0.183 0.9495 0.0508 0.9744 0.2254    
0.720 0.000 0.729 0.135 0.9667 0.0333 0.9832 0.1826    
0.684 0.000 0.684 0.250 0.8823 0.1177 0.9393 0.3431    
 المجموع ---- --- 4.0142 3.9860 ---- ---- ---- ----
 المربعاتمجموع  ---- --- 3.5331 3.5049 3.316 2.648 ---- ----

 

وىكذا نجد أن عناصر الحل النيائي قد أصبحت موجبة وأخذت قيماً أكثر تعبيراً وأسيل تفسيراً، لأن أمثال 
  المتحولات الأربعة الأولى قد ازدادت وأخذت قيم معنوية في العامل الأول 

وأمثال غير معنوية في   
  العامل الثاني 

ن أمثال المتحولات الأربعة الأخر      ى قد تناقصت في ، وا 
  وتزايدت في   

، وىذا   
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  يعني أن العامل الأول يتألف من المتحولات الأربعة الأولى وتشكل العامل الأول 
ن المتحولات    ، وا 

  الأربعة الأخرى تشكل العامل الثاني 
  ، ولقد قمنا بحساب المربعات  

  و  
لاستخداميا في حساب   

 وتساوي : Vعظمى لمتابع القيمة ال، حيث وجدنا أن قيم عناصر ىذا الحل تعطينا Vقيمة التابع 
   (             )  [(      )  (      ) ]          

 

         والتي كانت تساوي :  Aالمقابمة لمحل الأولي  Vمقابل قيمة 
 ويمكن توضيح عممية التدوير السابقة عمى الشكل التالي:

5Z

7Z

6Z

8Z

3Z
2Z

1Z
4Z

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 11

1

0.2

0.4

0.6

0.8

1F

1

*F

2

*F

2F

 
 (: التدوير المتعامد لممثال السابق3-3الشكل )

 

 ومن الشكل نلاحظ أن الحل الأخير أصبح يتألف من عاممين:
            والثاني: ويضم المتحولات               الأول: ويضم 

ما يكون إلى شكل الييكل البسيط ، ويكفي أن  وأخيراً نستنتج أن الحل النيائي المدور الجديد أصبح أقرب
( ميممة أو معدومة. فنحصل عمى العمودين الأخيرين المذين يحققان 0.30نعتبر الأمثال التي تقل عن )

 شروط الييكل البسيط حيث يوجد صفر في كل سطر، ويوجد أكثر من صفر في كل عمود .
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 vary max( السابق ولنعالجو حسب طريقة 2-1) لنأخذ الحل العاممي المتعامد لممثال (:4-3مثال)
 لمحصول عمى ىيكل بسيط، ولذلك نجري الحسابات التالية:

 varimax(: حسابات التدوير حسب 6-3جدول )
جذر  الأمثال الممعيرة المقادير المطموبة

 التشاركيات 

   
 المتحولات      

          
    

              

0.6005- 0.7997- 0.9486 0.3165- 0.8113 0.5846 0.9939 0.8064 0.5810    
0.6222- 0.7828- 0.9441- 0.3295 0.5790- 0.8153 0.9409 0.5448- 0.7671    
0.1528- 0.9883- 0.9971 0.0766- 0.7337 0.6795 0.9895 0.7260 0.6724    
0.4311- 0.9024 0.2210- 0.9753 0.1112- 0.9938 0.9382 0.1043- 0.9324    
0.6318- 0.7751- 0.9421- 0.3353 0.5765- 0.8171 0.9682 0.5582- 0.7911    
 المجموع     ----- 1.2470 -0.1615 -2.4435 -2.4384

 ( أن:44-3وىكذا نجد من العلاقة )

  (  )  
        

 
 
 (      )(       )

        
(      )  (       ) 

 

 
          

         
          

 تقع في الربع الثالث، ومن جداول التوابع المثمثية نجد أن: (  )( نجد أن الزاوية 2-3ومن الجدول )
(  )       (      )                            

 

   أي أن زاوية التدوير المناسبة تساوي:
        

 
                              

 تساوي : Tأن عناصر مصفوفة التحويل  وبذلك نجد
  [

   (      )     (      )
   (      )    (      )

]  *
              
               

+ 
 ومنيا نجد أن الإحداثيات الجديدة لصورة الحل السابق تساوي ما يمي:

      

    

[
 
 
 
 
            
             
            
             
             ]

 
 
 
 
 *

              
               

+  

    

[
 
 
 
 
            
             
            
            
             ]

 
 
 
  

( -34.85الذي حصمنا عميو بعد تدوير المحاور الإحداثية بمقدار) Bومما سبق نلاحظ أن الحل الجديد 
ن نعتبر الأمثال التي تقل عن درجة، يتميز بأنو يحقق معظم شروط الييكل البسيط، ولإظيار ذلك يكفي أ

 ( ميممة أو مساوية لمصفر فنجد أن ذلك الحل يساوي :0.20)

  

[
 
 
 
 
           
           
           
            
           ]
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ويتضمن صفرين في كل عمود، (   وىو يتضمن في كل سطر صفراً واحداً عمى الأقل )ماعدا سطر 
 وىذه أىم خواص الييكل البسيط .

 كما يمي:       وأخيراً يمكننا أن نرسم الحل المدور الجديد مع المحاور الإحداثية الجديدة 

 
 ((2-1(: الحل بعد التدوير )قارنو مع الشكل )4-3الشكل )
 رئيسيين:وىو يشير إلى وجود عاممين 

فمو موقع خاص بينيما،    ، أما المتحول        والثاني: يتألف من         الأول: يتألف من 
 إلى العامل الأول، لذلك يمكن إدخالو ضمن العامل الأول . وولكنو أقرب من

 [  Harman P.336: ]وطرائقو : التدوير المائل 3-3
 : تمييد:3-3-1

يستخدم التدوير المائل لتحسين الصورة العاممية لممسألة المطروحة. وييدف إلى تحويل الحل المتعامد )أو 
المائل( إلى حل مائل )آخر( محمول عمى محاور مائمة تمر من مراكز ثقل المجموعات التي تشكميا 

 وعات( .)كما في الحالة التي رأيناىا في طريقة المجم   في الفضاء    المتحولات 
واحديان ويشكلان في المستوى محورين    و   ولتوضيح معاني الحل المائل نفترض أن الشعاعين 

عمى ىذه المحاور نفترض    )حادة أو منفرجة(. ولتسييل عممية تمثيل المتحولات   مائمين بينيا بزاوية 
، فتكون (    )   طولو     ، أو بشعاع   يتمثل عمى ىذا المستوى بنقطة    أن كل متحول 

، وىي تمثل (         ) في ىذا النظام المائل ىي    الإحداثيات المائمة )الموازية لممحاور( لمنقطة 
(، أي يمكننا أن 5-3كما في الشكل )    و    أمثال )أثقال( ذلك المتحول عمى المحورين المائمين 

 عمى شكل تركيب خطي كما يمي:   و   بدلالة    نكتب أي متحول 
                                                              (    ) 
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 الصحيح ( أكبر من الواحد   عمى    )أمثال     ( نلاحظ أن القطعة المستقيمة 5-3ومن الشكل )
يمكن أن تأخذ قيماً أكبر من الواحد،       في الإحداثيات المائمة     أي أن الأمثال ،  (     )

، لأنيا عبارة عن (     )وذلك عمى عكس الاحداثيات المتعامدة التي تكون دائماً أصغر من الواحد 
ن الأمثال ولأ ،        عمى المحورين  (    )   الذي طولو     المساقط العمودية لمشعاع 

 .   والعوامل    رتباط بين المتحولات تمثل معاملات الا    العمودية 

1

2

1t

2t

1jb

2jb

1
1jC

2jC 1

 1 2 bjP b

jh

0


1

 
 ( التدوير المائل5-3الشكل )

  يساوي جذر التشاركية    في الفضاء    لقد أشرنا إلى أن طول أي شعاع 
 لذلك الشعاع وتساوي :  

   ‖  ‖                                                              (    ) 
 

ذا رمزنا لمزاوية بين الشعاع     ولمسقطو العمودي عمى    بالرمز    ( والمحور    )الممثل لـ    وا 
 ( أن:5-3نجد من الشكل )،  فإننا     بالرمز    ولمسقطو العمودي عمى     بالرمز 

      
   
  

                                                                         (    ) 
                                                                                (    ) 

معاملات ، فإن   ممثمة عمى شكل أشعة في    ومن جية أخرى نعمم أنو إذا كانت المتحولات 
يساوي جداؤىما    و   الارتباط بينيما تساوي جداؤىما السممي، وىكذا نجد أن معامل الارتباط بين 

 السممي ويساوي :
                                                                 (    ) 
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 يساوي:     فإن معامل الارتباط  (     )وأن  (     )يساوي الواحد    وبما أن طول الشعاع 
                                                                          (    ) 

 ( نستخمص مباشرة أن :49-3( و )51-3ومن العلاقتين )
                                                                               (    ) 

 وبطريقة مشابية يمكننا أن نبرىن عمى أن:
، ماىي إلا معاملات     و    ( عمى المحورين المائمين   )الممثل لـ     المساقط العمودية لمشعاع 

التي تعبر عن  (      )عمى الترتيب . وىي تختمف عن الأمثال     و    مع المحورين    ارتباط 
 ( يوضح ذلك .5-3والشكل )   الإحداثيات المائمة لممتحول 

 (        )، ولكن الأمثال     و    عمى المحورين     ومع أن كمتا الحالتين تشكلان مساقط 
، ويمكن أن   بشكل يوازي    عمى     ، ومن أسقاط    بشكل يوازي    عمى     تنشأ من إسقاط 

تكون موجبة أو سالبة، والشيء الأىم ىو أن قيمتيا يمكن أن تكون أكبر من الواحد )وذلك حسب موقع 
 ( .      في المستوى    المتحول 

فيي تساوي معاملات      و    عمى المحورين المائمين    لـ  (        )أما المساقط العمودية 
ن ىذه المساقط يمكن أن تكون موجبة أو سالبة ولكن قيميا     و    والمحورين    الارتباط بين  ، وا 

 المطمقة لا يمكن أن تتجاوز الواحد. )حسب خواص معامل الارتباط( .
ذا اقتربت الزاوية بين   المساقط يتطابقان. فإن كلا النوعين من  (   )إلى الزاوية القائمة    و   وا 

( ورياضياً من العلاقات السابقة أنو يوجد لدينا 5-3مما سبق يمكننا أن نستخمص ىندسياً من الشكل )
 مصفوفتان أو صورتان عامميتان لممحاور المائمة ىما:

لممتحولات     : وىي عبارة عن مصفوفة الأمثال مصفوفة الصورة العاممية المائمة ونرمز ليا بـ  - أ
 ويمكن أن تكون قيميا المطمقة أكبر من الواحد .            عمى المحاور المائمة    

: وىي عبارة عن مصفوفة معاملات الارتباط بين   مصفوفة الييكل العاممي ونرمز ليا بـ   - ب
 ، وتكون قيميا المطمقة أصغر من الواحد .              والعوامل المائمة    المتحولات 

 أما في الإحداثيات المتعامدة فإن ىاتين المصفوفتين تتطابقان . 
( 56-1( و)55-1( و)49-1وبطريقة مشابية لما فعمناه في الفصل الأول عند استخراج العلاقات )

( ، يمكننا أن نستخرج علاقات مشابية وبرموز مناسبة للإحداثيات المائمة، 5-3واستناداً إلى العلاقة )
 حيث نجد أن:

والعوامل المائمة  Zjالمؤلفة من معاملات الارتباط بين المتحولات  Sلمصفوفة الييكمية ا -
t1,t2,t3,….,tm  والتي تساوي بدلالة الصورة العاممية الأولية ،A  وبدلالة مصفوفة التحويلT :ما يمي 

                                                                                        (    ) 
 ( ما يمي :55-1وىي تساوي من جية أخرى وقياساً عمى العلاقة ) -

                                                                                          (    ) 
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 ىي مصفوفة المعاملات الارتباطية بين العوامل المائمة نفسيا والتي تساوي:   حيث أن :  -
                 (   )                                                 (    ) 

 ( أن :55-3وىكذا نجد من )
                                                                                   (    ) 

( نجد أن 54-3وبالاستفادة من العلاقة )   (  )        ( نجد أن : 56-3ومن العلاقة )
 ( تأخذ الشكل التالي:57-3العلاقة )

        (   )    (  )     (  )                  (     ) 
 مباشرة من العلاقة :  من المصفوفة    ي أنو يمكننا حساب مصفوفة الصورة المائمة أ

    (  )                                                                                    (    ) 
العاممي الأول  ، يسمى بالحل      إن التعبير عن نقاط المتحولات في نظام الإحداثيات المائمة 

 وما شابييما بالمحاور الأولى .     و    )الأولاني( ، ويسمى المحوران 
نقوم بتحسين ذلك الحل والبحث عن حل آخر      و    وبعد حساب وتحديد أمثال ىذه النقاط عمى 

 م إنشاؤىا كما يمي: ويت      يسمى بالحل الثاني منسوب لإحداثيات جديدة متعامدة تخالفياً مع الأولى 
ويكون     متعامداً مع     ، بحيث يكون و         نقوم بإنشاء محورين إحداثيين جديدين 

( 5-3، ونسمييما بالمحاور الثانية ، وىما المحوران المرسومان عمى الشكل )    متعامداً مع     
 السابق .

تصبح     عمى المحور     ( يتضح لنا أن مساقط النقاط الأربعة القريبة من 5-3ومن الشكل )
 مساوية لمصفر تقريباً .

ىي أيضاً تصبح مساوية     عمى المحور الثاني     وكذلك نجد أن مساقط النقاط الأربعة القريبة من 
 لمصفر تقريباً .

الذي يحقق شروط الييكل البسيط . وىكذا نجد أنو توجد علاقة  وبذلك نكون قد حصمنا عمى الحل الثاني
 بين ىذين النوعين من الحل ويمكننا الانتقال من أحدىما إلى الآخر .

ولكن في المسائل العممية غالباً ما يمجؤون مباشرة إلى الحل المائل الثاني )بدلالة المحاور الثانية 
ت مناسبة لإنشاء نظام إحداثيات عند التدوير ويحقق لنا ( لأن المحاور الثانية تشكل اتجاىا      

 معظم شروط الييكل البسيط .
ن العقبة الأولى في التدوير المائل ىي ضرورة التفريق بين الصورة العاممية المائمة  والييكل العاممي  Pوا 

 وفيم معاني كل منيما . Sالمائل 
 مين المائمين الأول والثاني حيث أنأما العقبة الثانية تتمخص في فيم الفروقات بين الح

 .      الحل المائل الأول يكون منسوباً للإحداثيات المائمة الأولى 
 .      المتعامدة تخالفياً مع       أما الحل المائل الثاني فيكون منسوباً للإحداثيات المائمة الثانية 
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 المائل :: خوارزمية التدوير لمحصول عمى الحل الأول 3-3-2
لقد لاحظنا مما سبق أن الحمول العاممية قد تكون متعامدة أو مائمة، وسنقدم فيما يمي خوارزمية للانتقال 

 من اي حل متعامد إلى حل مائل، يحقق بدرجة ما شروط الييكل البسيط، وتتألف من الخطوات التالية:
 ينا حمول متعامدة مثل:الحصول عمى حل ابتدائي متعامد باستخدام أي من الطرق التي تعط  -1

طريقة الامكانية العظمى، وسيكون معرفاً عمى  –طريقة البواقي الصغرى  –طريقة العوامل الرئيسية 
m . ًعاملًا متعامدا 

أي إيجاد المحاور الإحداثية المائمة، التي تمر من : Redution Patternإيجاد الصورة المخففة   -2
المترابطة بشدة مع بعضيا البعض. ونرمز لتمك    مراكز ثقل المجموعات التي تشكميا المتحولات 

، فنحصل عمى     (    )ولعددىا بالرمز    ولعدد عناصرىا بالرمز    المجموعات بالرمز 
، فمن الشكل   متحولًا في فضاء العوامل  nلًا مركباً بدلًا من متحو     محوراً مائلًا يمثل     

( نلاحظ أن المتحولات الثمانية تشكل مجموعتين من المتحولات المترابطة بشدة، 5-3السابق )
وتتألف من    وتتألف من المتحولات الأربعة الأولى وتقع في الربع الرابع، والثانية :   الأولى: 

الأخرى وتقع في الربع الأول، ولإيجاد المحاور التي تمر من مراكز ثقل ىاتين  المتحولات الأربعة
، ونشكل لكل منيا متحولًا   في كل مجموعة    المجموعتين نأخذ متوسط أو مجموع المتحولات 

 ين :ويعرفان بالعلاقتين التاليت       فيكون لدينا متحولان مركبان جديدان ىما   مركباً نرمز لو بـ 
( لممجموعة الأولى)                                                 
( لممجموعة الثانية)                                                 

 

    و   يشكلان المتحولين المركبين      و    ( يبين لنا أن الشعاعين 6-3والشكل البياني )
 ،  .   و   ، ورمزنا ليما بـ    و   من مركزي ثقل المجموعتين المذين يمران 
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ولتحويل ىذين الشعاعين إلى محاور إحداثية مائمة، عمينا أن نأخذ الشكل المعياري ليما. ولذلك عمينا 
 متحولين معياريين كما يمي:أن نحسب التباين والانحراف المعياري ليا ثم نعرف عمييا 
   

  

   

   
  

   

 

يساوي مجموع معاملات    ( نجد أن تباين كل متحول مركب 139-2واعتماداً عمى العلاقة )
 أي أن:   المنتمية لممجموعة    الارتباط بين المتحولات 

   
  ∑∑   

  

   

  

   

              (        )                                    (    ) 

،    نحسب تباين المتحول المركب الأول أن ( 11-2من الجدول )أنو يمكننا وفي مثالنا ىذا نجد 
حيث يساوي مجموع عناصر المصفوفة الجزئية لمعاملات الارتباط المقابمة لممتحولات 

مع بعضيا البعض )عمماً بأنو يشمل حساب معامل كل متحول مع نفسو والذي             
                                          يساوي الواحد(: وىو يساوي: 

                       
ن انحرافو المعياري يساوي :                                                      وا 

 يساوي :   ة نجد أن تباين المتحول المركب وبطريقة مشابي
   
                                                                                                     

ن انحرافو المعياري يساوي :                                                         وا 
،    و   بدلالة العوامل العامة الأصمية    و   ياً عن المتحولين المركبين والآن لنقم بالتعبير خط

ىي عبارة عن معاملات    و   حيث نعمم مما سبق أن الأمثال الخطية ليذين المركبين عمى 
 .   و   مع    و   لذلك عمينا حساب معاملات ارتباط     و   ارتباطيما مع 

غير مرتبطة ومعطية بشكميا المعياري، فإن معامل ارتباط المتحول    و   وبما ان العوامل العامة 
 يساوي ما يمي:  مع العامل    المركب 

     
∑    

  

   

   

                   (    )                                    (    ) 

، ماىي إلا أمثال المتحولات الداخمة في Fوذلك لأن معاملات ارتباط المتحولات المختمفة مع العوامل 
الناجمة عن الصورة العاممية الأصمية )المتعامدة(. وفي مثالنا ىذا نجد من الجدول    المجموعة 

ي )مجموع يساو    مع العامل الأول    ( أن معامل ارتباط المتحول المركب الأول 2-11)
فقط( مقسوماً عمى انحرافو المعياري:             المقابمة لممتحولات    المعاملات في عمود 

 أي أن:
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 يساوي :   مع    وىكذا نجد أن معامل ارتباط 
      

                       

      
         

من خلال العلاقة     و   بدلالة    أنو يمكننا التعبير بشكل معياري عن المركب  ومنيما نجد
 المعيارية التالية:

   
  

   
                                                         (    ) 

العلاقة  من خلال    و   بدلالة    وبطريقة مشابية يمكننا التعبير بشكل معياري عن المركب 
 المعيارية التالية:

   
  

   
                                                         (    ) 

 .     و    (( ىي مساقطيما عمى 6-3)انظر الشكل )   و   عمى    و   وىنا نلاحظ أن أمثال     
إن ىاتين العلاقتين تشكلان ما يسمى بالصورة المخففة لمحل الأصمي وىي تتصف بنفس الصفات 

 التي تتمتع بيا الصورة العاممية العادية. ويمكن كتابتيما مصفوفياً كما يمي:
[
  

  
]  *

             
            

+ [
  
  

]                                  (    ) 
بما أن اتجاىات المحاور المائمة لمحل الأولي تتطابق مع الاتجاىات ل: حساب مصفوفة التحوي  -3

بمساعدة  T، فإنو يمكننا تحديد وحساب مصفوفة التحويل     و  1الموافقة ليا لممتحولين المركبين 
. لذلك نقوم بتحويل أمثال الصورة المخففة التي تمثل إحداثيات نيايات  Bالصورة العاممية المخففة 

 .    و   إلى اشعة واحدية، فنحصل عمى الشعاعين العاممين المائمين    و   الأشعة المركبة 
أن    ويتم ذلك بتقسيم ىذه الأمثال عمى طول الشعاع الذي يمثميا. فمثلًا نجد بالنسبة لمشعاع 

 من العلاقة : طولو  يحسب
‖  ‖  √(      )  (       )         

   ( عمى ىذا الطول نحصل عمى الاتجاىات الواحدية لمعامل المائل 62-3في )   وبتقسيم أمثال 
 وتساوي:   و   بدلالة العاممين 

    
      

      
                

       

      
         

 كما يمي:   و   بدلالة العاممين    امل المائل وبطريقة مشابية نحصل عمى اتجاىات الع
‖  ‖  √(      )  (      )                              

 

    
      

       
               

      

       
        

 

. ويمكن أن    و   بدلالة العوامل الأصمية    و   وىكذا نكون قد حصمنا عمى العوامل المائمة 
 كما يمي:نكتبيما 
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 عمى الشكل التالي :   ويمكن كتابتيا بدلالة منقول مصفوفة التحويل 
       *

             
            

+  [
  
  

]                                  (    ) 
 المائمة ىي:       إلى المحاور        من المحاور   ومنيا نحصل عمى أن مصفوفة التحويل 

  
      

*
      
      

+
 

            

*
            
             

+
                                 (    ) 

أن تكون ذات أشعة واحدية ، أن يكون مجموع مربعات عناصر اي   تحويل ويشترط في مصفوفة ال
-3من العلاقة ) Pعمود فييا مساوياً لمواحد. وىكذا يمكننا الحصول عمى الصورة العاممية المائمة 

( ، أو من أي علاقات خطية مشابية ليما 65-3( وعمى الصورة العاممية المخففة من العلاقة )59
 جموعات المتشكمة أكثر من اثنين .إذا كان عدد الم

 :   و   حساب معاملات الارتباط بين العوامل المائمة   -4
... يمكننا حساب معاملات الارتباط بين اي    و   بعد حساب أمثال اتجاىات المحاور المائمة 

حيث نعمم أن الجداء السممي لأي شعاعين واحديين يساوي قيمة معامل ، عاممين جديدين واحديين 
   الزاوية بينيما(، وىكذا نجد أن معامل الارتباط بين العاممين  cosالارتباط بينيما )أو يساوي 

 يساوي الجداء السممي ليما ويساوي:   و
      (      )(      )  (       )(     )                

نحسب معاملات ارتباط كل من العوامل مع نفسيا فنجد أنيا تساوي الواحد ،       وبنفس الطريقة 
 ومما سبق يمكننا حساب الزاوية التي بينيما فنجد أنيا تساوي:

                                                              (      )       
من     و   فإن الجداء السممي لأي شعاعين وبصورة عامة عندما يكون لدينا أكثر من مجموعتين 

، وعندىا فإن مصفوفة معاملات الارتباط بين      مصفوفة التحويل يساوي معامل الارتباط بينيما 
 ساوي :ت  والتي نرمز ليا بـ    و   العوامل الجديدة 

                                                                                 (    ) 
 المتحولات وىو عبارة عن مصفوفة معاملات الارتباط بين: Sإيجاد مصفوفة الييكل العاممي المائل   -5

 .   و   والعوامل المائمة الجديدة    الأصمية 
،  زاوية قدرىا    يصنع مع العامل العام    ولإيجاد ىذه المعاملات لنفترض أن المحور المائل 

تمثل    ، ولنأخذ أي نقطة  أيضاً زاوية قدرىا    يصنع مع العامل العام    وأن المحور المائل 
، فنجد من   ىي    مع     . ولنفترض أن الزاوية التي يصنعيا الشعاع    احد أشعة المتحولات 

 يساوي :   ( أن مسقط ذلك الشعاع عمى 7-3الشكل )
 (  )   (  )  (    )            (تعتبر ىنا  سالبة)       ((  )  )    
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 وبما أنو لدينا :
 (  )  ‖  ‖                                                                                      (    )

 (  )  ‖  ‖                                                                                    (    )
 

 فإننا نجد أن:
          (   )                                                                  (    ) 

 فنحصل عمى أن : (   )   ثم نقوم بحساب مفكوك 
       (                 )                                        (    )

     (      )      (      )                                  (    )
 

    لممتحول     عمى     مسقط     يساوي        ( أن كل 7-3ونلاحظ من الشكل )
 ، وأخيراً نجد أن:  لممتحول     عمى     مسقط     يساوي        وأن كل 

                                                                        (    ) 
يساوي معامل الارتباط بينيما     عمى     لمشعاع  (  ) وبطريقة مشابية نجد أن المسقط 

 ومنيا نجد أن: (   )          ويساوي 
                                                                        (    ) 

 

N

 
 (7-3الشكل )

 ( وكتابتيما مصفوفياً عمى الشكل التالي:75-3( )74-3وىكذا نجد أنو يمكننا توحيد العلاقتين )
(          )  (        ) [

        
        

]                                     (     ) 
ويمكن تعميم ىذه العمميات عمى أكثر من عاممين، فنحصل عمى صيغة لتحويل الصورة العاممية 

 من خلال الشكل التالي: Sإلى الييكل العاممي المائل  Aالمتعامدة الأصمية 
                                                                                                 (    ) 
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لاتجاىات المحاور المائمة  (    )ىي التوابع المثمثية  Tحيث أن عناصر أعمدة المصفوفة 
 ( .a75 -3بالنسبة لممحاور المتعامدة والمعرفة بالعلاقة )

لات، والمطموب العمل ( لثمانية متحو 3-3: لنأخذ الصورة العاممية لممثال السابق )(5-3مثال )
. نقوم    و   مع العوامل المائمة    لإيجاد الييكل العاممي الذي يمثل معاملات ارتباط لممتحولات 

 ( فنجد أن:66-3المحسوبة من ) Tمن اليمين بمصفوفة التحويل  Aبضرب الصورة العاممية 

      

  

  

  

  

  

  

  

  

    

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     
     
     
     

      
      
     
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 
 
 
 

*
            
             

+  

        

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     
     
     
     

     
     
     
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 
 
 
 

 

مع    و   المركبة ولإيجاد مصفوفة الييكل العاممي المخففة التي تمثل معاملات ارتباط المتحولات 
 من اليمين  (64-3المعرفة في ) B، نقوم بضرب الصورة العاممية    و   العاممين المائمين 
 فنجد أن : Tبمصفوفة التحويل 

       
  

  
*
             
            

+  *
            
             

+  *
          
          

+ 
من اليمسن الأصمية  A، نضرب الصورة    و   بدلالة العاممين  Pولإيجاد الصورة العاممية المائمة 

 فنجد أن: Tبمقموب منقول المصفوفة 
    (  )   *

          
           

+ 
                          .........    ......... 

 ( التالي )انظر العمودين الأخيرين( :7-3وىي العناصر الموجودة في الجدول )
 من العلاقة:   و   بدلالة العاممين   و   ننا حساب الصورة العاممية المخففة لممتحولينوكذلك يمك

     (  )   *
           
          

+ 
 Sالييكل العاممي المائل  :وىكذا نكون قد حصمنا عمى الحل العاممي الأول وىو يتألف من جزأين ىما

   والصورة العاممية المخففة    ، وكذلك الييكل العاممي المخفف Pوالصورة العاممية المائمة 
 ونضعيا في جدول موحد كما يمي:
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      و      ( نتائج الحسابات لمحصول عمى الحل النيائي المائل  : 7-3جدول )
 Sمعاملات الييكل العاممي المائل  Pالصورة العاممية المائمة 

 المتحولات الأصمية
             الصورة عمى    الصورة عمى 
0.059 0.885 0.489 0.914    
0.035- 0.960 0.430 0.942    
0.053- 0.929 0.400 0.904    
0.028 0.881 0.458 0.898    
0.946 0.007- 0.943 0453    
0.807 0.015- 0.800 0.377    
0.797 0.074- 0.761 0.313    
0.649 0.097 0.696 0.412    

 المتحولات المخففة   الييكل العاممي المخفف    الصورة العاممية المخففة 
0.001- 0.977 0.474 0.977    
0.938 0.000 0.938 0.456    

قد تحسنت عما كانت عميو.    ومن ىذا الجدول نلاحظ أن أمثال المتحولات الأربعة الأولى في العمود 
قد تحسنت أيضاً عما كانت عميو ، بينما    كما أن أمثال المتحولات الأربعة الأخرى في العمود 

 انخفضت الأمثال الأخرى في كلا العمودين وأصبحت معدومة تقريباً .
المخففة ىي التعبير الخطي عن المتحولات  إن الصورة العاممية:  Pإيجاد الصورة العاممية المائمة   -6

ن أمثال ىذه الصورة ىي إحداثيات نيايات    و   ، بدلالة العوامل المائمة    و   المركبة  . وا 
في الإحداثيات المائمة. ويمكن تحديد قيميا مباشرة من الصورة العاممية الأصمية    أشعة المتحولات 

A  :كما فعمنا في المثال السابق .   (  )    وذلك باستخدام العلاقة 
وباستخدام العلاقة التي  Sولكن يمكننا حساب ىذه الأمثال بعد الحصول عمى الييكل العاممي المائل 

 .         تربط الصورة المائمة بالييكل العاممي والمعرفة بالعلاقة: 
 وليذا نكتب الصورة العاممية المائمة لمثالنا الحالي كما يمي :

                                       (       )                           (    ) 
، لذلك نضرب طرفي العلاقة        المقابمة لجميع المتحولات    و    وعمينا أن نحدد الأمثال

فنحصل  N، ونقسم الناتج عمى N( ونأخذ مجموع الطرفين عمى جميع القيم   )ثم بـ    ( بـ 3-77)
 عمى جممتين من المعادلات الخطية بأمثال من معاملات الارتباط ىما:

                                          (       )                           (    )

                                         (       )                            (    )
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تكون معمومة، كما تكون المعاملات            معموماً فإن المعاملات  Sفإذا كان الييكل العاممي 
 :ما يمي بين العوامل نفسيا معمومة، وىي في مثالنا الحالي تساوي             

                                                                            
 يساوي:    و  لأن جداء الشعاعين وذلك 

〈     〉                                      
 يكون ليا الشكل التالي: bوبذلك نجد أن مصفوفة أمثال جممة المعادلات لتحديد الشعاع المجيول 

  *
       

       
+ 
المقابمة ليا من العلاقة  b، وتصمح لحساب قيم الأمثال    وىي تبقى ثابتة لجميع المتحولات 

        . 
 P( نجد أن العلاقة التي تربط بين عناصر الصورة العاممية 56-3وبصورة عامة واعتماداً عمى ) 

 ( وىي:55-1في فضاء العوامل العامة ىي العلاقة المستنبطة من العلاقة ) Sوالييكل العاممي 
                                                                                    (    ) 

وعناصر الصورة   إذا كانت عناصر المصفوفة  Sومنيا يمكننا حساب عناصر الييكل العاممي 
 معمومة . Pالعاممية 

 :من العلاقة المعكوسة كما يمي  Sبدلالة  Pومن العلاقة السابقة يمكننا أن نحسب الصورة 
                                                                                      (    ) 

 Pمعمومة، فإنو يمكننا حساب عناصر الصورة العاممية المائمة  Sفإذا كانت عناصر الييكل العاممي 
 ولكن لدينا من جية أخرى أن:

                          (    )           
            

                                                                                    (    ) 
 ( فنجد أن :81-3نعوض ذلك في )

              
                                                                     

    (  )                                                                     (    ) 
 كما فعمنا في المثال السابق . Pوعمييا يمكن الاعتماد في حساب الصورة العاممية المائمة 

نشير بداية إلى أن قيمة التشاركية حساب حصص العوامل المائمة من التشاركية الاجمالية:   -7
التحويل تبقى ثابتة ومساوية لقيمة التشاركية الاجمالية لمعوامل الأصمية. الاجمالية لمعوامل المائمة بعد 

 (( .3-3( )انظر الجدول )5.995وىي في مثالنا تساوي )
ولكن بعد أن نحصل عمى الصورة العاممية المائمة يظير لنا نوعان من الحصص التشاركية منفردة 

أو من إجمالي التشاركية( لكل عامل من ومختمطة، ويمكننا حساب ىذه الحصص من التباين الكمي )
 العوامل المائمة .
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، في الاحداثيات   عاملًا نجد أن تشاركية المتحول  m( المعممة عمى 77-3فحسب العلاقة )
 المائمة تساوي:

  
     

     
       

   ∑        

 

     

                        (    ) 

(         ) 

  
  ∑   

 

 

   

  ∑        

 

     

                                                                

 وىنا نلاحظ أن ىذه التشاركية مؤلفة من قسمين ىما:
   مجموع مربعات الأمثال  -

 .   وتسمى الحصص المنفردة لمعوامل من التباين الكمي لممتحول   
وىي تمثل الحصص المختمطة لمعوامل من التباين  (              )داءات مجموع الج -

، وىذا يعني أن حصة كل عامل تتحدد ليس فقط من الحصة المنفردة بل من   الكمي لممتحول 
 العلاقة المتبادلة مع العوامل الأخرى .

ذا أخذنا المجموع الكمي عمودياً لتشاركيات جميع المتحولات  ، فإننا   وفرزناىا حسب العوامل    وا 
 من العلاقة:   نحصل عمى الحصة الاجمالية المنفردة لمعامل 

   ∑   
 

 

   

                             (        )                (    ) 

 وعمى الحصة الاجمالية المختمطة من العلاقة :

           ∑       

 

   

           (   )                (    ) 

وىما تشكلان مصفوفة مثمثية يتألف قطرىا الرئيسي من التشاركيات الاجمالية المنفردة ، وتتألف 
 عناصرىا غير القطرية من قيم التشاركيات المختمطة . 

كما    و   ة )الوزن( من مثالنا الحالي فنجد أنو يساوي بدلال   ولتوضيح ذلك نأخذ المتحول الأول
                    يمي: )حسب الاحداثيات المائمة( :                              

           يساوي:                                        مع    ولكن معامل ارتباط 
ن معامل ارتباط             يساوي:                                         مع    وا 
ن حصة العامل          (     )تساوي:                     من تباين المتحول    وا 
ن حصة العامل          (     )تساوي:                     من تباين المتحول    وا 

ن حصتيما المختمطة تساوي:                  (      )(     )(     ) وا         
ن التشاركية الإجما   تساوي:           لية لـ وا 

                          



 الجزء الرابع                                                                                 الفصل الثالث

549 

 

% 0.3)القامة( وفقط    )الوزن( يعود إلى العامل    % من تباين 78.3وبعبارة أخرى نقول أن 
ن    يعود إلى العامل  أي أن ىذه  ،معاً    و   % من تباينو يعود إلى العاممين 5.1)السمعة(. وا 
 تعود إلى عوامل أخرى .   % من تباين 16.3. ويبقى    اين % من تب83.7العوامل تفسر 

 كما نجد أن قيم ىذه التشاركيات في مثالنا الحالي تساوي:
           ،    أما           و          

 الحصول عمى الحل الثاني المائل المناسب لمشكل البسيط :   -8
في الحل الأول المائل تقترب كثيراً من الشكل البسيط لأن بعض  لقد لاحظنا أن الصورة العاممية

( قدم Thurstoneعناصر ذلك الحل تصبح معدومة أو شبو معدومة )سالبة أو موجبة(، ولكن ) 
مخرجاً آخر يضمن ظيور عدد من الأصفار في الحل العاممي وذلك بإنشاء محاور جديدة متعامدة 

 ى المحاور الثانية ويتمخص ذلك في مثالنا السابق كما يمي:تخالفياً مع المحاور الأولى و تسم
 .O   ونسميو    ننشأ من مبدأ الاحداثيات محوراً عمودياً عمى  -
 .O   ونسميو    ننشأ من مبدأ الاحداثيات محوراً آخر عمودياً عمى  -

عمى المحور    ( نلاحظ أن مساقط المتحولات الأربعة الأولى القريبة من المحور 7-3ومن الشكل )
تساوي أو تقترب من الصفر، كما نلاحظ أن مساقط المتحولات الأربعة الأخرى القريبة من    الجديد 
 تساوي أو تقترب من الصفر .   عمى المحور الجديد    المحور 

مائمة تحقق معظم شروط الييكل البسيط. ويمكن الحصول عمييا  وىكذا سنحصل عمى صورة عاممية
 كما يمي: Aمباشرة من تدوير الصورة العاممية الأصمية 
تساعدنا مباشرة عمى   ، وأنو لدينا مصفوفة مجيولة Aلنفترض أنو لدينا حل عاممي أولي متعامد 

، فإن العلاقة       معرف عمى محوري الإحداثيات الجديدة  إلى ىيكل مائل  Aتحويل الحل 
 ( تأخذ الشكل التالي:3-54)

                                                                                    (    ) 
( (COS(( تتضمن الاتجاىات المثمثية13-2في ) T)كما أعمدة   عمماً بأن أعمدة المصفوفة 

ذا عممنا عناصر مصفوفة التحويل        بالنسبة لجممة المحاور القائمة    لممحاور المائمة   T. وا 
 بدون العودة إلى الشكل البياني .   يمكننا حساب المصفوفة المطموبة 

المارين من مركزي المجموعتين        ماىي إلا اتجاىات المحورين  Tإن عناصر أعمدة المصفوفة 
فيمكن النظر إلييا وكأنيا اتجاىات أشعة إضافية في   المصفوفة ، أما عناصر أعمدة       

 جممة الاحداثيات الأصمية .
)كما الصورة  Aوكأنيا توسع لمصورة العاممية       وبذلك يمكن اعتبار جممة الاحداثيات الجديدة 

فإنو عمدة، موزعة عمى الأ Tولكن بما أن نسب الاتجاىات المثمثية في المصفوفة . المخففة السابقة( 
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( 87-3عندما نضربيا بمصفوفة أخرى فإننا نقوم بعممية تحويل ، وباستخدام العلاقة التحويمية )
 تساوي: Dنحصل عمى مصفوفة  Tالسابقة وتطبيقيا عمى منقول مصفوفة التحويل 

                                                                                   (    ) 
، فإن عناصرىا ىي   و  تنتج من الجداءات السممية لأعمدة  Dوبما أن عناصر المصفوفة 
ىي مصفوفة  D، كما إن المصفوفة  (P: 123 … m)   و    معاملات الارتباط بين الأشعة 

    عمى    مع    قطرية لأن عناصرىا غير القطرية تكون معدومة بسبب تعامد الشعاعين 
 .     عمى    مع    وكذلك  

 تساوي :  وبذلك نجد أن المصفوفة 
  (  )                                                                                 (    ) 

 فإنو يكون لدينا :       ( أن: 82-3ومن جية أخرى لدينا من العلاقة )
        (  )                                                                               (    ) 

 فنحصل عمى أن: T( من اليسار بـ 90-3لنضرب طرفي العلاقة )
            (  )   (  )                                        (      ) 

 ة :تحسب من العلاقة التالي  ( أن المصفوفة 89-3في )   (  )وىكذا نجد بعد تعويض 
                                                                                      (    ) 

( 89-3، ومن جية أخرى نلاحظ أن العلاقة )  مع    ىي مصفوفة معاملات ارتباط  Dحيث 
   (  )من خلال معيرة أعمدة المصفوفة   تشير إلينا أنو يمكن حساب عناصر المصفوفة 

( 87-3يمكننا حسب العلاقة )  . وبعد الحصول عمى مصفوفة التحويل   ووضعيا أعمدة لـ 
، وذلك بضرب مصفوفة الصورة العاممية الأصمية  د الييكل العاممي الجدي مصفوفة  الحصول عمى

A  فنحصل عمى أن:  من اليمين بالمصفوفة 
(الييكل)                                                                         (    ) 

 ( وىي أن:67-3وتحقق علاقة مشابية لمعلاقة ) Tتشبو المصفوفة   والجدير بالذكر أن المصفوفة 
                                                                                     (    ) 

بدلالة  Wالحصول عمى الصورة العاممية المائمة لو  ولموصول إلى الحل العاممي الثاني، يجب عمينا
 وىذا يتم من خلال تطبيق إحدى العلاقتين التاليتين :      المحاور الاحداثية 

(الصورة)                                
       (    ) 

 :  Λ1,Λ2بدلالة  W( نحصل أخبراً عمى الصورة العاممية المائمة  92-3من العلاقة )  وبتعويض 
    (  )                                                  (    ) 
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: كتطبيق عمى ذلك نأخذ مثالنا السابق المؤلف من ثمانية متحولات، ونقوم أولًا بحساب (5-3مثال )
 -3من العلاقة )   (  )ولذلك نقوم بحساب المصفوفة  ،(91-3من العلاقة )  عناصر المصفوفة 

a90)  اعتماداً عمى المصفوفتين ذلك وT فنجد مما سبق أن:   و 
(  )         *

            
             

+  *
       

       
+
  

 *
            
             

+ 
 

(  )   *
            
             

+  أي أن                                                         
 

عمى أعمدة ىذه المصفوفة )بتحويميا إلى أشعة واحدية( وذلك بتقسيم عناصر  وبإجراء عممية معيرة
  :كل عمود فييا عمى طولو

                      √   فنجد أن طول العمود الأول:                    
                       √   وأن طول العمود الثاني :                     

 تساوي :  فوفة وىكذا نجد أن عناصر المص

  [

      

     

      

      
       

     

      

      

]  *
            
             

+ 

، ولمحصول عمى مصفوفة       إلى المحاور الإحداثية المائمة الجديدة   وىي مصفوفة التحويل 
   حويل من اليمين بمصفوفة الت A، نضرب الصورة العاممية الأصمية   الييكل العاممي الجديد
 فنحصل عمى ما يمي:

      

[
 
 
 
 
 
 
 
           
           
           
           
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

 *
            
             

+  

[
 
 
 
 
 
 
 
          
           
           
          
           
           
           
          ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 نطبق العلاقة:ولمحصول عمى الييكل المخفف 
       *

             
            

+ *
            
             

+  *
           
           

+ 
 ( فنجد أن:94-3نطبق مباشرة العلاقة ) Wولمحصول عمى الصورة العاممية الجديدة 

        
 كما يمي:     لذلك نقوم بحساب

    (    )   
 

     *
             
            

+  *
            
             

+  *
        

        
+ 

 

    (    )   *
            
            

+ 
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 تساوي : Wوبذلك نجد أن الصورة العاممية في الإحداثيات المائمة 

        

[
 
 
 
 
 
 
 
          
           
           
          
           
           
           
          ]

 
 
 
 
 
 
 

*
            
            

+  

[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

 

مباشرة  من   Aمن الصورة العاممية الأصمية    Wوكان يمكن حساب الصورة العاممية الجديدة 
 ، فنحصل عمى نفس الجواب السابق:    (  )   العلاقة التالية 

 المخففة الجديدة نطبق العلاقة: ولمحصول عمى الصورة العاممية
    (  )   *

             
            

+  *
            

              
+  *

          
          

+ 
 

 من  العلاقة: Dوأخيراً يمكننا حساب المصفوفة 
       *

            
             

+ *
            
             

+  *
       

       
+ 

 0.8741يساوي      أي أن معامل الارتباط بين زوجي المحاور لمعوامل 
 العلاقات بين الحمين المائمين الأول والثاني: -9

 لقد أشرنا أيضاً إلى أن أي حل مائل يتألف من جزأين :
أو    المرافقة لمعوامل العامة    : وتتألف من أمثال المتحولات Pمصفوفة الصورة العاممية  -

   لمعوامل 
والعوامل    : ويتألف من معاملات الارتباط بين المتحولات المدروسة Sمصفوفة الييكل العاممي  -

 .   أو العوامل    العامة 
 وحسب الرموز المستخدمة في الحمين الأول والثاني وجدنا أن:

   (  )                                                                             (    ) 
 تساوي: Aومنيا نجد أن الصورة العاممية الأصمية 

                                                                                     (    ) 
 لمحل الثاني يساوي :  ي ومن جية أخرى وجدنا أن الييكل العامم

                                                                                      (    ) 
 أي أن :

                                                                                       (    ) 
 ( نجد أن:99-3( و)97-3وبإجراء المطابقة بين العلاقتين )

                                                                                    (     ) 
 ( أن:89-3ومن جية أخرى نجد من )

                                                                                     (     ) 
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 أي أن:
                                                                                       (     ) 

ذا ضربنا من اليمين طرفي العلاقة بـ   تساوي:     نجد أن العلاقة بين    (  )وا 
                                                                                                   (     ) 

 نحصل عمى أن: Dوبضربيا من اليمين بـ 
                                                                                                 (     ) 

من مصفوفة الييكل العاممي  P( حساب مصفوفة الصورة لمحل الأول 103-3وىكذا نجد أنو يمكننا من )
V اني ومن مقموب مصفوفة معاملات الارتباط لمحل الثD  وعوامل الحل    بين عوامل الحل الأول

 (  .104-3من العلاقة ) Dو Pبدلالة  V. كما يمكن حساب  Vالثاني 
مع الصورة  Sوبطريقة مشابية يمكننا التوصل عمى علاقتين مشابيتين بين مصفوفة الييكل لمحل الأول 

 فيكون لدينا ما يمي: Wالعاممية لمحل الثاني 
                                                                                               (     ) 
                                                                                                 (     ) 

 الحمول المائمة:: طرائق الحصول عمى 3-3-3
إن عممية الحصول عمى الحمول المائمة تجري ضمن شروط معقدة وتتطمب حسابات مطولة أكثر مما 

 تتطمبو الحمول المتعامدة التي تبدو وكأنيا حالة خاصة من الحمول المائمة .
لحمول وحتى نحصل عمى الحل المائل المناسب لمييكل البسيط يعتمد عمى نفس المعايير المستخدمة في ا

المتعامدة، مع إلغاء شرط تعامد العوامل العامة، وىذا ما يجعل المعايير المتكافئة في الحمول المتعامدة 
لذلك لا يمكن النظر لمطرائق المائمة وكأنيا تعميم لمطرق ، ( غير متكافئة في الحمول المائمة Q , K)مثل 

 المتعامدة. أما الطرائق المائمة فيي :
 : (Oblimax) طريقة  -1

 A، التي تقوم بتحويل مصفوفة الحل العاممي الأصمي  تعتمد ىذه الطريقة عمى إيجاد مصفوفة التحويل 
 . أي التي تحقق العلاقة:Vإلى مصفوفة الحل المائل النيائي لمييكمية 

                                                                                        (     ) 
 التالي: (K- max)تحقق المعيار  Vحيث أن عناصر المصفوفة النيائية لمييكل العاممي 

  
∑ ∑    

  
   

 
   

(∑∑   
 )

                                                                    (     ) 

في الفقرة السابقة، ولكن  ( الواردتين20-3( و)24-3وىذه العلاقة ىي عبارة عن كتابة جديدة لمعلاقتين )
 باستخدام رموز جديدة لتفريقيا عن رموز الحمول المتعامدة .

وىنا يجب أن نتذكر أنو في الإحداثيات المائمة أن مصطمح الأمثال )الأثقال( المستخدم لعناصر الييكل 
 ، أي أن:  والمجاور الإحداثية   ، يعني أنيا تساوي معاملات الارتباط بين المتحولات Vالعاممي 

                 
                                                                          (     ) 
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 ، (Oblimax)( بالحل المائل 108-3في ) K، الذي يعظم قيمة المعيار   Vويسمى الحل المائل  
من خلال التدوير المتتالي في المستوى    عمى المحاور الثانية     ويتم حساب المساقط والمعاملات

Pفي المستوى    أكبر قيمة ممكنة. حيث أن قيمة    ، بحيث تأخذ القيمة الخاصة بوP : تساوي 

   
∑   

 

(∑   
 )

                                                        (     ) 

ن قيمة التابع     ر الييكل العامميوعند إجراء عمميات التكرار والمعاودة فإن عناص تكبر  Kتتغير، وا 
 بالتدريج حتى تأخذ أكبر قيمة ليا .

عمى محور واحد للإحداثيات، أما     ( تعبر عن تأثير تعظيم 110-3وىنا نشير إلى أن العلاقة )
مى الحل النيائي ( فإنيا تعطينا التأثير الاجمالي لجميع عمميات التعظيم المتتالية ع108 -3العلاقة )

. وتتم معالجة ذلك عمى الحواسيب بواسطة برامج خاصة بذلك )ولذلك لم نتعرض لممعالجة الرياضية  في
 ( .الكتابليذه المسائل في ىذا 

 : (Quartimin)طريقة  -2
في الحمول المتعامدة، ولكن العوامل بعد التدوير يمكن أن تكون  (N- min)وىي تعتمد عمى المعيار 

لمييكل العاممي، بحيث تجعل قيمة المعيار  Vختار عناصر المصفوفة نغير متعامدة، وىنا عمينا أن 
(N- min) :أصغر ما يمكن حيث أن 

  ∑ ∑   
     

 

 

   

 

     

                                                   (     ) 

ويتم الحصول عميو بطريقة المعاودة عمى  (Quartimin)يعطينا الحل       وعندىا فإن التحويل 
 عموداً تمو الاخر .  أعمدة المصفوفة 

 :(Oblimin) طريقة -3
سماىا و بعد أن ألغى شرط تعامد العوامل فييا  Varimaxىذه الطريقة من طريقة  (Kaiser)لقد استنبط 

 التالي:   ، وتوصل إلى معيار جديد ىو تصغير قيمة التابع Kovariminبطريقة 

   ∑ ( ∑   
    

 

 

   

 ∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

)

 

     

                   (     ) 

استبدال  (Kaiser)، وأخيراً اقترح Vوىو يساوي التباين المشترك بين مربعات عناصر مصفوفة الييكل 
 وىي :   ابقة بعلاقة تتضمن الأمثال الممعيرة لعناصر العلاقة الس

  ∑ * ∑(
   

 

  
 )(

   
 

  
 )

 

   

 ∑
   

 

  
 

 

   

 ∑
   

 

  
 

 

   

+

 

     

                 (     ) 

حسب الأسطر، أي يتم معيرة أشعة  Vوىنا تبدأ المعاودة بمعيرة المصفوفة العاممة الأصمية 
نحسب أطوال الأشعة السطرية في  Vعد الحصول عمى المصفوفة الجديدة المتحولات، أي إنو ب
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بأطواليا أو بقيم الجذور التربيعية لتشاركاتيا  Vونقوم بضرب عناصر أسطر المصفوفة  Vالمصفوفة 
     ، وىناك شكل آخر ليذا المعيار ىو:  Pفنحصل الصورة المطموبة 

  

 
 

 المباشرة : (Oblimin) طريقة -4
ه الطريقة عمى معالجة أمثال الحل المائل، فمقد انطمق )جينري وكيمبون( من أنو لمحصول تعتمد ىذ

عمى حل ذي ىيكل بسيط، لابد أن نحصل عمى أصغر قيمة لتابع مؤلف من عناصر الحل الأول 
لمصورة العاممية ، فبدلًا من العلاقات السابقة استنبطا علاقة جديدة تحتوي عمى عناصر الييكل 

 المباشرة وىي: Obliminبعاً لطريقة وتشكل تا

 ( )  ∑ (∑   
     

 

 

   

 
 

 
∑   

 

 

   

 ∑   
 

 

   

)

 

     

                                   (     ) 

 [   ]  ىي مصفوفة الصورة العاممية الأولى:  Pحيث 
( السابقة، ولمحصول عمى الحل المباشر 113-3ىذه الأمثال كما في العلاقة ) ويمكن معيرة
(Oblimin)  يجب عمينا تصغير التابع ، ( ) . 

وأخيراً نرفق جدولًا لمقارنة مفاىيم الطرق المتبقية في التدوير المتعامد وفي التدوير المائل مع الرموز 
 والشروط المتقابمة لكل منيما .

 ق التدوير ورموزىا:ائىيم طر (: مفا8-3جدول )
 المفاىيم ق المتعامدةائرموز الطر  ق المائمةائرموز الطر 

   العوامل غير متعامدة 
p: 123 … m 

   العوامل متعامدة 
p: 123 … m العوامل الأصمية 

مصفوفة الصورة العاممية  (       )  (   )   (       )  (   )  
 )مصفوفة الأمثال(

 مصفوفة التحويل (         )  (   )   (         )  (   )  
       (   ) 

مصفوفة الييكل العاممي الثاني )من الحل الثاني(:         
  (   ) 

P :)مصفوفة الصورة العاممية الأولى )من الحل الأول 

      (   ) 
 الحل النيائي 

   لمحل الأول    
   لمحل الثاني  

 العوامل النيائية   

K = Max 
N = Min 
C = Min 
F = Min 
B = Min 
D = Min 

Q = Max 
M = Max 
N = Max 
K = Max 
V = Max 

ق التدوير لمحصول عمى ائطر 
 الحل النيائي

 Harry. H. Harman (1972). Modern Factor Analysis, university of Chicago press Trans. Moscow Statistics P.337المصدر: 
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 الرابعالفصل 
   بدلالة المتحولات    طرائق حساب العوامل العامة 

 
 
 :تمييد 4-1

، وحساب أمثاليا بدلالة   تستخدم في التحميل العاممي عدة طرائق لتحديد وحساب قيم العوامل العامة 
 . وتعتمد ىذه الطرائق عمى نوع النموذج المستخدم في التحميل العاممي .   المتحولات المشاىدة 

   عاملًا عاماً  n(، الذي يتضمن 19-2فإذا كان النموذج المستخدم ىو نموذج المكونات الأساسية )
 :   [Harman,P.365]( والذي يأخذ الشكل التالي    )بقدر عدد المتحولات 

                                                             (   ) 
        حيث أن :          

 ( بشكل مصفوفي كما يمي : 1-4)المعادلاتفعندىا يمكن كتابة 

[

  

  

 
  

]  [

          

          

    
          

]  [

  

  

 
  

]                                                     (   ) 

 أو عمى الشكل التالي:
                                                                                         (    ) 

ذا كانت  [   ]: ىي مصفوفة الأمثال Aحيث أن  غير  Aوىي مصفوفة مربعة )في ىذه الحالة( . وا 
 (    ) لاقة تكون موجودة، نضرب طرفي الع    شاذة )محددىا لا يساوي الصفر( فإن مقموبتيا 

 كما يمي:   فنحصل عمى العوامل     من اليسار بـ 
                                                                         (   ) 

ذا كانت  (   )  بالرمز     حيث رمزنا لممصفوفة  تكون  Bغير شاذة فإن المصفوفة  A، وا 
 بدلالة المتحولات مصفوفياً كما يمي: العوامل علاقة يمكن كتابةمعروفة. وعندىا 

 

[

  

  

 
  

]  [

          

          

    
          

]  [

  

  

 
  

]                                                      (   ) 

 يمي: ( كما4-4من الجداء )        وبذلك يمكننا استخلاص العلاقات التي تعطينا العوامل 
                          

                          

 
                           

                                                 (   ) 
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والمقابمة لكل     ، والتي نرمز ليا بالرمز   وتستخدم ىذه العلاقات لحساب القيم المختمفة لمعوامل 
ذا كانت   (               )جممة من قيم المتحولات  معمومة وغير شاذة فإن المعادلات  A، وا 

)لأن عدد المعادلات ، ولا يتعمق بأي تقديرات ممكنة ليا   السابقة تعطينا حلًا وحيداً لقيم العوامل 
ن مجموع تبايناتالمستقمة يساوي عدد المتحولات( ىذه العوامل تساوي تماماً التباين الاجمالي  . وا 

  ، أي أن مجموع التشاركيات   لممتحولات 
(، وذلك لأنو   )بعدد المتحولات  nليذه العوامل يساوي   

 يفترض أن يكون تأثير عوامل التميز معدوماً، لأنيا غير واردة في النموذج .
 بدلالة علاقة ارتباطية )انحدارية( كما يمي:   متحولات بدلات ال   وأخيراً يمكننا أن نكتب أي عامل 

 ̃                                                              (   ) 
 ،           حيث أن :     
مأخوذة    و   عمماً بأن العوامل  .   المقابمة لقيم المتحولات    ومنيا يمكننا حساب قيم العوامل  

بصيغيا المعيارية، لذلك فإن متوسطاتيا تساوي الصفر وانحرافاتيا المعيارية تساوي الواحد، وبما أنو 
 غير مرتبطة مع بعضيا البعض فإنيا تحقق العلاقة :   يفترض أن تكون العوامل 

                                                                                     (   ) 
ذا قمنا بترتيب ىذه العوامل  تنازلياً حسب تبايناتيا أو حسب حصصيا من التباين الاجمالي، فإن    وا 

، والعامل ذا التباين الذي يميو يسمى بالعامل   العامل ذا التباين الأكبر يسمى بالعامل الأول ونرمز لو بـ 
 ...الخ .   ، والذي يميو بالثالث   الثاني 

(،  فإننا ننطمق من أن تباينات كل من العوامل 20-2أما إذا كنا نريد التعامل مع النموذج المختصر)
الأخيرة ستكون صغيرة أو ميممة . لذلك يمكننا السماح بمقدار معين من الخطأ وافتراض أن نموذج 

ج السابق، وىي وىي العوامل الأولى من النموذ (   )عاملًا عاماً فقط  mالتحميل العاممي يتضمن 
التي تسمى بالعوامل الرئيسية. وعندىا فإن نموذج التحميل العاممي يأخذ شكل العوامل الرئيسية )بدون 

 التالي  : حدود التميز(
                                                             (   ) 

           حيث أن :          
ذا رمزنا لمصفوفة الأمثال بـ  يمكننا كتابة ىذا النموذج بشكل  Fبـ    ولعمود  Zبـ    ولعمود  Aوا 

 مصفوفي كما يمي:
                                                                          (   ) 

ير معروف، ولمتخمص من ىذه المشكمة في ىذا النموذج ليست مربعة فإن مقموبيا غ Aوبما أن المصفوفة 
 فنجد أن :   نضرب طرفي العلاقة من اليسار بمنقوليا 

                                                                         (    ) 
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قطرية،  نرمز ليا بالرمز  مربعة و يعطينا مصفوفة  (    )متعامدة فإن الجداء  Aوبما أن 
    ( بالمقموب 10-4غير شاذة فإننا نقوم بضرب طرفي )  ، فإذا كانت        

 فنحصل عمى أن:،    (    )
(    )        (     )  (    )                                          

 والتي يمكننا كتابتيا كما يمي:
                                                                                        (    ) 

متعامدة بسبب تعامد العوامل  Aىي مصفوفة قطرية ، لأن أعمدة          وبما أن المصفوفة 
الموافقة  Aوتساوي مجموع مربعات عناصر أعمدة  Aالقطرية ىي القيم الذاتية لـ   ، فإن عناصر   
 .   لممتحولات    من التباين الاجمالي    ، وىي تمثل حصة تباين العامل الموافق   لـ

ذا رمزنا لعناصر المصفوفة ن     ، فإن مقموبيا    القطرية بـ    وا  ىو أيضاً مصفوفة قطرية، وا 
 عناصرىا مؤلفة من مقاليب العناصر القطرية  وتساوي 

  
( 11-4أن نكتب العلاقة )، وأخيراً يمكننا 

 تفصيمياً كمايمي :

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

 
 

  

   

  
 

  

  

    
 

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
          

          

          

    
          ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

              (    ) 

 أو عمى الشكل التالي :
           

                 
                                                           (     )  

 

   عمى شكل علاقة جبرية بدلالة المتحولات    وعند إجراء الضرب نجد أنو يمكننا أن نكتب كل عامل 
 عمى الشكل التالي:   والقيم الذاتية     والأمثال 

 ̃  
   

  
   

   

  
   

   

  
    

   

  
                               (    ) 

، وىي شكل آخر لمعلاقة  Fpمعادلة تمثل جميع العوامل  m، وىي تشكل            :حيث أن
 ( التالية:6-4السابقة )

 ̃                                                          (     ) 
 

 ملاحظة ىامة: 
    تساوي :   bjp( ، أن الأمثال 13-4( و)6-4نلاحظ من مطابقة العلاقتين )

   

  
   . 
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( 13-4من العلاقة )   بدلالة    ( التي تعطينا6-4أي أنو يمكننا حساب أمثال المعادلة الخطية )
في المصفوفة    حولات مع المت   بطريقة بسيطة جداً وىي: أن نأخذ الأمثال العمودية المقابمة لمعامل 

A  أي نطبق العلاقة:  المقابمة لمعامل    ونقسميا عمى القيمة الذاتية . 
    

   
  

                                                         (     ) 

فنحصل عمى القيم        ثم نحسب المصفوفة القطرية  Aولذلك عمينا أن أولًا أن نوجد المصفوفة 
 ( مباشرة .13-4ثم نطبق العلاقة )           وىي  Aالذاتية لـ 

يجاد قيمة كل   المقابل لـ Aوكتطبيق عمى حساب مجموع مربعات عناصر عمود  نأخذ المثال   ، وا 
 التالي: 
 التالي :ك   و   لستة متحولات عمى عاممين      : ليكن لدينا الحل العاممي (1-4مثال )

     

    

[
 
 
 
 
 
          
          
          
           
           
           ]

 
 
 
 
 

    

                

   ∑   
 

 

   

        

   ∑   
 

 

   

        

 

  

        

 

  

        

 

عمى و    و    ومنو نحسب مجموع مربعات عناصر كل عمود ، فنحصل مباشرة عمى القيمتين الذاتيتين
 مقموبييما المبينتين عمى اليمين أعلاه .

 تساوي:   ويمكن حسابيما بطريقة أخرى  ، حيث نجد أن 
    

  *
                              
                                 

+ 
 فنجد أن:     ثم نقوم بحساب الجداء 

       [
   
   

]  *
        

        
+ 

    ولحساب، A التي حسبناىما أعلاه من مجموع مربعات عناصر أعمدة   لـ  نفس القيمتين فنحصل عمى
 نجد أن:

     

[
 
 
 
 

  
 

 
 

  ]
 
 
 

 *
        

        
+ 

 تساوي:        الجداء ومنيما نجد أن عناصر
       *

                              
                                 

+ 
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 ( نجد أن:12-4الحسابات في العلاقة )وبوضع نتائج ىذه 
                                                                                           

[
  
  

]  *
                              
                                 

+  

[
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  ]
 
 
 
 
 

 

بدلالة المتحولات المعيارية    و   ومنيا نحصل عمى المعادلتين المعياريتين المتين تعطيانا العاممين 
 ، حيث نجد من الجداء المصفوفي أن:                  

  ̃                                                 

  ̃                                                 

 
 

( واستخلاص ىاتين المعادلتين مباشرة من مصفوفة 13-4: كان يمكن تطبيق )(1ملاحظة ىامة )
   و   فييا عمى القيم الذاتية المقابمة ليا    و   ، وذلك بتقسيم عناصر عمودي  Aالصورة العاممية 

المقابمة ليا    الناتجة أمثالًا لممتحولات )أي عمى حصتييما من التباين( عمى الترتيب، ثم نضع العناصر 
 فنحصل تماماً عمى المعادلتين السابقتين.

المقابمة لأي جممة من قيم    و   ومن ىاتين المعادلتين يمكننا أن نحصل عمى تقديرات عددية لقيم 
   ، فمثلًا إذا كانت الجممة الأولى من قيم المتحولات (                 )المتحولات المعيارية 

، فإننا بعد التعويض في المعادلتين السابقتين نجد (                              )ىي: 
 يأخذان القيمتين التالتين:  ̃ و  ̃ أن 

 ̃        (    )       (    )       (    )       (    )       (    )       (    )       

 ̃        (    )       (    )       (    )       (    )       (    )       (    )        
 

(، فإننا نحصل 13-4في العلاقة )   وعند تعويض جميع جمل القيم المشاىدة لممتحولات المدروسة 
قيمة في كل منيما )لكل منيما قيمة مقابل  N، ويتضمنان   و   عمى عمودين لمقيم العددية لمعاممين 

الة(، ولمتأكد من تعامد ىذين العاممين نقوم بحساب المصفوفة الارتباطية ليا، والتي يجب أن تشكل كل ح
 يجب أن تساوي :  أو مصفوفة قريبة منيا. أي أن  Iمصفوفة قطرية واحدية 

                     *
  
  

+                                                      (    ) 
الأصمية  X( إلى معادلتين أصميتين بدلالة قيم 13-4يمكن تحويل المعادلتين المعياريتين ) (:2ملاحظة )

   بما تساويو من العلاقة    وذلك باستبدال كل 
    ̅ 

  
، فنحصل في النياية عمى تقديرات أصمية لـ 

 ( تساوي :13-4من العلاقة )   
  

  
   

  

(
    ̅ 

  

)  
   

  

(
    ̅ 

  

)    
   

  

(
    ̅ 

  

)           (    ) 
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 وبعد الاصلاح نجد أنيا تساوي:
  

  
     

     

 
     

     

  
     

     

                                       (    ) 

 يساوي:   حيث أن الثابت 
   

    ̅ 

     
 

    ̅ 

     
  

    ̅ 

     
 

 

 :   طرائق حساب أمثال العوامل  4-2
 :ىناك عدة طرائق لحساب ىذه الأمثال واىميا ىي 
 MultiRegression: طريقة الانحدار المتعدد 4-2-1

(، وتنطمق 20-2تعتمد ىذه الطريقة عمى مفاىيم الانحدار المتعدد، وعمى النموذج العاممي المختصر )
، وتكتب عمى    متحولًا معيارياً ومعموماً  nكتابع مجيول مع    من وجود علاقة خطية لأي عامل 

 الشكل التالي:
      

      
       

                                                  (    ) 
        حيث أن :          

   وحسب نظريات تحميل الانحدار المتعدد فإن الأمثال المعيارية 
 تحسب من جممة المعادلات الخطية التالية: 

   
                           

          
                    

                    
             

                 

                             (    ) 

 

أن ىذه ، عمماً ب (     )وأن    و   ىو معامل الارتباط بين أي متحولين     حيث أن: 
وىي          ، ولكن المعاملات   المعاملات معمومة أو يمكن حسابيا مباشرة من قيم المتحولات 

، وىي معاملات مجيولة  Sفي المصفوفة الييكمية    امل و والع    تمعاملات الارتباط بين المتحولا
 مازالت مجيولة .   لأن قيم العوامل 

   وىنا نلاحظ أن المعاملات المرافقة لممقادير المجيولة
ت الارتباط تشكل المصفوفة المتناظرة لمعاملا 

   ، ومنيا يمكننا حساب أو تقدير قيم الأمثال    الميدانية 
من خلال العلاقات التالية )حسب طريقة  

 المحددات( :

   
 

 |   |

| |
                              (

         
           

)                            (    ) 

 .   : ىي قيمة محدد المصفوفة الارتباطية لممتحولات | |حيث أن 
بتطويقيا  Rالموسعة من   في المصفوفة     : ىي قيمة محدد المتمم الجبري لمعنصر  |   |وأن  

 كما يمي :    بالعناصر 
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[
 
 
 
 
 
           

           
           
     

             ]
 
 
 
 
 

        [

        
        
    

        

] 

 |   |والمتممات الجبرية     بدلالة العناصر  |   |ومن جية أخرى يمكننا أن نعبر عن المحددات 
 ( كما يمي:19-4، وىكذا يمكننا كتابة )Rالمقابمة ليا من المصفوفة الارتباطية 

   
 

   |   |     |   |     |   |       |   |

| |
        (    ) 

 . Rفي المصفوفة الارتباطية     ىو المتمم الجبري لمعنصر  |   |حيث أن: 
( وكتابتيا بشكل مصفوفي نحصل عمى معادلة لحساب قيم 17-4( في العلاقة )20-4وبتعويض )

 وتكتب مصفوفياً كما يمي:   بدلالة المتحولات    العامل 
 ̃    

                                                      (    ) 
في المصفوفة  Pالمأخوذ من العمود  (                 )  ىو الشعاع العمودي    حيث أن: 
 .   والمتحولات    للارتباط بين العوامل  Sالييكمية 

 لصيغة المصفوفية التالية:( في علاقة مشتركة، نحصل عمى ا21-4وبتوحيد العلاقات )
 ̃                                                                     (    ) 

متناظرة، فإن   وأن       بالعلاقة  Aبشكل عام ترتبط مع الصورة  Sوبما أن مصفوفة الييكل 
 ( تأخذ الشكل التالي:22-4العلاقة )

 ̃                                                                        (    ) 
 .   : ىي مصفوفة المعاملات الارتباطية بين العوامل  حيث أن 

تصبح مصفوفة واحدية   غير مرتبطة )متعامدة( فإن المصفوفة    ولكن عندما تكون العوامل 
 كل التالي:( تأخذ الش23-4وعندىا فإن العلاقة ) (   )

 ̃                                                                                      (    ) 
  نقوم بحساب معامل الارتباط المتعدد    وبعد الحصول عمى ىذه العلاقة الانحدارية لكل عامل 

من   
 العلاقة التالية )أو غيرىا( .

               
                                                       (    ) 

  وكمما كانت قيمة 
 قريبة من الواحد كان التمثيل جيداً .  

في أي إحداثيات أخرى بواسطة التدوير . لذلك    وأخيراً يمكننا الحصول عمى معادلات تقدير العوامل 
في  Bوبين الصورة المدورة    الأصمية في الإحداثيات الأولى  Aنفترض أن ىناك علاقة بين الصورة 

ن مصفوفة التحويل بينيما ىي    الاحداثيات الثانية   . فعندىا يجب أن يكون لدينا : T، وا 
                                                                                                      (    ) 

 كما يمي:   في الاحداثيات الجديدة    ومن جية أخرى يمكننا أن نكتب المتحولات الأصمية 
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                                                                                                     (    ) 
غير مربعة )بصورة عامة( فإننا نضرب  B، وبما أن           حيث رمزنا للإحداثيات الجديدة بـ 

 ( تصبح كما يمي:27-4، والعلاقة )(    )فنحصل عمى مصفوفة مربعة    من اليسار الطرفين بـ 
                                                                                      (    ) 

 من اليسار فنحصل عمى أن :   (    )ثم نضرب الطرفين بـ 
  (    )                                                                             (    ) 

 في الاحداثيات الجديدة كما يمي:   امل ومنيا نحصل عمى معادلات انحدار العو 
 ̃                                                           (    ) 

            حيث أن:                
(، فنحصل 30-4في )   وذلك بتعويض القيم العددية لـ    ومنيا يمكننا حساب القيم العددية لمعوامل 

 .   قيمة لكل من العوامل  N عمى
من  A( ذي خمسة المتحولات، والذي تم تدوير صورتو العاممية 4-3وكتطبيق عمى ذلك نأخذ المثال )

 كما يمي: Bفأصبحت صورتو المائمة    إلى الإحداثيات    الاحداثيات المتعامدة 

  

[
 
 
 
 
            
             
            
            
             ]

 
 
 
 

 

 تساوي :   ومنيا نجد أن 
   *

                              
                                

+                   
 

     *
            
            

+    وأن                                                                 
 

(    )   *
             
             

+                                                                  
 

(    )      *
                                
                                

+ 
 

 كما يمي:   ( تعطينا المعادلتين الانحداريتين لمعوامل الجديدة 30-4وىكذا نجد أن العلاقة )
                                                

                                                 
 

   في الإحداثية الجديدة    نحصل عمى القيم العددية لمعوامل    وبتعويض القيم المعيارية لممتحولات
  (Bartlitt): طريقة 4-2-2

، ولتقديم ىذه Uبواسطة تصغير قيم عوامل التميز    تعتمد ىذه الطريقة عمى إيجاد تقدير قيم العوامل 
 الطريقة نعتمد عمى النموذج المختصر التالي:

                                                                  (    ) 
 فنجد أن:ومنيا يمكننا حساب عوامل التميز 
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(              )

  

                                               (    ) 

 فنجد أن:   ثم نشكل تابع مجموع مربعاتيا عمى جميع المتحولات 

 (     )  ∑  
 

 

   

 
∑ (              )

  

  
                  (    ) 

ونضع المشتقين مساويين     و   نقوم باشتقاقو بالنسبة لـ  [     ] ولإيجاد أصغر قيمة لمتابع 
 فنجد أن: ،لمصفر

  

   

  ∑
 

  
 (              )  (    )   

  

   

  ∑
 

  
 

 

   

(              )  (    )   

                      (    ) 

 ى الشكل التالي:وبعد الاصلاح يمكن كتابة ىاتين العلاقتين عم

∑(
   
 

  
 )

 

 ̃  ∑(
      

  
 )

 

 ̃  ∑
   

  
 

 

  

∑(
      

  
 )  ̃  ∑(

   
 

  
 )  ̃ 

 

 ∑
   

  
 

 

  

                              (    ) 

 .   بدلالة المتحولات   ̃ و  ̃ ومنيما يمكننا حساب العاممين 
( تأخذان الشكل المصفوفي 35-4. وعندىا فإن العلاقتين )عاملاً  mويمكن تعميم ىذه الطريقة عمى 

 التالي :
(        )                                                    (    ) 

      وبضرب طرفي، غير شاذة فإن مقموبيا يكون موجوداً  (        )وبفرض أن المصفوفة 
 وىي: F( بذلك المقموب نحصل عمى المعادلة التي تعطينا العوامل 4-36)

 ̃  (        )                                                         (    ) 
 يمي: ولتطبيق ىذه الطريقة عمينا إجراء ما

 .  وفة وحساب عناصر المصف   ثم إيجاد المنقول  Aالحصول عمى الصورة   -1
 .       ثم حساب     حساب   -2
 .   (        )ثم حساب المقموب  (        )حساب الجداء   -3
 .         (        )حساب الجداء النيائي:  -4
 فييا . Z( وذلك بتعويض قيم 37-4من العلاقة ) Fحساب قيم   -5

 (Lederman, Anderson, Rubin: الطريقة المتسارعة )طريقة 4-2-3
 R( وعمى العلاقة العامة التي تربط بين المصفوفة الارتباطية 20-2وىي تعتمد عمى النموذج )
 ( التالية :66-1المعرفة بالعلاقة ) Mوالمصفوفة العاممية الموسعة 
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    *
  
  

+                                                            (    ) 
 وتساوي : [  | ]   ىي المصفوفة الموسعة Mحيث أن 

  [

               
               
        

               

]  (   )   (    ) 

 ( كما يمي:31-4وىكذا يمكننا أن نكتب العلاقة )
  (   ) *

  
  

+ *
  

 
+  [      ] *

  

 
+                    (    ) 

( واختصار الحسابات في تقدير قيم العوامل 23-4الانحدارية )وتيدف ىذه العلاقة إلى تبسيط العلاقة 
 : Fالعامة 

 عاملًا مائلًا كما يمي:mوسنناقش الحالة العامة التي يمكن أن يكون فييا نظام الاحداثيات مائلًا ويتضمن 
 فنحصل عمى أن:       ( من اليسار بـ 40-4لنضرب الآن طرفي )

                                                               
         [            ]                                   (    ) 

ذا رمزنا لمجداء داخل القوس بـ   فيكون لدينا: Kوا 
      

      
                                                          (    ) 

 . m*mبارة عن مصفوفة من المرتبة وىو ع
 ( السابقة كما يمي:41-4وعندىا يمكننا أن نكتب العلاقة )

         [   ]                                                       (    ) 
 فنجد أن:   (   )( من اليسار بـ 43-3ولنضرب الآن طرفي العلاقة )

(   )                                                                                 
 ونبدل مواقع الطرفين فنحصل عمى أن:    ثم نضربيا من اليمين بالمقموب 

       (   )                                                   (    ) 
 ( أن :23-4ومن جية أخرى لدينا من العلاقة )

                                                                           (    ) 
 ( فنحصل عمى أن:45-4في العلاقة )       لذلك نعوض 

 ̃    (   )                                                         (    ) 
، فنحصل عمى قيم ىذه الأعمدة ونكتب ذلك كما Zة وقيم أعمد ̃ ويمكن كتابة ىذه العلاقة بين قيم أعمدة 

 يمي:
 ̃    (   )                                                         (    ) 

(   )والذي يساوي    [  (   ) ]( نضرب طرفييا بـ 45-4ولتبسيط العلاقة )      
 فنحصل عمى أن:

(   )            
                                           (    ) 
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في كل طرف وبإجراء المطابقة  (m*1)( تعطينا عمودين من مرتبة 48-4إن نتيجة العلاقة السابقة )
 معادلة خطية . mبينيما نحصل عمى 

والطرف الأيمن يتضمن مصفوفات بسيطة. أما الطرف الأيسر فيكون أكثر تعقيداً. لذلك نقوم بتبسيط 
 ( فنجد أن:42-4إلى ما يساويو من ) Kعادة الرمز الطرف الأيسر بإ

 

(   )        (            )     
 (            )             

 يكون لدينا:        ثم                 وبوضع 
                                                                      (    ) 

 تقدر من العلاقة العامة التالية: Fومنيا نستنتج أن 
 ̃                                                                        (    ) 

( 50-4، وعندىا فإن العلاقة )       غير مرتبطة )متعامدة( فإن    أما عندما تكون العوامل 
 تأخذ الشكل التالي:

 ̃  (   )                                                           (    ) 
 ( في المسائل العممية ينصح اتباع الخطوات التالية :50-4وعند استخدام العلاقة )

 . Aنحسب مصفوفة الصورة الأصمية   -1
  عمى  Aمن  jنقسم كل عناصر السطر   -2

 .      فنحصل عمى   
 .           فنحصل عمى    في المنقول       نضرب من اليسار   -3
 . Lفنحصل عمى المصفوفة  Jونضعيما مع المصفوفة     ثم   نحسب المصفوفة   -4
 .    نحسب المقموب   -5
  عمى    من  jوذلك بتقسيم كل عناصر السطر        نحسب   -6

  . 
 . ̃ فنحصل عمى عمود القيم  (            )نحسب الجداء   -7
ثم نقوم ،        من   نقوم بحسابفعندىا واحدية،    إذا كانت العوامل غير مرتبطة فتكون أما

 (.51-4كما في العلاقة ) Fفنحصل عمى معادلة قيم        ونضربيا من اليسار بـ     بحساب 
 

 (Harman: طريقة المتحولات المثالية )طريقة 4-2-4
ىي عبارة عن أسموب آخر لتقدير العوامل يعتمد عمى التعبير عن العوامل بواسطة مساقط متحولات 

  )مثالية( 
بدلالة القيم عمى الشكل       في فضاء العوامل العامة. وبذلك يمكننا كتابة العلاقة   
 التالي:

                                                                                            (    ) 
ىو شعاع عمود مؤلف من مساقط المتحولات عمى محاور فضاء العوامل العامة ونرمز لو بـ    حيث 

  
     

       
بواسطة علاقات خطية بدلالة   ، وبناء عمى ذلك يمكننا التعبير عن قيم العوامل  

  متحولات إفتراضية 
  . 
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 فنجد أن :   ( بالمصفوفة 52-4من اليسار العلاقة ) لنضرب الآن
                                                                            (    ) 

قيمة ذاتية ىي  mلمدلالة عمى المصفوفة القطرية المتضمنة    بالرمز      وبما أننا رمزنا لمجداء 
 كما يمي :     ، فإننا نكتب الجداء             

             (            )                                 (    ) 
 

ذا ضربنا طرفي العلاقة )  تساوي : ̃ نحصل عمى أن    (    )( من اليمين بـ 53-4وا 
 ̃  (    )                                                      (    ) 

( لمعوامل الرئيسية. والفرق الوحيد بينيما ىو استخدام 11-4وىي علاقة شبيية بالعلاقة الأولى )
 المتحولات )المثالية( بدلًا عن المتحولات المشاىدة .

تختمف عن قيم العاممين الناتجين عن طريق الانحدار المتعدد أو عن  -كما ىو متوقع –وىذه القيم 
ن سبب ذلك التقارب ىو أن قيم متحولات التميز  تكون صغيرة،  Uالطريقة المتسارعة ولكنيا قريبة منيا. وا 

 وىذا يؤدي بدوره إلى تقارب المتحولات المثالية مع المتحولات المشاىدة .
وأخيراً نشير إلى أن طريقة الانحدار المتعدد ىي الأكثر استخداماً وكفاءة رغم تعقيدات الحسابات فييا. 

فتتميز بأن تقديراتيا  Bartlittوقد تكون تقديراتيا متحيزة أو تكون قيم العوامل فييا مترابطة. أما طريقة 
فتكون معيارية  Andersonيرات طريقة أما تقد .تكون غير متحيزة وغير مترابطة )إلا في حالة التعامد(

وقد تكون مترابطة بينيا في حالة التعامد أو مترابطة مع عوامل ، ( 1، وتباين = 0)ذات متوسطات =
 . Uالتميز
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 الفصل الأول
 المفاهيم العامة للتحليل التمييزي

 
 ييد:: تم 1-1

إف كؿ إنساف يمارس التحميؿ التمييزي يومياً وبصورة لاشعورية . فعندما نسير في الشارع نميز فوراً بيف 
ناث، كما نميز بينيـ حسب العمر ونفرزىـ دوف أف نسأليـ إلى  الناس حسب الجنس ونفرزىـ إلى ذكور وا 

حسب حالاتيـ الصحية كبار وشباب وأطفاؿ . والطبيب عندما يفحص المرضى يميز بينيـ بسرعة 
إجراء التحاليؿ ليـ، الطبية اللازمة، وأحياناً يعالجيـ دوف  الدراسة )مريض أو سميـ(، وذلؾ قبؿ إجراء

والمتجوؿ في الغابة يميز بيف أنواع الأشجار بسرعة، والشرطي الذي يقؼ عمى بوابة المطار الدولي يميز 
 ىـ إلى أوروبييف وأفارقة وىنود وصينييف ... الخ .في لحظة خاطفة بيف المسافريف حسب جنسياتيـ ويفرز 

وىكذا نجد أف عمميات التمييز كثيرة جداً وىي تيدؼ إلى تحديد المجموعة التي ينتمي إلييا أي عنصر 
أو تحديد انتماء أي عنصر جديد إلى إحدى مجموعات المجتمع  ،مف عناصر المجتمع المدروس

اصر وتحديد المجموعات التي تنتمي إلييا ليست بيذه البساطة المدروس، ولكف عممية التمييز بيف العن
 والسيولة . 

فمثلًا لا نستطيع ببساطة التمييز بيف الأخيار والأشرار أو بيف المثقفيف وغير المثقفيف أو بيف الأذكياء 
ات التي والأغبياء ...الخ، وذلؾ لأف التمييز في مثؿ ىذه الحالات يحتاج إلى دراسة معمقة وتحديد المؤشر 

 تساعدنا في عممية التمييز .
 وىنا نطرح الأسئمة التالية :

 كيؼ استطعنا فرز ىؤلاء الناس وتحديد المجموعات التي ينتموف إلييا وبيذه السرعة الفائقة ؟ -1
 ماىي المتحولات الكمية أو النوعية التي اعتمدنا عمييا في عمميات الفرز وتحديد الانتماء ؟ -2
ب الرياضية التي استخدمناىا وطبقناىا عمى تمؾ المتحولات لاتخاذ القرار ماىي الصيغ أو التراكي -3

 المناسب لفرز ىذه العناصر وتحديد المجموعات التي تنتمي إلييا ؟
إف الإجابة عمى ىذه الأسئمة ىي: إننا استخدمنا بعض الصفات أو بعض الخواص الملازمة ليذه 

ة (، ومنيا حصمنا عمى مؤشر معيف ساعدنا عمى فرز العناصر وقمنا بتركيبيا ضمف صيغ معينة ) فوري
 تمؾ العناصر وعمى تحديد المجموعات التي تنتسب إلييا .

ولكف بعض عمميات الفرز والتمييز قد لا تكوف صحيحة بسبب التشابو بيف خواص العناصر، أو بسبب 
الذي اعتبره اوروبياً قد الالتباس بينيا . ففي مثاؿ شرطي المطار الدولي فقد يقع في خطأ ما. فالشخص 

 يكوف كندياً والإفريقي قد يكوف أمريكياً واليندي قد يكوف باكستانياً والصيني قد يكوف يابانياً ...الخ .
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لى  وىكذا نجد أف عمميات التمييز بيف العناصر ليست أمراً سيلًا، وىي تحتاج إلى دراسات معمقة وا 
ة ىذه الأدوات ما يسمى التابع التمييزي، الذي يستخدـ أدوات رياضية واحصائية متقدمة، يأتي في مقدم

 لفرز عناصر العينة المدروسة إلى المجموعات المناسبة ليا ) مع احتماؿ الخطأ في ذلؾ ( .
وقبؿ أف ندخؿ في استعراض التحميؿ التمييزي نشير إلى بعض المصطمحات المتشابية والمتداخمة، وذلؾ 

 [437[ ص4جة المسائؿ المختمفة وىذه المصطمحات ىي ]حسب ]حتى يتـ التفريؽ بينيما عند معال
: وىو يشترط وجود مجتمع مقسـ إلى مجموعتيف أو أكثر )محددتيف مسبقاً(، وأف يتـ التمييز -1

سحب عينة عشوائية مف كؿ منيا، ويتمخص ىدفو وميمتو في دراسة خواص ىذه العينات، ثـ 
، تسمح لنا بفرز عناصر المجتمع إلى تمؾ استخلاص قاعدة معينة مبنية عمى بيانات العينة

المجموعات وتحديد الحدود الفاصمة بينيا، وبحيث تمكننا مف تحديد المجموعة التي ينتمي إلييا 
 أي عنصر جديد، دوف أف يكوف لدينا أي فكرة مسبقة عف المجموعة ينتمي إلييا ذلؾ العنصر .

منو إلى مجموعات محددة، وبحيث يتـ : وىو يتناوؿ توزيع عناصر المجتمع أو عينة التصنيف -2
تصنيؼ عناصر تمؾ العينة )أو المجتمع( إلى مجموعات متجانسة داخمياً ومختمفة عف بعضيا 

، تساعدنا عمى التنبؤ البعض أكثر ما يمكف، وينتج عنو مجموعات محددة وذات مواصفات معينة
  بانتماء إي عنصر جديد مف المجتمع إلى إحدى المجموعات المحددة.

أي أف التمييز يشترط مسبقاً وجود المجموعات )المجتمعات( المحددة، ولكف التصنيؼ ييدؼ إلى 
 تشكيؿ ىذه المجموعات المختمفة في المجتمع .

: وىي تتناوؿ تجزئة عناصر عينة معينة )أو عناصر المجتمع الكمي(، وتقسيميا إلى التجزئة -3
لتمؾ التجزئة أـ لا، مثؿ توزيع الطلاب مجموعات جزئية، بغض النظر عف وجود حدود طبيعية 
 عشوائياً عمى الشعب الدراسية بدوف أية شروط مسبقة .

 وىنا نشير إلى أف التحميؿ التمييزي يتناوؿ عمميتيف أساسيتيف ىما:
 التمييز: وىو القياـ بفرز عناصر المجتمع إلى مجموعات محددة ومنفصمة وتحديد الحدود الفاصمة بينيا .

 و القياـ بالتنبؤ بانتماء أي عنصر جديد إلى إحدى المجموعات وفؽ قاعدة معينة .التصنيؼ: وى
 تعريف التحميل التمييزي: 1-2

إف التحميؿ التمييزي ىو عبارة عف تقنية إحصائية رياضية قوية، تستخدـ لتوصيؼ عناصر المجتمع 
مجموعتيف(، وتحديد  المدروس، والموزعة عمى مجموعات محددة ومنفصمة ومتكاممة )أكثر أو يساوي مف

الحدود الفاصمة بينيا، واستخلاص قاعدة معينة لتحديد انتماء أي عنصر إلييا، ونرمز ليذه المجموعات بػ 
 . (   )ىو عدد تمؾ المجموعات في المجتمع المدروس، وأف   ، حيث أف:              

أي عنصر جديد إلى إحدى المجموعات السابقة أو تصنيفو  كما يستخدـ التحميؿ التمييزي لمتنبؤ بانتماء
 في احداىا حسب قاعدة معينة .
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 لذلؾ يقسـ التحميؿ التمييزي إلى قسميف أساسييف ىما:
التحميؿ التمييزي الوصفي: وىو الذي يتناوؿ توصيؼ العناصر ضمف المجموعات ووضع قواعد  -

 الانتماء إلييا .
الذي يتناوؿ تصنيؼ العناصر إلى مجموعات ويتنبأ بانتماء أي  التحميؿ التمييزي التنبؤي: وىو -

 عنصر جديد إلى إحدى تمؾ المجموعات .
 كما يمكف تقسيـ التحميؿ التمييزي إلى نوعيف آخريف ىما:

لتوصيؼ عناصر المجتمع  Xالتحميؿ التمييزي البسيط: وىو الذي يعتمد عمى متحوؿ واحد  -
 . (   )وتصنيفيا ضمف مجموعاتو المتعددة 

التحميؿ التمييزي المتعدد: وىو الذي يعتمد عمى عدة متحولات مستقمة )متحوليف أو أكثر(  -
. ونرمز ليذه (   )لتوصيؼ عناصر المجتمع وتصنيفيا ضمف مجموعاتو المتعددة 

 ىو عدد المتحولات المستقمة .  حيث أف           المتحولات بالرموز 
 التحميؿ التمييزي إلى نوعيف آخريف ىما:وكذلؾ يمكف تقسيـ 

التحميؿ التمييزي الخطي: وىو الذي يعتمد عمى النماذج الخطية لمفصؿ بيف مجموعات المجتمع  -
 المدروس .

التحميؿ التمييزي غير الخطي: ىو الذي يعتمد عمى النماذج غير الخطية لمفصؿ بيف مجموعات  -
 المجتمع المدروس .

 ميؿ التمييزي إلى نوعيف آخريف ىما:وأخيراً يمكف تقسيـ التح
التحميؿ التمييزي الكمي: وىو الذي يعتمد عمى المتحولات الكمية )المقاسة( في توصيؼ عناصر  -

 المجتمع، )كالدخؿ والوزف والعمر ...الخ( .
التحميؿ التمييزي النوعي: وىو الذي يعتمد عمى المتحولات النوعية )غير المقاسة( في توصيؼ  -

 مع )كالجنس والتعميـ والمكاف والحالة الاجتماعية ...الخ( .عناصر المجت
وسنركز في منشورنا ىذا عمى التحميؿ التمييزي الكمي الخطي الذي ييدؼ إلى دراسة التأثير المشترؾ 

مؤلؼ مف عدة مجموعات )أو   عمى تابع نوعي            لعدد متحولات كمية مستقمة ىي 
وتحديد دور كؿ منيا في تصنيؼ عناصر المجتمع إلى ىذه المجموعات ،            فئات( ىي: 

وذلؾ مف خلاؿ بيانات العينات العشوائية المسحوبة مف تمؾ المجموعات، ثـ العمؿ عمى إنشاء تركيب 
المجموعات لتمؾ المتحولات المستقمة، واستخدامو في التمييز بيف تمؾ  ( )  خطي )أو غير خطي( 

 التي يتألؼ مف المجتمع المدروس .
 بيانياً عمى الشكؿ التالي:  عمى المجموعات التابعة  ويمكف تمثيؿ التأثير المشترؾ لممتحولات المستقمة 
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 ( آلية عمل التحميل التمييزي1-1الشكل )

تؤثر عمى كؿ مجموعة مف  (         )( يبيف أف جممة المتحولات المستقمة 1-1إف الشكؿ )
. وذلؾ مف خلاؿ التراكيب الخطية )أو غير الخطية(، المعرفة  المجموعات التي يتألؼ منيا التابع 

، وأف كؿ عنصر مف عناصر ىذه المجموعات يعطينا جممة مف ( )    ( )   ( )  عمييا 
وعند تعويضيا في التركيب الخطي المقابؿ لتمؾ المجموعة نحصؿ عمى قيمة القياسات ليذه المتحولات 

 تميز ذلؾ العنصر عف غيره في المجموعة المذكورة . ( )  محددة لمتابع 
عشوائية مف كؿ مجموعة مف مجموعات  ةإف تطبيؽ التحميؿ التمييزي يتطمب أف نقوـ بسحب عين

كمية حجميا  وعينة ،طبقية اتفتتشكؿ لدينا عين،          بحجوـ متساوية أو مختمفة   المجتمع 
  ∑   

 
. ويمكف تفريغ بيانات ىذه العينات في جداوؿ مناسبة وحساب متوسطاتيا وتبياناتيا كما     
 يمي:

 ( بيانات العينات المسحوبة من المجموعات )حالة ثلاث مجموعات(:1-1جدول )

مف  j لمجموعةبيانات عينة ا
ات     عنصراً فييا لمقيـ    

بيان
ال

ات 
سط
متو

ال
 

بيانات عينة المجموعة 
عنصراً    الثانية مف 

              

ات
بيان
ال

ات 
سط
متو

ال
 

بيانات عينة المجموعة الأولى 
عنصراً    مف 

                      

 البيانات
 

 المتحولات

     لمتحولات بػػ نرمز لقيـ ا
   لممتحولات   حيث يرمز 
   لممجموعة   ويرمز 
   مف  kلممشاىدة   ويرمز 

          وحيث أف:    
           
            

   
   ̅                  

    
   ̅                       

    
   

   ̅                  
    

   ̅                       
    

   
   ̅                  

    
   ̅                       

    

   
   ̅                  

    
   ̅                       

    
              

   
   ̅                  

    
   ̅                       

    
 

وأخيراً نشير إلى أننا سنركز في منشورنا ىذا عمى التحميؿ التمييزي الخطي المتعدد الذي يعتمد عمى 
 المتحولات المستقمة الكمية، ونعرفو كما يمي:



 فصؿ الأوؿال                                                                               الجزء الخامس 

577 

 

ية : ىو الذي يستخدـ نماذج خطية في تركيب المتحولات المستقمة الكمالتحميل التمييزي الخطي
 لاستخداميا في التمييز بيف عناصر المجموعات . وىذه النماذج يكوف ليا الشكؿ التالي :          

 ( )                                      (   ) 
 .( ) ( في التابع ىي الأمثاؿ التمييزية ) المعاملات              حيث أف 

ىو تابع كامف يصاغ بواسطة  ( ) ( . وأف 1-1ىو متحوؿ الخطأ العشوائي في النموذج )  وأف 
ويسمى بالتابع التمييزي الفاصؿ بيف المجموعات Yالمؤثرة في التابع  Xتركيب خطي لممتحولات 

(Discriminant Function. ) 
 ، ار فيما إذا كاف تصنيؼ عناصر المجموعات في التابع إف اليدؼ الأساسي لمتحميؿ التمييزي ىو اختب

، ويمكف وضع فرضية العدـ          يعتمد عمى متحوؿ واحد عمى الأقؿ مف المتحولات المستقمة 
 والفرضية البديمة كما يمي:

قمة لايعتمد عمى أي مف المتحولات المست  : إف تصنيؼ عناصر المجموعات في التابع   
            . 

يعتمد عمى واحد عمى الأقؿ مف المتحولات المستقمة   : إف تصنيؼ عناصر المجموعات في التابع   
          . 

 ويمكف كتابة ىاتيف الفرضيتيف كما يمي :
مف أجؿ                                            
مف أجؿ قيمة واحدة عف الأقؿ                            

                                     (   ) 

 الافتراضات والشروط لتطبيق التحميل التمييزي: 1-3
 :مايمي              يشترط عند تطبيق التحميل التمييزي عمى مجموعات مجتمع ما باستخدام متحولات

أف تكوف المجموعات في المجتمع المدروس محددة ومتكاممة وغير متقاطعة فيما بينيا، وأف يكوف  -1
، وأف تكوف حجوميا متقاربة أو غير مختمفة كثيراً . ويمكف إنشاء المجموعات عمى (   )عددىا 

 أسس ديموغرافية أو جغرافية أو إدارية أو غيرىا .
تقمة عف بعضيا البعض . أي اف تكوف العينات الطبقية أف تكوف المشاىدات )أو القياسات( مس -2

أكبر بعشريف مرة مف عدد  nمسحوبة بطريقة عشوائية مف المجموعات . وأف يكوف حجـ العينة الكمية 
 .عنصراً      وأف لا يقؿ حجميا في كؿ الأحواؿ عف  p [Steven 1996]المتحولات المستقمة 

ذا             أف تكوف المتحولات  -3 مستقمة عف بعضيا البعض . وأف لا يكوف عددىا كبيراً، وا 
 pكاف عددىا كبيراً فيجب اختزاليا حسب معايير محددة . وفي كؿ الأحواؿ يجب أف لا يزيد عددىا 

 فإننا نكوف أماـ التحميؿ التمييزي البسيط . 1  ، وعندما يكوف n% مف حجـ العينة الكمية 5عف 
خاضعة لمتوزيع الطبيعي المتعدد، أو أف يكوف           حولات المستقمة )الكمية( أف تكوف المت -4

ذا كاف ىذا الشرط غير محقؽ نقوـ بإجراء بعض  كؿ منيا خاضعاً لمتوزيع الطبيعي العاـ . وا 
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مييا التحويلات اللازمة أو نستغني عف بعض المتحولات، ولكف إذا كاف حجـ العينة كبيراً فيطبؽ ع
 قانوف الأعداد الكبيرة وتعتبر طبيعية تقاربياً .

داخؿ كؿ مجموعة، متشابية  Xأف تكوف مصفوفات التبايف والتبايف المشترؾ لممتحولات المستقمة  -5
 (، أي أف تكوف تمؾ المصفوفات متساوية أو متجانسة عمى الأقؿ .Similarity)متماثمة 

 شوائياً. أي أف يكوف توقعيا مساوياً لمصفر . أف تكوف مقادير الأخطاء )البواقي( موزعة ع -6
 عندما يكوف حجـ العينة كبيراً . الأخيرة ملاحظة: يمكف التساىؿ في الشروط

 ولمتأكد مف تحقؽ ىذه الشروط يجب إجراء الاختبارات اللازمة لذلؾ . وسنعرضيا لاحقاً في فقرة خاصة .
 أىداف وخطوات التحميل التمييزي : 1-4

 مييزي إلى تحقيؽ عدة أغراض أىميا:ييدؼ التحميؿ الت
 التحري عف الاختلافات الموجودة بيف المجموعات التي يتألؼ منيا المجتمع المدروس . -1
 تحديد الطريقة الأكثر توفيراً في التفريؽ أو الفصؿ أو التمييز بيف المجموعات . -2
 حذؼ المتحولات المرتبطة بضعؼ مع المجموعة المحددة . -3
 ستقمة التي تميز كؿ مجموعة وأي المتحولات التي لا تميزىا .تحديد المتحولات الم -4
 تصنيؼ العناصر أو الحالات ضمف المجموعات حسب قاعدة معينة . -5
اختبار النظرية القائمة مف خلاؿ مقارنة فيما إذا كانت الحالات المصنفة سابقاً مشابية لمحالات  -6

 المصنفة لاحقاً .
 ما يمي :أما خطوات التحميؿ التمييزي فتتمخص ب

تحديد نوع التحميؿ التمييزي المناسب الذي يوصمنا إلى النتائج الاحصائية المطموبة، فيؿ التحميؿ  -1
، أو البسيط أـ المتعدد، أو الخطي أـ غير الخطي، أو الكمي ؟ الوصفي ىو المناسب أـ التنبؤي

 .؟أـ النوعي أـ الموجيستي 
تمييزي المختار واللازمة لتحقيؽ أىداؼ البحث تحديد المتحولات المستقمة المناسبة لمتحميؿ ال -2

 وجمع البيانات عنيا .
وسحب العينات  (   )تحديد عدد المجموعات في المجتمع التي ستستخدـ في التحميؿ  -3

 الطبقية منيا وجمع البيانات اللازمة منيا .
 اختبار البيانات والتأكد مف أنيا تحقؽ الافتراضات والشروط المفروضة عمييا . -4
 راء التحميؿ التمييزي حسب خطواتو العممية والحصوؿ عمى النتائج المطموبة .إج -5
 تفسير النتائج والعمؿ عمى الاستفادة منيا . -6
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 الثانيالفصل 
 التحليل التمييزي البس يط )حسب متحول واحد ومجموعتين(

 
 تمييد: 2-1

كف أف يتـ تحويؿ معظـ الأنواع يعتبر التحميؿ التمييزي البسيط أساساً لأنواع التمييز الأخرى، لأنو يم
الأخرى إلى التحميؿ التمييزي البسيط . ولاستعراض ىذا النوع البسيط نأخذ مجتمع القروض المصرفية 

 الذي يقدميا أحد المصارؼ إلى المواطنيف ونعرضيا كما يمي:
أشير(،  لنفرض أف مدير المصرؼ لاحظ أف الكثير مف القروض الممنوحة متعثرة السداد )أكثر مف ستة

فطمب مف المسؤوليف عنيا تحديد أسباب التعثر لمعالجة ىذه الظاىرة فقالوا لو: توجد أسباب كثيرة لذلؾ 
ومنيا )الدخؿ والعمر والملاءة والجنس والمينة والخبرة والمنافسة والالتزاـ والأخلاؽ ...الخ(، ولكف المدير 

رار الموافقة عمى منح القروض، فاستقر طمب منيـ تحديد مؤشر واحد أو مؤشريف لاستخداميما في ق
( ىو أىـ الأسباب المؤدية إلى تعثر القروض، لأنو Xأمرىـ الأوؿ عمى اعتبار )الدخؿ الشيري لممقترض 

إذا كاف دخؿ المقترض ضعيفاً، فإف قدرتو عمى تسديد الأقساط تكوف ضعيفة، وبالتالي فإف قرضو يكوف 
 عرضة لمتعثر .

، وسحب     ؽ العمؿ بسحب عينة عشوائية مف القروض المتعثرة بحجـ ولمتأكد مف ذلؾ قاـ فري
، ثـ قاـ بتصنيؼ عناصر ىاتيف العينتيف حسب     عينة عشوائية مف القروض غير المتعثرة بحجـ 

دخؿ المقترض في كؿ منيا ثـ معالجتيا، فكانت بيانات ومتوسطات وتباينات دخوؿ أصحاب ىذه 
 القروض كما يمي:

 بتصرف( Lesson2: DA SPSS(: بيانات عينيتي القروض المتعثرة وغير المتعثرة . )من 1-2دول )جــ
   مجموعة القروض المتعثرة    مجموعة القروض غير المتعثرة 
     عناصر عينة القروض المتعثرة :      عناصر عينة القروض غير المتعثرة : 

 الرقـ 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

56 64 64 72 56 72 72 30 56 56 29 56 45 56 56 
دخؿ 
صاحب 
 القرض

  
  (     )            ̅          

  (      )           ̅     
المتوسط 
 والتبايف

 

 يساوي : وكاف المتوسط العاـ المثقؿ لمدخوؿ في ىاتيف العينتيف )المتعثريف وغير المتعثريف(

 ̅  
 (  )   (     )
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ف التبايف العاـ والانحراؼ المعياري يساوياف :  وا 
   (      )                               

  مف العلاقة :   ̅ و   ̅ ويمكف حساب القيمة الوسطى لممتوسطيف 
 ̅   ̅ 

 
        

 عمى الشكؿ التالي: Xالمراكز ترسـ عمى المحور المخصص لمدخؿ  إف ىذه المتوسطات أو

30 45 48 56 64 65.14 72

1x x m 2x

                

29

      X

 
 (: محور توزيع القروض حسب الدخل1-2الشكل رقم )

وىنا تساؤؿ المسؤولوف: كيؼ سنفرز القروض حسب الدخؿ فقط إلى قروض متعثرة وقروض غيرمتعثرة ؟ 
 ؽ ذلؾ الفرز بأقؿ خطأ ممكف ؟ وماىو المعيار الذي يمكف اعتماده لتحقي

، ونعتبره الحد الفاصؿ بيف ىاتيف ̅ إف الجواب السيؿ والبسيط عمى ذلؾ ىو أف نستفيد مف المتوسط العاـ 
 المجموعتيف ونقوؿ:

 فإف القرض يكوف متعثراً  ̅   إذا كاف 
 فإف القرض يكوف غير متعثر . ̅   أما إذا كاف 

̅ وفي مثالنا ىذا نلاحظ أف  ستصنؼ عمى  (   )، وىذا يعني أف جميع القروض المتعثرة    
 أنيا متعثرة وىذا تصنيؼ صحيح .

( مف 7( و )3ولكننا سنقع في خطأ ممحوظ عند تصنيؼ القروض غير المتعثرة، حيث سنعتبر القرضيف )
اعتبار المتوسط القروض غير المتعثرة قروضاً متعثرة )وىذا تصنيؼ خاطئ(. وىكذا نجد إف ىذا المعيار )

ىو الحد الفاصؿ( ىو معيار معقوؿ ولكنو يحتمؿ الخطأ، فعند دراسة الطمبات الجديدة لمزبائف  ̅ العاـ 
مف أصحاب القروض المتعثرة، وىذا أمر      فإنو حسب ىذا المعيار سنعتبر كؿ مف كاف دخمو 

ىـ مف      مف أصحاب الدخوؿ  مشكوؾ فيو لأف بيانات العينة الثانية تفيدنا أف نسبة لا بأس بيا
 أصحاب القروض غير المتعثرة )وليس المتعثرة( .
 إف الوقوع في ىذا الخطأ يحدث لعدة أسباب أىميا:

إذا كانت الدراسة لا تستند إلى خصائص المجتمع ولا تعتمد عمى التوزيعات التكرارية الاحتمالية  -1
 لمدخوؿ في كؿ مجموعة في المجتمع .

 . (    )ت المسحوبة غير عشوائية وكاف حجميا الكمي صغيراً إذا كانت العينا -2
إذا كانت حجوـ العينات الطبيعية لا تتناسب مع حجوـ المجموعات . أي إذا كانت نسبة حجـ  -3

 كؿ منيا لا يتوافؽ مع نسبة حجـ المجموعة في المجتمع .
 لقروض الكمية .مف ا      أي  (       )فمثلًا: إذا كانت نسبة القروض المتعثرة 

 مف القروض الكمية .      أي   (       )وكانت نسبة القروض غير المتعثرة    
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 فإف نسبة حجمي العينتيف يجب أف يتوافؽ مع ىاتيف النسبتيف. أي يجب أف يكوف :
  

 
                   

  

 
                                             (   ) 

إذا كانت حجوـ العينات لا تأخذ بعيف للاعتبار الانحرافات المعيارية داخؿ كؿ مجموعة، لأف  -4
حجوـ العينات يجب أف تتناسب طرداً مع الانحرافات المعيارية الداخمية لتمؾ المجموعات أي 

 يجب أف يكوف :
   

  

 
√                            

  

 
√                          (   ) 

 .N= حجـ المجتمع  (     )ىما عدد العناصر في المجموعتيف وأف    و   حيث أف 
إذا كانت حجوـ العينات واحتمالات الخطأ لا تأخذ بعيف الاعتبار تكمفة التصنيفات الخاطئة  -5

Misclassification cost ت تتناسب عكساً مع تكمفة التصنيفات الخاطئة .. لأف حجوـ العينا 
 وليذا يجب اتباع طرائؽ رياضية دقيقة لتحديد الحدود الفاصمة بيف المجموعات، وأىـ ىذه الطرائؽ ىي:

 . ECMطريقة التكمفة المتوقعة لمتصنيفات الخاطئة  -
 ( أو الاحتمالات الشرطية اللاحقة .Bayseطريقة بايز ) -
 . Mahalanobisو مسافة طريقة الجوار الأقرب أ -
 . Fishir's certionطريقة معيار فيشر  -
 . MANOVAأو  ANOVAطريقة تحميؿ التبايف الأحادي أو المتعدد  -

 وسنتعرض ليذه الطرائؽ باختصار يتناسب مع التحميؿ التمييزي البسيط كما يمي :
 ECM( :Expected Cost ofطريقة التكمفة المتوقعة لمتصنيفات الخاطئة  2-2

(Misclassification 
 Johnson,Wichern, P. 485لنتابع مثالنا السابؽ حوؿ القروض، ولنرمز لممجموعتيف كما يمي:]

ضافة[  بتصرؼ وا 
 .   ولنسبتيا في المجتمع    نرمز لمجموعة القروض المتعثرة بالرمز 

 .   ولنسبتيا في المجتمع    نرمز لمجموعة القروض غير المتعثرة بالرمز 
يسمياف بالاحتمالات السابقة . لأنيما يعطيانا احتماؿ انتماء أي عنصر جديد إلى إحدى    و   إف 

 .        ىاتيف المجموعتيف ويحققاف العلاقة 
في كؿ مجموعة عمى حدة،  Xولنفترض الآف أننا جمعنا البيانات اللازمة عف جميع دخوؿ المقترضيف 

.  ( )  ورمزنا لو بػ    يا النسبية واستخمصنا منيا التوزيع الاحتمالي لمدخوؿ في وحسبنا تكرارات
 -    ,. والمعرفيف عمى مجاؿ مشترؾ ليما ىو  ( )  ورمزنا لو بػ    والتوزيع الاحتمالي لمدخوؿ في 

 وكاف ليما الشكؿ التالي :
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0 xa c b

 2f x 1f x
(2 /1)p

(1/ 2)p

2R1R
X

            

 f x

 
   و   : التوزيعات التكراريات في (2-2الشكل )

 ونعمـ أنو مف خواص ىذيف التوزيعيف إنيما يحققاف الخاصتيف التاليتيف

  ( )                      ∫   ( )  
 

 

                                     (   )

  ( )                      ∫   ( )  
 

 

                                     (   )

 

، التي تفرز القروض بأقؿ خطأ ممكف إلى مجموعتيف: مجموعة Cوالمطموب تحديد النقطة الفاصمة 
إلى  -   ,عمى اليميف، والتي تقسـ المجاؿ    عمى اليسار، ومجموعة غير المتعثرة    المتعثرة 
 كما يمي: اختصاراً  ، ونرمز ليما -     -و -   , غير متقاطعيف مجاليف

 .   مقابلًا لممجموعة المتعثرة  -     -   بحيث يكوف المجاؿ 
 .   مقابلًا لممجموعة غير المتعثرة  -    -   ويكوف المجاؿ 

الشرطية المقابمة ليما، ولتحديد انتماء كؿ قرض إلى إحدى ىاتيف المجموعتيف نقوـ بحساب الاحتمالات 
وىو أصلًا مف    خطأ في المجموعة الثانية  Xفنجد أف احتماؿ أف يتـ تصنيؼ القرض حسب الدخؿ لػ 

 يساوي:   المجموعة الأولى 

 (  ⁄ )   ,      ⁄ -  ∫   ( )  
  

                (   ) 

وىي المساحة المظممة بخطوط عمودية . وىو    فوؽ المجاؿ  ( )  وىو يمثؿ بالمساحة التي يشكميا 
، أي ىو احتماؿ أف يتـ    خطأ إلى المجموعة    يعبر عف احتماؿ أف ينتمي عنصر المجموعة 

 .    خطأ في المجموعة غير المتعثرة    تصنيؼ عنصر المجموعة المتعثرة 
 فيو يساوي :   خطأ في المجموعة    عنصر المجموعة  أما احتماؿ أف يتـ تصنيؼ

 (  ⁄ )   ,      ⁄ -  ∫   ( )  
  

                (   ) 

 .   فوؽ المجاؿ  ( )  وىو يمثؿ بالمساحة المظممة بخطوط أفقية والتي يشكميا التوزيع 
⁄  ) ويطمؽ عمى الاحتماليف الشرطييف  ⁄  ) و  ( وما شابييما مصطمح الاحتمالات اللاحقة،  (
 التي ذكرناىا سابقاً .   و   وىي تختمؼ عف الاحتمالات السابقة 
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مف متصنيؼ الخاطئ إلى كؿ ولمتصنيؼ الصحيح المختمفة لحتمالات الاعمى ذلؾ يمكننا حساب  وبناءً 
 يمي: كما تيفمجموعىاتيف ال

 صحيحاً يساوي الجداء التالي =   إلى المجموعة   يكوف تصنيؼ العنصر إف احتماؿ أف 
 ( .   (*)احتماؿ تصنيفو في    = )احتماؿ أف يكوف أصمو مف 
 فيكوف لدينا : (   ) ولنرمز لذلؾ الاحتماؿ بالرمز 

 (   )   ,      ⁄ -   (  )   (  ⁄ )                       (   ) 
ف احتماؿ أف يكوف تصنيؼ العنصر   خاطئاً يساوي الجداء التالي =   إلى المجموعة   وا 

 ( .   (*)احتماؿ تصنيفو خطأ في    )احتماؿ أف يكوف أصمو مف 
 ويكوف لدينا : (   ) ولنرمز لذلؾ الاحتماؿ بالرمز 

 (   )   ,      ⁄ -   (  )   (  ⁄ )                       (   ) 
 صحيحاً فيساوي الجداء التالي =   إلى المجموعة   أما احتماؿ أف يكوف تصنيؼ العنصر 

 ( .   (*)احتماؿ تصنيفو في    )احتماؿ أف يكوف أصمو مف 
 ويكوف لدينا : (   ) ولنرمز لذلؾ الاحتماؿ بالرمز 

 (   )   ,      ⁄ -   (  )   (  ⁄ )                       (   ) 
ف احتماؿ أف يكوف تصنيؼ العنصر   خطأ يساوي الجداء التالي =   إلى المجموعة   وا 

 ( .   (*)احتماؿ تصنيفو خطأ في    )احتماؿ أف يكوف أصمو مف 
 : ويكوف لدينا (   ) ولنرمز لذلؾ الاحتماؿ بالرمز 

 (   )   ,      ⁄ -   (  )   (  ⁄ )                       (    ) 
 ويمكف وضع ىذه الاحتمالات الشرطية في جدوؿ رباعي كما يمي:

 :   و    (: الاحتمالات المتقاطعة لمتصنيف في المجموعتين 2-2جدول )           
 حتمالات السابقةالا المجموعات      

 (  ⁄ )      (  ⁄ )           
 (  ⁄ )      (  ⁄ )           

ويصبح ىدفنا الآف أف نجعؿ مجموع الاحتماليف المقابميف لمحالتيف الخاطئتيف أصغر ما يمكف، وىو الذي 
 يساوي:

 (  ⁄ )      (  ⁄ )                                                  (    ) 
 Totalمف الكممات ) TPMويسمى ىذا الاحتماؿ بالاحتماؿ الاجمالي لمتصنيؼ الخاطئ، ويرمز لو بػ 

Probability Misclassification( وبناءً عمى العلاقتيف ،)ة ( يمكف كتاب6-2( و)5-2TPM  عمى
 الشكؿ التالي:

       ∫   ( )  

  

    ∫   ( )  

  

              (      ) 
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 أصغر ما يمكف . TPMوعمينا الآف أف نجعؿ ىذا الاحتماؿ الاجمالي 
 .   و    ولكف ذلؾ الأمر يتعمؽ بالتكمفة المترتبة عمى التصنيفات الخاطئة في كلا المجموعتيف 

)لأف ذلؾ لا يسبب ضرراً  تصنيؼ الصحيح في كؿ مجموعة تساوي الصفرفإذا افترضنا أف تكمفة ال
ف تكمفة التصنيؼ الخاطئ في المجموعة الأولى تساوي فييا( ⁄  ) . وا  ف تكمفة التصنيؼ الخاطئ ( . وا 

⁄  ) في المجموعة الثانية تساوي  )  . 
 كما يمي:( يتضمف تقاطع ىذه التكاليؼ 3-2فيمكننا إنشاء جدوؿ مقابؿ لمجدوؿ )

 (: تكاليف التصنيف الخاطئ :3-2جدول )                             
 المجموعات      

 (  ⁄ )      
   (  ⁄ )    

ولحساب القيمة المتوقعة )المتوسط( ليذه التكاليؼ، نقوـ بضربيا بالاحتمالات الشرطية لمتصنيؼ 
( السابؽ، فنحصؿ عمى ما تسمى القيمة المتوقعة لتكمفة التصنيؼ 2-2الخاطئ، المقابمة مف الجدوؿ )

وىي تساوي حسب  ECM، والتي يرمز ليا بػ (Expected Cost of misclassification)الخاطئ 
 ( ما يمي:3-2( و )2-2الجدوليف )

     (  ⁄ )   (  ⁄ )      (  ⁄ )   (  ⁄ )               (    ) 
 

 أصغر ما يمكف . ECMفنا الآف أف نجعؿ القيمة المتوقعة ويصبح ىد
 ( نجد أف:6-2( و )5-2وبناءً عمى العلاقتيف )

     (  ⁄ )    ∫   ( )  
  

  (  ⁄ )    ∫   ( )  
  

          (    ) 
 

  ( عمى المجاؿ الكمي 3-2حسب ) ( )  فإف التكامؿ الشامؿ لػػ         وبما أنو لدينا 
 يساوي الواحد ويساوي ما يمي :

  ∫   ( )  
 

 ∫   ( )  
  

 ∫   ( )  
  

                          (    ) 

 يساوي :فقط    عمى  ( )  ومنيا نجد أف تكامؿ 

∫   ( )  
  

   ∫   ( )  
  

                                                          (    ) 

 ( نحصؿ عمى أف :13-2وبالتعويض في )

     (  ⁄ )    6  ∫   ( )  
  

7   (  ⁄ )    ∫   ( )  
  

 

 ومنيا نحصؿ عمى أف:

    ∫ , (  ⁄ )      ( )   (  ⁄ )      ( )-  
  

  (  ⁄ )          (    ) 
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⁄  ) وكذلؾ    و   وبما أف قيـ  ⁄  ) و ( ىي أعداد موجبة، وأف جميع قيـ التوزيعيف  (
  ( ) ( )  و     ما المقدراف ذيف التوزيعيف ىى ، فإف  في المجاؿ   مف أجؿ جميع قيـ    
 .  ، المذاف يرتبطاف بػ    الوحيداف في 

⁄  ) الحد الأخير قيمة وبما أف  ) تأخذ أصغر قيمة ليا     ، فإف ةومعموم ةفي العلاقة موجب    
 ( سالبة أو معدومة .16-2إذا كانت نتيجة التكامؿ في )

تجعؿ التكامؿ   معينة لػػ  يتضمف قيماً    تأخذ أصغر قيمة ممكنة إذا كاف المجاؿ     وىكذا نجد أف 
سالباً أو    ( سالباً أو معدوماً. )أي تجعؿ المساحة أو الحجـ الذي يحدده ذلؾ التكامؿ عمى 16-2في )

 معدوماً( . وىذا يعني أف يحقؽ التكامؿ المذكور العلاقة التالية:

∫ , (  ⁄ )      ( )   (  ⁄ )      ( )-
  

                             (    ) 

    وىذا لا يمكف أف يحدث إلا إذا كاف المقدار المكامؿ )الذي تحت التكامؿ(سالباً أو معدوماً، أي أف 
 تأخذ أصغر قيمة ممكنة ليا عندما وفقط عندما تتحقؽ المتراجحة التالية:

 

 (  ⁄ )      ( )   (  ⁄ )      ( )                                  (    ) 
   التي تجعؿ المقدار الأيسر موجباً. فإف المجاؿ   ، أي أنو باستثناء قيـ  وذلؾ مف أجؿ قيـ معينة لػ 

 ( والتي نكتبيا عمى الشكؿ التالي:18-2التي تحقؽ المتراجحة )  يجب أف يتضمف مجموعة مف النقاط 
 

 (  ⁄ )      ( )   (  ⁄ )      ( )                                  (    ) 
 ( والتي يمكف كتابتيا عمى الشكؿ التالي :19-2يتحدد مف خلاؿ العلاقة )   أي أف المجاؿ 

 

    
  ( )

  ( )
 6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7 [

  

  
]                                                 (    ) 

 

 التي تحقؽ المتراجحة المكممة التالية :  يجب أف يتضمف مجموعة مف النقاط    كما أف المجاؿ 

    
  ( )

  ( )
 6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7  [

  

  
]                                                (    ) 

 القاعدة التالية:ومما سبؽ نستنتج 
  أصغر ما يمكف، يتـ بواسطة تحديد قيـ     ، التي تجعلاف  في    و   إف تحديد المنطقتيف 

 بدلالة النسب، التي تحقؽ المتراجحة التالية:

   *
نسبة الكثافة
الاحتمالية

+ 1نسبة التكمفة0   *
معكوس نسبة

الاحتمالات السابقة
+                   (    )  

   *
نسبة الكثافة
الاحتمالية

+ 1نسبة التكمفة0   *
معكوس نسبة

الاحتمالات السابقة
+                    (    ) 

 

 وذلؾ لأف استخداـ النسب أسيؿ مف البحث عف القيـ الأصمية لمركباتيا .
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 وىي: مما سبؽ يمكف أف نستخمص بعض الحالات الخاصة ليذه القاعدةحالات خاصة: 
  حالة تساوي الاحتمالات السابقة: أي عندما يكوف  -أ 

  
 فإف القاعدة تصبح كما يمي:    

   
  ( )

  ( )
 6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7                     

  ( )

  ( )
 6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7                    (    ) 

 

⁄ )   تكمفة التصنيؼ الخاطئ، أي عندما يكوف حالة تساوي -ب   )   ( ⁄  فإف : ( 
 

   
  ( )

  ( )
 

  

  
                                

  ( )

  ( )
 

  

  
                   (    ) 

 

⁄  ) كذلؾ في حالة حالة تساوي الاحتمالات السابقة وتساوي التكمفة )و  -ج  )

 (  ⁄ )
 

  

  
 ( فإف:  

 

   
  ( )

  ( )
                                

  ( )

  ( )
                         (    ) 

 

 ويتـ استخداـ ىذه الحالات الخاصة في التطبيقات العممية في عدة حالات كما يمي :
غير معروفة فإنيا تفترض عمى أنيا متساوية، وعندىا فإف    و   ا كانت الاحتمالات السابقة إذ

تنحصر في مقارنة نسبة التوزيعيف الاحتمالييف مع نسبة تكمفة التصنيؼ الخاطئ     عممية تصغير
 )الحالة أ(.

متساوية، وعندىا يتـ مقارنة وعندما تكوف تكمفة التصنيؼ الخاطئ غير محددة فإنيا تفترض عمى أنيا 
  نسبة التوزيعيف الاحتماليف مع نسبة الاحتماليف السابقيف 

  
)مع ملاحظة أف نسبة الاحتماليف  

 متعاكسة مع نسبة التوزيعيف( )الحالة ب( .
 وأخيراً عندما تكوف نسبتا الاحتماليف والتكمفتيف متساويتيف أو تساوياف الواحد، أو عندما تكوف -د 

تحدد ببساطة بواسطة مقارنة قيـ التوزيعيف    أحدىما تساوي مقموب الأخرى، فإف منطقة التصنيؼ
 مشاىدة جديدة وكانت:   مع بعضيما، وفي ىذه الحالة نجد أنو إذا كانت 

   0(  (  ))            1أي إذا كاف  (  )   
  (  )

  (  )
                   (    ) 

 .  إلى المجموعة    فإننا ننسب 
 وبالمقابؿ إذا كانت :

   0(  (  )) 1أي إذا كاف  (  )                  
  (  )

  (  )
                 (    ) 

 .   إلى المجموعة    فإننا ننسب 
يتـ استخداـ الحالة الأخيرة في التطبيقات العممية لأنيا تسيؿ عمميات تصنيؼ العناصر والتمييز وكثيراً ما 

 بيف المجموعات، ولكنيا تجعمنا نفقد الفرؽ بيف التمييز والتصنيؼ )لأننا لـ نعد نيتـ بالحد الفاصؿ(.
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 Xحسب الدخؿ  : لنفترض أف التحميؿ الاحصائي لجميع القروض الممنوحة في المصرؼ(1-2مثال )
 أعطانا النتائج التالية:

 % مف إجمالي القروض .30تساوي    إف نسبة القروض المتعثرة  -1
 % مف إجمالي القروض .70تساوي    إف نسبة القروض غير المتعثرة  -2
ف المدرج -       ,إف الدخوؿ الشيرية لأصحاب القروض تقاس بالآلاؼ وتتحوؿ في المجاؿ  -3 ، وا 

المعرؼ بالآلاؼ  ( )    يخضع لتوزيع بيتا    في مجموعة القروض المتعثرة  Xمدخوؿ التكراري ل
 والذي يعطى بالعلاقة التالية : -       ,عمى المجاؿ المحدد 

  ( )      ( )    (    )   (    )                ( ) 
 ذي يجعؿ المساحة تحتو تساوي الواحد .ثابت التوزيع الاحتمالي ال   حيث: 

 ( )    يخضع لتوزيع بيتا    في مجموعة القروض غير المتعثرة  Xإف المدرج التكراري لمدخوؿ  -4
 والذي يعطى بالعلاقة التالية : -       ,المعرؼ بالآلاؼ عمى نفس المجاؿ المحدد 

  ( )      ( )    (    )   (    )                ( ) 
 ثابت التوزيع الاحتمالي الذي يجعؿ المساحة تحتو تساوي الواحد .   حيث: 

 يرسـ ىذاف التوزيعاف المنحنييف التالييف : -5

0

X
            

25 75m1 2

 4,2 x
 2,4 x



( )f x

 
 ( )   و ( )   ( منحنيا التوزيعين 3-2الشكل )
  ،   و   اب توقعي وتبايني الدخوؿ في المجموعتيف ومف ىذيف التوزيعيف يمكننا حس

  و  
مف   

 العلاقات التالية:
   

       

   
 

         

   
        

           
  

  (   ) 

(   ) (     )
                                ( ) 

   
       

   
 

         

   
        

           
  

  (   ) 

(   ) (     )
                                  ( ) 
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  وىنا نلاحظ أف التباينيف متساوياف 
    

: لمدخؿ  ، وأف المتوسط العاـ          
         

 تساوي: ف القيمة الوسطى لمتوسطييمالكو 
  

 

 
(     )  

 

 
(             )  

   

 
                          ( ) 

 ؟   و    فيؿ تصمح ىذه القيمة لتكوف حداً فاصلًا بيف عناصر المجموعتيف 
⁄  ) تساوي    في    الآف لنفترض أف تكمفة التصنيؼ الخاطئ لعناصر  -6 ) ف تكمفة     ، وا 

⁄  ) تساوي    في   التصنيؼ الخاطئ لعناصر )  ، وتكمفة التصنيؼ الصحيح معدومة .   
معموماف ويساوياف نسبتي كؿ مجموعة في    و    مما سبؽ نلاحظ أف الاحتماليف السابقيف  -7

 .        و         المجتمع، أي أف: 
نطبؽ  OXعمى المحور    لممجموعة الأولى    التصنيؼ وىكذا نجد أنو لتحديد مجاؿ التمييز و 

 ( كما يمي :20-2العلاقة )
    

  ( )

  ( )
 

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 
  

  

 
  

  
 
    

    
                     ( ) 

ف تحديد مجاؿ التمييز   يمي: يتـ كما   لممجموعة الثانية    وا 
    

  ( )

  ( )
 

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 
  

  

 
  

  
 
    

    
                     ( ) 

 يمي:ما تحسب ك   ( نجد أف eفي العلاقة )  ( )  و ( )  وبتعويض 
 يتحدد كمايمي :   المجاؿ 

    
  (    ) (    ) 

  (    ) (    )
                                       ( ) 

، وبعد إجراء الاختصارات الممكنة (     )ف، فإف امتناظر   ( )    و ( )    وبما أف التوزيعيف 
 يكوف لدينا :

    
(    ) 

(    ) 
                                                           

 ولمحصوؿ عمى الحد الفاصؿ نأخذ المساواة ونجذر الطرفيف فنجد أف:
    

    
  √                                        ( ) 

           (    )                                            
 فإذا أخذنا الاشارة الموجبة نجد أف :

                                                      
                                                                  

  
       

     
                                               ( )   

 .   و    يف التي تمثؿ الحد الفاصؿ بيف المجموعت   وىذه القيمة تمثؿ النقطة 
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والقروض غير    ىي قيمة الدخؿ التي تفصؿ بيف القروض المتعثرة         أي أف القيمة 
 أصغر ما يمكف .    والتي تجعؿ    المتعثرة 

 مي:كما ي   و   المقابميف لػ    و   وذلؾ ضمف شروط وخواص ىذه المسألة، وىي تعطينا المجاليف 
   ,          -                             -          - 

 نجد أف: ( )أما إذا أخذنا الإشارة السالبة لمعلاقة 
(    )        (    )                           
 ( حؿ مرفوض)                                       

 حالات خاصة:
مفتي التصنيؼ الخاطئ في المجموعتيف متساويتاف. فإف ذلؾ يعني أف لو إننا افترضنا أف تك -1

 (  ⁄ )   (  ⁄  ( تأخذ الشكؿ التالي:20-2وىذا يجعؿ القاعدة ) (
    

  ( )

  ( )
 

  

  

                                                 

    
  (    )(    ) 

  (    ) (    )
 

    

    
        

 ( نحصؿ عمى أف:     وبعد الاختصار )ولأف 
(    ) 

(    ) 
                                         

 ولمحصوؿ عمى الحد الفاصؿ نأخذ المساواة ونجذر الطرفيف فنحصؿ عمى أف :
(    )

(    )
                                      ( ) 

ذا أخذنا الإشارة الموجبة نحصؿ عمى أف:  وا 
           (    )                
                                                                 
                                                                            

 

 -          -              -          ,   عطينا أف:     وىي ت
 فتعطينا حلًا مرفوضاً .  )تأكد مف ذلؾ بنفسؾ( ( )أما الإشارة السالبة لػ 

⁄  ) لو افترضنا أف  -2 )   (  ⁄ مساوية لنسبة    وكانت نسبة القروض المتعثرة  (
 ( تأخذ الشكؿ التالي :20-2ف ذلؾ يجعؿ القاعدة )فإ (     )القروض غير المتعثرة 

  ( )

  ( )
                                                              

  (    )(    ) 

  (    ) (    )
                                  

 

 نحصؿ عمى أف: (     وبعد الاختصارات )ولأف 
(    ) 

(    ) 
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 ولمحصوؿ عمى الحد الفاصؿ نأخذ المساواة ونجذر الطرفيف فنحصؿ عمى أف:
    

    
                                                                  

 لإشارة الموجبة )لأف السالبة تعطينا حلًا مرفوضاً( .لنأخذ ا
          فنجد أف                                                   

                                                              
وىو ،       الة يساوي في ىذه الح   و    وىكذا نحصؿ عمى أف الحد الفاصؿ بيف المجموعتيف 

 :، وىو يعطينا أف    و    يساوي القيمة الوسطى لمتوسطي المجموعتيف 
:    ,       -              -       - 

 إلى قسميف متساوييف. -       ,وىو يقسـ المجاؿ 
(  1-2ؿ المعروض في الجدوؿ ): إف نتائج ىذه المسألة تختمؼ عف نتائج المثاؿ العددي الأو ملاحظة

لأننا أخذنا جميع عناصر المجتمع وحسبنا التوزيعيف الاحتمالييف لمدخؿ في المجموعتيف، ولـ نكتؼ بعينة 
 صغيرة منيما .

 )بتكاليف متساوية (: Bayeseطريقة بايز  2-3
يمكف تصنيؼ القروض حسب دخوؿ أصحابيا حسب طريقة أخرى تسمى طريقة )بايز( أو طريقة 

تمالات اللاحقة . وتعتمد ىذه الطريقة عمى حساب احتماؿ تقاطعات الحوادث، فإذا كاف لدينا حادثاف الاح
 ، فإف احتماؿ تقاطعيما يحسب مف العلاقة التالية: Ωمف جممة     

 (   )   ( )   (   )   ( )   (   )                 (    ) 
 فنجد أنيا تساوي: (   ) ومنيا نحسب الاحتمالات اللاحقة 

 (   )  
 ( )   (   )

 ( )
                                                              (    ) 

ولتطبيؽ ذلؾ في التحميؿ التمييزي نتجاىؿ تكمفة التصنيؼ الخاطئ أو نفترضيا متساوية، ونفترض أنو 
ؿ مجتمع القروض . فيو يمكف أف يكوف واقعاً في أحد المجاليف  مف دخو    لدينا عنصراً عشوائياً مثؿ 

 يمي: كحادث كما ة ذلؾ، ويمكف كتاب مف    أو    
 

        ,     -     ,     -  ,     -       (    ) 
 

( 29-2( و)27-2، يساوي حسب )  و   في أحد المجاليف    وىكذا نجد أف الاحتماؿ الكمي لوقوع
 ما يمي:

 (  )   (  )   (    ⁄ )   (  )   (    ⁄ )                  (    ) 
 

(  )  :وبما أف (  )  و،     ⁄    ) وأف : ،     ) ⁄    )  :وأف ،(   )    )  

 ( تأخذ الشكؿ التالي:30-2فإف العلاقة ) (  )  
 (  )      (  )       (  )                                          (    ) 

 يمي: ( ما27-2يساوي حسب العلاقة )   في    ومف جية أخرى نجد أف احتماؿ أف يقع 
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 (     )   (  )   (     )   (  )   (     )      (  )         (    ) 
 

 يساوي: (     ) ومنيا نجد أف الاحتماؿ اللاحؽ 

 (     )  
    (  )

 (  )
 

     (  )

    (  )      (  )
                         (    ) 

، ويكوف القرض المقابؿ لو منتمياً لمجموعة   إلى المجاؿ    وىو احتماؿ أف ينتمي العنصر المختار 
 .   القروض المتعثرة 

 وبطريقة مشابية نجد أف:

 (     )  
     (  )

    (  )      (  )
                                     (    ) 

، وبذلؾ يكوف القرض المقابؿ لو منتمياً   إلى المجاؿ    وىو احتماؿ أف ينتمي العنصر المختار
 .   لمجموعة القروض غير المتعثرة 

 : ىنا يجب أف يكوف:ملاحظة
 (     )   (     )                                             (    ) 
حسب    و   ويتـ استخداـ ىذيف الاحتماليف اللاحقيف في تصنيؼ القروض إلى إحدى المجموعتيف 

 يمي: أكبر قيمة ليذيف الاحتماليف كما
(     ) ، فإننا نصنؼ القرض المقابؿ في   /بايز.     إذا كاف    (     )   قاعدة 
(     ) ، فإننا نصنؼ القرض المقابؿ في   (    )          أما إذا كاف(     )  

 
 

، فكيؼ سنصنؼ القرض      : لنفترض في مثالنا السابؽ إف دخؿ أحد الزبائف كاف (2-2مثال )
 بوف؟الذي سيحصؿ عميو ىذا الز 

 نعمـ مف البيانات السابقة أف الاحتمالات السابقة تساوي:
                                                

فنجد أف:  ( )و ( )في قانوني التوزيع بيتا       نعوض  (  )  و (  )  ولحساب قيمتي 
 ( :       )عمماً بأف 

  (  )      (  )   (     )(     )          

  (  )      (  )   (     ) (     )          
 

 وبذلؾ نجد أف الاحتماليف اللاحقيف يساوياف:
 (     )  

    (  )

    (  )      (  )
 

            

                         
      

 

 (     )  
    (  )

    (  )      (  )
 

            

                         
      

 وبمقارنة ىذيف الاحتماليف نجد أف:
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 ,  (     ) نؼ القرض المقابؿ لذلؾ الدخؿ ضمف مجموعة القروض لذلؾ فإننا نص(     )   
، حيث وجدنا أنو عندما تكوف    . وىذا أمر يتوافؽ مع طريقة القيمة المتوقعة لمتكاليؼ   المتعثرة 

̅ التكاليؼ متساوية فإف الحد الفاصؿ التي يميز بيف المجموعتيف ىو     ، وبما أف        

 المقابؿ لمقروض المتعثرة .   ع ضمف المجاؿ فإف القرض يق         
فكيؼ سنصنؼ القرض الذي سيحصؿ عميو ذلؾ       ولنفترض الآف أف دخؿ زبوف آخر كاف 

 الزبوف؟
للإجابة عمى ذلؾ السؤاؿ نلاحظ أولًا أف قيمتي كؿ مف الاحتماليف السابقيف ىي نفسيا وتساوي: 

                  
 (:       فنجد أف: )لأف  (  )  و (  )  بحساب ثـ نقوـ 

 

  (  )     (  )   (     )(     )          

  (  )     (  )   (     ) (     )          
 

 وبذلؾ نجد أف :
 (     )  

            

                         
      

 

 (     )  
            

                         
      

 

(     ) وبما أف  ضمف مجموعة      فإننا نصنؼ القرض المقابؿ لمدخؿ  (     )   
 .    القروض غير المتعثرة 

عندما تكوف التكاليؼ متساوية، حيث نجد أف     يؼ وىذا يتفؽ مع طريقة القيمة المتوقعة لمتكال
 .   المقابؿ لمجموعة القروض غير المتعثرة    يقع في المجاؿ    ، أي أف         

 

 طريقة المسافة الأقرب إلى المركزين )لمتحول واحد ومجموعتين(: 2-4
إلى إحدى    عنصر جديد مثؿ بعد دراسة خصائص المجموعات في المجتمع يمكننا تصنيؼ أي 

بيف  OXالمجموعتيف بالاعتماد عمى قربو مف مركزىا . لذلؾ نقوـ بحساب مربعي المسافة عمى المحور 
 تمؾ النقطة ومركزي المجموعتيف الأولى والثانية فنحصؿ عمى أف:

  
  (     )

                       
  (     )

                   (    ) 
 ثـ نقارف بينيما ونتخذ القرار كما يمي:

   نصنؼ العنصر    في المجاؿ    والقرض في      
    

      إذا كانت  
   نصنؼ العنصر    في المجاؿ    والقرض في      

    
 أما إذا كانت  

            (    ) 
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، ولتصنيفو في إحدى      : لنفترض أف دخؿ أحد المقترضيف في المثاؿ السابؽ كاف (3-2مثال )
 ، فنجد أف :  و   المجموعتيف نحسب مربعي المسافة عف المركزيف 

  
  (     )

  (         )        

  
  (     )

  (         )       
 

  ومف المقارنة نجد أف: 
    

، أي   والقرض المقابؿ لو في    في المجاؿ    ، لذلؾ نصنؼ  
 في مجموعة القروض غير المتعثرة . وىذا يتفؽ مع الطرائؽ السابقة .

 طريقة تحميل التباين )لمتحول واحد ومجموعتين (: 2-5
في المجتمع المدروس. لذلؾ نعرؼ مجموع  Xالكمي لممتحوؿ  تعتمد ىذه الطريقة عمى تحميؿ التبايف

. ثـ نقوـ بتحميمو إلى مجموع مربعات الانحرافات عف   عف المتوسط العاـ  Xمربعات انحرافات قيـ 
لى مجموع مربعات انحرافات متوسطي    و   متوسطي المجموعتيف  )داخؿ كؿ مجموعة(، وا 

 كمايمي:  ف المتوسط العاـ ع   و   المجموعتيف 
، ولنرمز لمجموع مربعات الانحرافات عف   الذي ينتمي إلى المجموعة   لمعنصر    لذلؾ نرمز بػ 
 فيكوف لدينا : (Sum Square Total)مف     بػ   المتوسط العاـ 

    ∑∑(     )
 

 

   

  

   

                                               (    ) 

 مف داخؿ القوس ونعالجو كمايمي:    نطرح ونضيؼ متوسط المجموعة 

    ∑∑(           )
 

 

   

  

   

                                                               

 ∑∑0(      )
 
 (    )

 
  (      )(    )1

 

   

  

   

 

 ∑∑(      )
 

 

   

  

   

 ∑∑(    )
 
 

  

   

 

   

                 (    ) 

                                                                    ∑(    )

 

   

∑(      )

  

   

 

∑نلاحظ أف الحد الأخير معدوـ لأف  (      )
  
، وبعد إجراء بعض  في كؿ مجموعة       

 الاصلاحات نحصؿ عمى أف:

    ∑∑(      )
 

  

   

 ∑  (    )
 

 

   

 

   

                       (    ) 
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عف متوسطات     ومنيا نلاحظ أف الحد الأوؿ ىو عبارة عف مجموع مربعات انحرافات القيـ 
وذلؾ داخؿ كؿ مجموعة. وليذا يسمى مجموع المربعات داخؿ المجموعات ويرمز لو    المجموعات 

 . (Sum Square Within)مف      بالرمز
،  عف المتوسط العاـ    و   أما الحد الثاني فيو عبارة عف مجموع مربعات انحرافات المتوسطيف 

ويرمز لو بالرمز  [Sum Square Between Groups]لذلؾ يسمى مجموع المربعات بيف المجموعات 
SSB  وىكذا نجد أف .SST : يساوي 

                                                               (    ) 
 فنحصؿ عمى العلاقة اليامة التالية :    ( عمى 42-2نقسـ الطرفيف في )

   

   
 

   

   
                                                         (    ) 

 المجموعتيف المذكورتيف ؟إلى  Xوالسؤاؿ الآف كيؼ يمكف توظيؼ ذلؾ في تصنيؼ العناصر 
   والجواب الطبيعي ىو أف نجعؿ النسبة الداخمية 

   
   أصغر ما يمكف، أو أف نجعؿ النسبة البديمة  

   
 

 أكبر ما يمكف، وىو الأفضؿ .
داخؿ المجموعات بحيث تكوف متجانسة داخمياً، أو بحيث  Xوبكلاـ آخر عمينا أف نصنؼ العناصر 

أكبر ما يمكف. ولكف تحقيؽ ىذا   عف المتوسط العاـ    و   مربعي الفرؽ بيف المتوسطيف نجعؿ 
اليدؼ ليس بالأمر السيؿ ويحتاج إلى معالجات معقدة وأدوات جديدة )يمكف البحث عنيا في المراجع 

 المختصة( .
 

 :   و   (: أو طريقة المسافة النسبية بين المركزين Fisherطريقة فيشر ) 2-6
   تطمب أف نجعؿ النسبة تي تانطلاقاً مف طريقة تحميؿ التبايف ال

   
)فيشر( معياراً  قدـ أكبر ما يمكف، 

مقسوماً عمى    و   جديداً مشابياً لتمؾ النسبة، وىو أف نجعؿ مربع المسافة بيف متوسطي المجموعتيف 
  التبايف الكمي 

 . أي أف نجعؿ المعيار التالي أكبر ما يمكف . أكبر ما يمكف  
(     )

 

  
 

 
  

  
 
                                                (    ) 

إلى اليميف أو اليسار، بحيث   واعتماداً عمى ىذه الطريقة يمكننا أف نزيح الحد الفاصؿ بيف المجموعتيف 
إلى المجموعتيف،  X( أكبر ما يمكف. لأف ذلؾ الانزياح سيغير مف انتماء العناصر 44-2لمقدار )نجعؿ ا

 بينيما . (     )ومف الفرؽ    و   وبالتالي سيغير مف قيمتي 
: لنأخذ معطيات مثاؿ القروض السابؽ، ولنفترض إننا جعمنا الحد الفاصؿ بيف الدخؿ في (4-2مثال )
 ا تتغير عناصر المجموعتيف وتصبح كما يمي:ىفعند،        عتيف مساوياً لػ المجمو 

  
  *              +                                                                       

  
  *                                              +         
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ف متو   سطي ىاتيف المجموعتيف يصبحاف مساوياف لػ :وا 
 ̃   ̅  

   

 
        

 ̃   ̅  
   

  
              

 

  يساوي  Xعمماً بأف التبايف العاـ لػ 
 ويبقى ثابتاً .         

 وبذلؾ نجد أف معيار )فيشر( لمربع المسافة النسبية بينيما يساوي :

  
( ̃   ̃ )

 

  
 

 
(         ) 

      
 

      

      
        

وىي أكبر مما كانت عميو في التصنيؼ الفعمي الأوؿ، لأف ىذه النسبة حسب التصنيؼ الأوؿ والذي كاف 
 كانت تساوي:      حده الفاصؿ 

  
( ̃   ̃ )

 

  
 

 
(        ) 

      
 

      

      
       

فإننا نحصؿ          والمساوي لػ  ECMأما إذا أخذنا الحد الفاصؿ حسب القيمة المتوقعة لمتكمفة 
 عمى مجموعتيف جديدتيف ىما:

  
   *       +                                                                                    

  
   *                                       +           

 
ف متوسطييما يساوياف :   وا 

 ̃   ̅  
  

 
            

 ̃   ̅  
   

  
        
 وىكذا نجد أف النسبة السابقة تصبح مساوية لػ :

  
( ̃   ̃ )

 

  
 

 
(           ) 

      
 

      

      
       

وىي أكبر مما كانت عميو في الحالتيف المذكورتيف سابقاً . وىذا يعطينا تصنيفاً لمقروض ضمف مجموعتيف 
  متجانستيف داخمياً ومتباينتيف خارجياً، وىما المجموعتاف 

  و   
عؿ مربع المذكورتيف أعلاه، وىذا ما يج   

 المسافة بيف مركزي ىاتيف المجموعتيف أكبر ما يمكف .
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 الثالثالفصل 
 التحليل التمييزي الخطي )بمتحولين ومجموعتين(

 
 تمييد::  3-1

( والذي يتضمف القروض المصرفية الممنوحة لزبائف أحد المصارؼ. 1-2لنأخذ المثاؿ الوارد في التمييد )
ولنفترض إننا ،   وغير المتعثرة    متعثرة ال :لى مجموعتيفولنفترض الآف أف ىذه القروض مصنفة إ
 نريد أف نميز بينيما باستخداـ متحوليف ىما:

 )بالآلاؼ( .   الدخؿ الشيري لصاحب القرض ونرمز لو بػ  -
 )بالسنوات(   العمر الذي يبمغو صاحب القرض عند المنح ونرمز لو بػ  -

،      و      :عينتيف عشوائيتيف مف ىاتيف المجموعتيف بحجميف أننا سحبنا كالسابؽ ولنفترض
 فحصمنا منيما عمى البيانات المبينة في الجدوؿ التالي:

 (: بيانات عينتي القروض . )فرضية(1-3جدول )
   عثرة تمجموعة القروض الم   عثرة تمجموعة القروض غير الم

سط
متو

ال
 

     ر المتعثرة عناصر عينة القروض غي

سط
متو

ال
 

     عناصر عينة القروض المتعثرة 
 الرقم 1 2 3 4 5 6 7 8 الرقم 1 2 3 4 5 6 7

الدخل  72 72 56 72 64 64 56 65.14
الدخل  56 56 45 56 29 56 56 30 48   

   

العمر  54 50 48 44 47 35 36 44.86
   

العمر  52 23 40 34 26 25 27 29 32
   

 Fإشارة  + - - - - - - - - Fإشارة  + + + + + + - +

 0.51 .... ... ... ... ... 8.95   
   2.33 ... .... ... .... 6.88 1.29 4.6   

  

 31.8 ... ... ... ... ... 1.57   
   28.84 ... ... ... ... 8.30 10.14 2.6   

  

2 1 2 2 2 2 2 2 

التصنيف 
حسب 
المسافة 
 الاصغر

1 1 1 1 1 1 1 1 2 

التصنيف 
حسب 
المسافة 
 الاصغر

 

في المستوي جعمنا المحور الأفقي لمدخؿ  (      )وعند رسـ ىذه القروض كنقاط ىندسية إحداثياتيا 
 فحصمنا عمى الشكؿ البياني التالي:   والعمودي لمعمر    
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56 
 ومراكزىما   عناصر ،    عناصر ( مواقع عناصر المجموعتين: 1-3الشكل )

 

 :ونحسب إحداثياتيما فنجد أف ومف البيانات السابقة نرسـ مركزي ىاتيف المجموعتيف
حداثياتو    ة الأولى مركز المجموع     . (      )  وا 
حداثياتو    مركز المجموعة الثانية      . (            )  وا 

ونحسب إحداثياتو مف متوسطي  Cكما يمكننا حساب ورسـ المركز العاـ ليذه القروض. ونرمز لو بػ 
، كما يمكننا حساب القيمة الوسطى (      ) الدخؿ والعمر في العينتيف معاً فنحصؿ عمى أف 

لمركزي المجموعتيف مف متوسطي إحداثيات المركزيف السابقيف فنحصؿ عمى القيمة الوسطى لممركزيف 
 وتكوف إحداثياتو :   ونرمز لو بػ 

  (
        

 
  
        

 
*    (            ) 

وتقع في منتصفيا. ولكف المركز        قطعة المستقيمة تقع عمى ال   : إف القيمة الوسطى ملاحظة
 ( .1-3كما موضح عمى الشكؿ )       يقع خارج القطعة المستقيمة   العاـ 

 والسؤاؿ الآف كيؼ يمكننا أف نصيغ علاقة رياضية لمتمييز بيف ىاتيف المجموعتيف؟
 الجواب يمكف أف يكوف بعدة طرائؽ رياضية ىي:

طريقة المستقيم الفاصل بين عناصر المجموعتين، ويسمى تابع التمييز القانوني :  3-2
Canonical Discriminant Function  

)أو  (            )  تتمخص ىذه الطريقة بإنشاء مستقيـ يمر مف نقطة القيمة الوسطى لممركزيف 
ستقيمة الواصمة بيف مركزي المجموعتيف مف أي نقطة مناسبة أخرى(، ويتعامد )أو يتقاطع( مع القطعة الم
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، فنحصؿ عمى مستقيـ يفرز عناصر العينة إلى مجموعتيف (            )  و (      )  
 . )عمى يمينو(، والمجموعة الثانية تقع فوقو)عمى يساره(جديدتيف منفصمتيف: المجموعة الأولى تقع تحتو

     ف ىاتيف المجموعتيف نقوـ بإيجاد ميؿ القطعة المستقيمة ولإيجاد معادلة ىذا المستقيـ الفاصؿ بي
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 الواصمة بيف مركزي المجموعتيف مف العلاقة :
      

        

        
 

     

     
         

 ثـ نقوـ بحساب ميؿ المستقيـ المتعامد معيا مف العلاقة:
    

 

 
 

  

       
         

وـ بحساب معادلة المستقيـ المعامد، والذي يمر مف نقطة القيمة الوسطى لممركزيف ثـ نق
 ف العلاقة :، م            وميمو يساوي    (            )  

(        )         (        ) 
 وبعد الإصلاح نحصؿ عمى معادلة المستقيـ التالي:

                                                             (   ) 
وىنا نلاحظ أف ىذا المستقيـ يقسـ نقاط المستوى إلى نصفيف: نصؼ موجب يقع فوقو ونصؼ سالب يقع 

 تحتو وجزء معدوـ يقع عميو . كما أف ىذا المستقيـ يفرز عناصر العينة إلى مجموعتيف منفصمتيف:
تحتو )في النصؼ السالب( وتضـ معظـ نقاط القروض المتعثرة المجموعة الأولى: ىي النقاط التي تقع 

 [ .(52 , 56)]ماعدا القرض الأوؿ    في 
المجموعة الثانية: وىي النقاط التي تقع فوقو )في النصؼ الموجب( ويضـ معظـ نقاط القروض غير 

 . (36 , 56))ماعدا القرض الأخير    المتعثرة في 
ىذا المستقيـ )أو أي مستقيـ أفضؿ منو( كأداة لفرز القروض إلى متعثرة وغير أي أنو يمكننا استخداـ 

 متعثرة باحتماؿ خطأ معقوؿ .
 يمي: ونكتبيا كما Fولذلؾ نفترض أف معادلة المستقيـ تساوي تابعاً 

                                                            (   ) 
لة في تصنيؼ عناصر العينة أو في تصنيؼ أي عنصر جديد مف المجتمع. نقوـ ولاستخداـ ىذه المعاد

ثـ نتخذ القرار   ونحسب قيمة  (   )في المعادلة  (       )بتعويض إحداثيات صاحب القرض
 كما يمي:  )في ىذا المثاؿ( حسب إشارة قيمة 

 .   فإف القرض ينتمي إلى المجموعة المتعثرة     إذا كانت 
 .   فإف القرض ينتمي إلى المجموعة غير المتعثرة     أما إذا كانت 

ذا طبقنا ذلؾ عمى عناصر العينتيف المسحوبتيف مف  في الجدوؿ  F، نحصؿ عمى السطر(       )وا 
ذا قارنا التصنيؼ الجديد مع التصنيؼ الفعمي أو الإداري السابؽ نحصؿ عمى الجدوؿ الت3-1)  الي:(. وا 
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 (: نتائج التصنيف الجديد مع التصنيف الأصمي:2-3جدول )                
  التصنيؼ الجديد

 المجموعات       المجموع
التصنيؼ الفعمي 

 الإداري
8 1 7    
7 6 1    

العينة وىنا نلاحظ أف نسبة التصنيؼ الصحيح تساوي نسبة مجموع عدد العناصر القطرية عمى حجـ 
 ، أي:nالكمية 

  
   

  
        (       ) 

ف نسبة التصنيؼ الخاطئ تساوي نسبة مجموع العناصر غير القطرية عمى حجـ العينة الكمية   ،، أي:nوا 
  

   

  
        (       ) 

 وىذا يعني أنو يمكننا الاعتماد عمى المستقيـ السابؽ لتصنيؼ عناصر المجتمع مع خطأ معقوؿ .
: إف ىذا المستقيـ الفاصؿ بيف ىاتيف المجموعتيف ليس ىو الفاصؿ المثالي بينيما، بؿ ىو أحد ملاحظة

المستقيمات الفاصمة بينيما، لأنو يمكف أف ننشأ مستقيمات كثيرة أخرى تفصؿ بيف ىاتيف المجموعتيف 
الأعمى أو إلى الأسفؿ،  وبطريقة أفضؿ. فمثلًا يمكننا أف نحرؾ ىذا المستقيـ يميناً أو يساراً، أو إلى

لنحصؿ عمى لانياية مف المستقيمات الفاصمة بيف ىاتيف المجموعتيف. كما يمكننا أف نغير ميلاف ىذا 
إلى الأكبر أو إلى الأصغر، وندوره حوؿ نقطة القيمة الوسطى نحو اليميف أو نحو اليسار    المستقيـ 
 ت الفاصمة بيف ىاتيف المجموعتيف .، لنحصؿ عمى لانياية أخرى مف المستقيماθبزاوية 

لذلؾ كاف لابد لنا مف أف نضع أسس رياضية دقيقة لإنشاء ذلؾ المستقيـ الفاصؿ بيف ىاتيف المجموعتيف 
أصغر ما يمكف، أو نجعؿ القيمة المتوقعة     بحيث نجعؿ الاحتماؿ الاجمالي لمتصنيؼ الخاطئ 

 . وىذا ما سنتعرض إليو لاحقاً .أصغر ما يمكف    لتكاليؼ التصنيؼ الخاطئ 
وأخيراً نشير إلى أنو عندما تكوف المجموعات متقاطعة ومتشابكة، فإنيا تكوف غير قابمة لمفصؿ بواسطة 
خط مستقيـ، وتسمى مثؿ ىذه المجموعات بالمجموعات غير القابمة لمفصؿ خطياً، وفي ىذه الحالة نمجأ 

وبذلؾ ينتقؿ التحميؿ إلى التحميؿ التمييزي غير الخطي، وىو إلى استخداـ منحنيات مناسبة لمفصؿ بينيا، 
 الكتاب.موضوع خارج إطار ىذا 

 : طريقة الجوار الأقرب )أصغر المسافات عن مراكز المجموعات(: 3-3
، (       )ومركزي المجموعتيف    تعتمد ىذه الطريقة عمى حساب مربع المسافة بيف كؿ عنصر 

 ( ما يمي:1-3ب الجدوؿ )والمذيف يساوياف حس
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 (: إحداثيات مركزي المجموعتين بالرموز والأعداد:3-3جدول )                
       

= 
       

 الدخؿ    48 65.14      ̅    ̅ 
 العمر    32 44.86      ̅    ̅ 

، (       ) والتي إحداثياتيا يساوياف   حد القروض الجديدة مثؿ النقطة لنأخذ الآف نقطة ممثمة لأ
  بالرمزيف    و   ولنرمز لمربعي المسافة اليندسية منيا حتى مركزي المجموعتيف 

  و  
عمى   

 الترتيب ونرسميا عمى الشكؿ البياني كما يمي:
2X

1X      

     

1C

2C

1G

2G
2

1D

2

2D
 1 2P x x

1x

2x

 
 (: المسافات عن مركزي المجموعتين2-3شكل )ال

  ولتحديد المجموعة التي ينتمي إلييا ذلؾ القرض الجديد نحسب مربعي المسافتيف 
  و  

ثـ نقارف   
 بينيما ونتخذ القرار حوؿ الانتماء كما يمي:

  إذا كانت 
    

 .   إلى المجموعة  Pفإننا ننسب النقطة   
  ذا كانت أما إ

    
 .   إلى المجموعة  Pفإننا ننسب النقطة   

ولكف ىذه المقارنة لا تجوز إلا إذا كانت القيـ العددية لياتيف المسافتيف مقاسة بوحدات قياس موحدة، وبما 
لمتحوليف يقاس بالسنوات، فلا يجوز مقارنة ىذيف ا   يقاس بآلاؼ الميرات و  -في مثالنا –   أف 

 بطريقة مباشرة .
ولمتخمص مف ىذه المشكمة نقوـ بتحويؿ ىذيف المتحوليف إلى متحوليف معيارييف، وذلؾ بإجراء التحويؿ 

  المعياري 
   ̅

 
، عمى كؿ متحوؿ وفي كؿ مجموعة عمى حدة، فنحصؿ عمى قيـ مجردة مف 

حوؿ وفي كؿ مجموعة عمى حدة، فنحصؿ الوحدات . ولتوضيح ذلؾ نحسب الانحرافات المعيارية لكؿ مت
 عمى الانحرافات المعيارية التالية:
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 (: الانحرافات المعيارية لعناصر العينيتن:4-3جدول )                

      
 المجموعات

 المتحولات
= 

      
 المجموعات

 المتحولات
           7.198 12.036    
           7.081 9.769    

ومركز المجموعة الأولى (       )  بيف النقطةأو الإحصائية  وبذلؾ نجد أف مربع المسافة المعيارية
 يحسب مف العلاقة: (      )  

  
  (

     

      
*
 

 (
     

     
*
 

                                                        (   ) 
ف مربع المسافة المعيارية ومركز المجموعة الثانية (       )  بيف النقطة أو الإحصائية وا 

 يحسب مف العلاقة: (            )  

  
  (

        

     
*
 

 (
        

     
*
 

                                          (   ) 
   تيفقيمال  ومنيما نحصؿ عمى

  و  
كقيـ عددية مجردة مف وحدات القياس . لذلؾ يمكف مقارنتيما   

  ، وىي المجموعة التي تقابؿ أصغر المربعيف   وتحديد المجموعة التي تنتمي إلييا النقطة 
  أو   

  . 
 يساوياف : (       ) وىو الذي يقابؿ النقطة    فة لمقرض الأوؿ مف فمثلًا نجد أف مربعي المسا

  
  (

     

      
*
 

 (
     

     
*
 

                                  

  
  (

        

     
*
 

 (
        

     
*
 

                       
  وعند المقارنة نجد أف:

    
لذلؾ  ،  ىي أقرب إلى مركز المجموعة وىذا يعني أف النقطة   

)انظر الجدول   ، مع أنو ينتمي إلى   سنعتبر ذلؾ القرض قرضاً غير متعثر وينتمي إلى المجموعة 
(3-1.)) 

مثاؿ السابؽ وىكذا قمنا بحساب مربعات المسافات المقابمة لبعض عناصر العينة )عينة القروض( في ال
  (، وبناء عمى مقارنة 1-3ووضعناىا في سطريف ممحقيف بالجدوؿ )

  و  
في ىذيف السطريف تـ   

تحديد انتماء كؿ عنصر مف عناصر عينة البحث، ووضعناىا في السطر الأخير، فحصمنا عمى نفس 
 (.2-3)النتائج التي حصمنا عمييا بطريقة المستقيـ الفاصؿ المبينة في الجدوؿ 

ويمكف الاستفادة مف ىذه الطريقة في تحديد انتماء أي قرض جديد والتنبؤ بمصيره قبؿ اتخاذ قرار الموافقة 
 عمى منحو .

  : لنأخذ المجموعتيف الجديدتيف ملاحظة
  و  

حسب طريقة  ، المتيف أصبحتا بعد التصنيؼ الجديد 
 ضماف العناصر التالية:ت الجوار الأقرب

  
  { ( )              }

  
  {               ( ) }
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ذا حسبنا متوسطات  في ىاتيف المجموعتيف الجديدتيف نحصؿ عمى المتوسطات والتباينات    و   وا 
 التالية:

 المتوسطات الجديدة لممجموعات  الانحرافات المعيارية الجديدة
       

 
       

7.198 12.036    56 48    
6.283 6    47.14 30    

  أي أف إحداثيات مركز المجموعة الجديدة 
  أصبح   

 (     ) . 
  وأف إحداثيات مركز المجموعة الجديدة 

  أصبح   
 (        ) . 

ف مربع المسافة اليندسية بيف  يساوي: المركزيفذ ى وا 
  

   (     )  (        )         
بينما كاف مربع المسافة بينيما حسب التصنيؼ الفعمي )الإداري( يساوي مربع البعديف المركزيف الفعمييف 

 ويساوي: (        )    (     )  المذيف إحداثياتيا 
  

  (     )  (        )         
وىكذا نلاحظ أف التصنيؼ الجديد أدى إلى جعؿ مربع المسافة بيف مركزي المجموعتيف أكبر مما كاف 

)فيشر(  وىذا ىو المعيار الذي استنبطو( . 211.38( بدلًا مف )357.78عميو قبؿ ذلؾ. وأصبح )
 .  و   لمتمييز بيف عناصر المجموعتيف 

يصبح     موع مربعات الانحرافات داخؿ كؿ مجموعة كما نلاحظ أف التصنيؼ السابؽ جعؿ مج
أصغر أو يساوي مما كاف عميو، وبالمقابؿ جعؿ مجموع مربعات الانحرافات بيف ىاتيف المجموعتيف 

 يصبح أكبر مما كاف عميو .    
إليو مف وىذا يعني أف المجموعتيف أصبحتا أكثر تجانساً داخمياً وأكثر اختلافاً خارجياً، وىو ما نسعى 

 ؿ التمييزي بيف المجموعات .يخلاؿ التحم
ومجموعتين  (      ))لمتحولين طبيعيين  ECMطريقة القيمة المتوقعة لمتكاليف  3-4

(      )[ :)Johnson,Wichern. P.485 . ]بتصرف 
ونكتبيما عمى شكؿ   ػ ولتوقعيما ب Xقبؿ البحث في التحميؿ التمييزي ليذيف المتحوليف نرمز ليما بػ 

 شعاعيف عموديف كما يمي:
  [

  

  
]         0

  

  
1                                                                    (   ) 

 وبذلؾ نجد أف التوقع الرياضي ليما في المجتمع ككؿ يساوي:
 ( )  [

 (  )

 (  )
]        0

  

  
1                                                     (   ) 
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 وعندىا فإف مصفوفة التبايف المشترؾ ليما تساوي:
      (      )   (   )(   )                                                                                   

  [
     

     
]  ,(     )  (     )-                                                                          

   [
(     )

   (     )(     ) 

(     )(     )   (     )
 ]  [

 (     )
        (     )(     ) 

 (     )(     )         (     )
 ]

  0
      

      
1                                                                                                (   )                

 

    ىو تبايف     و   ىو تبايف     حيث أف: 
 ىي مصفوفة مربعة متناظرة .Vوأف  .(      )ىو التبايف المشترؾ لممتحوليف         وأف:      

والتي  (      )( يمكننا أيضاً حساب المصفوفة الارتباطية المتناظرة لممتحوليف 7-3ومف العلاقة )
    يحسب مف العلاقة:     تعتمد عمى أف معامؿ الارتباط بينيما 

   

√    √   
 وبذلؾ يكوف لدينا: 

  [

   

√    √   

   

√    √   
   

√    √   

   

√    √   

]  [
    

    
]                    (   ) 

  (      )ىو معامؿ الارتباط بيف المتحوليف         حيث أف: 
( يمكننا استخلاص مصفوفة الانحرافات المعيارية الخاصة بيذيف المتحوليف، والتي 7-3ومف المصفوفة )

 سنرمز ليا )تجاوزاً( بالرمز 
 

. وىي المصفوفة القطرية المؤلفة مف جذور العناصر القطرية في   
 ونكتبيا كما يمي:  المصفوفة 

 
 
  6

√    

 √   

7                                                                    (   ) 

 تساوي:  وبسيولة يمكننا أف نستخمص أف 

   
 
     

 
  6

√    

 √   

7  [
    

    
] 6

√    

 √   

7                      
 

 6
√    

 √   

7  6
√      √   

   √   √   

7  6
             √    √    

   √    √                
7 

 

    مف العلاقة:     و    وبتبديؿ 
   

√    √   
 نحصؿ عمى أف: 

 
   

 
     

 
  0

      

      
1                                          (    ) 

ذا ضربنا طرفي العلاقة )   ـ ( مف اليميف ثـ مف اليسار ب10-3وا 
 

 نحصؿ عمى أف:  
    

 
      

 
                                                       (    ) 
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  حيث أف: 
 

 ىي مقموب مصفوفة الانحرافات المعيارية   
 

، وىي مصفوفة قطرية تكوف عناصرىا  
 مساوية لمقاليب عناصر المصفوفة 

 

 أي أف:  

  
 
  

[
 
 
 

 

√   

 

 
 

√   ]
 
 
 

                                                    (    ) 

كما            وعمى عدة مجموعات               ويمكف تعميـ ذلؾ عمى عدة متحولات 
 سنرى لاحقاً.

وعمى المجموعتيف    و   ولتطبيؽ طريقة القيمة المتوقعة لمتكاليؼ عمى ىذه الحالة )لمتحوليف طبيعييف 
      ) ىو    ( نفترض أف التوزيع الطبيعي لػ   و   

 بالعلاقة :يعطي  ىو. و  ( 

 (  )  
 

√     

   
 
 (

     

  
*
 

                    (    ) 

ف التوزيع الطبيعي لػ        ) ىو    وا 
 وىو يعطي بالعلاقة :،  ( 

 (  )  
 

√     

   
 
 (

     

  
*
 

                    (    ) 

ف كؿ منيا يرسـ الشكؿ البياني التالي :  وا 

3  2       2  3 

x

%683

 
 (: المنحني العام لمتوزيع الطبيعي3-3الشكل )

 وىنا نلاحظ أنو يمكف كتابة الحد الأسي في كؿ منيما عمى الشكؿ التالي :

   (
   

 
*
 

 (   )  (  )   (   )                             (    ) 
 . مقاسة بواحدات الانحراؼ المعياري  المتوسط و  Xوىو يمثؿ مربع المسافة الإحصائية بيف النقطة 

ومصفوفة تبايف   متحولًا وذات متوسط عاـ   مؤلؼ مف   ويمكننا تعميـ ىذه العلاقة عمى أي شعاع 
 كما يمي:  مشترؾ 

   (   )       (   )                                                        (    ) 
 .   في الفضاء   حتى   : ىو مربع المسافة الإحصائية مف   حيث
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   باستبداؿ مربع المسافة            وبناء عمى ذلؾ يمكننا تعريؼ التوزيع المشترؾ لممتحولات 
 ، فنحصؿ عمى العلاقة التالية :   ( بمربع المسافة 15-3في )

 (          )  
 

(  )
 
 | |

 
 

  
 
 (   )      (   )        (      ) 

]بالشعاع   نستبدؿ كؿ  (     )ولإيجاد التوزيع المشترؾ لممتحوليف 
  

  
بالشعاع   والتوقع      [

  0
  

  
 كما يمي:  بما تساويو والذي نحسبو مف     ، وكما نستبدؿ مقموب مصفوفة التبايف  1

 تساوي:  بما أف 
  0

      

      
1                   | |                           (    ) 

 يساوي:    فإف مقموبيا 
    

 

          
 
0
       

       
1                                       (    ) 

 يمي: كما (      ) قياساً عمى العلاقة  (     )ونكتب التوزيع المشترؾ لممتحوليف 
 ( )   (     )  

 

(  )| |
 
 

  
 
 (   )      (   )           (    ) 

ف ىذا التوزيع المشترؾ يعرؼ عمى المجموعة الأولى   بالعلاقة :   وا 
  ( )  

 

(  )|  |
 
 

  
 
 (    )

    
   (    )                      (    ) 

 بالعلاقة :   ويعرؼ عمى المجموعة الأولى 
  ( )  

 

√  |  |
 
 

  
 
 (    )

    
   (    )                      (    ) 

 وىنا سنميز بيف حالتيف ىما:
 :افتراضياً أو فعمياً .         عندما يكوف لدينا  الحالة الأولى 

ف تكمفة (       )وىذا يعني إننا نفترض أف مصفوفتي التبايف المشترؾ متساويتاف  ، وا 
⁄  ) التصنيؼ الصحيح معدومة  )   (  ⁄ ) ، وأف الاحتماؿ السابؽ للانتماء إلى المجموعة   

ف الاحتماؿ السابؽ للا  يساوي      .   يساوي    نتماء إلى المجموعة ، وا 
 ( تأخذ الشكؿ التالي:22-2(، )21-2وبذلؾ نجد أف قاعدة القيمة المتوقعة لمتكاليؼ )

   
  ( )

  ( )
 6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7  [

  

  

]                                               (    ) 

   
  ( )

  ( )
 6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7  [

  

  

]                                               (    ) 

( )  ولذلؾ نحسب النسبة 

  ( )
 تساوي: (       )لمتوزيعيف الطبيعييف فنجد أنيا عندما تكوف  



 الفصؿ الثالث                                                                الجزء الخامس                

657 

 

  ( )

  ( )
 

 

(  )| |
 
 

  
 
 ,(    )

      (    )

 

(  )| |
 
 

  
 
 ,(    )

      (    )
                (    ) 

 نختصر عمى العدد 

(  )| |
 
 

 ونرفع المقاـ إلى البسط فنجد أف: 
  ( )

  ( )
   

 
 ,(    )

     (    )-  
 

 
,(    )

     (    )-        (    ) 

 ونعالجو كما يمي:  لنأخذ الأس العاـ ونرمز لو بػ 
   

 

 
(    )

     (    )  
 

 
(    )

     (    )                                                                       

  
 

 
(    )

       
 

 
(    )

        
 

 
(    )

       
 

 
(    )

                

  
 

 
,(    )

  (    )
 -     

 

 
         

 

 
  

       
 

 
         

 

 
  

       

 
 

 
(     )

       
 

 
[  

     ]
 
 

 

 
[  

     ]
 
 

 

 
  

       
 

 
  

                                  

 
 

 
(     )

       
 

 
[(     )

      ]
 
 

 

 
,(     )

     (     )                                

  (     )
       

 

 
(     )     (     )                                                           (    )               

 

(     ),عدد حقيقي      وذلؾ لأف الحد الثاني يساوي:
      -  ,(     )

        
 ويدمج مع الحد الأوؿ .
 ( لمقيمة المتوقعة لمتكاليؼ نأخذ الشكؿ التالي:22-3وبذلؾ نجد أف القاعدة )

   
  ( )

  ( )
  

(     )
       

 
 
(     )

     (     )  [6
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7  [

  

  

]]     (    ) 

 ( تأخذ الشكؿ التالي:22-3ثـ نأخذ الموغاريتـ الطبيعي لمطرفيف فنجد أف القاعدة )

   (     )
       

 

 
(     )

     (     )    [6
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7  [

  

  
]]    (    ) 

 

   (     )
       

 

 
(     )

     (     )    [6
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7  [

  

  
]]    (    ) 

ذا لـ تكف المعالـ     معمومة نقوـ بتقديرىا مف العينتيف المسحوبتيف مف المجموعتيف   و   و   وا 
والمركبة مف  Pooledوبمصفوفة التبايف المدمجة   ̅ و  ̅ ا بواسطة المؤشرات المقابمة لو   و

 كما يمي:   و   المصفوفتيف 
   

(    )   (    )  

       
                                                   (    ) 

 وبالتالي نحصؿ عمى قاعدة القيمة المتوقعة لمتكاليؼ في العينات مف العلاقة التقديرية التالية:
   ( ̅   ̅ )

    
     

 

 
( ̅   ̅ )

    
  ( ̅   ̅ )    6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 
  

  
7        (    ) 
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   ( ̅   ̅ )
    

     
 

 
( ̅   ̅ )

    
  ( ̅   ̅ )    6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 
  

  
7        (    ) 

ذا كاف    إلى    ( فإننا ننسب 32-3وكانت تحقؽ العلاقة الأولى )   ذا أخذنا أية نقطة مثؿ فإ وا 
 .   العكس ننسبيا إلى 

،  لذلؾ سنرمز لو بػ  X( ماىو إلا معادلة تابع خطي لػ 32-3: إف الحد الأوؿ في العلاقة )1ملاحظة
 فيكوف لدينا :

  ( ̅   ̅ )
    

                                           (    ) 
 أما الحد الثاني فيو عبارة عف عدد حقيقي ناتج عف جداءات الأطراؼ التي فيو .

 (Anderson)كما فعؿ أندرسوف   ( بػ 32-3: يمكف أف نرمز لمطرؼ الأيسر في العلاقة )2ملاحظة
 فيكوف لدينا :

 ( )  ( ̅   ̅ )
    

     
 

 
( ̅   ̅ )

    
   ( ̅    )                 

 ( )  ( ̅   ̅ )
    

   [  
 

 
( ̅   ̅ )]                                 (    ) 

 

( ̅   ̅ )]  وىي معادلة مستقيـ ميمو
   

̃ ويمر مف النقطة الوسطى  [    
 

 
( ̅   ̅ )  

يمر مف  W(X) قيـوىي تشير إلى أف المست (Anderson)وىذه العلاقة تسمى تابع التصنيؼ لأندرسوف 
 ؿ التالي:( تأخذ الشك33-3( و)32-3. وبذلؾ فإف قاعدة التصنيؼ )mنقطة القيمة الوسطى 

    ( )    [6
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 
  

  

7]                                       (    ) 
 

    ( )    [6
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 
  

  

7]                                      (      ) 
 

0(:     32-3أما إذا كاف الطرؼ الأيمف في )
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 

  

  
1 0  فإف     

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 

  

  
1    

 أي عنصر مف المجتمع فإننا نصنفو كما يمي :   وعندىا تصبح قاعدة التصنيؼ كما يمي: إذا كاف 
(  ) (           إذا كاف   3-37)            في المجموعة        فإننا نصنؼ       
        (3- a37   ذا كاف (  ) (        وا     في المجموعة        فإننا نصنؼ       

وىذا يتفؽ مع قاعدة المستقيـ الفاصؿ بيف المجموعتيف، أي أنو إذا كاف لدينا مجتمعاف طبيعياف وكاف 
لمستقيـ الفاصؿ بينيما تكافئ قاعدة القيمة المتوقعة ليما نفس مصفوفة التبايف المشترؾ، فإف قاعدة ا

، وذلؾ عندما تكوف فييا الاحتمالات المسبقة متساوية وتكوف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ ECMلمتكمفة 
 متساوية .
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 W(X)وبصورة عامة إذا كانت المتحولات طبيعية ومصفوفات التباينات متساوية، فإف مؤشر التصنيؼ 
، ثـ يتـ العمؿ عمى تصنيؼ المشاىدات بمقارنة   كف أف يحسب لكؿ مشاىدة ( يم35-3المعرؼ في )

0  مع قيمة الموغاريتـW(X)قيـ 
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 

  

  
 .(a36 -3( و)36-3ويتـ التصنيؼ كما في العلاقتيف) 1

 

، لذلؾ   و   تحوليف طبيعييف ونريد تمييزىما بم   و   : لنفترض أنو لدينا مجموعتيف 1-3مثال 
 فحصمنا منيما عمى البيانات التالية:        سحبنا منيما عينتيف بحجميف 

    0
   
     

1                ̅  0
 
  

1                  0
   
   

1 
 

    0
   
   

1                     ̅  0
 
 
1                     0

   
   

1 
 

، فإننا نحسب مصفوفة التبايف المدمجة منيما بواسطة العلاقة       وبما أف مصفوفتي التباينيف 
 ( فنجد أف:3-31)

   
 

     
0 0

   
   

1   0
   
   

1  0
   
   

1   ̃ 
 

  ا ثـ نحسب مقموبي
 فنجد أف:   

  
   

 

   
0
  
  

1  
 

 
0
  
  

1 
 

وأف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ  (      )وبفرض أف الاحتماليف المسبقيف لممجموعتيف متساوياف 
⁄  ) )متساوية  )   (  ⁄ 0  ، فعندىا سيكوف لدينا ((

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
 

  

  
1 وىو الطرؼ الأيمف    

 ( فنجد أف:35-3مف العلاقة ) W(X)(، ثـ نقوـ بحساب معادلة المؤشر 32-3لمعلاقة )
 ( )  ( ̅   ̅ )

    
   [  

 

 
( ̅   ̅ )]                                     

 ( )  .0
 
  

1  0
 
 
1/

 

 
 

 
0
  
  

1  4[
  

  
]  

 

 
.0

 
  

1  0
 
 
1/5             

 ( )  (
 

 
,      - 0

  
  

1  [
   

 

 

   
  

 

])                                                

                    

 ( )  
 

 
,      - [

   
 

 

   
  

 

]  
 

 
[(    

 

 
*  (      )]                  

 ( )   
 

 
   

 

 
   

  

 
 وىي معادلة التابع التمييزي الفاصؿ بيف المجموعتيف    

 

0فإذا أخذنا المشاىدة الأولى 
 
  

 المقابمة ليا تساوي: W(X) قيمة نجد أف    مف  1
 

    
 

 
  

 

 
   

  

 
   

  

 
   



 الفصؿ الثالث                                                                الجزء الخامس                

615 

 

0أي أف المشاىدة 
 
  

 و تصنيؼ صحيح .وى   وىي أصلًا مف    ستصنؼ في المجموعة الأولى  1
ذا أخذنا المشاىدة الثانية  0وا 

 
  

 تساوي:ليا  ( )   المقابمةقيمة  نجد أف    مف  1
 

    
 

 
  

 

 
   

  

 
 

  

 
 

  

 
   

0أي أف المشاىدة 
 
  

 وىو تصنيؼ صحيح أيضاً .   ستصنؼ أيضاً في  1
ذا أخذنا المشاىدة  0وا 

 
 
 تساوي :ليا  ( )   المقابمةأف قيمة جد ن   مف  1

 

    
 

 
  

 

 
  

  

 
 

  

 
 

  

 
   

0أي أف المشاىدة 
 
 
 وىذا تصنيؼ خاطئ .   وىي أصلًا مف    ستصنؼ في المجموعة  1

ذا أخذنا المشاىدة الأولى  0وا 
 
 
 تساوي: W(X)نجد أف     مف  1

    
 

 
  

 

 
  

  

 
 

  

 
 

  

 
   

0أي أف المشاىدة 
 
 
 وىو تصنيؼ صحيح .   وىي أصلًا مف    ستصنؼ في المجموعة  1

ذا أخذنا المشاىدة الثانية  0وا 
 
 
 تساوي: W(X)نجد أف     مف  1

    
 

 
  

 

 
  

  

 
   

  

 
   

0أي أف المشاىدة 
 
 
 وىو تصنيؼ خاطئ .   وىي أصلًا مف    ستصنؼ في المجموعة  1

ذا أخذنا المشاىدة الثالثة  0وا 
 
 
 تساوي: W(X)نجد أف     مف  1

 

    
 

 
  

 

 
  

  

 
 

  

 
 

  

 
   

0أي أف المشاىدة 
 
 
 وىو تصنيؼ صحيح .   وىي أصلًا مف    ستصنؼ في المجموعة    مف  1

 نحصؿ عمى جدوؿ تقاطع التصنيؼ الجديد مع التوزيع الأصمي التالي : وبذلؾ

 المجموع
   التصنيؼ الجديد

 المجموعة      
التوزيع 
 الاصمي

3                
3                

( وىو المعرؼ Apparent Error Rate)     وبناءً عمى ذلؾ يمكننا حساب معدؿ الخطأ الظاىري 
 بالعلاقة التالية:

     
       

     
 

   

 
                                   (    ) 
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وىو احتماؿ كبير نسبياً، ويمكف أف يكوف أكبر مف ذلؾ لو إننا لـ نعتبر الاحتماؿ المسبؽ والتكاليؼ 
، ويمكف أف تقؿ قيمة ىذا الاحتماؿ عندما    و   جمي العينتيف متساوية، ويعود ذلؾ إلى صغر ح

 نجعؿ حجمي العينتيف كبيريف .
 ويمكننا رسـ ىذه النقاط عمى الشكؿ البياني كما يمي:

1

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

121110987654321

2X

1X

1X

2X

( )
W X

m

 
 حيث أن   و   (: توزيع عناصر المجموعتين 4-3الشكل )
   عناصر المجموعة            عناصر المجموعة  

ومف الشكؿ نلاحظ أف المستقيـ الفاصؿ بيف عناصر ىاتيف المجموعتيف يقسميا إلى مجموعتيف جديدتيف 
بوضع       كما ىو مبيف في الجدوؿ السابؽ. ونحصؿ عمى معادلة المستقيـ الفاصؿ في المستوى 

 فنجد أف :    
 

 
   

 

 
   

  

 
 

   
 

 
   

  

 
 

 

    .وىو يمر مف النقطة 
  

 
 .ومف القيمة الوسطى  / 

 

 
   

  

 
، ولكنو لا يتعامد مع القطعة المستقيمة /

   لأف ميمو   ̅  و  ̅ الواصمة بيف المركزيف 
 

 
 .لا يساوي  

 

 
  .حيث أف /

    

   
   / 

 :وىي التي يكوف فييا  الحالة الثانية      
في  /   و   .وىذه الحالة ىي الحالة العامة التي تفترض أف مصفوفتي التبايف المشترؾ لممتحوليف 

 يف .تغير متساوي /   و   .المجموعتيف 
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، ثـ نقوـ بحساب نسبة التوزيعيف      ء نفس المعالجات التي أجريناىا في الحالة وىنا يمكننا إجرا
  ( )  ثـ حساب لوغاريتـ ىذه النسبة مف العلاقة : ⁄( )  

  
  ( )

  ( )
     ( )      ( )                                     (    ) 

( وبإجراء بعض الإصلاحات 21-3( و)20-3مف العلاقتيف ) ( )  و ( )  ض معادلتي وبعد تعوي
 نحصؿ عمى منطقتي التصنيؼ المعرفيف كما يمي:

    
 

 
  (  

     
  )    (  

   
     

   
  )        6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7 [

  

  
]    (    )

    
 

 
  (  

     
  )    (  

   
     

   
  )        6

 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7 [

  

  
]    (    )

 

 

 ىو عدد يحسب مف العلاقة التالية: Kحيث أف: 
  

 

 
  4

|  |

|  |
5  

 

 
(  

   
       

   
    )                                              (    ) 

 

 .وىنا نلاحظ أف الحد الأوؿ 
 

 
  (  

     
  ) ( يعطي بدلالة تابع 39-3في العلاقة ) /  

سيكوف عمى  -في ىذه الحالة–بيف المجموعتيف  أف الفاصؿ(، أي X)مف الدرجة الثانية لػ  Xتربيعي لػ 
 .Xشكؿ منحني مف الدرجة الثانية لػ 

( 32-3( إلى العلاقة )39-3فإف ىذا الحد يختفي وتعود العلاقة )      كما نلاحظ أنو عندما: 
 ذات التابع الخطي.

غير معمومة في المجتمع، فإننا نستبدليا بتقديراتيا غير     و   و     و   وعندما تكوف المعالـ 
عمى الترتيب، وعند تعويض ذلؾ في     و   و   ̅  و  ̅ المتحيزة المحسوبة مف العينتيف العشوائيتيف 

   ( نحصؿ عمى قاعدة تصنيؼ أي عنصر مف المجتمع مثؿ 41-3( و)40-3( و)39-3العلاقات )
 حدى المجموعتيف كما يمي:في إ

 إذا تحققت المتراجحة التالية:   في المجموعة    نصنؼ 
 

 

 
  

 (  
    

 )   ( ̅ 
   

    ̅ 
   

  )       6
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7 [

  

  

]         (    ) 
 

 ( غير محققة .42-3إذا كانت المتراجحة )   في المجموعة  ونصنفو
 تحسب أو تقدر مف العلاقة التالية: Kعمماً بأف 

  
 

 
   4

|  |

|  |
5  

 

 
( ̅ 

   
   ̅   ̅ 

   
   ̅)                              (    ) 

 

ذه الحالة نلاحظ أف التصنيؼ وفؽ التابع التربيعي يكوف أكثر تعقيداً في : كتعقيب عمى ىملاحظة
 كثر مف متحوليف( ويمكف أف يقودنا إلى بعض النتائج الغريبة .لأالفضاءات العميا )

ذا كانت البيانات غير خاضعة لمتوزيع الطبيعي المتعدد فيناؾ رأياف ممكناف لمعالجة ذلؾ ىما:  وا 
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حويؿ البيانات غير الطبيعية إلى بيانات قريبة مف الطبيعة، ثـ اختبار تساوي يمكف أف نقوـ بت الأوؿ:
مصفوفتي التبايف المشترؾ )قبؿ وبعد التحويؿ(، ثـ تحديد أي الحالتيف أفضؿ لمتصنيؼ. حالة التابع 

 الخطي أـ حالة التابع التربيعي .
ف أىـ المعادلات المستخدمة في التحويؿ إلى طبيعي أو شبو طبيعي  ىي: وا 

 .     أو   √الموجب يمكف أف نستخدـ أحد التحويميف   لممتحوؿ الرقمي  -1
̃      نستخدـ التحويؿ المنطقي:  ̃ لممتحوؿ النسبي  -2  

 

 
   .

 ̃ 

   ̃ 
/  

( ) نستخدـ تحويؿ فيشر:   لمعاملات الارتباط  -3  
 

 
   .

    

    
/ 

التابع الخطي أو التربيعي بدوف قمؽ أو اىتماـ بخصائص المجتمع الأصمي. ولقد : يمكننا استخداـ الثاني
قاـ فيشر بذلؾ، دوف أف يعتمد عمى خصائص المجتمع الأصمي. وانطمؽ مف فكرة تعظيـ المسافة النسبية 
بيف متوسطي مجموعتيف طبيعيتيف أو غير طبيعيتيف. رغـ أف نتائج بعض الحالات غير الطبيعية كانت 

 ة .غريب
لذلؾ يصبح مف الواجب عمينا دائماً أف نقوـ باختبار نتائج أي أسموب يمكف أف يستخدـ لمتصنيؼ، وذلؾ 

 مف أجؿ إنشاء التابع التصنيفي المناسب.
ومف الناحية المثالية يفضؿ أف يكوف حجـ البيانات كافياً ليبرىف عمى صحة العينات )التدريبية( والعينات 

ينات )التدريبية( تستخدـ لإنشاء توابع التصنيؼ ويجب أف تكوف حجوميا كبيرة )التصديقية(. حيث أف الع
ستخدـ لتقييـ أداء تمؾ تأو كافية لتؤمف ثقة كافية في التوابع المستخدمة. أما العينات )التصديقية( فيي 

 التوابع. ويمكف أف تكوف حجوميا صغيرة نسبياً لتؤكد صحة التوابع التصنيفية المستخدمة .
ضافة [ P. 494  وJohnston,Wichernم توابع التصنيف: ]تقيي 3-5  بتصرف وا 

إف أىـ وسيمة لمحكـ عمى أداء أي أسموب لمتصنيؼ ىو حساب )معدؿ الخطأ( فيو، أو حساب اجمالي 
 ( التالية:12-2الذي يعطي بالعلاقة ) TPMاحتمالات التصنيؼ الخاطئ 

      ∫   ( )  
  

   ∫   ( )  
  

                               (    ) 

)أو تحديد الحد    و   حديد المنطقتيف يتـ بتالتي يمكف الحصوؿ عمييا     إف أصغر قيمة لػ 
 يمي: ونكتب ذلؾ كما OER (Optimum error rate)الفاصؿ بينيا(، تسمى بمعدؿ الخطأ المثالي 

       6  ∫   ( )  
  

   ∫   ( )  
  

7                     (    )  
 

 ىو معدؿ الخطأ الأصغر لتابع التصنيؼ .    أي أف 
( 22-3نفترض أف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ متساوية، ونستخدـ العلاقتيف )   و   ولتحديد المنطقتيف

 يمي: ( فنحصؿ عمى ما23-3و)
   

  ( )

  ( )
 

  

  

                       
  ( )

  ( )
 

  

  

              (    ) 
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   لمجتمع مؤلؼ مف مجموعتيف:     يطمب منا أف نوضح معنى معدؿ الخطأ المثالي (: 2-3ثال )
      .جـ، أي أف نسبتييما متساويتيف الح   و

 

 
خاضعيف    و   ، وتتأثراف بمتحوليف /

ف تكاليؼ 21-3( و)20-3المعرفتيف بالعلاقتيف ) ( )  و ( )  فييما لمتوزيعيف الطبيعييف  (، وا 
ف   . (       )التصنيؼ الخاطئ متساوية، وا 

لأي تابع تمييزي تتطابقاف عندما يكوف  TPMصغر قيمة لػ وأ ECMنلاحظ أف أصغر قيمة لػ 
 (  ⁄ )   (  ⁄ ( 29-3، ولأنو عندىا يكوف الطرؼ الأيمف مف العلاقة )      وعندما  (

 معدوماً لأف:

  6
 (  ⁄ )

 (  ⁄ )
7 [

  

  
]     ( )    

 داف في ىذه الحالة مف العلاقتيف:تتحد   و   ومنيا نستنتج أف المنطقتيف 
   (     )

        
 

 
(     )

      (     )   

   (     )
        

 

 
(     )

      (     )   

 

ذا رمزنا لمحد الأوؿ في  يكوف لدينا:  يما بالرمز وا 
  (     )

                                                          (    ) 
(     )   لممقدار    حيث رمزنا بػ 

 فيكوف لدينا :      
     (     )                                                                         (    ) 

 ، ويتـ تحديدىما مف العلاقتيف: تصبحاف تابعيف لػ    و   وبعدىا نجد أف المنطقتيف 
  ( )   

 

 
(     )

      (     )                             (    )

  ( )   
 

 
(     )

      (     )                             (    )

 

ىو توزيع طبيعي   ىو تركيب خطي لمتحولات طبيعية عشوائية، فإف التوزيع الاحتمالي لػ   وبما أف 
 .   في  ( )  وبػ    في  ( )  في المجموعتيف، ونرمز لو بػ   بمتحوؿ واحد 
ف متوسطي   في المجموعتيف يساوياف:  وا 

          (     )
                                                    (    )

          (     )
                                                    (    )

 
 

ف تباينو في كؿ مف المجموعتيف يساوي:     وا 

     

    
 ويحسب مف العلاقة:  

  
          (     )

            (     )                      
  

  (     )
      (     )                                          (    ) 

 الشكؿ التالي: TPMوبذلؾ تأخذ علاقة 

   ( )    ∫   ( )  
  

   ∫   ( )  
  

                                (    ) 
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 ( نجد أف التكامؿ الأوؿ يساوي:49-3وبناءً عمى العلاقة )

 (  ⁄ )  ∫   ( )  
  

  [  
 

 
(     )

      (     )] 

  )بإجراء التحويؿ  Zإلى متحوؿ معياري   والآف نحوؿ 
     

  
 ( تعطينا أف:50-3فنجد أف ) *

 (  ⁄ )   *
     

  
 

 
 
(     )

      (     )  (     )
        

  
+ 

 ( نجد أف:16-3وبعد الإصلاح واعتماداً عمى )

 (  ⁄ )   *  
 

 
 
(     )

      (     )

 
+                                      

 

 (  ⁄ )  ∫   ( )  
  

  (  
 

 
   

 
)   (  

  

 
*   (

  

 
*      (    ) 

 

. حيث 
  

 
.ىي قيمة تابع التوزيع الطبيعي المعياري عند النقطة  /

  

 
/ . 

 وبطريقة مشابية نجد أف التكامؿ الثاني يساوي:

 (   )  ∫   ( )  
  

  [  
 

 
(     )

      (     )]                

 (   )   [  (
 

 
*]      (

 

 
*    (

  

 
*                            (    ) 

 ( يساوي:52-3في ) TPM( نجد أف الاحتماؿ الاجمالي لمتصنيؼ الخاطئ 54-3( و)53-3ومف )
       (

  

 
*     (

  

 
*                             (    ) 

 يساوي: OERوأخيراً نجد أف معدؿ الخطأ المثالي 
                   (

  

 
*      (

  

 
*                              

     (
  

 
* (     )   (

  

 
*                                         (    )   

ف احتمالات ىذا التصنيؼ الخاطئ مبينة عمى الشكؿ التالي:  وا 

(2/1)P(1/ 2)P

2 ( )f y

2

2

2
y


 m

1

2

2
y


 

y

 
 y( احتمالات التصنيف الخاطئ حسب 5-3الشكل )
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 حيث أف:
   (     )

      (     ) 
 مثاؿ تطبيقي: لنفترض أف:

   (     )
      (     )       
         √  فعندىا يكوف لدينا:                                      

 ومف جداوؿ تابع التوزيع الطبيعي المعياري نجد أف:
                 (

    

 
*         

أو    ئ لبعض عناصر المجتمع عمى المجموعة الأولى وىو معدؿ غير قميؿ ويشير إلى توزيع خاط
 .   عمى المجموعة الثانية 

  ̅ غير معمومة. فإننا نستبدليا بتقديراتيا مف العينة بػػ   و   و   ملاحظة: عندما تكوف المعالـ 
 ( .31-3وفؽ العلاقة )   و   يف ىو التبايف المدمج مف التباين   . حيث أف    و  ̅ و

 

 Johnston,Wichern. P.470لمتحولين ومجموعتين: ] Fisherطريقة فيشر :  3-6
ضافة[  بتصرف وا 

 قبؿ استعراض ىذه الطريقة نقدـ بعض خواص المتحولات العشوائية ونختصرىا بما يمي:
 يساوي : (   )وقع الرياضي لػ عدداً ثابتاً فإف الت a متحولًا عشوائياً وكاف     إذا كاف -1

 (   )     (  )  (    )                 /حيث   ىو توقع    .                
ف تبايف   يساوي : (   )وا 

   (   )   (       )
     (     )

                         (    ) 
 

 يساوي:    و    عدديف ثابتيف فإف التبايف المشترؾ لممتحوليف  bو aإذا كاف  -2
   (        )   (       )(       )                            (    ) 

    (     )(     )                
 

 

متحوليف عشوائييف فإف التوقع الرياضي لأي تركيب        عدداف ثابتيف وكاف bو aإذا كاف  -3
 وتباينو يساوياف:          خطي ليما مثؿ 

 ( )    (       )    (  )    (  )                      (    ) 
   ( )      (       )   ,(       )  (       )-

                              
         , (     )   (     )-

                                                                 
        ,  (     )

    (     )
     (     )(     )-          

   ( )       (  )       (  )         (      )                                            
 أي أف:

   (       )                                           (    ) 
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ذا رمزنا لشعاع  فيكوف لدينا: Cبالرمز  bو aالعدديف ولشعاع    بػالرمز          المتحوليف  وا 
  0

 
 
1                      ,     -      [

  

  
]                                                

 وعندىا يمكننا كتابة التركيب الخطي السابؽ كما يمي:
          ,     -  [

  

  
]                            (    ) 

 وبذلؾ نجد أف توقعو يساوي:
 ( )   (    )  ,     -  0

  

  
1                            (    ) 

ف تباينو يمكف أف يكتب بدلالة مصفوفة التبايف المشترؾ   كما يمي:   و   لممتحوليف  Vوا 
   ( )      (       )     ,   -                       (    ) 

         ( )      وىذا يعني أف:                               
    ,       -  ,     - 0

      

     1  0
 
 
1                                     

 وىو يساوي:
    ,       -                                           (    ) 

 

   و   لسابقة اقترح )فيشر( أف يتـ تحويؿ التحميؿ التمييزي لتأثير المتحوليف وانطلاقاً مف الأفكار ا
 Y المتحوؿ ، ثـ العمؿ عمى جعؿ قيـ إلى تحميؿ بسيط بمتحوؿ واحد    و   عمى المجموعتيف 

 بعيدة عف بعضيا بأكبر قدر ممكف .   و   المشتقة مف مشاىدات المجموعتيف 
   بواسطة تركيب خطي لممتحوليف   يؽ ىذه الفكرة اقترح )فيشر( أف يتـ تشكيؿ متحوؿ جديد ولتحق

 كما يمي:   و
            ,       - [

  

  
]                                    (    ) 

ى حدة في ىذا التركيب الخطي، نحصؿ عمى القيـ مف كؿ مجموعة عم   و   وعند تعويض قيـ 
 نرمز ليما بما يمي:  المقابمة لمشاىدات كؿ مجموعة، وبالتالي نحصؿ عمى مجموعتيف لقيـ  العددية لػ 

                      
(لممجموعة   )                                           

                      
(لممجموعة   )                                           

 

 في المجموعتيف مف العلاقتيف :  ومنيا يمكننا حساب متوسطي 

    
 

  
∑   

  

   

                                                                               (    )

    
 

  
∑   

  

   

                                                                              (    )
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في    و   يمكف أف يحسباف بدلالة توقعي     و    ومف جية أخرى نجد أف المتوسطيف 
 عتيف. فإذا افترضنا أف :المجمو 

    (    )   0
   

   
1                 (    )   0

   

   
1                (    ) 

 فعندىا نجد أف:
      (    )    (      )                                                                         

 (      ) 0
   

   
1                                                                (    ) 

 

      (    )    (      )                                                                       
 (      ) 0

   

   
1                                                             (    ) 

 نجد أف:   و   بدلالة مصفوفة التباينات المشتركة لػ  Yولحساب تبايف 
    ,(    )(    )

 -                                                        (    )
 

    ,(    )(    )
 -                                                         (    )

 

  ، فنجد أف تبايف        والآف لنفترض أف ىاتيف المصفوفتيف متساويتاف، أي نفترض أف 
 ( مايمي:64-3يساوي حسب )

  
     ( )     (   )        ( )                                             

 ومنيا نجد أف :
  

                                                                                    (    ) 
وىكذا نصؿ إلى مكونات فكرة )فيشر( التي صاغيا عمى شكؿ علاقة رياضية سميت )معيار فيشر(، 

 أكبر مايمكف.   و   في المجموعتيف  Yوىي تيدؼ إلى جعؿ مربع المسافة النسبية بيف متوسطي قيـ 
 ولقد صاغ )فيشر( معياره كما يمي:

  
(       )

 

  
 

 
(         )

 

  
 

 
,  (     )-

 

  
 

 
(    ) 

      
        (    ) 

، والمطموب الآف تحديد الأعداد في  (     )  ىو شعاع الفرؽ بيف المتوسطيف  dحيث أف: 
)   أو (      )   

  

  
 أكبر ما يمكف . Fالتي تجعؿ قيمة المعيار *

، مف الجزء الأوؿ (2) الفصؿ نستند إلى مسألة تعظيـ المقدار الأخير الواردة في   ولتحديد مركبات 
( 74-3نجد أنيا تعطينا أف أكبر قيمة لممقدار) ،وما يمييا و( في70-2وارز( )توحسب متراجحة )كوشي ش

 تساوي :

   6
(   ) 

      
7                                                            (    ) 

ف ىذه القيمة الكبرى تحصؿ   القيمة التالية:  ( عندما تأخذ وفي (70a -2حسب العلاقة )أو تتحقؽ وا 
                                                                                     (    ) 
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    لا يساوي الصفر وىو أي عدد حقيقي عامؿ تناسب  Cحيث 
( 75-3لتعظيـ )  نحصؿ عمى أف الحؿ المناسب         التي تساوي :  d وبتعويض قيمة
 ىو الحؿ التالي:

        (     )                                                         (    ) 
 . (     )    تتناسب مع الجداء   ومنو نحصؿ عمى لا نياية مف الحموؿ لػ 

 التالي:   ومنقولو   متناظرة نحصؿ عمى الحؿ الخاص     وملاحظة أف  C=1وبوضع 
     (     )       (     )                          (    ) 

 (، يصبح كما يمي:66-3وبتعويض ذلؾ الحؿ في تابع )فيشر( المعرؼ في )
 ̃        (     )

                                              (    ) 
ف مستقيـ يمر مف مبدأ الاحداثيات ويتـ اسقاط ( السابقة، وىو عبارة ع34-3وىي علاقة شبيية بالعلاقة )

 . mوالقيمة الوسطى    و    النقاط عميو وحساب المتوسطيف 
، نقوـ بحساب   و   ( في عمميات تصنيؼ المشاىدات عمى المجموعتيف 79-3ولاستخداـ التابع )

 ا تساوي:فنحصؿ عمى أني    و    القيمة الوسطى لممتوسطيف 
  

 

 
(       )  

 

 
(         )  

 

 
  (     )                   (    ) 

 ( نحصؿ عمى أف القيمة الوسطى تساوي:78-3مف )   وبتعويض 
  

 

 
(     )

     (     )                                                       (    ) 
0   والآف لنفترض أنو لدينا مشاىدة عشوائية مثؿ 

   

   
مف المجتمع المدروس ونريد تحديد  1

 المجموعة التي ستنتمي إلييا ىذه المشاىدة .
   ̃ مى قيمة محددة ( فنحصؿ منيا ع79-3لذلؾ نقوـ بتعويض إحداثيات ىذه المشاىدة في العلاقة )

 ̃  (     )
        (     )

    0
   

   
1                      (    ) 

 

 يمي: ونتخذ قرار التصنيؼ كما mمع القيمة الوسطى   ̃ ثـ نقوـ بمقارنة ىذه القيمة 
إذا كانت         ̃      فإننا نصنؼ             في المجموعة      
ذا كانت         ̃      فإننا نصنؼ             في المجموعة       وا 

          (    ) 

 وبعبارة أخرى يمكننا أف نصنؼ العناصر حسب القاعدة التالية :
إنناف نصنؼ             في المجموعة            ( ̃   ) إذا كانت        
(   ̃ )     فإننا نصنؼ             في المجموعة       ذا كانت         وا 

          (    ) 

 والشكؿ البياني التالي يوضح ذلؾ :
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2X
11

1

12

X
X

X

 
  
  

21

2

22

X
X

X

 
  
  

2G

1G

1X

2
y

1
y

m

   
   

    
  2

G

   
   

   
  

 1
G

1(y)f

2 (y)f

'

y X

 
 (: التصنيف حسب معيار )فيشر(6-3الشكل )

وحساب Vو   و   مجيولة فإننا نقوـ بتقدير الكميات  Vو   و   معالـ المجتمع ملاحظة إذا كانت 
 .   و   مف خلاؿ معمومات العينات المسحوبة عشوائياً مف المجموعتيف  mو  

ة أخرى مف وسحبنا عينة عشوائي   والآف لنفترض إننا سحبنا عينة عشوائية مف المجموعة الأولى بحجـ 
 وحصمنا منيما عمى مصفوفتي القياسات التالية:    المجموعة الثانية بحجـ 

سط
متو

ال
 

   قيـ عناصر العينة الثانية 

لات
حو
لمت
ا

 

 

سط
متو

ال
 

   قيـ عناصر العينة الثانية 

لات
حو
لمت
ا

 

 ̅                           
      ̅                           

    

 ̅                           
      ̅                           

    
 

̅ ومنيما نحسب شعاعي المتوسطيف فنجد مف العلاقة   
 

 
 أف :   ∑

 ̅(  )   ̅  [
 ̅  

 ̅  
]           ̅(  )   ̅  [

 ̅  

 ̅  
]           (    ) 

، المتيف   و   في المجموعتيف   و   نعمـ أف ىذيف المتوسطيف ىما تقديراف غير متحيزيف لمتوقعيف 
 دروس، ونكتب ذلؾ كما يمي:يتألؼ منيما المجتمع الم

 ̃   ̅            ̃   ̅                                                   (    ) 

، نقوـ بحساب مصفوفتي التبايف المشترؾ V ولإيجاد تقدير غير متحيز لمصفوفة التبايف المشترؾ
 ة عمى حدة مف العلاقتيف التاليتيف:في كؿ مجموع   و   لممتحوليف 
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∑(     ̅ )(     ̅ )

 

  

   

 [
      
      

]

   
 

    
∑(     ̅ )(     ̅ )

 

  

   

 [
   
    

 

   
    

 ]

                     (    ) 

ي أف     متساويتاف، أ   و   وبما إننا نفترض أف مصفوفتي التبايف المشترؾ في المجموعتيف
لنحصؿ منيما عمى    و   ، فإننا نقوـ بتركيب مصفوفتي التبايف المشترؾ (         )  

 ( .71-3المعرفة في العلاقة ) V تكوف تقديراً غير متحيز لممصفوفة مصفوفة واحدة، تصمح لأف
ف أفضؿ تركيب ليما ىو المتوسط المثقؿ لممصفوفتيف   في العينتيف بدرجتي الحرية   و   وا 

عرؼ تو    بػ  ا( ويرمز ليPooledالتبايف المدمج )مصفوفة والمسمى ب ،(    )و  (    )
 :بالعلاقة 

   6
(    ) 

(    )  (    )
7    6

(    )

(    )  (    )
7               (    )

   
(    )   (    )  

       
                                                                (    )

 

 

ف ىذاو     و   إذا كانت بيانات المصفوفتيف  فيما ،Vغير المتحيز لممصفوفة  ىو تقدير التقدير ا 
 عمى الترتيب .   و   ف عينتيف عشوائيتيف مسحوبتيف مف المجموعتيف مأخوذة م

 ،V ولممصفوفة   و   وبذلؾ نكوف قد حصمنا مف بيانات ىاتيف العينتيف عمى تقديريف غير متحيزيف لػ 
 ( كما يمي:78-3مف العلاقة )  وبناء عمى ذلؾ يمكننا حساب القيـ التقديرية لػ 

      
  ( ̅   ̅ )                                                                       (    ) 

 ومنيا يمكننا إيجاد تقدير لتابع فيشر التمييزي الخطي مف العلاقة:
 ̃   ̃   ( ̅   ̅ )

    
                                                 (    ) 

 في العينتيف مف العلاقتيف :  ومنيا نحصؿ عمى تقديري متوسطي 
 ̃   ̃   ̅                         ̃   ̃   ̅                            (    ) 

 ( وىي:81-3قة )ومنيما نحصؿ عمى تقدير القيمة الوسطى ليا مف علاقة شبييو بالعلا
 ̃  

 

 
( ̃   ̃ )  

 

 
  ( ̅   ̅ )

  
 

 
( ̅   ̅ )

    
   ( ̅   ̅ )   (    ) 

 وىكذا نجد أف قاعدة التصنيؼ حسب التابع التمييزي )لفيشر( في العينات تصبح كما يمي:
]   لنأخذ عنصراً 

   

   
بشكؿ عشوائي مف ذلؾ المجتمع، ثـ نقوـ بحساب تقدير قيمة التابع  [

 (:91-3مف العلاقة )   التمييزي 
 ̃  ( ̅   ̅ )
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 ونتخذ قرار التصنيؼ كما يمي : ̃ مع تقدير القيمة الوسطى   ̃ ثـ نقارف قيمة 
إذا كانت      ̃   ̃      نصنؼ             في المجموعة      
ذا كانت      ̃   ̃       نصنؼ             في المجموعة       وا 

          (    ) 

 أو بعبارة أخرى:
̃   ̃      نصنؼ             في المجموعة       نتكا         إذا 
̃   ̃       نصنؼ             في المجموعة       ذا كانت         وا 

          (    ) 

بتقديرىا     و d( بعد تعويض 75-3: يمكننا إعادة صياغة علاقة معيار )فيشر( في )ملاحظة
 ̃      ̃ و ( ̅   ̅ ) 

 مي:، فنحصؿ عمى ما ي  

   
(   ) 

       
  ̃    

    ̃  ( ̅   ̅ )
   

  ( ̅   ̅ )          (    ) 

̃ ونعمـ أف ىذا يحدث عندما تكوف      
       

ظمى ، وىذا يعني أف القيمة الع( ̅   ̅ )  
( في حالو مجموعتيف تساوي مربع المسافة بيف مركزي العينتيف المسحوبتيف مف ىاتيف 75-3لمنسبة )

 .    والذي رمزنا لو بػ المجموعتيف
معنوياً أـ لا. لأنو يمكف النظر إلى اختبار الفرؽ  (     )وىذا يفيدنا في اختبار فيما إذا كاف الفرؽ 

 كاختبار معنوية الحد الفاصؿ الذي حصمنا عميو . بيف أشعة المتوسطات
خاضعة لمتوزيع الطبيعي وليما تبايف مشترؾ موحد،    و   لذلؾ نفترض أف القياسات في المجموعتيف 

V  ( كما يمي:  والبديمة    ونضع الفرضيتيف )العدـ 
                                                                           (    ) 

 باستخداـ مؤشر الاختبار التالي:   ويتـ اختبار 
  [

         

(       )   
] (

     

     
*                                     (    ) 

، وعندما نرفض (            )و (    )بدرجتي حرية  ( ) وىو يخضع لتوزيع 
 يعتبر معنوياً .   و   يمكننا أف نستخمص أف الفصؿ بيف المجموعتيف   بمستوى دلالة    

كف أف : إف الفصؿ المعنوي لا يؤدي بالضرورة إلى تصنيؼ جيد. لأف فعالية أسموب التصنيؼ يمملاحظة
تكوف مستقمة عف أي مف اختبارات الفصؿ بيف المجموعات . ولكف بالمقابؿ إذا كاف الفصؿ غير معنوي 

 فإف البحث عف تصنيؼ نافع يعتبر ضياعاً لموقت .
( أو 77-3الذي حصمنا عميو مف إحدى العلاقتيف ) ̃ أو تقديره   : إف شعاع الأمثاؿ الأولى يرة** المع

    بؿ يمكف الحصوؿ منو عمى لا نياية مف الحموؿ بضربو بأي عدد ثابت  ( ليس وحيداً،3-87)
 (. 74-3التي تعظـ قيمة النسبة )̃   أو   فنحصؿ عمى الحموؿ 
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(، نقوـ بإجراء معيرة لمشعاع 78-3( أو)77-3وحتى نستطيع تفسير ىذه الحموؿ مف العلاقة )
  [

  

  
يكوف طولو مساوياً لمواحد، ولإجراء ىذه المعيرة يمكف عمى حؿ خاص  منو ، بحيث نحصؿ[

 اتباع إحدى الطريقتيف التاليتيف:
]  : تتمخص بتقسيـ عناصر الشعاع الطريقة الأولى

  

  
فنحصؿ عمى شعاع  ‖ ‖عمى طولو  [

 ، يكوف طولو مساوياً لمواحد، ونحسب عناصره مف العلاقة: واحدي 

  0
  
  

1  

[
 
 
 
  

‖ ‖
  

‖ ‖]
 
 
 

                                                                          (    ) 

 مف العلاقة :  ولذلؾ نقوـ أولًا بحساب طوؿ الشعاع 
‖ ‖  √  

    
  √                                                       (     ) 

 مف العلاقتيف :  ـ بحساب مركبات الشعاع الواحدي ثـ نقو 
   

  

‖ ‖
                           

  

‖ ‖
                                         (     ) 

 ( والذي طولو يساوي الواحد لأف:99-3المعرؼ في )  فنحصؿ عمى الشعاع الواحدي 

‖ ‖  √     √  
    

  √(
  

‖ ‖
*
 

 (
  

‖ ‖
*
 

   

( 73-3: وىي تعتمد عمى جعؿ تبايف تابع )فيشر( مساوياً لمواحد، أي جعؿ العلاقة )الطريقة الثانية
 تساوي الواحد:

   ( )    
                                                         (     ) 

اداً عمى خواص المصفوفات المتناظرة والمحددة إيجابياً نكتب المصفوفة المتناظرة والمحددة إيجابياً واعتم 
V :كما يمي ،.   

 

  
 

 ( كما يمي:102-3ونعالج العلاقة ) / 
  

             
 
   

 
    ( 

 
   *

 

 ( 
 
   *                 (     ) 

ذا رمزنا لمشعاع الذي ضمف القوس الثاني   .وا 
 

 يكوف لدينا:  بالرمز  /   

   
 
 )            و             

 
   *

 

                                                 (     )       
 أف: ومنو نحصؿ عمى

  
       ‖ ‖                                                               (     ) 
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    أي أف الشعاع الجديد 
 

ىو شعاع واحدي )طولو واحد(، وبذلؾ ( 104-3المعرؼ بالعلاقة )   
 ، ومف المصفوفة  مف كؿ حؿ عادي  e نحصؿ عمى حؿ خاص ممعير

 

    اعتماداً عمى العلاقةو   
 نجد ما يمي : في الجزء الأوؿ، (2-58)

   
 
       

 
                                                       (     ) 

 كما يمي:  بدلالة   ومنيا يمكف استخلاص 
    

 
        

 
                                                       (     ) 

 . وأف V ىي مصفوفة الأشعة الذاتية الممعيرة والمتعامدة لممصفوفة Eحيث أف 
 

ىي المصفوفة القطرية   
 .Vلجذور القيـ الذاتية لممصفوفة 

0  أي أنو إذا كاف لدينا حؿ ممعير 
  
  

معياري، فإنو يمكننا منو استخلاص الحؿ لتابع )فيشر( ال 1
 لذلؾ التابع مف العلاقة :  الخاص الخاـ 

    
 
                                                                             (      ) 

 . معيارييف   و   إذا كاف المتحولاف   : ينصح بإجراء المعيرة عمى ملاحظة
لتقدير معدؿ انتشار  [Bouma, B. N.+ others 1975]في دراسة ميدانية قاـ بيا  (:2-3مثال )

سحب عينتيف مف النساء  ، تـ[477( ص3عند النساء في الولايات المتحدة ] المصدر) Aمرض الناعور 
 يمي: كما

ديات اللاتي لا يحممف امرأة، وتـ سحبيا مف مجموعة النساء العا      : تتألؼ مف العينة الأولى
 .   ونرمز ليا بػ  Aجينات مرض الناعور 

امرأة، وتـ سحبيا مف مجموعة النساء اللاتي يحممف مرض الناعور       : تتألؼ مف العينة الثانية
A  بنات الحاملات، أميات أبناء أو بنات مرضى( وسميت ىذه المجموعة بمجموعة الحوامؿ الإجبارية(

 .   ز ليا بػ ونرملممرض 
تـ تعريفيا وقياسيا وتحويميا مف    و   ولمتمييز بيف ىاتيف المجموعتيف تـ الاعتماد عمى متحوليف 

 نتائج تحميؿ الدـ كما يمي:
        (           )                      فعالية عامل الالتياب   
        (                ) فعالية المقاومة    المستضد 

 

ؿ عمى القياسات المقابمة لذلؾ، والتي و حصتـ الفي كؿ مجموعة  (      )ومف أزواج ىذيف المتحوليف 
( ولكؿ مجموعة عمى حدة، القطع الصغير يضـ 7-3نعرضيا ضمف قطعيف ناقصيف عمى الشكؿ )

% مف المشاىدات . وبعد اختبار خضوع ىذه المشاىدات 95ر يضـ % مف المشاىدات، والكبي50
 لمتوزيع الطبيعي المتعدد في كؿ مجموعة تـ حساب متوسطييما فكانا كما يمي:

 ̅  0
       
       

1                         ̅  0
       
      

1 
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0

0 0.1

0.1

- 0.1- 0.3- 0.5- 0.7 0.70.50.3

0.4

0.3

0.2

- 0.1

- 0.2

- 0.3

- 0.4

- 0.5

0.5

95%

95%

1G

1X

2X

y

'( ) *V* 1V y  

1X

2X

2G

 
   و   قياسات ( توزيع 7-3الشكل )

تـ حساب المصفوفة    و   في المجموعتيف    و   وبعد حساب مصفوفتي التبايف المشترؾ ليما 
 (، ثـ تـ حساب مقموبيا فكاف يساوي كما يمي:86-3مف العلاقة )   المدمجة لمتبايف المشترؾ 

  
   0

              
              

1 
 ( التالية:88-3وبعدىا نقوـ بحساب تابع فيشر التمييزي مف العلاقة )

 ̃   ̃    ( ̅   ̅ )
   

      
 فنجد أنو يساوي: - ̅   ̅ ,لذلؾ نحسب أولًا الشعاع 

, ̅   ̅ -  [
( ̅    ̅  )

( ̅    ̅  )
]  [

(              )
(              )

]  0
      
       

1 

 ثـ نعوض ذلؾ في المعادلة السابقة فنجد أف:
 ̃  ,              - 0

              
              

1 [
  

  
]          

 ̃  ,             - [
  

  
]                                                         

 ̅                                 ̃  0
     

       
1               

( السابؽ. ثـ نقوـ 6-3وىو تابع فيشر التمييزي ليذه المسألة، وىو المستقيـ المرسوـ عمى الشكؿ )
 فنجد أف:    و    بحساب تقديري المتوسطيف 

 ̃    ̃   ̅  ,             - 0
       
       

1            

 ̃    ̃   ̅  ,             - 0
       
      

1        
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 ثـ نحسب القيمة الوسطى ليما فنجد أف:
 ̃  

 

 
( ̃    ̃  )  

 

 
(          )        

)الحاملات لمرض    )العاديات( و   ذه النتائج في تصنيؼ النساء عمى المجموعتيف ولاستخداـ ى
0   ( نفترض أف نتائج تحميؿ الدـ لإحدى النساء كانت كما يمي: Aالناعور 

      
      

 أي أف: 1
. 

                                                     
 بع فيشر التمييزي فنجد أف قيمتو تساوي:نعوض ذلؾ في تا

 ̃   ̃    ,             - 0
      
      

1        
 نجد أف: ̅ مع   ̃ وعند مقارنة قيمة 

 ̃   ̃                            
. ولقد أشرنا Aناعور أي ضمف مجموعة حاملات مرضى ال   لذلؾ نصنؼ ىذه المرأة ضمف المجموعة 

% 50( بإشارة نجمة. ومف الشكؿ نلاحظ أنيا تقع ضمف قطع الػ 7-3إلى ىذه الحالة عمى الشكؿ )
، وىذا يعني أف ىذا التصنيؼ   % لمجموعة النساء العاديات95وضمف قطع الػ   لمجموعة الحاملات
 ليس واضح المعالـ .

 تابع فيشر التمييزي وذلؾ باستخداـ العلاقة:في   والآف نقوـ بمعيرة شعاع الثوابت 

 ̃  
 ̃

√ ̃  ̃
 

 ̃

‖ ̃‖
 

 فنجد أف: ̃ لذلؾ نحسب طوؿ الشعاع 
‖ ‖  √     √ ̃ 

   ̃ 
  √(     )  (       )  √                

 ع الممعير التالي:فنحصؿ عمى الشعا ‖ ‖عمى  ̃ ثـ نقسـ مركبات 

 ̃  

[
 
 
 
 
 ̃ 

‖ ̃‖

 ̃ 

‖ ̃‖]
 
 
 
 

 *

     
      
       
      

+  0
      
       

1  0
    
     

1 

 وبذلؾ تصبح المعادلة الممعيرة لتابع فيشر التمييزي كما يمي:
 ̃   ̃                   

، وبغض النظر عف الإشارة فإف  ̃ في التأثير عمى   أكبر مف    لنسبية لػ ومنو نستنتج أف الأىمية ا
 الفرؽ بينيما صغيراً . 

 وحتى نطبؽ عممية التصنيؼ بعد ىذه المعيرة، نقوـ بحساب نقطة القيمة الوسطى الممعيرة مف العلاقة:
 ̃  

 

 
(   

     
 )  

 

 
( ̃  ̅   ̃  ̅ )                                                               

 ̃  
 

 
20(          ) 0

       
       

1  (          ) 0
       
      

13         
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ذا كنا نريد أف نصنؼ المشاىدة السابقة    وا 
بع فيشر نعوضيا في تا -              ,  

 التمييزي الممعير فنحصؿ عمى أف قيمتو تساوي:
 ̃        (            ) 0

      
      

1          
        ))لأف  ̃   ̃ فنجد أف:  ̃ ثـ نقارف ىذه القيمة مع القيمة الوسطى الممعيرة

      ) 
 ( .لممرض مجموعة الحاملات)   لذلؾ نصنؼ ىذه المشاىدة ضمف المجموعة 

 ̃ : يمكف حساب قيمتي ملاحظة
 ̃ و  

، وذلؾ   و  ̃ يف ليما تالممعيرتيف مباشرة مف القيمتيف الأصمي  
 والذي يساوي:  بضربيما بثابت المعيرة، وىو مقموب طوؿ الشعاع 

   فنجد أف:                           
 

‖ ‖
 

 

     
       

               ̃     ̃        (     )         

 ̃     ̃        (     )         
 

 ويمكف توضيح عممية التصنيؼ بيانياً كما يمي:

1G
2G

*y *m 0

                  1G2G

2G
1G

*y

 
 y( محور التصنيف 8-3الشكل )

 : )في   أخرى لتحديد قيمة الشعاع ىناؾ أساليب وطرائؽ إضافات أخرى لمبرىان عمى تابع )فيشر
 أكبر ما يمكف : F( التي تجعؿ النسبة 74-3العلاقة )

 لتطبيؽ ىذه الطريقة نقوـ بكتابة المعيار الطريقة الأولى :F :كما يمي 

  
(   ) 

      
 (   )  

 

      
                                (     ) 

)حسب قواعد اشتقاؽ المصفوفات (، ونضع ذلؾ المشتؽ مساوياً لمصفر   بالنسبة لػ  Fوـ باشتقاؽ ثـ نق
 فنجد أف:

  

  
  (   )    

 

      
 

    

(      ) 
 (   )                       

 

.( ثـ نخرج المقدار العددي2نختصر عمى )
   

      
 خارج قوس فنحصؿ عمى أف:  /

   

      
[  (

   

      
*     ]                                        (     ) 

.وبما أف المقدار
   

      
 فنحصؿ عمى أف: Kىو عبارة عف عدد حقيقي سممي لذلؾ نرمز لو بػ  /

 

 ,       -                                                                  (     ) 
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 نحصؿ عمى المعادلة التالية: Kوبعد الاختصار عمى 
                                                                                     (     ) 

 يساوي:  فنحصؿ عمى أف  kثـ نقسـ عمى     ػ نضرب الطرفيف مف اليسار ب  ولتحديد قيمة 
  

 

 
                             (  

 

 
)                 (     ) 

 فإننا نستنتج أف: (     )  وبما أف 
        (     )                                                         (     ) 

يتناسب طرداً مع الشعاع   (، ومنيا نستنتج أف الشعاع 77-3وىي نفس العلاقة التي حصمنا عمييا في )
 .    وذلؾ حسب قيـ   ، وىنا يعطينا لا نياية مف الحموؿ المتناسبة لػ (     )    

ذا قمنا بوضع   لي:نحصؿ عمى الحؿ الخاص التا    وا 
      (     )             (     )

                   (     ) 
 

 وبتعويض ذلؾ في تابع )فيشر( نحصؿ عمى العلاقة التالية:
       (     )

                                                     (     ) 
 في حالة العينات نقدرىا بالعلاقة التالية:و 

 ̃   ̃    ( ̅   ̅ )    
                                                (     ) 

ولاستخداـ ىذه العلاقة في عمميات تصنيؼ المشاىدات عمى المجموعتيف نقوـ بحساب القيمة الوسطى 
 : أف فنحصؿ عمى   ̅ و   ̅ أو لتقديرىما     و    لممتوسطيف 

 ̃  
 

 
( ̃    ̃  )  

 

 
( ̅    ̅  )                                   (     ) 

 .   ( عمى أية مشاىدة مثؿ 94-3وبعدىا نطبؽ القاعدة )
 

 نو إذا كنا نشترط أف يكوف : ومف جية أخرى نلاحظ أالطريقة الثانية ( )
فإف ذلؾ يعني أف     

 الشرط التالي: Fنضيؼ إلى المعيار 
 ( )

                                                                       (     ) 
 ( يأخذ شكلًا مبسطاً كما يمي:74-3وعندىا فإف معيار )فيشر( في )

  
(    ) 

 
                                                                   (     ) 

]  ويصبح المطموب منا أف نحسب عناصر الشعاع 
  

  
( أكبر 119-3في ) Fالتي تجعؿ المعيار  [

 ( .118-3ما يمكف ضمف الشرط الجديد )
 ( كما يمي:118-3( والشرط )119 -3ف التابع )نشكؿ تابع )لاغرانج( م  ولإيجاد الشعاع 

 

  (    )   (        )                                        (     ) 
 

)حسب قواعد اشتقاؽ المصفوفات( ونضع ذلؾ المشتؽ مساوياً لمصفر   بالنسبة لػ  Lثـ نشتؽ التابع 
 فنحصؿ عمى أف:
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  (    )                                                      (     ) 

 ( نحصؿ منيا عمى المعادلة التالية:2وبعد الاختصار عمى )
(    )                                                                (     ) 

 ىو عدد حقيقي سممي لأف :     وبما أف 
     (       ) [

  

  
]                             عدد سممي              

 تأخذ الشكؿ التالي: (121-3)فنجد أف العلاقة   ولذلؾ نرمز لو بػ 
                                                                                   (     ) 

 يساوي:  فنحصؿ عمى أف الشعاع   ونقسميما عمى     ثـ نضرب الطرفيف مف اليسار بػ 
  

  

  
                         (   

  

  
*                  (     ) 

 يساوي:  فإف  (     )  وبما أف 
      (     )                                                                 (     ) 

 يتناسب طرداً مع الشعاع،  (، أي أف 77-3وىي نفس العلاقة التي حصمنا عمييا في )
نحصؿ     ( تعطينا لا نياية مف الحموؿ. ولكف بوضع 125-3وأف العلاقة ) (     )     

 عمى حؿ خاص لو ىو:
     (     )                                                                  (     ) 

 مف العلاقة:  وفي حالة العينات نحسب تقدير 
 ̃    

  ( ̅   ̅ )                                                   (     ) 
 وبتعويض ذلؾ في تابع )فيشر( نحصؿ عمى تابع )فيشر( التمييزي التالي:

   ̃   (     )
    

                                         (     ) 
، ثـ نطبؽ القاعدة مف أجؿ تصنيؼ أي عنصر جديد  ثـ نتعامؿ معو كالعادة ونحسب القيمة الوسطى لػ 

 .   المجتمع مثؿ  مف
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 الرابعالفصل 
 التحليل التمييزي الخطي المتعدد )لعدة مجموعات ولعدة متحولات(

 
إف التحميؿ التمييزي المتعدد ىو تعميـ لمتحميؿ التمييزي )بمجموعتيف ومتحوليف( . لذلؾ سنستخدـ     

التعامؿ مع بعض الطرائؽ في وسنعمـ نفس الرموز والطرائؽ الرياضية السابقة، لكف نظراً لصعوبة 
وطريقة )فيشر( مع التعريج عمى  ECMالفضاءات العميا، فإننا سنقتصر عمى أىـ طريقتيف ىما: طريقة 

 وسنعرضيا كما يمي:، بعض الطرائؽ الأخرى
           :ECMالخاطئ  : طريقة تخفيض التكمفة المتوقعة لمتصنيف 4-1

[Johnson,Wichern. P. 502 ] ضافة  بتصرف وا 
مجموعة منفصمة ومتكاممة، نرمز ليا بالرموز التالية:   نفترض أنو لدينا مجتمعاً مؤلفاً مف ل

ف كؿ منيا يتأثر بجممة مف المتحولات المستقمة ىي             ف            ، وا  ، وا 
] ومف المفترض أف تكوف ىذه  ( )  ىي    ضمف كؿ مجموعة  Xالتوزيعات المشتركة لممتحولات 

 التوزيعات توزيعات طبيعية متعددة. ولكف ىذا الشرط لا يعتبر ضرورياً في مجرى سير النظرية العامة[ .
كما نفترض أف الاحتمالات السابقة لانتماء العناصر إلى ىذه المجموعات )نسبة كؿ مجموعة مف أصؿ 

 التالية: المجتمع( معمومة، ونرمز ليا بالرموز

                                     (∑    

 

   

)                           (   ) 

ونرمز  ، معمومة    ضمف المجموعة   كما نفترض أف تكمفة التصنيؼ الخاطئ لعنصر مف المجموعة 
 ليا بالرموز :

 (  ⁄ )                                                                           (   ) 
، ونرمز ليا )لأنيا بدوف ضرر(نفترض أف تكمفة التصنيؼ الصحيح في نفس المجموعة معدومةكما 

 بالرموز :
 (  ⁄ )                                                                            (   ) 

، التي تضـ بعض العناصر   في الفضاء Xىي المنطقة المؤلفة مف جممة قيـ   وأخيراً لنفترض أف 
، وبذلؾ نجد أف احتماؿ التصنيؼ الخاطئ لعنصر jوىي أصلًا مف المجموعة  kالمصنفة في المجموعة 

 يساوي :   في المجموعة    مف    

 (  ⁄ ) - أصمو مف    تصنيؼ العنصر في  ,    ∫   ( )  
  

            (   ) 

               حيث أف:                  
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 نفسيا فيساوي:   أما احتماؿ التصنيؼ الصحيح لو في 

 (  ⁄ )    ∑ (  ⁄ )

 

   
   

                                       (   ) 

)كمجموعة شرطية أولى(، فإننا نجد أف التكمفة الشرطية    فإذا أخذنا عنصراً مف المجموعة الأولى 
 ، يساوي ما يمي:         في إحدى المجموعات الأخرى    مف    لمتصنيؼ الخاطئ لعنصر 

   ( )   (  ⁄ ) (   )   (   ) (   )    (  ⁄ ) (  ⁄ ) 
 

   ( )  ∑ (  ⁄ )   (  ⁄ )

 

   

                                         (   ) 

   وباتباع الأسموب نفسو يمكننا حساب التكاليؼ الشرطية لمتصنيؼ الخاطئ لأي عنصر مف المجموعة 
 الية : ، وذلؾ مف العلاقة الت(   )   في المجموعات الأخرى 

   ( )  ∑ (  ⁄ )   (  ⁄ )

 

   
   

                                       (   ) 

          حيث أف: 
التالية:  ىيلمتصنيؼ الخاطئ في تمؾ المجموعات و  وبذلؾ نحصؿ عمى التكاليؼ المتوقعة

بما    لتكاليؼ يحدث في المجموعة وبما أف كؿ مف ىذه ا .( )     ( )     ( )   
، لذلؾ فإننا نضرب كؿ مف ىذه التكاليؼ باحتمالاتيا المسبقة   يتناسب مع الاحتماؿ السابؽ المقابؿ ليا 

 ECM، ثـ نأخذ مجموع تمؾ الجداءات فنحصؿ عمى التكمفة الاجمالية المتوقعة لمتصنيؼ الخاطئ   
 والتي نكتبيا كما يمي:

         ( )       ( )       ( )         ( )        (   ) 
 

      [∑ (  ⁄ )   (  ⁄ )

 

   

]    [∑ (  ⁄ )   (  ⁄ )

 

   
   

]                  

 

                [∑ (  ⁄ )   (  ⁄ )

 

   
   

]      [∑ (  ⁄ )   (  ⁄ )

   

   
   

]  (   ) 

 وباختصار نكتبيا كما يمي :

    ∑  [∑ (  ⁄ )   (  ⁄ )

 

   
   

]

 

   

                            (    ) 
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مناطؽ التصنيؼ العامة والخاصة وباستخداـ أي أسموب لمتصنيؼ المثالي، يمكننا التوصؿ إلى تحديد 
 ( أصغر ما يمكف .10-4العلاقة ) التكمفة الاجمالية في والتي تجعؿ،             ليا مةباقالم

⁄  ) (، ونستبدؿ الاحتماؿ 14-2(، قياساً عمى العلاقة )10-4لذلؾ نقوـ بمعالجة العلاقة ) بالتكامؿ  (
∫   ( )    
 فنحصؿ عمى أف:   المعرؼ عمى المنطقة  

    ∑  [∑∫   ( )   (  ⁄ )  
  

 

   
   

]

 

   

                            (    ) 

 ثـ نقوـ بتبديؿ مواقع المجاميع والرموز والتكامؿ فنحصؿ عمى أف:

    ∑∫

[
 
 
 

∑     ( )   (  ⁄ )

 

   
   ]

 
 
 

  

 

   

                              (    ) 

التي تجعؿ ىذه القيمة أصغر ما يمكف، وحتى نستطيع تحقيؽ    والآف عمينا أف نبحث عف المناطؽ 
التي تجعؿ    أصغر ما يمكف، أي أف نحدد المنطقة    ذلؾ يجب أف نجعؿ قيمة التكامؿ عمى 

 التكامؿ أصغر ما يمكف .
وحتى يحدث ذلؾ يجب أف يكوف المقدار المكامؿ )الذي تحت التكامؿ( أصغر ما يمكف. أي يجب أف 

 يكوف المقدار التالي أصغر ما يمكف . 

   ∑     ( )   (  ⁄ )

 

   
   

                                   (    ) 

يحسب عمى    ، ولكف المجموع في كؿ           تحسب لجميع المجموعات     حيث أف: 
. وىكذا نجد أنو يمكننا صياغة القاعدة العامة لتصنيؼ العناصر  kجميع المجموعات باستثناء المجموعة 
 وتوزيعيا عمى المجموعات كما يمي:

 كاف المقدار:إذا  kفي المجموعة    نصنؼ أي عنصر 

   ∑     (  )   (  ⁄ )

 

   
   

                                   (    ) 

 في المجموعات الأخرى .   أصغر ما يمكف مف بيف المقادير
⁄  ) : إذا كانت تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ الحالات الخاصة ي الواحد فإف متساوية أو كانت تساو  (

 تصبح كما يمي: kفي المجموعة    قاعدة تصنيؼ العنصر 
 إذا كاف المقدار: kفي المجموعة    نصنؼ أي عنصر
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   ∑     (  )

 

   
   

                                                (    ) 

 في المجموعات الأخرى .   أصغر ما يمكف مف بيف المقادير
 ( أف حداً محذوفاً مف المجموع العاـ وىو الحد:15-4: نلاحظ في العلاقة )/1ملاحظة /

 ( كما يمي:15-4، لذلؾ يمكننا أف نكتب العلاقة )(  )      

   ∑     (  )

 

   

      (  )                                                   (    ) 

أصغر قيمة لو، يجب أف يأخذ الحد الأخير أكبر قيمة لو. وىكذا نجد أنو يمكننا    وحتى يأخذ المقدار 
 ( وصياغة قاعدة خاصة أخرى كما يمي:15-4تعديؿ قاعدة التصنيؼ الخاصة )

فإننا ،  (  )    لجداءات المقابمة لممجموعات الأخرى أكبر مف جميع ا (  )    إذا كاف المقدار 
 ونكتب ذلؾ كما يمي:   في المجموعة    نصنؼ العنصر 
 إذا كاف:   في المجموعة    نصنؼ العنصر 

     (  )     0    
 
(  )1                                     (    ) 

 ويمكف استخداـ القاعدة المكافئة ليا في التوزيعات الأسية وىي:
 ، إذا كاف :  في المجموعة    نصنؼ العنصر 

   ,     (  )-        0    
 
(  )1                         (    ) 

⁄  ) صنيؼ الخاطئ وذلؾ بفرض أف تكاليؼ الت  متساوية . (
( لاستخراج الاحتمالات اللاحقة وتحديد أكبرىا ثـ 34-2: يمكننا الاستفادة مف العلاقة ) /2ملاحظة /

 طريقة )بايز( لتصنيؼ عناصر المجتمع. فنجد أف الاحتمالات اللاحقة ىي: تطبيؽ
 (   ⁄ ) احتماؿ أف تكوف   مف  .   ⁄اىدةمش معطيو  /حيث  

 ومف علاقة )بايز( نجد أف:

 (   ⁄ )  
     ( )

∑      ( )
 
   

 
الاحتماؿ السابؽ   التوزيع 
مجموع الجداءات( )     

                         (    ) 

 ية:، ومنيا نحصؿ عمى القاعدة التال          حيث أف: 
 إذا كاف الاحتماؿ اللاحؽ:   في المجموعة    نصنؼ 

 (    ⁄ )     
     (  )

∑    (  )
                                                   (    ) 

 يأخذ أكبر قيمة ممكنة مف بيف الاحتمالات اللاحقة الأخرى .
⁄  ) بفرض أف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ وذلؾ   متساوية . (
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تعتمد عمى ثلاثة مركبات ىي:  ECMوأخيراً نشير إلى أف قاعدة التكاليؼ المتوقعة لمتصنيؼ الخاطئ 
⁄  ) وتكاليؼ التصنيؼ الخاطئ    الاحتمالات السابقة  ف  ( )  وقانوف التوزيع الاحتمالي  ( ، وا 

بات يجب أف تكوف معمومة )أو مقدرة( قبؿ تطبيؽ ىذه القاعدة . وعندما تكوف مجيولة يتـ ىذه المرك
، التي            تقديرىا مف العينات العشوائية، التي يتـ سحبيا مف كؿ مجموعة مف المجموعات 

 يتألؼ منيا المجتمع المدروس .
إلى إحدى ثلاث مجموعات ىي:    محدد : لنفترض إننا نريد تصنيؼ عنصر (1-4مثال )

⁄  ) وتكاليؼ التصنيؼ الخاطئ    ، ولنفترض أف الاحتمالات السابقة الافتراضية          وقيـ  (
 قوانيف التوزيع معمومة كما في الجدوؿ التالي:

 [ Johnson,Wishern, P.505 بيانات المثال ] من( 1-4) جدول
 المجموعات         

 (  ⁄ )       (  ⁄ )       (  ⁄ )       
 (  ⁄ )      (  ⁄ )     (  ⁄ )        
 (  ⁄ )     (  ⁄ )       (  ⁄ )        
 الاحتمالات السابقة         60             

  (  )    2   (  )    85   (  )       
قيم التوزيعات الاحتمالية عند 

   القيمة المحددة 
لذلؾ نقوـ بحساب قيـ الجداءات الواردة ،  ECMولإجراء عممية التصنيؼ نستخدـ أولًا الطريقة العامة لػ 

 ، نحصؿ عمى أف:1، 2، 3القيـ المتتالية  k(، فنجد أنو عندما نعطي 14-4في العلاقة )
            (  )    (  ⁄ )       (  )    (  ⁄ )   

               (    )(    )(   )  (    )( )(   )      
 

            (  )    (  ⁄ )       (  )    (  ⁄ )   
                  (    )(    )(  )  (    )( )(  )         

 

            (  )    (  ⁄ )       (  )    (  ⁄ )   
                           (    )(    )(  )  (    )(    )(   )          

 

، لذلؾ نصنؼ العنصر          ، نجد أف أصغرىا ىي القيمة         وعندما مقارنة قيـ 
 .   المفروض ضمف المجموعة    

ملاحظة: إذا كانت تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ متساوية، فإنو يمكننا استخداـ الطريقة الخاصة، وتصنيؼ 
 سوى حساب الجداءات التالية: -في ىذه الحالة– (. وىذا الأمر لا يتطمب17-4حسب العلاقة )   

     (  )  (    )(   )        

     (  )  (    )(    )       

     (  )  (    )( )             

 
 



 الفصؿ الرابع                    الجزء الخامس                                                             

636 

 

فإننا نبحث عف أكبرىا فنجد بعد  (  )     وبما أف ىذه الطريقة تعتمد عمى أكبر قيمة لمجداءات 
 المقارنة أف:

     (  )             (  )                
 وذلؾ لأننا استبعدنا التكاليؼ.، (ECM)خلافاً لمتصنيؼ في    في المجموعة    لذلؾ نقوـ بتصنيؼ 

. لذلؾ نقوـ بحساب الاحتمالات اللاحقة ثـ    كما يمكننا في ىذه الحالة استخداـ طريقة )بايز( لتصنيؼ 
 أكبرىا فنجد أف: نختار

 (    ⁄ )  
     (  )

∑      (  )
 
   

 

 (    ⁄ )  
(    )(    )

(    )(    )  (    )(    )  (    )( )
 

      

      
       

 (    ⁄ )  
     (  )

∑    (  )
 

(    )(    )

      
 

     

      
                                   

 (    ⁄ )  
     (  )

∑    (  )
 

(    )( )

      
 

     

      
                                         

 

 

⁄    ) وعند مقارنة ىذه الاحتمالات نجد أف أكبرىا ىو الاحتماؿ  في    ، لذلؾ نصنؼ العنصر (
المقابمة للاحتماؿ اللاحؽ الأكبر. وىذا يتفؽ مع الطريقة الخاصة السابقة. ولكنو يختمؼ    المجموعة 

 عف القاعدة العامة بسبب اختلاؼ الشروط المتعمقة باستبعاد التكاليؼ .
 :ECM: توابع التصنيف في المجتمعات الطبيعية المتعددة حسب  4-2

ىذه الحالة الخاصة تحدث عندما تكوف قوانيف التوزيع الاحتمالية المتعددة في المجموعات إف 
 طبيعية ومعرفة بالعلاقة العامة التالية: Xلممتحولات             

  ( )  
 

(  )
 
 |  |

 
 

  
 
 
(    )

 
   

   (    )                          (    ) 

ىي مصفوفة التبايف    ، و  ىو شعاع المتوسطات في المجموعة    ، وأف          حيث أف 
 .   في المجموعة  Xالمشترؾ لػ 

⁄  ) ,ولنفترض الآف أف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ متساوية أو تساوي الواحد  ) ليؼ وأف تكا -  
⁄  ) ,التصنيؼ الصحيح معدومة  ) -4، وعندىا نجد أف قاعدة التصنيؼ لمتوزيعات الأسية )-  

 تأخذ الشكؿ التالي: ECM( لأصغر تكمفة متوقعة 18
  (     ( ))       [     ( )]     [         ( )]       (    ) 
                      [     

 

 
  (  )  

 

 
  |  |  

 

 
(    )

 
   

   (    )] 
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 0وىنا نلاحظ أف الحد 
 

 
ىو عدد ثابت ومشترؾ بيف جميع المجموعات، لذلؾ نقوـ بتجاىمو  1(  )  

( QDS -تبقية ما يسمى )بالتابع التمييزي التربيعيوحذفو مف الطرؼ الأيمف. ثـ نعرؼ مف الحدود الم
[Quadratic Discrimination Score]  بالرمز:    ونرمز لو بالنسبة لممجموعة 

   ( )   
 

 
  |  |  

 

 
(    )

 
   

   (    )                        (    ) 
 .          حيث أف 

    مؤلؼ مف عدة مركبات ىي: لوغاريتـ الاحتمالات السابقة  ( )   وىنا نلاحظ أف التابع التربيعي 
   إلى  Xنصؼ مربع المسافة مف النقطة |  | نصؼ قيمة لوغاريتـ محدد مصفوفة التبايف المشترؾ 

 .  شعاع متوسط المجموعة
 ( السابقة تصبح كما يمي:18-4لتابع التمييزي فإف قاعدة التصنيؼ )وبالاعتماد عمى ىذا ا

 في حالة المجتمعات الطبيعية: TPMقاعدة الاحتماؿ الإجمالي الأصغر لمتصنيؼ الخاطئ 
 . إذا كاف :   في المجموعة    النقطة  نصنؼ

   (  )     [   ( )]                                                 (    ) 
 ( وذلؾ بفرض أف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ متساوية .23-4تحسب مف العلاقة ) ( )   حيث أف 

   في كؿ مجموعة    و   ولكف تطبيؽ ىذه العلاقات تقتضى أف تكوف معالـ المجتمع الأصمي 
 معمومة .

نقوـ بتقديرىا مف  -وىي الحالة الغالبة في التطبيقات العممية -ة أما عندما تكوف ىذه المعالـ مجيول
ومصفوفة   ̅ بمتوسط العينة    العينات العشوائية المسحوبة مف تمؾ المجموعات، ونقدر المتوسط 

 .    المحسوبة مف العينة المسحوبة مف المجموعة   بمصفوفة التبايف المشترؾ    التبايف المشترؾ 
ونرمز لو بػػ  ( )   ( فنحصؿ عمى تقدير لمتابع التربيعي 23-4ثـ نعوض ذلؾ في العلاقة )

 ( ونكتبو كما يمي:( ) ̃  )أو  ( )   
   ( )   

 

 
  |  |  

 

 
(   ̅ )

 
   

   (   ̅ )           (    ) 
 .          حيث أف 

 لمتصنيؼ في حالة العينات ولمتوزيع الطبيعي المتعدد الشكؿ المقدر التالي : TPMوبذلؾ تأخذ قاعدة 
 لمجتمعات الطبيعية:ا في TPMصغر لأقاعدة التصنيؼ 

 إذا كاف :   ضمف المجموعة     التقطة نصنؼ
   (  )     [   (  )]                                                             (    ) 

 ( السابقة .25-4تحسب مف العلاقة ) ( )   حيث أف 
متساوية، يمكف تبسيط القواعد السابقة، أي أنو إذا    : إذا كانت مصفوفات التبايف المشترؾ حالة خاصة

 .           كانت 
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 ( فنحصؿ عمى أف :23-4، ونعوضيا في العلاقة )         ميما تكف      فإننا نضع 
   ( )   

 

 
  | |  

 

 
.   

 
/
 

     .   
 
/                    (    ) 

صلاحو نحصؿ عمى الصيغة التالية:  وبعد حساب مفكوؾ الحد الأوسط وا 
   ( )   

 

 
  | |  

 

 
           

        
 

 
  

       
 
      (    ) 

لذلؾ )الموغاريتـ ومربع المسافة( .   وىنا نلاحظ أف الحديف الأوؿ والثاني ثابتيف في كؿ المجموعات 
ات التصنيؼ . أما الحدود المتبقية فتتألؼ مف جزأيف: جزء عددي وىو تجاىميما في عممييمكف 

0 
 

 
  
  )ىو X، وجزء ىو عبارة عف تركيب خطي مف مركبات 1           

       )  .
 وبناء عميو نعرؼ التابع التمييزي الخطي المؤلؼ مف الحدود المتبقية بالعلاقة التالية:

  ( )    
        

 

 
  
       

 
                       (    ) 

    . ويسمى ىذا التابع بالتابع التصنيفي لممجموعة           حيث أف 
 ومنيا نحصؿ عمى قاعدة لتصنيؼ العناصر حسب ىذا التابع نصيغيا كما يمي:

 في حالة تساوي مصفوفات التباينات المشتركة في المجتمعات الطبيعية: TPMنيؼ لأصغر قاعدة التص
أكبر ما يمكف.  (  )  ، إذا كانت قيمة التابع الخطي التصنيفي   في المجموعة     النقطةنصنؼ 

 أي إذا كاف:
  (  )     [  (  )]                                               (    ) 

 ( .29-4تحسب مف العلاقة ) (  )  حيث اف 
ذا كانت معالـ المجتمع مجيولة فإننا نقدرىا مف بيانات العينات المسحوبة مف المجموعات  وا 

)بفرض  Vالموحدة ، ولكننا نستبدؿ مصفوفة التبايف المشترؾ  ̅ بــ   ونستبدؿ كؿ          
 باستخداـ العلاقة :   والمركب مف مصفوفات التبايف المشترؾ  ( بالتبايف المدمج    

   
(    )   (    )     (    )  

               
         (    ) 

 التصنيفي الخطي الشكؿ المقدر التالي :( لمتابع 29-4وعندىا تأخذ العلاقة )
  ( )   ̅ 

 
   

     
 

 
 ̅ 
    

    ̅                                          (    ) 
ف قاعدة التصنيؼ   تأخذ الشكؿ التالي:لمعينات وا 

   نصنؼ العنصر :تركة المتساوية ولمتوزيعات الطبيعيةلمتباينات المش في العيناتTPMقاعدة أصغر 
 أكبر ما يمكف. أي إذا كاف : -(  )  ,، إذا كاف التابع التصنيفي الخطي  في المجموعة 

  (  )     [  (  )]                                                 (    ) 
 ( السابقة .32-4تحسب مف العلاقة ) ( )  حيث اف 
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يقوـ بدور المصنؼ  X( تضماف تابع خطي لػػ 32-4( و)29-4: نلاحظ أف العلاقتيف )1ملاحظة
 . لذلؾ تسمى ىذه التوابع بتوابع التصنيؼ . Xالفاصؿ لعناصر المجتمع حسب أكبر قيمة لو عند 

يمكننا أف  (    )التبايف المشترؾ : في ىذه الحالة الخاصة )حالة تساوي مصفوفات 2ملاحظة
 ( عمى مصنؼ آخر كما يمي:27-4نحصؿ مف العلاقة )

 نقوـ بحذؼ الحد الثابت 

 
 ( فنحصؿ عمى مايمي:27-4في العلاقة )   بـ  Vأو نتجاىمو ثـ نستبدؿ | |

 ̃ ( )   
 

 
(   ̅ )

 
   

   (   ̅ )                 (    ) 
أكبر قيمة لو حسب المجموعات يجب أف تكوف قيمة الحد الأوؿ أصغر ما  ( )  وحتى يأخذ التابع 

 فيكوف لدينا : ،( ̅ والمركز  Xمربع المسافة بيف  لأنو) ( )  يمكف . ولذلؾ نرمز ليذا الحد بالرمز 
  

 ( )  (    )
 
   

   (   ̅ )                             (    ) 
 ومنيا نحصؿ عمى أف:

 ̃ ( )   
 

 
  ( )                                                    (    ) 

  ف المقدار بما أ
فإف ،  ̅ وسط حتى المت Xىو عبارة عف مربع المسافة الاحصائية مف النقطة  ( ) 
إلى     أي إننا نصنؼ النقطةالأقرب إلييا،    تصنؼ ضمف المجموعة   ىذا يعني أف النقطة 

 . ̅  إلى متوسط نمؾ المجموعةأقرب ما يمكف    ، إذا كانت    المجموعة 
ة جديدة لتصنيؼ العناصر في حالة ( صياغة قاعد36-4( و)35-4وىكذا نجد أنو يمكننا مف العلاقتيف )
 كما يمي:          تساوي مصفوفات التبايف المشترؾ 

 كما يمي:            قاعدة أصغر المسافات عف متوسطات المجموعات عندما 
  ، إذا كاف مربع المسافة   ضمف المجموعة    نصنؼ العنصر

 غر ما يمكف :أص (  ) 
  

 (  )     0(    ̅ )
 
   

   (    ̅ )1     [  
 (  )]           (    ) 

 التالي أكبر ما يمكف : (  ) ̃ أو إذا كانت قيمة التابع التصنيفي 
 ̃ (  )     [ 

 

 
  

 (  )      ]     [  (  )]                    (     ) 
  وأف مربع المسافة           حيث أف 

ف التابع التصنيفي 35-4يحسب مف العلاقة ) ( )  ( وا 
 ( .36-4يحسب مف العلاقة ) (  ) ̃ 

           مجيولة أو إذا كانت متساوية    وأخيراً نشير إلى أنو إذا كانت الاحتمالات السابقة
 

 
لأنو يصبح ثابتاً  (     )( و32-4مف العلاقتيف ) (    )، فعندىا يمكف اىماؿ الحد الأخير 

  في كؿ المجموعات، وتصبح عممية التصنيؼ معتمدة عمى مربع المسافة فقط 
، وعندىا يتـ ( ) 

( . )راجع فقرة الصيغة 37-4حسب )  ̅ إلى المجموعات الأقرب إلى مركزىا  Xصر تصنيؼ العنا
 ( .اني مف الجزء الأوؿثالفصؿ الالتربيعية والمسافات في 
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/ مجموعات، وتتأثر 3: لنفترض أننا نريد إيجاد توابع التصنيؼ الخطية لمجتمع مؤلؼ مف /(2-4مثال )
]  بمتحوليف 

  

  
، لذلؾ V، وليما مصفوفة تبايف مشتركة موحدة   عيف لمتوزيع الطبيعي في خاض [

عمى                    بحجوـ          سحبنا عينات عشوائية مف ىذه المجموعات 
 الترتيب، فكانت أشعة قيـ المتحولات ومتوسطاتيا ومصفوفات التبايف المشترؾ كما يمي:

    
المشاىدت

  

  

      

0
               
       

1
  ̅   0

  
 

1             0
   
   

1

      

  
0
              
       

1    
        ̅   0

 
 
1                           0

   
   

1

      

  
0
               
         

1
  ̅   0

 
  

1                   0
   
   

1

 

 معطية كما يمي:   ولنفترض أف الاحتمالات السابقة 
                            

 

]   لعنصروالمطموب تصنيؼ ا
   

   
]  0

  
  

 في المجموعة المناسبة، وذلؾ حسب القاعدة 1
 . TPM( لأصغر الاحتمالات 4-33) 

 ( فنجد أف:31-4مف العلاقة )   : لتطبيؽ تمؾ القاعدة عمينا أف نحسب التبايف المشترؾ المدمج الحل

   
(   ) 0

   
   

1  (   ) 0
   
   

1  (   ) 0
  
  

1

   

   
 

 
0
           
           

1  [
  

 

 

 
 

 
 

]                             

 

  ومنيا نحسب المقموب 
 فنجد أف:   

  
   

 

  
[

  
 

 

 
 

 
 

]  
 

  
0
   
  

1                                                    

 ̅ ثـ نحسب الجداء 
   

 فنجد أف :   الخاص بالمجموعة الأولى    
 ̅ 

   
   (     )  

 

  
0
   
  

1  
 

  
(       ) 

 

 ̅ ثـ نحسب الجداء 
 فنجد أف :   الخاص بالمجموعة   ̅       

 ̅ 
    

    ̅  
 

  
(       ) 0

  
 

1  
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 ( ما يمي:32-4وبذلؾ نجد أف التابع التصنيفي الأوؿ يساوي حسب )
  (  )   ̅ 

         
 

 
 ̅ 

       ̅                               

  (  )  
 

  
(       ) 0

   

   
1  

 

 
 
  

  
   (    )                           

  (  )  (
   

  
*    (

  

  
*    

  

  
                              ( )

 

 فنجد أف:   وبطريقة مشابية نحسب التابع التصنيفي الثاني لػػ 
 ̅ 

    
   (    )

 

  
0
   
  

1  
 

  
(     )                              

 ̅ 
    

    ̅  
 

  
(     )  0

 
 
1  

   

  
                                     

 

 ( أف:32-4وىكذا نجد مف العلاقة )
  (  )  

 

  
(     ) 0

   

   
1  

 

 

   

  
   (    )                            

  (  )  (
  

  
*    (

  

  
*    

   

  
                               ( )

 

 فنجد أف:   ولحساب التابع التصنيفي الثالث لػػ 
 ̅ 

    
   (     )

 

  
0
   
  

1  
 

  
(      )              

 ̅ 
    

    ̅  
 

  
(      )  0

 
  

1  
  

  
                        

 

 ( أف:32-4وىكذا نجد مف العلاقة )
  (  )  

 

  
(       ) 0

   

   
1  

 

 
 
  

  
   (   )                  

  (  )  (
  

  
*    (

   

  
*    

  

  
                       ( )

 

 

]   ولتحديد انتماء العنصر 
   

   
]  0

  
  

، نعوض قيـ ذلؾ العنصر في كؿ مف التوابع التصنيفية 1
 السابقة ونحسب قيمتو العددية فنجد أف:( ) و ( )و ( )

  (  )  (
   

  
* (  )  (

  

  
* (  )  

  

  
             

  (  )  (
  

  
* (  )  (

  

  
* (  )  

   

  
             

  (  )  (
  

  
* (  )  (

   

  
* (  )  

  

  
             

 

(  )  وبمقارنة ىذه القيـ نجد أف أكبرىا ىي     عنصر ولذلؾ فإننا نصنؼ ال        

0
  
  

 .   ضمف المجموعة  1
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 ومراكز المجموعات.   بطريقة أصغر المسافات بيف العنصر  طريقة ثانية سنقوم بحل ىذا المثال 
0   ( لحساب مربعات المسافات لمعنصر35-4لتطبيؽ ىذه الطريقة نستخدـ العلاقة )

  
  

عف  1
         لاحتمالات السابقة متساوية مراكز المجموعات، مع افتراض أف ا

 

 
، فنجد أف مربع 

0عف مركز المجموعة الأولى     المسافة لػ
  
 

 ( ما يمي:35-4، يساوي حسب العلاقة ) 1

  
 (  )  (    ̅ )

    
   (    ̅ )  ,(    )  (    )-

 

  
0
   
  

1 [
(    )

(    )
]

  
 (  )  

 

  
(       ) 0

   
  

1 0
  
  

1  
 

  
(       ) 0

   
   

1                                               

  
 (  )  

 

  
,       -  

   

  
                                                                                            

 

0عف مركز المجموعة الثانية    وكذلؾ نجد أف مربع المسافة لػ
 
 
 ، يساوي: 1

  
 (  )  (    ̅ )

      (    ̅ )  ,(    )  (    )-
 

  
0
   
  

1 [
(    )

(    )
]

  
 (  )  

 

  
(       ) 0

   
  

1 0
  
  

1  
 

  
(       ) 0

    
   

1                                            

  
 (  )  

 

  
,        -  

   

  
                                                                                         

 

0مركز المجموعة الثالثة  عف    ولإيجاد مربع المسافة لػ
 
  

 نجد أف: 1

  
 (  )  (    ̅ )

    
   (    ̅ )  ,(    )  (    )-

 

  
0
   
  

1 [
(    )

(    )
]

  
 (  )  

 

  
(      ) 0

   
  

1 0
  
 

1  
 

  
(      ) 0

   
 

1                                                        

  
 (  )  

 

  
,      -  

   

  
                                                                                             

 

  وعند مقارنة مربعات ىذه المسافات نجد أف أصغرىا ىو 
 (  ) العنصر  ، لذلؾ نصنؼ        

   0
  
  

 )وىو نفس الجواب السابؽ( .   في المجموعة الثالثة  1
 ( )  ( . ونحصؿ عمييا مف مقارنة التوابع 33-4: ىناؾ صيغة أخرى لقاعدة التصنيؼ )ملاحظة

 . ( )  مثنى مثنى وتحديد أكبرىا وليكف 
 وىو أف يكوف: ( )     ( )   ( )  بع أكبر التوا ( )  وعندىا فإف شرط أف يكوف 

  ( )    ( )                                                    (    ) 
يأخذ الشكل ( 38-4) الشرط(       بفرض) نجد أن (29-4)من العلاقة  ( )  و ( )   وبتعويض
 التالي:

  
        

 

 
  
                

        
 

 
  
                    (    ) 
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)            )وبعد الاصلاح ووضع 
  

  
*     .

  

  
ني، نحصؿ ونقميا إلى الطرؼ الثا */

وىي  (TPM)عمى الصيغة البديمة لقاعدة التصنيؼ التي تصغر الاحتماؿ الاجمالي لمتصنيؼ الخاطئ 
 التي تأخذ الشكؿ التالي:

 إذا كاف:   في المجموعة    نصنؼ العنصر 
   (  )  (     )

 
        

 

 
(     )

 
     (     )    (

  

  
*   (    ) 

            وذلك من أجل جميع قيم 
ذا رمزنا لمطرف الأيسر من العلاقة يصبح كما ( 40-4) فإن الشرط السابق (  )    بالرمز( 40-4) وا 

 يمي: 
 : إذا كاف   في المجموعة    نصنؼ العنصر 

   (  )    (
  
  

*                                                 (    ) 
 ( .40-4تحسب مف ) ( )   حيث 

، والتي                (، ىي التي ستحدد لنا مناطؽ التصنيؼ 41-4إف الشروط الأخيرة )
ىو عبارة عف تركيب  ( )   ، وذلؾ لأف   ات فوقية في الفضاء تفصميا عف بعضيا بواسطة مستوي

، فإف (   ). فعمى سبيؿ المثاؿ نجد أنو عندما يكوف لدينا ثلاث مجموعات  Xخطي مف مركبات 
 التي تحقؽ العلاقات التالية: Xتتألؼ مف جميع قيـ    منطقة التصنيؼ الأولى 

          (
  
  

*            (      )                                    (    ) 
 التي تحقؽ معاً المتراجحتيف التاليتيف : Xتتألؼ مف قيـ    في الفضاء    أي أف المنطقة 

   ( )  (     )
        

 

 
(     )

      (     )    (
  

  
*    (    ) 

 

   ( )  (     )
        

 

 
(     )

      (     )    (
  

  
*    (    ) 

( )   لاتقع عمى خط مستقيـ . فإف المعادلة            وبفرض أف المتوسطات:     .
  

  
/ 

.      والمعادلة 
  

  
تحدداف مستوييف فوقييف ومتقاطعيف ويشكلاف فيما بينيا منطقة التصنيؼ  /

 .   في الفضاء    الأولى 
.  وىنا نلاحظ أف الحد 

  

  
 .   أكبر مف    إذا كاف    مف    يجعؿ المستوى أقرب إلى  /

لحالة ثلاثة مجموعات ومتحوليف             والشكؿ التالي بوضح مثاؿ لمناطؽ التصنيؼ الثلاثة 
 .   و   
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1R

2R3R

1X

2X

 
 ( مناطق التصنيف لمتحولين وثلاثة مجموعات1-4الشكل )
مجيولة فإننا نقدرىا مف عينات عشوائية مسحوبة منيا  Vو           وعندما تكوف معالـ المجموعات 

( في حالة العينات 40-4)المدمج(، وتصبح قاعدة التصنيؼ )   و  ̅    ̅    ̅ بواسطة المؤشرات 
 كمايمي:

 إذا كاف :   في المجموعة    نصنؼ العنصر 
 ̃  (  )  ( ̅   ̅ )

 
   

      
 

 
( ̅   ̅ )

 
   

   .( ̅   ̅ )/    (
  

  
*    (    ) 

(  )                             (   )               وذلؾ مف أجؿ      .
  

  
/ 

 X( نحصؿ عمى توابع التميز الخطية بدلالة مركبات 45-4في )   و  ̅ بيانات العينة وبتعويض 
ف ىذه التوابع تحدد لنا مناطؽ التصنيؼ (   )( تابعاً لأف g-1ويكوف عددىا )            ، وا 

 ( السابؽ .1-4حسب العلاقات السابقة وكما ىو مبيف عمى الشكؿ )
مجيولة أو يصعب الحصوؿ عمييا. فإننا نعتبرىا جميعاً متساوية    إذا كانت الاحتمالات  :ملاحظة

             
 

 
( يصبح معدوماً لجميع 45-4، وعندىا فإف الطرؼ الأيمف مف العلاقة )

.  الأزواج، أي يصبح 
  

  
/ ( الشكؿ التالي: 45-4ذ العلاقة )، وعندىا تأخ(    )لجميع قيـ    

(  )   إذا كاف:    في    نصنؼ     . 
 ( طريقة العزل أو الاستبعادHoldout أو أسموب )(Lachenbroch)  إف استخدامنا لتقديرات :

معالـ المجموعات يجعؿ قاعدة التصنيؼ في حالة العينات غير مثالية، وحتى نحسف مف التمثيؿ في 
( والذي holdout( أو أسموب العزؿ )Lachenbrochه الحالة نقوـ بتطبيؽ أسموب )لاشينبروش ىذ

 يمخص بما يمي:
ونحذؼ أحد المشاىدات )العناصر( منيا، ثـ نقوـ بإجراء    نبدأ بعناصر المجموعة الأولى   -1

الأخرى مع عناصر المجموعات  (    )التحميؿ التمييزي عمى العناصر المتبقية منيا 
 فنحصؿ عمى توابع تمييز معينة .
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في المجموعة المناسبة لو باستخداـ    نعود ونعمؿ عمى تصنيؼ العنصر الذي حذفناه مف  -2
 ( .1التوابع التي حصمنا عمييا في الخطوة )

ونحصؿ عمى تصنيفاتيا    ( حتى تشمؿ جميع عناصر المجموعة 2( و)1نكرر الخطوتيف ) -3
   كاف:    أف عدد التصنيفات الخاطئة في الجديدة ولنفترض 

 عنصراً .  
،   ...    و   ( عمى عناصر جميع المجموعات الأخرى 3( و)2( و)1نكرر الخطوات ) -4

   ىو   فنحصؿ عمى تصنيفات جديدة ليا ولنفترض أف عدد العناصر المصنفة خطأً في 
  . 

 ت التصنيؼ الخاطئ في كؿ مجموعة كما يمي:وعندىا نقدر احتمالا
 ̃(  ⁄ )  

   
 

  

                                                       (    )

 ̃(  ⁄ )  
   

 

  

                                                       (    )

 

 المجموعات .وىكذا نتابع العمؿ مع باقي 
 وأخيراً يمكننا أف نحصؿ عمى تقدير غير متحيز لمعدؿ الخطأ الفعمي المتوقع ونحسبو مف العلاقة :

 ̃(   )  
   
     

     
   

          
 

  

 
         (    ) 

 

عمى مجموعتيف ومتحوليف لتقدير معدؿ سنقوـ بتطبيؽ أسموب العزؿ )لاشينبروش(  (:3-4مثال )
التصنيؼ الخاطئ، وذلؾ بفرض أف الاحتمالات السابقة متساوية، وأف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ 

، وأخذنا     و     عينتيف بحجميف   و   متساوية. ولنفترض إننا سحبنا مف المجموعتيف
بيانات المشاىدات ومتوسطاتيا ومصفوفة التبايف المشترؾ ليما  فييما. فكانت   و   قياسات المتحوليف

 [ .Johnson R. A. P. 499كمايمي: ]

    
      

0
   
     

1
                      ̅  0

 
  

1                       0
   
   

1

    0
   
   

1                           ̅  0
 
 
1                           0

   
   

1

 

 نشكؿ مصفوفة التبايف المشترؾ المدمج كما يمي:   و   ومف المصفوفتيف 
   

(   )   (   )  

 
 0

   
   

1 
 ( وجدنا أنيا تعطينا التصنيف التالي:2-4ت في المثال)(عمى ىذه البيانا26-4وعند تطبيق قاعدة التصنيف )

 (: نتائج التصنيف المقارن2-4جدول )                      

 المجموع
 التصنيف الجديد

 المجموعات
 

       
التصنيف     2 1 3

    1 2 3 الأصمي
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 ومنو نجد أف تقدير معدؿ الخطأ الظاىري يساوي:
     

   

 
      

ف ىذا التقدير لمعدؿ الخطأ يسمى ظاىرياً، لأف القيمة الحقيقية لمعدؿ الخطأ، قد تختمؼ عنو بسبب  وا 
حجوـ العينات وأسموب سحبيا. ولمكشؼ عف حقيقة ىذا المعدؿ نقوـ بإجراء التحميؿ التمييزي بأسموب 

 )لاشينبروش( كما يمي: Holdoutالعزؿ 
0ونختار العنصر الأوؿ     لنبدأ مف المجموعة الأولى -1

 
  

0    ونرمز لو بػ    مف 1
 
  

1 
 ونعزلو عنيا ثـ نطبؽ إجراءات التحميؿ عمى العناصر المتبقية في المجموعتيف فنجد أف:

   
   0

  
   

1               ̅   0
    
 

1                        0
    
  

1

    0
   
   

1               ̅  0
 
 
1                             0

   
   

1
 

 تساوي :   ومنيا نجد أف مصفوفة التبايف المدمج الجديدة 
   

       

 
 

 

 
0
    
  

1  
 

 
0
   
   

1  
 

 
0
     
    

1 
 

   مقموبالوأف 
   :                             يساوي   

   
 

 
0
    
     

1 
0    وعمينا الآف أف نقوـ بتصنيؼ العنصر المعزوؿ 

 
  

 في المجموعة المناسبة . 1
والمركز  إف أسرع طريقة لتصنيؼ العنصر المعزوؿ ىي طريقة أصغر مربع لممسافة بيف ذلؾ العنصر

 .  ̅ ومركز المجموعة الثانية    ̅ الجديد لممجموعة الأولى 
عف المتوسط الجديد لممجموعة الأولى مف العلاقة     والآف نحسب مربع تمؾ المسافة الاحصائية لػػ 

 ( التالية :4-35)
  

 (   )  (     ̅  )
     

   (     ̅  )                              
 

  فنجد أف:       
 (   )  ,           -

 

 
0
   
    

1 0
     
    

1      
 عف المتوسط الأصمي لممجموعة الثانية مف العلاقة :    ثـ نحسب مربع تمؾ المسافة لػ 

  
 (   )  (     ̅ )

     
  (     ̅ )                                

  
 (   )  ,         -

 

 
0
   
    

1 0
   
    

1       
 

  وعند مقارنة مربعي ىاتيف المسافتيف نجد أف 
 (   )    

، أي أف العنصر المعزوؿ (   ) 
    0

 
  

0   ̅ أقرب إلى المتوسط الجديد لممجموعة الأولى ىو  1
   
 

، منو إلى متوسط  1
0  ̅ المجموعة الثانية 

 
 
0    ، لذلؾ نصنؼ العنصر المعزوؿ 1

 
  

. عمماً    في المجموعة  1
 .   ىو أصلًا مف     بأف ىذا التصنيؼ ىو تصنيؼ صحيح لأف 
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0    وىو    عزؿ العنصر الثاني مف  ثـ ننتقؿ إلى
 
  

ونقوـ بحساب مربع المسافة منو حتى  1
 تصبح كما يمي:   متوسطي المجموعتيف . فنجد أف بيانات المجموعة الأولى الجديدة ومقموب المصفوفة

   
   0

  
   

1     ̅   0
   
  

1       
   

 

 
0
   
    

1 
 عف المتوسط الجديد لممجموعة الأولى يساوي:    ومنيا نجد أف مربع المسافة لػ 

  
 (   )  (     ̅  )

     
   (     ̅  )                          

  
 (   )  ,            -

 

 
0
   
    

1 0
     
     

1      
 عف المتوسط الأصمي لممجموعة الثانية يساوي :    وكذلؾ نجد أف مربع المسافة لػ 

  
 (   )  (     ̅ )

     
  (     ̅ )                          

  
 (   )  ,         -

 

 
0
   
    

1 0
   
    

1      
  وبمقارنة مربعي ىاتيف المسافتيف نجد أف 

 (   )    
، وىذا يعني أف مربع المسافة مف (   ) 

، أصغر منو إلى المتوسط الجديد لممجموعة   ̅ إلى متوسط المجموعة الثانية     العنصر المعزوؿ 
0    . لذلؾ نصنؼ العنصر المعزوؿ    ̅ الأولى 

 
  

، وىو تصنيؼ   ضمف المجموعة الثانية  1
 .   خاطئ لأنو أصلًا مف 

0    وىو    ثـ ننتقؿ إلى العنصر الثالث مف 
 
 
ونعزلو منيا ثـ نقوـ بإجراء الحسابات اللازمة  1

وىو    نية لتصنيفو في إحدى المجموعتيف. فنجد أف العنصر المعزوؿ سيصنؼ في المجموعة الثا
في    . وىكذا نجد أف عدد العناصر المصنفة خطأ مف    تصنيؼ خاطئ أيضاً، لأنو أصلا مف 

   أصبح يساوي:    المجموعة الثانية 
    . 

0    ونقوـ بعزؿ العنصر الأوؿ منيا وىو    والآف ننتقؿ إلى المجموعة الثانية 
 
 
ا فييا فيبقى لدين 1

 عنصراف ىما:
   

   0
  
  

1   ̅   0
   
 

1      
 

 
0
     
   

1 
 ثـ نحسب مصفوفة التبايف المدمج فنجد أف:

   
 

 
,      -  

 

 
0
   
   

1  0
     
   

1  
 

 
0
     
    

1 
 

ف مقموبيا يساوي:                                                  وا 
   

 

  
0
   
    

1 
ف مربع المسافة لمعنصر المعزوؿ  0    وا 

 
 
 يساوي:  ̅ عف المتوسط الأصمي لممجموعة الأولى  1

  
 (   )  (         )

 

  
0
   
    

1  0
   
    

1      
0    نصر المعزوؿ وأف مربع المسافة لمع

 
 
 يساوي:    عف المتوسط الجديد لممجموعة الثانية  1

  
 (   )  (           )

 

  
0
   
    

1  0
     
   

1      
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  وبمقارنة مربعي ىاتيف المسافتيف نجد أف 
 (   )    

، وىذا يعني أف العنصر المعزوؿ (   ) 
    0

 
 
 .   ، وىو تصنيؼ صحيح لأنو أصلًا مف   سيصنؼ في المجموعة  1

0    وىو العنصر    ثـ نقوـ بعزؿ العنصر الثاني مف 
 
 
 فنجد أف: 1

   
   0

  
  

1     ̅   0
   
 

1   
   

 

  
0
   
    

1 
 

0    مسافة لمعنصر وبذلؾ نجد أف مربع ال
 
 
 يساوي :  ̅ عف المتوسط الأصمي لممجموعة الأولى  1

  
 (   )  (          )

 

  
0
   
    

1  0
   
    

1       
ف مربع المسافة لمعنصر  0    وا 

 
 
 عف المتوسط الجديد لممجموعة الثانية يساوي : 1

  
 (   )  (           )

 

  
0
   
    

1  0
     
   

1      
  وبمقارنة مربعي ىاتيف المسافتيف نجد أف: 

 (   )    
، وىذا يعني أف العنصر (   ) 

    0
 
 
 .   وىذا تصنيؼ خاطئ لأنو أصلًا مف    سيصنؼ في المجموعة  1

0    وىو    ثـ ننتقؿ إلى العنصر الثالث مف 
 
 
ونجري الحسابات اللازمة المشابية لما سبؽ .  1

0    فنجد أنيا ستقودنا إلى تصنيؼ العنصر 
 
 
، وىو تصنيؼ صحيح لأنو   ضمف المجموعة  1

   يساوي    في    . وبذلؾ نجد أف عدد العناصر المصنفة خطأ مف    أصلًا مف 
    . 

 ومنو يمكننا أف نقدر المعدؿ الفعمي المتوقع لخطأ التصنيؼ مف خلاؿ العلاقة :

 (   )  
   

     
 

     
 

   

   
      

كاف تقديراً متفائؿ لقياس           وىكذا نجد أف تقديرنا لمعدؿ الخطأ الظاىري المساوي لػػ 
ف الفرؽ بينيما م ف الفرؽ بيف ىذيف الأداء وا  محوظ، ولكف ىذا الفرؽ يعود إلى صغر حجوـ العينات، وا 

 المقياسيف سيصبح أصغر كمما أصبحت حجوـ العينات كبيرة .
وأخيراً نشير إلى أف تطبيؽ أسموب العزؿ ثـ التصنيؼ يحتاج إلى حسابات معقدة وطويمة. وخاصة إذا 

، ولذلؾ تستخدـ (   )أكثر مف  Xتحولات ، أو كاف عدد الم   كاف عدد المجموعات أكثر مف 
 برامج حاسوبية خاصة بذلؾ .

 : طريقة )فيشر( لمتحميل التمييزي المتعدد )لعدة مجموعات ولعدة متحولات( : 4-3
ضافة[ . Johnston,Wichern. P.514]المصدر:                                             بتصرف وا 

ف اليدؼ الأساسي ليذا تعتبر ىذه الحالة تعميماً لطريق ة )فيشر( لمتحميؿ التمييزي في حالة مجموعتيف، وا 
التعميـ ىو الحاجة الماسة إلى الفصؿ بيف المجموعات في المجتمع المدروس بواسطة أقؿ عدد ممكف مف 

 مثؿ: Xالتراكيب الخطية لممتحولات المستقمة 
     

                   
                

                                (    ) 
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 كما ييدف إلى إيجاد أداة رياضية لتصنيف العناصر المشاىدة وتوزيعيا عمى المجموعات بأقل خطأ ممكن .
في المجموعات خاضعة  Xوىنا نشير إلى أف ىذه الطريقة لا تشترط أف تكوف بيانات المتحولات المستقمة 

عي المتعدد . ولكنيا تشترط أف تكوف مصفوفات التبايف المشترؾ ليا في المجموعات لمتوزيع الطبي
 (. أي تشترط أف يكوف :Pمتساوية وأف تكوف رتبيا كاممة )مف الرتبة 

                                                                    (    ) 
نظامية  V(، وىذا يعني أف تكوف p×pمف المرتبة ) V)لأف  pا تساوي ( كؿ منيrankوأف تكوف رتبة )
 )غير شاذة( .

 مجموعة منفصمة ىي:  والآف لنفترض أف المجتمع المدروس مؤلؼ مف 
                                                                                     (    ) 

 التي تؤثر عمى تمييزىا ىي: Xلات المستقمة وأف المتحو 
                                                                                    (    ) 

⁄   )    حيث    ىو   ولنفترض أف متوسط ىذه المتحولات في المجموعة  ) . 
 وىو يحسب مف العلاقة: ̅ عاـ ليذه المتوسطات ىو وأف المتوسط ال

 ̅  
 

 
∑  

 

   

                                                                             (    ) 

ف ع   المتقاطعة لمتوسطات المجموعات  SSBلمصفوفة مجاميع مربعات الانحرافات  Bولنرمز الآف بػػ 
 وىي التي تحسب مف العلاقة التالية: ،̅ المتوسط العاـ 

  ∑(     ̅)(     ̅)
 

 

   

                                           (    ) 
 

     ∑[

      ̅ 

      ̅ 

    
      ̅ 

]  [(      ̅ ) (      ̅ )  (      ̅ )]

 

   

                                          

  ∑

[
 
 
 
 (      ̅ )

 
 (       )(       )   (       )(       )

(       )(       )  (      ̅ )
 
    (       )(       )

                              

(      ̅ )(      ̅ ) (      ̅ )(      ̅ )   (       )
 
]
 
 
 
  

   

    (    ) 

،    ، وىي مف المرتبة  ىي مجموع مصفوفات مربعات الانحرافات الخاصة بكؿ مجموعة Bأي أف 
والفاصمة بيف  X المؤلفة مف Yوالآف نفترض أننا نريد البحث عف التركيب )أو التركيبات( الخطية 

 المجموعات والمعرفة بالعلاقة:

         (          ) [

  

  

 
  

]                                                  (    ) 
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 تساوي :   في كؿ مجموعة  Yومنيا نجد أف القيمة المتوقعة لػػ 
  ( )    ( 

   )      (   ⁄ )                          (    ) 
تتغير مف مجموعة لأخرى حسب المجموعة التي سحبت          قيمة المتوقعة وىكذا نجد أف ال

 يساوي:   في كؿ مجموعة   ، وأف تبايف Xمنيا 
  

 ( )      ( )      ( 
  )       (   ⁄ )                     (    ) 

⁄   )   ا افترضنا أو اشترطنا أو يكوف وبما أنن )  فإننا نجد أف:      
  

 ( )                                                                                        (    ) 
 ( ما يمي:53-4عمى ) يساوي بناءً   ̅ ونرمز لو بػ  Yوأخيراً نجد أف المتوسط العاـ لقيـ 

 ̅  
 

 
∑   

 

   

 
 

 
∑    

 

   

   (
 

 
∑  *      ̅                (    ) 

 والآف نعرؼ معيار )فيشر( بالعلاقة التالية:

  
∑ (      ̅ )

  
   

  ( )
 

*
مجموع مربعات المسافات مف متوسطات
المجموعات إلى المتوسط العاـ  ̅ 

+

تبايف المتحوؿ( )
        (    ) 

 ( نجد أف:60-4( و)59-4( و)57-4( و)56-4( و)54-4واعتماداً عمى العلاقات السابقة )

  
∑ (         ̅)

  
   

      
 

  0∑ (     ̅)(     ̅)
  

   1   

      
 

 ( يأخذ الشكؿ التالي:54-4وبذلؾ نجد أف معيار )فيشر( اعتماداً عمى )

  
∑ (      ̅ )

  
   

  ( )
 

      

      
                            (    ) 

( ىي تعميـ عمى المجموعات المتعددة لمنسبة 62-4تي في الطرؼ الأيمف لػ )وىنا نلاحظ أف النسبة ال
الناجمة عف  (Between Group)(، وىي تقيس التغيرات بيف المجموعات 74-3الواردة في العلاقة )

، وكما فعمنا في حالة (Within Groups)منسوبة إلى التغيرات العامة داخؿ المجموعات   قيـ
( أكبر ما 62-4، الذي يجعؿ النسبة في العلاقة ) مينا الآف تحديد شعاع الأعداد المجموعتيف . يجب ع

 يمكف .
المعرؼ بالعلاقة   ( شرط المعيرة المفروض عمى الشعاع 62-4ولتحقيؽ ىذا اليدؼ نضيؼ إلى التابع )

 مساوية لمواحد . أي نضيؼ الشرط التالي:   (، والذي يجعؿ تباينات التوابع 3-105)
  ( )                                                        (    ) 

 وبذلؾ يصبح ىدفنا تعظيـ المقدار :

  
      

      
                                               (    ) 
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 .  ( المفروض عمى 63-4مع وجود الشرط )
(، مع الأخذ بعيف الاعتبار الشرط  64-4ة نشكؿ تابع )لاغرانج( مف التابع )ولإيجاد حؿ ليذه المسأل

 ( كما يمي:4-63)

  
      

 
  (        )                         (    ) 

)حسب قواعد اشتقاؽ المصفوفات(، ونضع ذلؾ المشتؽ مساوياً   ثـ نقوـ باشتقاؽ ىذا التابع بالنسبة لػػ 
 ر فنحصؿ عمى أف:لمصف

  

  
       (    )                                   (    ) 

 ومنيا نحصؿ عمى المعادلة التالية:
                                                                  (    ) 

 أنيا نظامية( فنحصؿ عمى أف: )بفرض    ( مف اليسار بػػػ 67-4ثـ نضرب طرفي العلاقة )
                                                         (    ) 

 ثـ نكتب ىذه العلاقة عمى الشكؿ التالي:
,         -                                                 (    ) 

ىي مجموعة   ، وىذا يعني أف (     )فوفة الجداء وىذا ىو الشكؿ النموذجي لممعادلة المميزة لمص
 بوضع محدد المصفوفة  عمى تمؾ القيـ، ونحصؿ (     )القيـ الذاتية المميزة لممصفوفة 

 مساوياً لمصفر، أي بوضع المحدد : -         ,السابقة
|         |                                                      (    ) 

. ثـ نقوـ   بالنسبة لػػ  pنقوـ بفؾ ىذا المحدد فنحصؿ عمى معادلة جبرية )كثير حدود( مف المرتبة 
 ، نرتبيا تنازلياً كما يمي:  قيمة ذاتية موجبة لػػ  s(، فنحصؿ عمى 70-4بإيجاد جذور المعادلة )

                                                    (    ) 
 ( .70-4وىو عدد الجذور غير المعدومة لػ )  -      ,     حيث أف      

، وىكذا نتوقع أف يكوف عدد    ىي مف المرتبة      نلاحظ أف المصفوفة  :sحول ملاحظة 
جذور غير المعدومة يحقؽ جذراً، أي أف عدد ال p( مساوياً لػ 70-4الجذور غير المعدومة لممعادلة )

 المتراجحة التالية:
                                                                                                    (    ) 

 تتألؼ مف أشعة الفروقات التالية: B( نجد أف المصفوفة 54-5ومف )
(     ̅)  (     ̅)  (     ̅)      (     ̅)                 (    ) 

 وىي مرتبطة مع بعضيا بواسطة العلاقة التالية:

(     ̅)  (     ̅)   (     ̅)  (     ̅)  ∑      ̅

 

   

        (    ) 
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شعاعاً  (   )يمكف أف يكتب بدلالة الػػ  أو غيره (̅     )وىذا يعني أف شعاع الفرؽ الأوؿ 
، وىذا يعني أف عدد القيـ (   )  وأف  qتساوي  Bالمصفوفة  (rank)الأخرى، أي أف رتبة 

ف عدد القيـ الذاتية   يساوي  Bغير المعدومة لممصفوفة   الذاتية  المعدومة يساوي   ) أو أقؿ (، وا 
، قيمة غير  ( يمكف أف تعطينا 70 - 4معادلة المميزة ))أو أكثر(، ومنيا نستنتج أف ال (   )
 )أو أكثر( .  قيمة معدومة لػ  (   ))أو أقؿ(، و  معدومة لػ 

 ، فإنو يكوف لدينا:(̅     )، متعامداً مع كؿ مف أشعة الفروؽ  ولتوضيح ذلؾ نأخذ شعاعاً ما 
(     ̅)

 
                                                           (    ) 

 يعطينا النتيجة التالية:    ( فإف الجداء 54-4وبناءً عمى )

    ∑(     ̅)(     ̅)
 
  

 

   

 ∑(     ̅)   

 

   

   

 فنحصؿ عمى أف:    نضرب العلاقة السابقة مف اليسار بػ 
                                                                          (    ) 

,        -                                                       (    )     
ف عددىا يساوي أو يزيد عف    قيـ ذاتية معدومة       أي أنو يوجد لممصفوفة   (   )، وا 

 ا شرحنا سابقاً .قيمة كم
 (   )وىذا يعني أف ىناؾ عدداً مف الأشعة المتعامدة والمقابمة لتمؾ القيـ الذاتية المعدومة يساوي 

. )أو أقؿ(  يساوي  sومف جية اخرى نجد أف عدد الأشعة المتعامدة والمقابمة لمقيـ الذاتية غير المعدومة 
 أيضاً .  ا يساوي وبذلؾ يكوف عدد التوابع التمييزية المقابمة لي

غير   ( نستنتج أف عدد القيـ الذاتية 72-4، ومف )(   )    وبذلؾ يكوف لدينا دائماً أف: 
 يجب أف يحقؽ العلاقة: sالمعدومة 

     ,   (   )-                                               (    ) 
   وعدد الأشعة المتعامدة المقابمة ليا    ذاتية غير المعدومة وىكذا نجد أنو يمكننا أف نحدد عدد القيـ ال

 وعدد التوابع التمييزية الموافقة ليا )عمى الأكثر( كما يمي:
 :s(: عدد التوابع التمييزية 3-4جدول )

 )عمى الأكثر( Sعدد التوابع التمييزية     عدد المجموعات  عدد المتحولات المستقمة
 1      أي عدد 
 2        أي عدد 
 (      )          أي عدد     أي عدد 

، نقوـ بإيجاد الأشعة الذاتية المقابمة ليذه القيـ             وبعد إيجاد الجذور غير المعدومة 
 واحداً بعد الآخر .              الذاتية 
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في المعادلة    ، نقوـ بتعويض القيمة الكبرى   ي الأوؿ أو الحؿ التمييزي الأوؿ فلإيجاد الشعاع الذات
، ثـ نقوـ  (، فنحصؿ عمى جممة مف المعادلات الخطية المتجانسة تتضمف عناصر الشعاع 4-69)

 .  ية الأولىالمقابؿ لمقيمة الذات   بحميا فنحصؿ مف بيف لا نياية مف الحموؿ عمى الحؿ التمييزي الأوؿ
أي عدد  Cلا نياية أخرى مف الحموؿ المقبولة )حيث أف  (   )يشكؿ مع مضاعفاتو    إف ىذا الحؿ 

( ويحقؽ شرط التبايف 62-4حقيقي لا يساوي الصفر(، وكؿ منيا يعطينا أكبر قيمة لمعيار )فيشر( في )
 (، أي أنو يحقؽ العلاقة :63-4الممعير المعرؼ في )

  (  )    
                                                     (    ) 

، نشترط أف يكوف مستقلًا عف الحؿ التمييزي   المقابؿ لمقيمة الذاتية    ولإيجاد الحؿ التمييزي الثاني 
  )   . أي نشترط أف يكوف   الأوؿ 

  ̅   
  ) (، ومنيا 69-4في المعادلة )   وض ، ثـ نع  

   ، فنحصؿ مف بيف لا نياية مف الحموؿ عمى الحؿ التمييزي الثاني   نقوـ بحساب عناصر الشعاع 
ف ىذا الحؿ يشكؿ مع مضاعفاتو    المقابؿ لمقيمة الذاتية  لا نياية مف الحموؿ المقبولة  (   ). وا 

( ويحقؽ شرط التبايف الممعير 62-4نا قيمة أخرى لمعيار فيشر في )(، وىو يعطي   )حيث 
 ( أي أنو يحقؽ العلاقة :63-4المعرؼ في )

  (  )    
                                                      (    ) 

 وىو أف يكوف :   كما إنو يجب أف يحقؽ شرط الاستقلاؿ عف 
   (  

     
  )    

                                      (    ) 
   ، نفترض أنو مستقؿ عف الحميف السابقيف   المقابؿ لمقيمة الذاتية    ولإيجاد الحؿ التمييزي الثالث 

نو يحقؽ الشرط )  و    ( ونحميا بالنسبة لعناصر 69-4في المعادلة )   (، ولذلؾ نعوض 63-4، وا 
. وىو   المقابؿ لمقيمة الذاتية    فنحصؿ مف بيف لا نياية مف الحموؿ عمى الحؿ التمييزي الثالث 

 ( التالي :63-4( ويحقؽ الشرط )62-4يعطينا قيمة أخرى لمعيار )فيشر( في )
  (  )    

                                                      (    ) 
 التالية :   و   كما أنو يجب أف يحقؽ شروط الاستقلاؿ عف 

   (  
      

   )                                                        

   (  
      

   )                                                         

   (  
      

   )                                                         

(    ) 

 وىذه الشروط تعني أف الحموؿ التمييزية الثلاثة مستقمة عف بعضيا البعض )أي أنيا متعامدة( 
 المستقؿ عف الحموؿ السابقة .   كائي وىكذا نتابع العمؿ لنحصؿ عمى الحؿ التمييزي ال

المقابؿ لمقيمة الذاتية    (. ومنيا نحصؿ عمى عناصر الشعاع 69-4في المعادلة )   فنقوـ بتعويض 
 ( التالي:63-4( ويحقؽ شرط المعيرة )62-4، وىو يعطينا قيمة معينة لمعيار )فيشر( مف )  

  (  )    
                                                      (    ) 

 كما إنو يجب أف يحقؽ شروط الاستقلاؿ التالية:
   (  

      
   )                                            (    ) 
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ذا وضعنا العلاقتيف )  نجد أف: (  )   ز( ضمف مصفوفة واحدة تحت الرم85-4( و)84-4وا 

   (  )     

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

 [

    
    
    
    

]                                 (    ) 

لأف ىذه التوابع  Iىي مصفوفة واحدية    أي أف مصفوفة التبايف المشترؾ لمتوابع التمييزية المختمفة 
 ويستفاد مف ىذه الخاصة في التحقيؽ مف نتائج المسائؿ العممية .مستقمة، 

غير المعدومة، ونضعيا في   وفي النياية نحصؿ عمى جميع الحموؿ التمييزية المقابمة لمقيـ الذاتية 
 جدوؿ خاص كما يمي:

 ( معاملات التوابع التمييزية :4-4جدول )
 التوابع          ......   

 لمتحولاتا
   ......          
    ......                

    ......                

    ......                

  ......         

    ......                

جدوؿ السابؽ نحصؿ عمى التوابع المميزة المختمفة، فمثلًا نحصؿ عمى التابع التمييزي الأوؿ مف ومف ال
 مف خلاؿ العلاقة التالية : Xعناصر العمود الأوؿ بدلالة المتحولات 

     
                                         (    ) 

 عف المجموعات الأخرى .   ويفصؿ بيف بعض المجموعات    ستوى فوقي في الفضاء وىو يشكؿ م
 وكذلؾ نحصؿ عمى التابع التمييزي الثاني مف عناصر العمود الثاني ونكتبو كما يمي:

     
                                         (    ) 

 ذا دواليؾ ......وىك
 وأخيراً نستخمص أف ىذه التوابع التمييزية تتمتع بالخواص التالية:

 مف خلاؿ العلاقة:   يرتبط مع الأشعة المعيارية الواحدية    ( مثؿ 69-4إف أي حؿ خاص لػ )  -1
     

 
                        

 
                         (    ) 

 تكوف متعامدة وتحقؽ العلاقتيف :   متعامدة فإف الحموؿ الممعيرة    وبما أف الحموؿ 
  
                                         

                        (    )  
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     إف تبايف كؿ تابع تمييزي  -2
 اوي الواحد أي يحقؽ العلاقة:يس   

  (  )    
                                                      (    ) 

 يساوي الصفر أي أف :       إف التبايف المشترؾ لأي زوج مف التوابع التمييزية   -3
   (      )     (  

      
   )                              (     
 وىذا يعني أف التوابع التمييزية مستقمة عف بعضيا البعض .

 ( كما يمي:68-4( أو المعادلة )69-4يحقؽ المعادلة المميزة الأساسية )   إف أي حؿ   -4
,        -                                         (    ) 

 

     بػػ    وبتعويض 
 

 نجد أف :    
        

 
         

 
     

  وبضرب الطرفيف مف اليسار بػ 
 

 نجد أف :  
(  

 
      

 
 *                                                       (    ) 

  .ىي مجموعة القيـ الذاتية لممصفوفة   أي أف 
 

     
 

، ولكف كما   التي أشعتيا الذاتية  / 
 .   ، والتي أشعتيا الذاتية (     )ىي نفس الأعداد والقيـ الذاتية لممصفوفة   رأينا سابقاً فإف 

لممصفوفة    تكوف متناسبة مع الأشعة  (     )لممصفوفة الأساسية    ف الأشعة الذاتية ولك
.  

 

      
 

     .وترتبط معيا العلاقة :  / 
 

وتشكؿ مجموعة متكاممة مف الحموؿ  /    
 التمييزية التي تحقؽ الشروط التالية:

   (   )               
   (  

       
   )    

           و       وذلؾ مف اجؿ 
، ىي مصفوفة واحدية، أي             إف مصفوفة التبايف المشترؾ لجممة التوابع التمييزية   -5

 أف: 

   ( )     

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

 [

    
    
    
    

]                                 (    ) 

 وأخيراً نتوصؿ إلى النتيجة التالية:
 لممصفوفة    ( نستنتج أف القيـ الذاتية 94-4: مف العلاقة )النتيجة.  

 

      
 

، ىي / 
 والتي رمزنا ليا بعد ترتيبيا تنازلياً كما يمي: ،(     )نفس القيـ الذاتية لممصفوفة 

                                                                  (    ) 
 . 1(   ) أو  0ىو أصغر العدديف  sحيث أف 
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  0لممصفوفة    ولكف الأشعة الذاتية 
 

      
 

، ترتبط مع الأشعة   ة لمقيـ الذاتية المقابم 1 
     .، بواسطة العلاقة : (     )لممصفوفة    الذاتية 

 

: وبصورة عامة يكوف لدينا /    
    

 

    . 
 ( نجد أف معيار )فيشر( يأخذ الشكؿ التالي :62-4وبتعويض ذلؾ في العلاقة )

  
(  

 
   *

 

   (  
 
   *

(  
 
   *

 

   (  
 
   *

 
   [  

 
      

 
 ]   

     
 
      

 
   

                     

 

  
   [  

 
      

 
 ]   

    
                                             (    ) 

 

      وبذلؾ يأخذ معيار )فيشر( شكؿ الصيغة 

    
(، والتي تؤكد 71-2( بالعلاقة )2المعرفة في الممحؽ ) 

وؿ ، وىي التي تقابؿ الشعاع الذاتي الممعير الأ  عمى أف أكبر قيمة ليا تساوي القيمة الذاتية الأولى 
 ( وبذلؾ يكوف لدينا أف:     )أي عندما    

      
  
  [  

 
      

 
 ]    

  
    

                                (    ) 
 

  0لممصفوفة    أي أف الشعاع الذاتي 
 

      
 

ذي يعظـ معيار )فيشر(. وىو الذي ، ىو ال1 
     .يقابؿ الشعاع الذاتي 

 

 .  (     )لممصفوفة /    
     ومنو نحصؿ عمى التركيب الخطي الأوؿ: 

، الذي يسمى بالتابع التمييزي الأوؿ، ونكتبو   
 كمايمي:

     
                                                  (    ) 

 وىو يتصؼ بأف تباينو يساوي الواحد، أي أف:
  (  )    

                                                             (     ) 
     فيو الشعاع الذي يساوي    أما الشعاع الذاتي 

 

، ومنو نحصؿ عمى التركيب الخطي    
     

 ، والذي يسمى بالتابع التمييزي الثاني ونكتبو كما يمي:  
     

                                           (     ) 
 تالييف :ويحقؽ الشرطيف ال   وىو يتصؼ بأنو مستقؿ عف 

  (  )    
                                                            (     ) 

   (      )     (  
      

  )                                      (     ) 
     عاع الذي يساوي ىو الش    المطموب وىكذا نجد أف الشعاع الذاتي

 

، ومنو نحصؿ عمى    
     التركيب الخطي 

 ، والذي يسمى بالتابع التمييزي الكائي ونكتبو كما يمي:  
     

                                                 (     ) 
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 ويحقؽ الشروط التالية:            نو مستقؿ عف التوابع السابقة لو وىو يتصؼ بأ
  (  )    

                                                            (     ) 
   (      )     (  

      
  )                                      (     ) 

                    وذلؾ مف أجؿ جميع 
 (    )المقابمة لمقيـ الذاتية الموجبة لممصفوفة    أو الممعيرة   : إف حساب الحموؿ الخاصة ملاحظة

 .   وقيـ المتوسطات  V يتطمب معرفة عناصر المصفوفة
ذا كاف ىذا الأمر غير متوفر ، فإننا نقوـ باستبداؿ تمؾ العناصر والمتوسطات بتقديراتيا المحسوبة مف وا 

عمى الترتيب،           بحجوـ           العينات المسحوبة مف المجموعات المفروضة
 ومنيا نحسب التقديرات التالية:

 ̃   ̅   
 

  

∑   

  

   

                                                        (     ) 
 

 ̃   ̅   
∑     ̅  

 
   

∑  

 
∑ ∑    

  
   

 
   

 
                       (     ) 

∑  حيث أف    
 
 ىو حجـ العينة الكمية     

 يمي: ف مصفوفة المربعات بيف المجموعات تقدر بماوعندىا نجد أ

   ∑( ̅    ̅  )( ̅    ̅  )
 

 

   

                                          (     ) 

ف مصفوفة التبايف الداخمي لممجموعات  ذه لي   تقدر بتركيب مصفوفة مربعات الانحرافات الداخمية   وا 
 المجموعات كما يمي:

 ̃     
∑ (    )  

 
   

∑     
  

 

   
                                   (     ) 

 ( الشكؿ التالي:62-4وعندىا نأخذ العلاقة )
 ̃  

      

       
                                                              (     ) 

ىي مصفوفة مربعات الانحرافات الداخمة وىي مرتبطة  W ( نلاحظ أف المصفوفة110-4ومف العلاقة )
 بالعلاقة:    مع المصفوفة

  (   )   ∑(    )  

 

   

                                    (       ) 

 ( تأخذ الشكؿ التالي:111-4) وعندىا فإف العلاقة
 ̃  

      

       
 (   )

      

      
                          (      ) 
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وبذلؾ ،  (   )وىنا نلاحظ أف عممية تعظيـ النسبة الأخيرة يمكف أف تتـ بعد حذؼ العدد الثابت 
 التالي: يأخذ معيار )فيشر( الشكؿ المعدؿ

 ̃  
 ̃     ̃

 ̃     ̃
                                                              (     ) 

، لأنو (    )لممصفوفة   ̃  بصيغة شعاع ذاتي ممعير ̃  وىكذا نجد أنو يمكننا تقديـ الحؿ المثالي
 يحقؽ العلاقة : ̃ إذا كاف 

(    ) ̃   ̃ ̃                                                                      (     ) 
    فإنو يحقؽ العلاقة التالية: ] لأف  

 

   
    ] 

(  
   ) ̃   ̃(   ) ̃                                                        (     ) 

 وأخيراً نصيغ قاعدة معيار فيشر لمتوابع التمييزية في حالة العينات كما يمي :
 إذا كانت الجذور الذاتية الموجبة لممصفوفة نتيجة : (    )               ، 

  ̃    ̃   ̃   ̃ ، وكانت الأشعة الذاتية /    أو  .ىو أصغر العدديف  sحيث أف عددىا 
̃      ̃ المقابمة ليا ) والممعيرة لتحقيؽ العلاقة  الذي يعظـ النسبة    (، فإف شعاع الأمثاؿ  

 التالية :

 ̃  
 ̃      ̃

 ̃     ̃
 

  ̃ .∑ ( ̅   ̅)( ̅   ̅)
  

   /  ̃
̃

 ̃ 0∑ ∑ (     ̅ )( ̅    ̅ )
 

  1   ̃
                               (     ) 

ف التركيب الخطي  ̃   ̃ )أي يكوف   ̃ الذي يساوي   ̃ ىو الشعاع   ̃ )(، وا 
يسمى بالتابع  (  

يعطينا التابع التمييزي الممعير   ̃   ̃ إف الشعاع كما مسحوبة . التمييزي الممعير الأوؿ لمعينة ال
 ̃ )يعطينا التابع التمييزي   ̃   ̃ لمعينة. وكذلؾ الشعاع  (  ̃ )الثاني

 .s  حيث أف  (  
اعد السابقة فمف غير المحتمؿ أف ىي أشعة مستقمة ومتعامدة . وحسب القو   ̃    ̃ حيث أف الأشعة 

 ̃ )تكوف التباينات المشتركة لمتوابع التمييزية 
 
معدومة تماماً أو شبو معدومة لكؿ عينة عشوائية،  ( 

 الشروط التالية:  ̃ ويكوف مف الأفضؿ اف تحقؽ أمثاليا 

 ̃ 
      ̃  8

                                

غير ذلؾ                                                                     (     ) 

   كاف مشروطاً بأننا افترضنا مؤقتاً أف مصفوفات التبايف المشترؾ لممجموعات   عمماً بأف استخدامنا لػ
 كانت متساوية .

ونريد أف نميز عناصره  (   )لاث مجموعات : سنتابع دراسة المجتمع المؤلؼ مف ث(4-4مثال )
 متساوية كما يمي: ولنفترض إننا سحبنا عينات مف المجموعات بحجوـ ،(   )بواسطة متحوليف فقط

 واعطتنا البيانات التالية :،            

    
المشاىدات

  

  

      

0
               
       

1
            0

   
   

1            0
    
     

1 
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 ومنيا وجدنا أف أشعة المتوسطات ىي:
 ̅   0

  
 

1                 ̅   0
 
 
1          ̅   0

 
  

1 
 

6  يساوي̅  وكذلؾ نجد أف شعاع المتوسط العاـ  
 
 

 

 فنجد أف: Bومنيا نقوـ بحساب المصفوفة  ،  ̅   7

 ̃  ∑(    ̅)(    ̅) 

 

   

 [
  

 
  

 

] 

 ( أف:54-4عف المجموعة الأولى فنجد مف )   فمثلًا نشرح كيفية حساب المصفوفة 

   *

(    )

(  
 

 
*
+ [(    )  (  

 

 
*]  [

  
 

 

] (    
 

 
 *  [

  
 

 

 
 

 

  

 

] 

 تساوياف :   و   وكذلؾ نجد أف المصفوفتيف 

   *

(    )

(  
 

 
*
+ [(   )  (  

 

 
*]  [

 
 

 

] [   
 

 
 ]  [

 
 

 
 

 

  

 

]                  

 

   *

(   )

(   
 

 
*
+ [(   )  (   

 

 
*]  [

 

 
  

 

] [  
   

 
 ]  [

  

 
   

 

] 

 تساوي : Bومنو نجد أف المصفوفة 

           [
  

 
  

 

]                                                          

 يساوي :   ( أف التبايف المدمج 3-4ولقد وجدنا في المثاؿ )

   
 

   
,           -  [

  
 

 

 
 

 
 

]                                    

 تساوي: W مربعات الانحرافات الداخمية ومنيا نجد أف مصفوفة

  (   )   (   ) [
  

 

 

 
 

 
 

]  0
   
    

1                 

                يساوي :                 ومنيا نجد أف مقموبيا 
 

   
0
    
   

1 
ف مصفوفة الجداء   تساوي :        وا 

      
 

   
0
    
   

1 [
  

 
  

 

]  0
            
            

1           
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و لا يتجاوز وحتى نحصؿ عمى القيـ الذاتية ليذه المصفوفة ، نلاحظ أف عدد تمؾ القيـ الموجبة يساوي أ
     (      )  ( تأخذ الشكؿ النموذجي التالي:69-4، وبذلؾ نجد أف المعادلة المميزة )  

,        -                                                    ( ) 
 ة:مف ىذه المعادلة نضع محددىا مساوياً لمصفر فنحصؿ عمى المعادلة التالي  لإيجاد قيـ 

|        |  |
              

              
|    

 يساوي:  ومنيا نحصؿ عمى كثير حدود مف الدرجة الثانية لػ 
(        )(        )  (      )(      )    
                                                              

 درجة الثانية نحصؿ عمى الجذريف التالييف ليا وىما:وباستخداـ قواعد حؿ معادلات ال
                                                        

( 62-4ىي القيمة الذاتية الكبرى وىي التي تعطينا أكبر قيمة ممكنة لمنسبة )   وىنا نلاحظ أف 
 كما يمي :  المستخمصة مف معيار )فيشر(، ومنيا نحسب عناصر الشعاع 

 فنحصؿ عمى أف: ( )في المعادلة النموذجية           نعوض القيمة الذاتية الأولى 

,        -  ̃  0
                   

                   
1  6

 ̃  

 ̃  

7  0
 
 
1 

 :  الحؿ ومنيا نحصؿ عمى المعادلتيف التاليتيف المتيف تتضمناف عناصر 
                      
                        

                                               ( ) 
 وىما معادلتاف غير مستقمتيف ومف الأولى نجد أف:

 ( )                                       وىي تعطينا لا نياية مف الحموؿ
  يجب أف يحقؽ شرط المعيرة التالي:    بما أف الشعاع  ولكف

 فإننا نجد أف:        

  
      (         ) [

  
 

 

 
 

 
 

] [
   

   
]    

            (         ) [
(     

 

 
   *

( 
 

 
       *

]    

 

   
  

 

 
        

 

 
            

             

                
      

  
 

 
                                                     (     ) 

( 116-4نعوض ذلؾ في ) (               )وجدنا أف  ( )ومف المعادلة الأولى مف 
 ؿ عمى أف:فنحص
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(       )     
       

  
 

 
(       )    

    
 

           
      

            
                   

 

           
                                                            

 

                           √
 

       
 ( ونعتبره موجباً )                         √  

 فإف :      نجد أنو عندما تكوف  ( )ومنيا ومف 
           (       )                              

0  ̃ وىكذا نحصؿ عمى الحؿ الخاص الأوؿ:                      
       
       

1 
 زي الأوؿ: ومنو نحصؿ عمى التابع التميي

 ̃   ̃ 
 
  (                 ) [

  

  
]                                 

         ̃                                                         (     )  
في           ويض قيمة مف جراء تع ( ̃ )وبطريقة مشابية نحصؿ عمى الحؿ الخاص الثاني 

 ̃ مع ضرورة تحقؽ الشرط    ، ثـ حساب مركبتي الحؿ ( )المعادلة التمييزية 
 
، فنحصؿ    ̃     

0  ̃ عمى أف:                                
     
      

1 
 ومنو نحصؿ عمى التابع التمييزي الثاني:

 ̃   ̃ 
 
  (              ) [

  

  
]                                 

         ̃                                                        (     )  
 

 وىما يمثلاف الحدود الفاصمة بيف المجموعات الثلاثة ويمكف تمثيميما بيانياً عمى الشكؿ التالي:
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y

 
 الفاصمة بين المجموعات  ̃ و  ̃  تمثيل التوابع التمييزية(: 2-4) الشكل

ضافة Johnson, Wichern. P.522: ]: استخدام توابع )فيشر( في التصنيف4-3-1  [. بتصرؼ وا 
يض عدد أبعاد تمثيؿ البيانات لقد أشرنا سابقاً إلى أف اليدؼ الأساسي مف توابع )فيشر( التمييزية ىو تخف

التي تفصؿ بيف المجموعات، وىي رغـ إنيا مستخمصة مف الاعتبارات الانفصالية، إلا أنيا تضع الأسس 
 الرياضية لصياغة قواعد التصنيؼ .

 ونصيغيا كما يمي:     وفي البداية نعيد توضيح وترميز المصطمحات المستخدمة في التوابع التمييزية
 ابع التمييزي الكائي بالرمز:نرمز لمت

     
                                                                (     ) 

 ونرمز لو بما يمي:  ومنو نستخمص شعاع التوابع التمييزية 

  [

  
  
 
  

]  [

  
  

  
  
 

  
  

]  

[
 
 
 
 
   

   
 
  

  
   

 
  

 

  
   

 
  ]

 
 
 
 
 

                                 (     ) 

     وذلؾ عمى اعتبار أف 
 

  وأف     
    

   
 

  لأف   
 

 متناظرة .  
، وىو ما يطمؽ عميو مراكز التوابع    بالرمز    في المجموعة  ونرمز لشعاع متوسطاتو )توقعاتو(

 فيكوف لدينا ما يمي:   التمييزية في المجموعة 
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 (   ⁄ )      [

    

    

 
    

]  

[
 
 
 
  
   

  
   

 
  
   ]

 
 
 

 

[
 
 
 
 
   

   
 
   

  
   

 
   

 

  
   

 
   ]

 
 
 
 
 

                  (     ) 

⁄   )     حيث أف:  ) 
تساوي    في جميع المجموعات   ( أف مصفوفة التبايف المشترؾ لمتوابع التميزية 86-4ولقد وجدنا مف )

I:أي أف ، 
      ,   (       )-                                                             (     ) 

 -(   )   ,      وأف: sكما وجدنا أف عدد التوابع التمييزية يساوي 
كمقياس لتصنيؼ     إلى المركز     وضمف ىذه الاعتبارات إذا أخذنا مربع المسافة مف نقطة 

 (( ما يمي :35-4شاىدات، فإف ذلؾ المقياس يساوي )حسب )الم

  
 ( )  (     )

 
     (     )  ∑(       )

 
 

   

        (     ) 

          حيث أف:       
 يمي: كما ، نصيغيا  في المجموعة  yوبذلؾ نتوصؿ إلى قاعدة منطقية لتصنيؼ العنصر

وأي مركز  yأصغر مف أي مربع آخر لممسافة بيف     إلى المركز  y: إذا كاف مربع المسافة مف قاعدة
. كما ىو    في المجموعة  y، فإننا نصنؼ العنصر            ، وذلؾ مف أجؿ    آخر 

 ( .2-4موضح بالشكؿ )
 وبعبارة أخرى نكتب :

 إذا كاف :   ة في المجموع yنصنؼ 
  

 ( )     [  
 ( )]                                              (     )   

، ولكف   ( مأخوذ عمى جميع التوابع التمييزية في كؿ مجموعة 123-4وىنا نشير إلى أف المجموع في )
 rمكف اختصار حدود ىذا المجموع إلى عدد محدود منيا الأسس النظرية والتطبيقات العممية تؤكد لنا إنو ي

. وذلؾ لأف التوابع التمييزية الأولى تكوف أكثر أىمية مف التوابع الأخيرة، ويتـ التعبير عف  s  حيث 
 أىميتيا النسبية أو التراكمية مف خلاؿ ترتيبيا حسب مقياس رقمي معيف عمى امتداد جميع المجموعات،

     )ع التمييزية وبما أف ىذه التواب
التي تقابؿ القيـ الذاتية لممصفوفة    تقابؿ الأشعة الذاتية  (  

 والمرتبة تنازلياً كما يمي: (    )
                        

ف عد sفإف عدد القيـ الذاتية غير المعدومة يساوي )عمى الأكثر(  د القيـ الذاتية المعدومة يساوي قيمة، وا 
ف التوابع التمييزية  (p-s))عمى الأقؿ(  تقابؿ القيـ الذاتية غير المعدومة . أما القيـ الذاتية    قيمة، وا 

 المعدومة فتقابميا توابع ليا قيـ ثابتة .
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والمتوسط العاـ    ولتوضيح ذلؾ نأخذ مقياس المسافة الاحصائية الممعيرة بيف متوسطات المجموعات 
 والمعرؼ بالعلاقة التمية: ̅ 

   ∑(    ̅)
 
     (    ̅)

 

   

                                                       (     ) 

̅ حيث أف :         
 

 
 ∑   

 
    

، ىي القيـ الذاتية لممصفوفة                ولنفترض أف القيـ المرتبة التالية: 
  .أو لػػ  (    )

 

    
 

،               الأولى منيا موجبة:   ، وأف القيـ/ 
يساوي    ى أف ، ولنبرىف الآف عم                    وأف القيـ الأخيرة معدومة: 
 مجموع القيـ الذاتية، أي أف:

                                                                (     ) 
لممصفوفة    ىي المصفوفة المتعامدة المؤلفة مف الأشعة الذاتية الواحدية   Eالبرىاف: لنفترض أف
.  

 

      
 

          .    حيث أف:          والمقابمة لمقيـ الذاتية  / 
 يمي: ونعالجو كما Yولنرمز الآف لشعاع التوابع التميزية بػػ

   

[
 
 
 
 
 
  
  
 
  
 
  ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
  
  

  
  
 

  
  
 

  
  ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
   

   
 
   

  
   

 
   
 

  
   

 
   
 

  
   

 
   ]

 
 
 
 
 
 
 

      

 
 
                                        (     ) 

     وذلؾ عمى اعتبار أف : 
 

  و    
    

   
 

   
⁄   ) يساوي التوقع     و لدينا وبما أن ⁄   ) وأف:  ( )  فيكوف لدينا :    

     (   ⁄ )   (     
 
      *       

 
   (   ⁄ )       

 
        (     ) 

̅ يساوي:     ̅ أو المركز العاـ كما نجد أف المتوسط        
 

 وأف الفرؽ بينيما يساوي:   ̅   

(     ̅ )       

 
 
   ̅       

 
   ̅

      
 
 (    )                (     ) 

( ما 123-4تساوي حسب)  ̅ إلى المركز العاـ    ئية مف المراكزالاحصا اتوىكذا نجد أف المساف
 يمي: 

  
 ( )  (     ̅ )

 
     (     ̅ )  6     

 
 
 (    ̅)7

 

 6     

 
 
 (    ̅)7 



 الفصؿ الرابع                    الجزء الخامس                                                             

665 

 

 (    ̅)
 
   

 
 

         

 
 

  (    ̅)                                                   

  وأف متعامدة، Eلأف         : ولكف بما أف

 
 

    

 
 

    
  لأف   

 ،محددة إيجابياً    
 فإننا نجد أف : 

  
 ( )  (    ̅)

 
   

   (    ̅)                                                          (     ) 
 نحصؿ عمى أف: ،    (، مع ملاحظة أف: 125-4( مع العلاقة )130-4وبمقارنة )

   ∑  
 ( )

 

   

 ∑(    ̅)
 
(    ̅)  ∑∑(      ̅  )

 

 

   

 

   

 

   

                 

 نبدؿ موقعي المجموع فنجد أف:

   ∑∑(      ̅  )
 

 

   

 

   

 ∑  
 

 

   

                                                  (     ) 

     ي الأوؿوالآف لنأخذ التابع التمييز 
 فنجد أف الحد الأوؿ مف ،(131-4في )    ونضع    

 يساوي: المجموع الاخير

   ∑(      ̅  )
 

 

   

 

 ( نجد أف :121-4ومف العلاقة )

  
  ∑[  

   
 
      

   
 
  ̅]

 
 

   

 ∑  
    

 
  (    ̅)

 
   

 
    

 

   

         

  
  ∑  

    
 
  (    ̅)

 
(    ̅)    

 
    

 

   

                                                 

  
    

   
 
 *∑(    ̅)

 
(    ̅)

 

   

+  
 
                                         (     ) 

، مف الجزء الأوؿ (2) الفصؿ( وعمى مسألة التعظيـ في 98-4( والعلاقة )4-54وبناء عمى العلاقة )
  نحصؿ عمى أف: )عمماً بأف 

      :) 
  
    

    
 
      

 
                                                      (     ) 

  .لممصفوفة    يقابؿ القيمة الذاتية الكبرى    وذلؾ لأف الشعاع 
 

      
 

أو لممصفوفة  / 
      اف نأخذ التابع التمييزي الثاني، ولمتابعة البرى(     )المكافئة ليا 

فنحصؿ بطريقة    
 مشابية عمى:

  
  ∑(      ̅  )

 

 

   

   
   

 
      

 
                            (     ) 
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  .ة ىي القيمة الذاتية الثانية لممصفوف   حيث أف: 
 

      
 

أو لممصفوفة المكافئة ليا  / 
(     ) . 

     ولمتابعة البرىاف نأخذ التابع الأخير 
 ، ومنو نحصؿ بطريقة مشابية عمى أف:  

  
  ∑(      ̅  )

 

 

   

   
   

 
      

 
                  (     ) 

 ( نجد أف :131-4، وبالعودة إلى العلاقة )  يقابؿ القيمة الذاتية الأخيرة    وذلؾ لأف الشعاع 

   ∑  
 

 

   

                                       (     ) 

 وىو المطموب، ونكتب ذلؾ كما يمي:

   ∑(    ̅)
 
     

 

   

(    ̅)  ∑  

 

   

               (     ) 

∑عمماً بأنو لدينا أيضاً أف:      
 
 .(مف الجزء الأوؿ (2) الفصؿ)انظر      (    )         

 موجبة والمتبقية معدومة كما يمي: (     ) : إذا كانت بعض القيـ الذاتية الأولى لممصفوفةنظرية
(الموجبة)                                                      
(المعدومة)                                               

 

 رؼ بالعلاقة التالية:فإف المجموع المقابؿ لمقيـ الذاتية المعدومة والمع

  ∑ (       )
 

 

     

                                  (     ) 

          حيث    يأخذ قيمة ثابتة في جميع المجموعات 
ف القيـ الموجبة  موع المعرؼ فقط ، ىي التي تساىـ في عممية التصنيؼ، أي أف المج   الأولى لػ  sوا 

 بالعلاقة :

  ∑(       )
 

 

   

                                  (     ) 

ضافة إلى ذلؾ، إذا كانت  ىو فقط الذي يساىـ في عممية تصنيؼ العناصر عمى المجموعات، وا 
             الاحتمالات السابقة لممجموعات متساوية وتساوي:

 

 
-4فإف القاعدة ) 

 ( .37-4المعرفة في ) TPM( تكافي قاعدة أصغر الاحتمالات 124
 :[Johnson Wichern. P.524ونكتبيا كما يمي: ]   حتى  Xالبرىاف: لنأخذ المسافة المربعة مف 

  
 ( )  (    )

 
     (    )  (    )

 
   

 
   

 
  (    )                       

 (    )
 
   

 
         

 
  (    )                                (     ) 
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   ة وىي المصفوفة المتعامدة والتي أعمدتيا مؤلفة مف الأشعة الذاتي [         ]  حيث أف : 
  .لممصفوفة 

 

    
 

 :وبما أنو لدينا مما سبؽ أف، / 

    
 
 

                          
    

   
 
 

            
 
 

  
 ي:يم ( كما140-4) مف الايمف الطرؼ مف النصؼ الأيمففإنو يمكننا كتابة 

     
 
 (    )    (    )  

[
 
 
 
 
  
 (    )

  
 (    )

 
  
 (    )]

 
 
 
 

                             (     ) 

  ومنيا نجد أنو يمكننا كتابة 
 كما يمي: ( ) 

  
 ( )  [(    )

 
  

 
   ]  [     

 
  (    )]  [     

 
  (    )]

 

 [     
 
  (    )] 

 

 [ 
 
(    )]

 
[ 

 
(    )]  ∑[  (    )]

 
 

 

   

                                (     ) 

     الأشعة بما أف 
 

ىي أشعة ذاتية غير ممعيرة )عادية( لممصفوفة  s  مف أجؿ جميع قيـ     
(( يتعامد مع كؿ 74-4)حسب العلاقة )   ، ومقابمة لمقيـ الذاتية المعدومة . وبما أف الشعاع (    )

   ويكوف لدينا: ، (    )شعاع 
 (    ̅)    . 

 يساوي ما يمي: (̅    )و (̅    )وبما أف الفرؽ بيف أي شعاعيف 
(    ̅)  (    ̅)  (     )                            

 فإننا نستنتج أف:
  
 ( 

 
  ̅)    

 . 
 
  ̅/    

 . 
 
  

 
/                       (     ) 

 ولكف مف جية أخرى نجد أف نتيجة الجداء السابؽ تساوي:
  
 (     )                                                                        

 ومنيا نستنتج أف:
                                                                      (     ) 

 فنجد أف :   ثـ نطرح مف الطرفيف القيمة العددية 
(       )  (       )                                   (     ) 

 اً:ومما سبؽ نستنتج أف المجموع التالي يساوي مقداراُ ثابت

∑ (       )
 

 

     

                                                       (     )    

 ولا يؤثر في عمميات التمييز .   وذلؾ في جميع المجموعات 
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لتصنيؼ . وذلؾ وىكذا نستنتج أف التوابع التميزية الأولى فقط ىي التي نحتاجيا للاستخداـ في عممية ا
المقابمة لمقيـ الذاتية المعدومة لا تمعب    (   )( يدؿ عمى أف التوابع الأخيرة 146-4لأف المجموع )

 دوراً في عممية التصنيؼ لأف تأثيرىا ثابت في جميع المجموعات .
و يمكننا أف نصيغ قاعدة ( فإن   تابعاً الأولى مف التوابع التمييزية )حيث  rوىكذا نجد أنو إذا أخذنا الػ 

 التصنيؼ كما يمي:
 إذا كاف:   في المجموعة  xنقوـ بتصنيؼ العنصر 

  
 ( )  ∑(       )

 
 

   

 ∑,  
 (    )-

 

 

   

 ∑[  
 (    )]

 
 

   

          (     ) 

              وذلؾ مف أجؿ جميع قيـ : 
 إذا كاف :   في المجموعة    X وبعبارة أخرى نقوـ بتصنيؼ العنصر

  
 ( )  ∑,  

 (    )-
 

 

   

    
 

[∑[  
 (    )]

 
 

   

]          (     ) 

     و              وذلؾ لأجؿ 
فتصبح  ،ـ المجتمع مجيولة فإننا نقدرىا مف مؤشرات العينات المسحوبة مف المجموعاتوعندما تكوف معال

 قاعدة )فيشر( لتصنيؼ العناصر في حالة العينات كما يمي:
 إذا كاف:   في المجموعة  x نصنؼ العنصر

  
 ( )  ∑ ̃ 

 (   ̅ )

 

   

    [∑[  
 (   ̅ )]

 
 

   

]                          (     ) 

     و              وذلؾ مف أجؿ 
    (   ) عدد التوابع التمييزية المستخدمة في التصنيؼ أصغر مف  rوأخيراً نشير إلى أنو إذا كاف 

∑فإننا نفقد جزءاً صغيراً مف القيمة الكمية لممسافة يساوي  [  
 (   ̅ )]

  
، وذلؾ مف أجؿ كؿ      

∑أو مف القيمة المختصرة    مجموعة  [  
 (   ̅ )]

  
، والتي تسمى بالجزء النافع المستخدـ في    

 عممية التصنيؼ .
ف التابع التمييزي  وىكذا نجد أف التوابع التمييزية القميمة الأولى تكوف أكثر أىمية مف التوابع الأخيرة . وا 

     .الأوؿ 
    

 

وتبمغ مساىمتو    يشكؿ المساىمة الكبرى في تفسير قيمة مربع المسافة  /  
 .   فييا مقداراً يساوي 

     وكذلؾ نجد أف التابع التمييزي الكائي 
    

 

    يساىـ في تفسير قيمة مربع المسافة   
ف التوابع التمييزية الأولى مف   بمقدار ف   تشكؿ مساىمة شبو كاممة في تفسير قيمة  rحتى  1، وا  ، وا 

ف قيمة (             )تشكؿ مساىمة قدرىا  (   )جميع التوابع التمييزية الأخرى  ، وا 
         )التمييزية الأولى والبالغة ىذه المساىمة تكوف صغيرة مقارنة مع مساىمات التوابع 
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بدوف خسارة  (             )لذلؾ فإنو يمكننا اىماؿ التوابع التمييزية الأخيرة  (   
 ممحوظة في عمميات التصنيؼ .

ف حصمنا عمييما ( السابؽ ولنأخذ التابعيف المميزيف )لفيشر( المذي4-4(: لنعود إلى المثاؿ )5-4مثال )
 منو وىما:

 ̃   ̃ 
                  

 ̃    
                  

 

ونسميو المستوى التمييزي . ولتصنيؼ أي عنصر جديد    في الفضاء       وىما يشكلاف مستوى 
0   مثؿ 

 
 
فنجد       ( نحسب إحداثياتو في المستوى التمييزي 148-4حسب القاعدة الأخيرة ) 1

 بعد التعويض أف:
 ̃                         ( )       ( )      

 ̃                         ( )       ( )      
 

 .      في المستوى التمييزي    وىما إحداثيات العنصر 
،      في المستوى التمييزي   ̅    ̅    ̅ ومف جية أخرى نقوـ بحساب إحداثيات مراكز المجموعات 

̅ فنجد أف إحداثيات مركز المجموعة الأولى   0
  
 

ونحسبيا   ̅ تساوي:       في المستوى  1
 كمايمي :

 ̅    ̃ 
  ̅  ,            - 0

  
 

1            

 ̅    ̃ 
  ̅  ,             - 0

  
 

1       
  ̅  0

    
     

1 

0  ̅ وبطريقة مشابية نجد أف إحداثيات مركز المجموعة الثانية 
 
 
  ̅  ، تساوي:     في المستوى  1

 ونحسبيا كما يمي:
 ̅    ̃ 

  ̅  ,            - 0
 
 
1         

 ̅    ̃ 
  ̅  ,             - 0

 
 
1      

             ̅  0
    
    

1 

.  ̅ وكذلؾ نجد أف إحداثيات مركز المجموعة الثالثة 
 
  

  ̅ ، تساوي:     في المستوى  /
 كما يمي:ونحسبيا 

 ̅    ̃ 
  ̅  ,            - 0

 
  

1          

 ̅    ̃ 
  ̅  ,             - 0

 
  

1       
                ̅  0

     
     

1 

ف ىذه الاحداثيات تمثؿ عمى المستوى التمييزي   كما يمي:      وا 
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3

1

2

-1-2 1 2 3

2y

1y

1(1.10 , -1.27)y

-3

3
( 0.99 , 0.224)y

2
(2.37 , -0.49)y

(1.87 , 0.60)y

-2

-1

 
      (: التمثيل البياني لإحداثيات المراكز عمى المستوى التمييزي  3-4الشكل )

0  ومف الشكؿ نلاحظ أف الإحداثيات المقابمة لمعنصر 
 
 
ىي إحداثيات النقطة       في  1

ف أصغر مسافة )أو مربع المسافة( بينيا وبيف إ (           )̅  حداثيات مراكز المجموعات ، وا 
   في المجموعة الثانية    ، لذلؾ نصنؼ العنصر ̅ ىي المسافة منيا حتى المركز   ̅    ̅    ̅ 

 .  ̅ لأنيا أقرب إلى مركزىا 
فات مف وبما أف الأسموب البياني غير متوفر في الفضاءات العميا. فإننا نقوـ بحساب مربعات المسا

 إلى مراكز المجموعات المختمفة باستخداـ العلاقة : (           )̅ النقطة 

  
 ( )  ∑( ̃   ̅  )

 
 

   

 ∑[ ̃ 
 (   ̅ )]

 
 

   

 

 الخاصة بالمجموعات الثلاثة . kوذلؾ مف أجؿ جميع قيـ 
 فنجد أف:    فمف أجؿ المجموعة الأولى نضع 

  
 ( )  ∑( ̃   ̅  )

 

 

   

 (         )  (         )       

 فنجد أف:    ومف أجؿ المجموعة الثانية نضع 

  
 ( )  ∑( ̃   ̅  )

 

 

   

 (         )  (         )       

 فنجد أف:    ومف أجؿ المجموعة الثالثة نضع 

  
 ( )  ∑( ̃   ̅  )

 

 

   

 (         )  (          )       
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  وعند مقارنة مربعات المسافات السابقة نجد أف أصغرىا ىو المربع 
لذلؾ نصنؼ العنصر  ( ) 

   0
 
 
 .   في المجموعة  yالمقابؿ لػ  1
 ذج التمييزي:: خطوات بناء النمو  4-4

 تتألؼ عممية بناء وتحميؿ النموذج التمييزي مف الخطوات التالية:
 . Yوتحديد المجموعات في المتحوؿ التابع  Xتحديد المتحولات المستقمة  -1
نشاء مصفوفة البيانات .  -2  جمع البيانات اللازمة عف المتحولات والمجموعات وا 
ة. وذلؾ لمتأكد مف تحقيؽ الشروط المفروضة عمى إجراء الاختبارات اللازمة عمى البيانات النيائي -3

 النموذج فييا، وأىـ ىذه الاختبارات ىي:
  اختبار التوزيع الطبيعي، وىو خضوع المتحولات الكمية لتوزيعات طبيعية، وذلؾ باستخداـ اختبار

ks كولموغوروؼ(-  سميرنوؼk-s. أو غيره ،) 
 اختبار معنوية الفرؽ بيف متوسطات المجموعات، ويس(تخدـ في ذلؾ اختبارWilk's lambda )

 .   أو  t( أو اختبار Chi- squareمع اختبار )
 ( اختبار تجانس أو تساوي مصفوفات التبايف المشترؾ، ويستخدـ اختبارBox's – Mأو غيره ،). 
 ( اختبار معنوية أمثاؿ التابع التمييزي، ويستخدـ الاختبارWilk's lambda والتابع )F . 

ف ىذه الاختبارات معروفة في كثير مف المراجع الاحصائية، وموجودة في معظـ البرامج عمماً بأ
 الحاسوبية المختصة .

 إجراء الحسابات اللازمة لتقدير أمثاؿ التوابع التمييزية ثـ حساب القيـ النظرية ليا وحساب مراكزىا.  -4
 حساب توابع التصنيؼ المقابمة لكؿ مجموعة .  -5
 لمقارف وحساب معامؿ جودة التصنيؼ .إعداد جدوؿ التصنيؼ ا -6
 إجراء التحميلات اللازمة في كؿ مرحمة مف ىذه المراحؿ . -7

( مقالًا حوؿ تصنيؼ المشروعات الصغيرة التي 2018 .نشر الباحثاف )العمي+ عموش (:6-4مثال )
( مشروعاً، وكانت الجيات 784، فكاف عددىا الاجمالي )2016كانت قائمة في سورية خلاؿ عاـ 

 ( مجموعات كما يمي:3لمسؤولة عنيا قد قامت بتقييميا وتصنيفيا إلى )ا
 (5-4جدول )
 المجموع   ناجح    متعثر    خاسر  تقييـ المشروع

 - 3 2 1 الرمز
 784 435 236 113 العدد

باحثاف ومف أجؿ نمذجة تصنيؼ ىذه المشروعات الصغيرة باستخداـ التحميؿ التمييزي المتعدد، قاـ ال
بتحديد عدة متحولات مؤثرة عمى تصنيؼ تمؾ المشروعات، ثـ تـ اختصارىا إلى سبعة متحولات وتحويميا 

 إلى متحولات رقمية مرتبة كما يمي:
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 ( .4اللاذقية ) -(3طرطوس ) -(2ريؼ دمشؽ ) -(1= مكاف المشروع )المحافظة(: دمشؽ )  
 ( .5،  4،  3،  2،  1= عدد العماؿ في المشروع: )  
 ،2( = 2000000-1000001، مف)1(=1000000: أقؿ مف ))ؿ.س(= حجـ الميزانية الافتتاحية  

 4( =4000000 -3000001،   مف )3( =3000000 -2000001مف )         
 6( =5000000،  أكثر مف )5( =5000000 -4000001مف )         

 ، 2،   مف )سنة إلى سنتيف( =1= = عمر المشروع بالسنوات: )أقؿ مف سنة(  
 . 4،   أكثر مف )ثلاث سنوات( =3مف )سنتيف إلى ثلاث سنوات( =              

 (، 4(، ثانوي )3(، إعدادي )2(، ابتدائي )1= المؤىؿ العممي لصاحب المشروع: أمي )  
 ( .6(، جامعي )5معيد )              

 ، 3( =50-41، مف )2( =40-30، مف )1سنة( = 30مف = عمر القائـ بالإدارة: )أقؿ   
 . 4سنة( =  50أكثر مف )              

 ( .3(،  قوية )2(، متوسطة )1= درجة المنافسة في السوؽ: ضعيفة )  
وبعد جمع البيانات عف ىذه المتحولات وتنظيميا في جداوؿ خاصة تـ حساب مواصفاتيا ودراسة خواصيا 

 تحقؽ شروط تطبيؽ التحميؿ التمييزي كما يمي:والتحقؽ مف إنيا 
: إف الاحصاءات الوصفية ليذه المتحولات في العينة ككؿ )ويمكف وصف المتحولات المستقمة  -1

 حسابيا في كؿ مجموعة مف المجموعات الثلاثة( كانت كما يمي:
 (: الاحصاءات الوصفية لممتحولات6-4جدول )          

معامل 
 الاختلاف

 عدد العناصر
n 

 انحراف المعياري
St. D 

 المتوسط
Mean المتحولات 

   المحافظة  2,6059 1,0377 784 39,82
   عدد العماؿ  2,6633 1.2701 784 47,69
   الموازنة  3,5306 1,0297 784 29,11
   عمر المشروع  2,8176 0,9257 784 32,85
   لممدير المؤىؿ العممي  4,0203 1,3316 784 33,05
   عمر القائـ بالإدارة  2,7156 08852 784 32,60
   المنافسة  2,1492 0,9425 784 43,85

 

: ويمكف أف يتـ مف خلاؿ المصفوفة الارتباطية، أو مف خلاؿ تضخـ اختبار استقلال المتحولات -2
 اف :، المذيف يساويTolerance(، أو مف خلاؿ معامؿ التحمؿ  VIFالتبايف ) 

   (      )  
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( VIF، كانت جميع قيـ )Yمع المتحوؿ التابع  Xوعند حساب ىذيف المعامميف لعلاقة المتحولات المستقمة 
 (، وىذا يدؿ عمى عدـ وجود ارتباط قوي بيف المتحولات المستقمة .5أقؿ مف )

 

سميرنوؼ(، لـ تكف النتائج إيجابية  -: وعند استخداـ اختبار )كولموغوروؼيعياختبار التوزيع الطب -3
مشروعاً(. يمكننا التساىؿ في  784لبعض المتحولات، ولكف بما أف حجـ العينة المدروسة كبير جداً )

ذلؾ واعتبار أف ىذه المتحولات خاضعة تقاربياً لمتوزيع الطبيعي. وذلؾ استناداً إلى نظرية النياية 
لىلمركزية و ا  قانوف الأعداد الكبيرة في نظرية الاحتمالات . ا 
 (:         اختبار تجانس مصفوفات التباين المشترك ) -4

 بينت مخرجات ىذا الاختبار أف لوغاريتمات المحددات تساوي :
 (: قيم لوغاريتمات محددات مصفوفات التباين المشترك7-4جدول )            

Log Determinant  الرتبةrank نوع المشروع 
   خاسر  4 -1,763
   متعثر  4 -1,990
   متعثر  4 -1,374
 المدمجة ضمف المجموعات 4 -1,474

 

ومف ىذا الجدوؿ نلاحظ أف قيـ لوغاريتمات المحددات متقاربة، لذلؾ يمكف اعتبار أف مصفوفات التبايف 
(، وىذا يشير إلى أف عدد 4أيضاً أف رتبة المحدد فيو تساوي )ومنو نلاحظ ، المشترؾ متجانسة 

 ( متحولات فقط .4المتحولات المعنوية في النموذج سيكوف مساوياً لػ )
 يمي: فحصمنا عمى ما Box's Mولاختبار فرضية تجانس مصفوفات التبايف المشترؾ تـ استخداـ اختبار 

 لتجانس المصفوفات Box's M(: اختبار 8-4جدول )                        
 Box's M قيمة اختبار  110,032
5,445         

F 20     
452960,861     

0,063     
 

قبؿ فرضية العدـ ن، لذلؾ       أكبر مف     ونلاحظ مف ىذا الجدوؿ أف قيمة احتماؿ الدلالة 
             ات التبايف المشترؾ: التي تقوؿ: لا يوجد اختلاؼ بيف مصفوف

دخاليا في برنامج   -5 تحديد المتحولات التي ستدخؿ في النموذج التمييزي: تمت مراجعة البيانات وا 
SPSS ( حسب أسموبF to Remove( ومف خلاؿ ،)خطوات فقط ثـ تحديد المتحولات المؤثرة 4 )

 بعة متحولات ىي كما في الجدوؿ التالي:عمى النموذج التمييزي . والاقتصار عمى أر 
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 SPSSمن مخرجات  – F to Remove(: نتائج خطوات ادخال المتحولات حسب 9-4جدول )
Between Groups Min F F to Remove Tolerance الخطوة المتحولات الداخمة 

 1   عدد العماؿ  1,000 294,575 - -
   عدد العماؿ  1,000 224,412 70,044 خاسر andمتعثر 

2 
   المنافسة  1,000 563,170 89,932 خاسر andناجح 
   عدد العماؿ  0,990 220,610 91,126 خاسر andمتعثر 

   المنافسة  1,000 560,125 106,904 خاسر andناجح  3
   الميزانية  0,990 60,329 209,868 خاسر andناجح 
   عدد العماؿ  0,980 224,887 61,298 خاسر andمتعثر 

4 
   المنافسة  0,997 561,388 72,605 خاسر andناجح 
   الميزانية  0,987 57,944 140,882 خاسر andناجح 
   عمر المشروع  0,983 3,857 183,358 خاسر andناجح 

قد أبقى عمى  F to Removeأسموب  وباستخداـ SPSS( السابؽ أف برنامج 9-4ونلاحظ مف الجدوؿ )
 .عمر المشروع    الميزانية،      المنافسة،     عدد العماؿ،      ( متحولات فقط ىي: 4)

 (Wilk's Lambdaولدراسة مدى تأثير ىذه المتحولات عمى نموذج التصنيؼ تـ حساب قيـ الاختبار )
 الجدوؿ التالي: في كؿ خطوة مف خطوات الادخاؿ فحصمنا عمى

 SPSSمن  -( حسب خطوات الإدخال Wilk's Lambda(: نتائج اختبار )10-4جدول )

Sig Exact F             
Wilk's 

Lambda 
Number of 
variables رقـ الخطوة 

0,000 294,578 781 2 1 0,570 1 1 
0,000 417,564 781 2 2 0,233 2 2 
0,000 318,161 781 2 3 0,202 3 3 
0,000 240,455 781 2 4 0,200 4 4 

. وبما  0,200تناقصت حتى بمغت قيمتيا الدنيا عند القيمة  Lambdaونلاحظ مف ىذا الجدوؿ أف قيـ 
 .، فإف تأثير ىذه المتحولات معنوي0,05قابمة لتمؾ الخطوات أصغر مف الم Sigأف قيـ احتمالات الدلالة 

ف التمييزييف بيف ىذه المجموعات الثلاثة، نبحث عف القيـ الذاتية لممصفوفة ولاستخراج معاملات التابعي
وتقابلاف        ، فنجد أف ليا قيمتيف ذاتيتيف               لممتحولات المدخمة  (     )

 . وىما معروضتاف في الجدوؿ التالي :       تابعيف تمييزييف 
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 SPSSمن  - (     )(: القيم الذاتية لممصفوفة 11-4جدول )             
Canonical 
correlation 

Cumulative 
% 

% of 
variance 

Eigenvalue Function 

0,823 77,5 77,5 2,102    
0,616 100,0 22,5 0,612    

( 11-4، ومف الجدوؿ )(           )وىنا نلاحظ وجود تابعيف تمييزييف فقط لأف 
% ، 22,5فقط    % مف التبايف الكمي، بينما يفسر التابع الثاني 77,5يفسر    نجد أف التابع الأوؿ 

فحصمنا عمى    ( مع اختبار Wilk's lambdaولدراسة القوة التمييزية ليذيف التابعيف تـ تطبيؽ اختبار )
 الجدوؿ التالي:

 SPSSمن  –   ( مع اختبار Wilk's lambdaيم )(: ق12 -4)           
Sig df Chi- square Wilk's lambda اختبار التوابع 

0,000 8 1254,698 0,200 1 through 2 
0,000 3 372,177 0,620 2 

نسبة كبيرة مف التبايف بيف  افومف الجدوؿ نلاحظ أف القوة التميزية ليذيف التابعيف جيدة ومعنوية ويفسر 
 مجموعات الثلاث .ال

وأخيراً ننتقؿ إلى حساب المعاملات العددية )الأمثاؿ( ليذيف التابعيف التمييزييف، فنحصؿ عمى معاملات 
 شبيية بمعاملات الانحدار المتعدد المعياري وىي المعاملات المعروضة في الجدوؿ التالي:

       لمعيارين (: معاملات التابعين التمييزيين القانونيين ا13-4جدول )        
Standardized canonical Discriminant Function Coefficients 

 xالمتحولات المعيارية    أمثاؿ    أمثاؿ 
   عدد العماؿ  0,486 -0,750
   الميزانية الافتتاحية   -0,078 0,579
   عمر المشروع   -0,094 0,102
   لمنافسة  ا 0,875 0,441

 ومف الجدوؿ السابؽ نحصؿ عمى التابعيف التمييزييف المعيارييف التالييف :
                                      

 

                                    
 

. ثـ يأتي    ىو متحوؿ المنافسة    التابع ومف ىذيف التابعيف نلاحظ أف المتحوؿ الأكثر تأثيراً عمى 
حوؿ ىو المت الـ و  عدد العماؿ  فنجد أف   . أما بالنسبة لمتابع التمييزي    متحوؿ عدد العماؿ 

 .   ثـ متحوؿ المنافسة    الميزانية الافتتاحية ؿ متحو ثـ  ،الأكثر تأثيراً عميو
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ملات )الأمثاؿ( القانونية غير المعيارية ليذيف التابعيف المتميزيف فنحصؿ عمى ثـ نقوـ بحساب المعا
 كما ىو موضح في الجدوؿ التالي:               تابعيف جديديف بدلالة القيـ الأساسية لممتحولات 

 SPSSمن  -نونيين الخام )غير المعياريين(القا       (: معاملات التابعين التمييزين 14-4جدول )              
canonical Discriminant Function Coefficients 

 المتحولات العادية   التابع التمييزي    التابع التمييزي 
   عدد العماؿ  0,507 -0,781
   الميزانية  -0,081 0,606
   عمر المشروع  -0,102 0,111
   المنافسة  1,529 0,770
 constantالحد الثابت  -4,062 -2,029

 التالييف :       ومف الجدوؿ السابؽ نحصؿ عمى التابعيف التميزييف القانونييف 
                                             

 

                                          
 

 ي:ى   ، وأف أكثر المتحولات تأثيراً في   ، ثـ    ىو   ونلاحظ منيما أف أكثر المتحولات تأثيراً في 
 .    و  و       

وذلؾ بتعويض قيـ مف المعادلتيف السابقتيف،        ثـ نقوـ بحساب القيـ النظرية ليذيف التابعيف 
زوجاً متقابلًا  nفنحصؿ عمى عموديف جديديف يضماف  ،داخمة في معادلة كؿ منيماالمتحولات ال
(      ) . 

ف قيـ ىذيف التابعيف تقابؿ مجموعات التصنيؼ الثلاثة )خاسر ناجح(، لذلؾ نقوـ بحساب  -متعثر -وا 
 ( في كؿ مجموعة عمى حدة فنحصؿ عمى الجدوؿ التالي:ومركز كؿ تابع )متوسط قيم

 SPSSمن  -(: مراكز التابعين في المجموعات الثلاثة15-4جدول )              
Function at Group canonical 

 مجموعة المشاريع   مراكز التابع    مراكز التابع 
   الخاسر  0.056 -1,902
   المتعثر  -2,133 0,302
   الناجحة  1,143 0,330

حصمنا فمراكز ىذه المجموعات عمى المستوى حسبنا و        القيـ النظرية لمتابعيف  وعندما قمنا بتمثيؿ
 عمى الشكؿ التالي:
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 عمى المستوى       (: شكل انتشار قيم 4-4الشكل )

 ( التي تنص عمى التالي:33-4ولحساب توابع التصنيؼ المقابمة ليذه المجموعات اعتمدنا عمى العلاقة )
(  )  إذا كاف:  kفي المجموعة    يتـ تصنيؼ      [  (  )] 
 تحسب مف العلاقة: ( )  حيث أف 

  ( )   ̅ 
   ̅      

 

 
 ̅ 
    

    ̅       
 ؿ( توابع التصنيؼ تساوي ما يمي:وبذلؾ وجدنا أف معاملات )أمثا

 SPSSمن  –(: معاملات )أمثال( توابع التصنيف 16-4جدول )       
Classification Function Coefficients 

 تقييم نوع المشروع
   الخاسر    المتعثر    الناجحة  المتحولات

   عدد العماؿ  3,764 0,933 2,571
   الميزانية  2,383 3,898 3,649
   عمر المشروع  2,388 2,855 2,525
   المنافسة  5,065 3,415 8,446
 الثابت -19,121 -15,209 -26,959

 التالية:           وبذلؾ نكوف قد حصمنا عمى توابع التصنيؼ المقابمة لممجموعات الثلاثة 
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 784ة )مف مشروعات العين Xواعتماداً عمى ىذه التوابع الثلاثة: تـ حساب القيمة التصنيفية لكؿ مشروع 
ومنيا تـ تحديد انتماء ذلؾ  ،مشروعاً(. ثـ المقارنة بينيا واختيار القيمة الأكبر منيا )مف التوابع الثلاثة(

 . ( )  إلى المجموعة المقابمة لتمؾ القيمة الكبرى مف قيـ  Xالمشروع 
المتنبأ بو  ونتيجة ليذه العمميات تـ الحصوؿ عمى تصنيؼ جديد لمشاريع العينة يسمى بالتصنيؼ

(Predicted( وبعدىا تمت مقارنة التصنيؼ الجديد مع التصنيؼ الأصمي ،)Original وتبويب نتائج )
 المقارنة في جدوؿ التقاطع التالي:

 (: نتائج تقاطع التصنيف المتنبأ بو مع التصنيف الأصمي17 -4جدول )
Classification Results 

المجموع 
   الأفقي 

الناجحة 
   

المتعثر 
   

الخاسر 
   

   تقييـ نوع المشروع

التكرارات    الخاسر  96 3 14 113
counts 
 )الأعداد(

التصنيؼ 
الأصمي 
Original 

   المتعثر  18 200 286 236
   الناجحة  28 21 386 435
   المجموع العمودي    142 224 418 784
   الخاسر  84,956 2,655 12,389 100,0

النسب 
 المئوية %

   المتعثر  7,627 84,627 7,627 100,0 
   الناجحة  6,437 4,828 88,736 100,0

A 86,98% of original grouped cases correctly classified 
 

خاسرة )أي أف  % مف المشروعات الخاسرة أصلًا قد تـ تصنيفيا84,956نلاحظ مف ىذا الجدوؿ أف: 
%( . كما أف نسبة التصنيؼ الصحيح لممشروعات المتعثرة 84,956نسبة التصنيؼ الصحيح فييا بمغت )

%( وكذلؾ نجد أف نسبة التصنيؼ الصحيح لممشروعات الناجحة أصلًا قد 84,627أصلًا قد بمغت )
فنحسبيا مف تقسيـ  لمتصنيؼ الصحيح في المجموعات الثلاثة كمية%( . أما النسبة ال88,736بمغت )

 فنجد أنيا تساوي: nمجموع العناصر القطرية عمى حجـ العينة 
  

          

   
             

الاعتماد عمى توابع التصنيؼ السابقة في تصنيؼ أي مشروع  ناة جيدة جداً، وتدؿ عمى أنو يمكنبوىي نس
 .ت الأربعة المذكورة،وذلؾ باستخداـ المتحولاجديد قبؿ إعطاء الموافقة عمى إنشائو 

 مف العلاقة: ااما النسبة الكمية لمتصنيؼ غير الصحيح )معدؿ التصنيؼ الخاطئ( فنحسبي
                          

 وىو معدؿ معقوؿ ومقبوؿ في عمميات التصنيؼ الاقتصادية .
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 الذي يعرؼ بالعلاقة: Kappaوىناؾ مقاييس أخرى لجودة التصنيؼ مثؿ المؤشر 

       
 ∑    ∑     

   ∑     
 

 حجـ العينة   عدد العناصر القطرية . و    حيث أف: 
 المجموع العمودي   المجموع الأفقي  و     وأف:     

 ومف الجدوؿ السابؽ نجد أف: 
∑                                                                      

 كما نجد أف:
∑                                     

 وبالتعويض في العلاقة السابقة نجد أف:

       
   (   )        

(   )        
      

 تنبأ بو( .وىي قيمة جيدة وتدؿ عمى درجة توافؽ قوية بيف التصنيفيف )الأصمي والم
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 الخامسالفصل 
 ( Qualitiveالتحليل التمييزي النوعي ) 

 (CART)شجرة التصنيف والانحدار 
 
 

 

 تمييد::  5-1

يتناوؿ التحميؿ التمييزي النوعي دراسة تأثير المتحولات النوعية أو المختمطة )الكمية والنوعية( عمى 
تجانسة أو نقية(، ويعتمد ىذا التحميؿ عمى تصنيؼ عناصر المجتمع المدروس إلى مجموعات منفصمة )م

(، المأخوذة مف الكممات CARTتصميـ شجرة تشبو شجرة القرارات تسمى شجرة التصنيؼ والانحدار )
(Classification And Regression Tree وينطمؽ ىذا التحميؿ مف اعتبار أف جميع عناصر ،)

إلى مجموعتيف عمميتيف أو أكثر، ثـ تفريع ىاتيف المجتمع المدروس تشكؿ مجموعة واحدة، ونريد تصنيفيا 
المجموعتيف إلى مجموعتيف جديدتيف أو أكثر، وتتـ عممية التفريع واتخاذ القرارات مف خلاؿ فواصؿ 
توضع عمى مفاصؿ الشجرة، وتعطينا عند كؿ مفصؿ )عقدة( فرعيف أو أكثر، وتستمر عممية التفريع حتى 

 احث . يتحقؽ أمر التوقؼ الذي يحدده الب
(، ويتفرع عنو أغصاف Parent وتبدأ شجرة التصنيؼ مف جذر واحد )يسمى بعقدة الأصؿ أو عقدة الأب
)أو بعقد الأبناء  Internal nodeعمى شكؿ أسيـ لتتصؿ بعقد فرعية أخرى تسمى بالعقد الداخمية 

ـ نتائج التصنيؼ ، وىي تضTerminal Nodeوالأحفاد(، ثـ تنتيي بعقد ختامية تسمى بالعقد الخارجية 
 ( وىي ثمرة التصنيؼ .laefالنيائية ويطمؽ عمييا أيضاً اسـ الورقة )

وترسـ شجرة التصنيؼ بصورة مقموبة، وتمثؿ العقدة الأصمية والعقد الداخمية بدوائر )أو بقطوع ناقصة( 
ضمف نتائج ويكتب بداخميا شروط التصنيؼ أو التفريع. أما العقد الخارجية فتمثؿ عمى شكؿ مربعات وتت
(، وتتـ 1-5التصنيؼ وتضـ عناصر )واحد عمى الأقؿ( مفروزة مف المجتمع المدروس )انظر الشكؿ 

حسب الجواب عمى السؤاؿ الذي فييا. فإذا كاف السؤاؿ ثنائي الجواب داخمية عممية الفرز في كؿ عقدة 
ما إذا كاف الجواب بػ )لا( ( عمى السيـ اليساري، أyes)نعـ أو لا( وكاف الجواب بػ )نعـ( فإننا نضع )

 ( عمى السيـ اليميني .Noفإننا نضع )
ولكف إذا كاف جواب السؤاؿ متعدد الحالات فإننا نعمؿ عمى وضعيا في نظاـ معيف في كؿ العقد الداخمية 

 التي تتضمف مثؿ ذلؾ السؤاؿ .
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حسب ثلاثة  (     لنفترض إننا نريد تصنيؼ عينة مف موظفي الجامعة )حجميا  (:1-5مثال )
حالة المسكف. إلى مجموعات متجانسة مف حيث المسكف،  -الحالة الزوجية -متحولات ىي: الجنس

فوجينا إلييـ ثلاثة أسئمة مع أجوبتيا الممكنة، وطمبنا مف كؿ منيـ تحديد الجواب الذي ينطبؽ عميو، 
 وكانت الأسئمة كما يمي:

 أنثى  ذكر : الجنس :1س
 

 )بدوف تفاصيؿ(  غير متزوج  تزوجم : الحالة الزواجية:2س
 

 عند الأىؿ أو الأقارب  إيجار  ممؾ : حالة السكف:3س
 

 ولنفترض أف تكرارات الإجابات كانت كما في الجدوؿ التالي:
 ( تصنيف أفراد العينة انطلاقاً من حالة الجنس ثم الحالة الزواجية ثم حالة المسكن:1-5جدول )

 العدد حالة السكن عددال الحالة الزوجية العدد الجنس

 60 ذكر

 45 متزوج
 20 ممك
 15 إيجار

 10 عند الأىل

 15 غير متزوج
 5 ممك
 3 إيجار

 7 عند الأىل

 40 أنثى

 12 متزوجة
 7 ممك
 3 إيجار

 2 عند الأىل

 28 غير متزوجة
 2 ممك
 1 إيجار

 25 عند الأىل
 100 المجموع 100 وعالمجم 100 المجموع

 

ومف الجدوؿ السابؽ نلاحظ أنو يمكننا فرز أو تصنيؼ أفراد ىذه العينة إلى مجموعات متجانسة وبأشكاؿ 
مختمفة. وىنا بدأت عممية فرز ىذه المجموعات إلى مجموعتي الجنس )ذكور اناث(، ثـ إلى مجموعتي 

لى مجموعات حالات السكف )ممؾ، المتزوجيف وغير المتزوجيف )مف كؿ جنس ومف الجنسيف(، ثـ إ
إيجار، عند الأىؿ(، وذلؾ حسب كؿ حالة مف الحالات السابقة . كما نلاحظ أنو يمكننا استخلاص 

 وتشكيؿ المجموعات المتجانسة مف حيث المسكف كما يمي:
               :      مجموعة المالكين من جميع الحالات وعدد عناصرىا يساوي   
               :   جموعة المستأجرين من جميع الحالات وعدد عناصرىا يساويم   
                :  مجموعة الساكنين عند الأىل لجميع الحالات وعدد عناصرىا أنو يساوي   
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 وأخيراً يمكننا رسـ شجرة التصنيؼ ليذه العينة كما يمي:
100

          ?

                             

7
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NOyes

NONOyes yes
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1223773510

       

32

 
 (: شجرة التصنيف لأفراد العينة المدروسة1-5الشكل )

كما يمكننا تشطير الشجرة إلى شجيرات فرعية بشرط أف يكوف لكؿ شجيرة فرعية جذر واحد، أي أف يكوف 
 عمى رأس كؿ شجيرة فرعية أصؿ واحد، فمثلًا يمكننا أف نشطر ىذه الشجرة إلى شجرتيف فرعيتيف ىما:

(. وكذلؾ يمكننا اعتبار 3وشجيرة الإناث وأصميما في العقدة ) (،2شجيرة الذكور وأصميا في العقدة )
(، كما يمكننا اعتبار الإناث المتزوجات شجيرة فرعية 4المتزوجيف الذكور شجيرة فرعية أصميا العقدة )

 (.6أصميا في العقدة )
ف ( مجموعة متجانسة ىي عبارة ع12وأخيراً نشير إلى أف ىذا التصنيؼ يقسـ فضاء العينة إلى )

 مجموعات العقد الخارجية كما ىو مبيف عمى الشكؿ التالي:
 الذكور الاناث

 متزوج غير متزوج المتزوجات غير المتزوجات
 8 المجموعة 11 المجموعة 14 المجموعة 17 المجموعة
 9 المجموعة 12 المجموعة 15 المجموعة 18 المجموعة
 10 المجموعة 13 المجموعة 16 المجموعة 19 المجموعة

 (: فضاء العينة المقسم2-5الشكل )
 : مراحل تصميم شجرة التصنيف : 5-2

لقد لاحظنا مف المثاؿ السابؽ أف شجرة التصنيؼ تأخذ شكلًا ىرمياً، يبدأ مف عقدة واحدة تسمى عقدة 
الأصؿ )الجذر(، ويتفرع عنيا عبر الأغصاف عقد داخمية متعددة وذات مستويات مختمفة، وينتيي التفرع 

ف حجـ أو عمؽ الشجرة يتوقؼ عمى أىداؼ البحث أو عمى الشروط التي بما يسمى با لعقد الخارجية، وا 
 يضعيا الباحث عمى عممية التصنيؼ .
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 إف عممية تصميـ شجرة التصنيؼ تمر بعدة مراحؿ ىي كما يمي:
مرحمة الإنشاء أو البناء وتشمؿ ىذه المرحمة عمميات النمو وأىميا عمميات التفرع أو الانشطار   -1

Splitting :وتتألؼ مف الخطوات التالية 
 .            والمؤلؼ مف المجموعات التصنيفية   تحديد المتحوؿ التابع  -أ 
اختيار المتحولات التصنيفية أو التفسيرية وتحديد تسمسؿ تطبيقيا عند كؿ عقدة، بما في ذلؾ   -ب 

ذا كاف عدد المتحولات كبيراً فإنو يجب اختصارىا باختيار المتحولات اليامة منيا  عقدة الأصؿ. وا 
وحذؼ المتحولات غير اليامة منيا، وذلؾ وفؽ معايير محددة. ولنرمز ليذه المتحولات بػ 

            . 
اختيار عقدة الأصؿ بحيث تكوف مناسبة لأىداؼ البحث، ومتوافقة مع معايير الانشطار  -ج 

الأبناء والأحفاد مف ذلؾ الأصؿ، وىنا نشير إلى أنو يمكننا  المتسمسمة والممعيرة لاستنباط
 الحصوؿ عمى أشجار متعددة إذا غيرنا الجذور المعتمدة في عقدة الأصؿ .

ابتداء مف عقدة الأصؿ. وتحديد الحدود العددية  tتحديد قواعد التفرع )الانشطار( عند كؿ عقدة  -د 
 . tدة عند كؿ عق   أو الفئات النوعية لكؿ متحوؿ 

 كمياً فإنو يمكننا أف نضع قاعدة التفرع عمى شكؿ متراجحات كما يمي:   فإذا كاف المتحوؿ 
  (   )                                أو                 أو           

 .        أعداد حقيقية مف مجاؿ تحوؿ          حيث 
 نوعياً فإنو يمكننا أف نضع قاعدة التفرع عمى شكؿ إشارة انتماء كما يمي:   أما إذا كاف المتحوؿ 

  (   )                                                                    أو           
، والمؤلؼ مف المجموعات المحددة  مخرجات النوعي ىي احدى مجموعات تابع ال   حيث أف: 
 التالية :

  {         } 
وىنا يجب أف نشير إلى أنو يجب صياغة واختيار قاعدة التفرع بحيث تكوف البيانات الناتجة عف 

ولى . وىناؾ عممية التفرع في العقد التالية متجانسة وأكثر نقاوة مف البيانات التي كانت في العقدة الأ
 معايير خاصة لاختيار قاعدة التفرع المناسبة سنعرضيا لاحقاً في فقرة خاصة .

في كؿ عقدة إلى  X(: وفييا تتـ عممية تقسيـ البيانات Partitionعممية التقسيـ أو التجزئة )  -2
إلى    مجموعتيف أساسيتيف منفصمتيف )أو أكثر( حسب قاعدة التفرع ، وبذلؾ يتـ تقسيـ الفضاء 

قسميف )أو أكثر(، لكؿ منيا سمات خاصة. ثـ نقوـ بتكرار ذلؾ التقسيـ مرة أخرى فنحصؿ عمى 
 مقابؿ كؿ مجموعة سابقة . )أو أكثر(مجموعتيف منفصمتيف جديدتيف

 وىكذا نكرر عمميات التقسيـ حتى تتحقؽ القاعدة المخصصة لمتوقؼ عف التقسيـ .
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دة معينة يضعيا الباحث حسب طبيعة وىدؼ البحث، ( وتتـ حسب قاعStopingعممية التوقؼ )  -3
 ويمكف أف تكوف مف أحد الأشكاؿ التالية:

 إذا أصبح التغير في قيمة تابع الخطأ )الشوائبية( صغير جداً أو أقؿ مف الحد المفروض عميو . -
إذا أصبح عدد العناصر عند التقسيـ الأخير في إحدى المجموعات الناتجة عنو صغيراً )أقؿ مف  -

 أو أصبح يساوي الواحد . أو أصبحت نسبتيـ صغيرة بالنسبة لممجموعات الناتجة الأخرى . (5
إذا أصبح حجـ الشجرة أو عمقيا كبيراً )يحدده الباحث( والمقصود بعمقيا عدد مستويات التفرع  -

 فييا. أما حجـ الشجرة فيقاس بعد العقد الخارجية فييا .
 المجموعات الناتجة نقية تماماً . إذا أصبح مستوى الدقة محققاً أو أصبحت -

(: وىي عبارة عف إسقاط بعض الفروع السابقة، الصادرة عف Pruningعممية التقميـ أو التشذيب )  -4
بعض العقد الداخمية )مع العقد الخارجية التابعة ليا(. والإبقاء عمى الفروع الضرورية اللازمة 

 دة سنتعرض ليا لاحقاً .لأغراض البحث. ولكف ذلؾ يجب أف يتـ وفؽ قواعد محد
( وىو عبارة عف تجميع العقد الخارجية النيائية في مجموعات مناسبة لكؿ Groupingالتجميع )  -5

 منيا. بحيث يكوف معدؿ التصنيؼ الخاطئ فييا أصغر ما يمكف .
 رسـ الشجرة وترقيـ العقد الداخمية والخارجية ترقيماً تصاعدياً حسب مستويات التفرع، وتبدأ عممية  -6

لمعقدة الأصمية )عقدة الجذر(، ثـ إعطاء العقد الناتجة عنيا أرقاماً متتالية     الترقيـ بوضع الرقـ 
(، وتوضع أرقاـ العقد ضمف دائرتيا. وأحياناً توضع أرقاـ العقد 5( و)4( و)3( و)2متصاعدة مثؿ )

ار إلى اليميف كما ىو الخارجية تحتيا. ويفضؿ أف تتـ عممية الترقيـ حسب مستويات العمؽ ومف اليس
، فإف رقـ العقدة الناتجة عنيا يمكف أف t(. فإذا كاف رقـ العقدة الداخمية 1-5موضح عمى الشكؿ )

 .     ، أي يجب أف يكوف tأكبر مف الرقـ    يكوف أي رقـ 
 (Binary: كيفية تصميم شجرة التصنيف )حسب التفرع الثنائي  5-3

فة مف جممة مف العقد الداخمية والخارجية، والمرقمة تصاعدياً بأرقاـ مؤل Tلنفترض أنو لدينا شجرة 
ىو رقـ العقدة المتفرعة عف    ، حيث     صحيحة موجبة وحسب مستويات التفرع، وتحقؽ العلاقة 

( 5( أو)4( أو)3( و)2لمعقدة الأصمية )عقدة الجذر( فإف الأرقاـ )    ، فإذا كاف الرقـ  العقدة 
 ف لمعقد الناتجة عنيا .ستكو 

 كما يمي: ( ) و ( ) ، تابعيف  ولنعرؼ الآف عمى كؿ عقدة 
 ( .left)مف كممة   تابع يعبر عف رقـ العقدة اليسارية الناتجة عف التفرع عند النقطة  -( )  

 ( .right)مف كممة   تابع يعبر عف رقـ العقدة اليمينية الناتجة عف التفرع عند النقطة  -( ) 
 بحيث يحقؽ ىذاف التابعاف في حالة التفرع الثنائي الخواص التالية:

( )  فإف     مف أجؿ أية عقدة   -1 ( ) و            . 
ذا كانت العقدة الناتجة عف  ( )  فإنو يكوف لدينا    عقدة داخمية ىي  وا   t و ( )     . 

t

( )r t
( )t
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ذيف التابعيف يأخذاف قيمة الصفر، أي خارجية )ورقة( فإننا نجعؿ ى   أما إذا كانت العقدة 
( ) نجعميما يساوياف  ( ) و     . وذلؾ لمدلالة عمى عدـ وجود عقد بعد الأوراؽ .   

، ولا Tمف  S( يوجد أصؿ وحيد     )ماعدا عقدة الأصؿ حيث  Tمف الشجرة   لكؿ عقدة   -2
ث يكوف: ( بحي   )  لكؿ عقدة  sتوجد عقدة بدوف أصؿ، أي أنو يوجد أصؿ وحيد 

 . ( )   أو ( )   
( عنصراً إلى مجموعتيف متجانستيف، حسب تغيرات 35لنفترض إننا نريد تصنيؼ ) (:2-5مثال )

، عمماً بأف ىذه العناصر     و     معرفيف في المستوى عمى أف:    و   متحوليف كمييف 
 ( عنصراً عمى الترتيب .15( و)20فييما )   و   تؤلؼ قبؿ التصنيؼ مجموعتيف 

 كما يمي:       ولنفترض أنو بعد الدراسة والرسـ تبيف لنا أف تمؾ العناصر تتوزع عمى المستوى 
 بتصرؼ ( Webb. A. R p.227)المصدر: 

2G 

1G 

      

3

1

2

3

1 2

e

b

Cd

f

a

2X

1X

2G

1G

 
    و      ( التوزيع البياني لعناصر العينة :3-5الشكل )

 

 كمايمي: (    )ولنفترض أف الباحث قد قاـ بتصميـ شجرة التصنيؼ انطلاقاً مف الشرط 
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NOyes

yes

yesyes

yes
NO

NONO

NO

20

5

7

1

22 13

35

15

9

6

11

1 3

109

2

8

5

4
15 4

    

2 2X 

1 2X 

2 3X 

1 1X 

2 1X 
7

t ( )t r( )t

3

5

7

0

9

0

11

0

0

0

0

2

4

6

0

8

0

10

0

0

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

2 3

 
 

    و      ( :2-5(: شجرة التصنيف لممثال )4-5الشكل )
 

(، فنجد أف قيمتيما عند كؿ 4-5عمى الشجرة المرسومة عمى الشكؿ ) ( ) و ( ) والآف نعرؼ التابعيف 
تساوياف كما في الجدوؿ المرافؽ لذلؾ الشكؿ . ولقد أشرنا سابقاً إلى أف ىذه التفرعات تقسـ الربع   نقطة 

إلى مناطؽ منفصمة، ونحصؿ عمييما بشكؿ متتاؿٍ    و   ليف حسب رقـ المتحو    الموجب لمفضاء 
 كما يمي:

فيي تقسـ الربع الموجب إلى قسميف:  (    )بما أف قاعدة التفرع في العقدة الأولى الأصمية ىي: 
وقسـ فوقو، وضمف ىذا التقسيـ نأخذ الفرع الأيمف مف الشجرة حيث الجواب  (    )قسـ تحت الخط 

(No والموافؽ لػػ )(    )( ىي: 3، فنجد أف قاعدة التفرع في العقدة )(    )  وىي تعطينا
 (( منطقتيف تتحدداف كما يمي:No)حيث الفرع ) (    )بتقاطعيا مع 

(، فإننا نحصؿ عمى المنطقة التي نقع تحت yesبػػ ) (    )( عمى 3إذا كاف الجواب في العقدة )
( لذلؾ رمزنا ليا 6، وىي تقابؿ العقدة الداخمية )(    )وعمى يميف المستقيـ  (    )المستقيـ 

 فقط .   ( عناصر مف 9وىي تضـ ) ( ) ( بػػ 5-5عمى الشكؿ )
 (    ) فإننا نحصل عمى المنطقة الواقعة تحت المستقيم(، Noبػ ) (    ) أما إذا كان الجواب عمى

 ( . 7) المقابل لمعقدة الداخمية         وىي تشمل المستطيل، (    ) ستقيموعمى يسار الم
فنجد أنو: إذا  (    )( والتي ىي: 7وضمف ىذا المستطيؿ نختبر نتيجة قاعدة التفرع في العقدة )

.   مف  ، والذي يضـ عنصراً واحداً           (، فإننا نحصؿ عمى المستطيؿ yesكاف الجواب بػػ )
، أما إذا كاف الجواب بػ (  ) ( بػ5-5(، ولذلؾ رمزنا ليا عمى الشكؿ )10وىو يقابؿ العقدة الخارجية )

(No فإننا نحصؿ عمى المستطيؿ )           ( بػ 5-5ورمزنا لو عمى الشكؿ ) (  ) لأنو يقابؿ ،
 .   ( عناصر مف 3(، وىي تضـ )11العقدة الخارجية )
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، فنجد أف قاعدة (    )( عمى القاعدة الأصمية yesلنذىب إلى الفرع الأيسر حيث الجواب بػ )والآف 
( فإننا نحصؿ عمى المنطقة المفتوحة yes، فإذا كاف الجواب بػ )(    )( ىي: 2التفرع في العقدة )

 ( ) رمز ليا بػ ( لذلؾ ن4، وىي تقابؿ العقدة الخارجية )(    )وعمى يسار  (    )فوؽ 
 .   ( عنصراً مف 17(، وىي تضـ )5-5عمى الشكؿ )

، وعمى يميف المستقيـ (    )( فإننا نحصؿ عمى منطقة مفتوحة تقع فوؽ Noأما إذا كاف الجواب بػ )
 ( .5، وىي تقابؿ العقدة الداخمية )(    )

، وندرس تقاطعيا مع (    )والتي ىي  (5وأخيراً نقوـ باختيار نتيجة قاعدة التفرع في العقدة )
فنجد أنو:  (    )( لمقاعدة yesو) (    )( لمقاعدة Noنتيجتي القاعدتيف السابقتيف ليا وىما: )

 (    )( فإننا نحصؿ عمى المنطقة المفتوحة الواقعة فوؽ yesبػ ) (    )إذا كاف الجواب عمى 
( لذلؾ نرمز ليا بػ 8، وىي تقابؿ العقدة الخارجية )(    )عمى يميف و  (    )وتحت المستقيـ 

 .   ( عنصراً مف 5(، وىي تضـ )5-5عمى الشكؿ ) ( ) 
( فإننا نحصؿ عمى المنطقة المفتوحة الواقعة فوؽ Noبػ ) (    )أما إذا كاف الجواب عمى 

 ( ) ( لذلؾ نرمز ليا بػ 9ابؿ العقدة الخارجية )، وىي تق(    )، وعمى يميف المستقيـ (    )
 .   (، وىي تضـ عنصريف مف 5-5عمى الشكؿ )

 وىكذا نجد أف عممية التصنيؼ عمى الشجرة أنجزت عمميتيف بآف واحدىما:
إلى مناطؽ منفصمة تقابؿ العقد الخارجية وىي:  Xتقسيـ منطقة تعريؼ المتحولات   -1

 ( )  ( )   ( )   ( )   (  )   (  ) . 
توزيع عناصر العينة عمى مجموعات مناسبة حسب إحداثياتيا ومواقعيا في المناطؽ السابقة   -2

 وسندرسيا لاحقاً في فقرة خاصة .
 وأخيراً نرسـ ىذه المناطؽ كما يمي :

3

2

1

1 2 30

2X

1X
a b

d c

ef

(4)R

(9)R

(8)R

(6)R
(11)R

(10)R

 
 (: المناطق المنفصمة لفضاء العينة5-5الشكل )

 جميع ىذه المناطؽ ضمف المجموعتيف المفروضتيف كما يمي:وأخيراً يمكننا ت
 ونكتبيا كما يمي: ( )  ( )   (  ) : وتضـ المناطؽ    المجموعة الأولى 

    (  )   ( )   ( )                                                (   ) 
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 ونكتب ذلؾ كما يمي : (  )  ( )  ( ) : وتضـ المناطؽ    المجموعة الثانية 
    (  )   ( )   ( )                                           (   ) 

: عند تصميـ الشجرة يجب الانتباه إلى عدـ تعارض الشروط الواردة في قواعد التفرع )ضمف 1ملاحظة 
 العقد الداخمية( مع بعضيا البعض وخاصة عمى المسار الواحد .

( 1( أو في )2( متعارضة مع قاعدة الفصؿ في )5لا يجوز أف تكوف قاعدة الفصؿ في العقدة ) فمثلاً 
 . (    )وكأف نضع فييا الشرط 

 التي حصمنا عمييا غير متقاطعة ومتكاممة أي أنيا تحقؽ العلاقتيف : ( ) : إف المناطؽ 2ملاحظة 
 ( )   ( )  (   )                              / مجموعة خالية .         

⋃ ( )   

| |

   

 (   )                               فضاء العينة في                   

 : ىو عدد العقد الخارجية ويسمى حجـ الشجرة .| |حيث 
فنحصؿ : يمكف رسـ الشجرة بطرائؽ مختمفة، وذلؾ بوضع نفس قواعد التفرع بطرائؽ مختمفة، 3ملاحظة 

عمى شجرات جديدة تقسـ فضاء العينة بطرائؽ مختمفة، وليذا كاف لابد مف اختيار طريقة مثالية لمتصنيؼ 
ولتوزيع قواعد التفرع عمى العقد الداخمية، بحيث يعطينا التقسيـ الناتج مناطؽ نقية أو صافية، أي بحيث 

مف أقؿ عدد مف العناصر تضـ كؿ منطقة عناصر مف إحدى المجموعات فقط ، أو عمى مناطؽ تتض
 الغريبة فييا )ارسـ الشجرة السابقة بطريقة أخرى( .

 : التصنيف حسب احتمالات الانتماء والتوزيع : 5-4
بما أف تصميـ شجرة التصنيؼ يتـ باستخداـ خواص مجموعة البيانات المأخوذة مف عناصر عينة حجميا 

n والتي تتضمف قيـ المتحولات ،X جموعات المقابمة ليا في التابع فييا، وقيـ مستويات المY فإنو يكوف ،
ىي دليؿ عناصر العينة  i، حيث أف                 مجموعة مف القياسات المتقابمة  nلدينا 
ىو حجـ العينة المدروسة، ويتـ تنظيـ ذلؾ في جدوؿ البيانات  n، وحيث أف (         )ويأخذ 

 الأولية المتقابمة .
، وىو يمكف أف tالمقابمة لمعقدة  ( ) لعدد عناصر العينة التي تنتمي إلى المنطقة  ( ) والآف لنرمز بػ 

 . Yالتي يتألؼ منيا التابع    يكوف موزعاً عمى عدد مف المجموعات 
لى المجموعة  ( ) لعدد عناصر العينة التي تنتمي إلى المنطقة  ( )  ولنرمز بػ  معاً، والتي    وا 

∑تحقؽ العلاقة:    ( )   ( )
 
، وعندىا نجد أنو يمكننا حساب احتمالات الانتماء والتوزيع    

 كمايمي:
 يساوي : ( ) إلى المنطقة  tعند العقدة  nمف العينة  iإف احتماؿ انتماء أي عنصر  -

 ( )  
 ( )

 
                                                                 (   ) 
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 يساوي :   ، إلى المجموعة tالمقابمة لمعقدة  ( ) مف المنطقة  iإف احتماؿ انتماء أي عنصر  -
 (      ( ))  

  ( )

 ( )
                                                (   ) 

لى عقدة اليميف  ( ) ، إلى عقدة اليسار tعينة عند العقدة إف احتماؿ أف يتـ توزيع عناصر ال - وا 
 يساوياف : ( ) 

 , ( )-  
 , ( )-

 
                                                            (   ) 

 , ( )-  
 , ( )-

 
                                                                (    ) 

 ، إلى إحدى عقدتي اليسار أو اليميف يساوي :tمتواجد في العقدة  iإف احتماؿ أف يذىب أي عنصر  -
   

 , ( )-

 ( )
  

 , ( )-

 ( )
 (    )    إلى العقدة اليسارية                                

   
 , ( )-

 ( )
  

 , ( )-

 ( )
 (    )    إلى العقدة اليمينية                                  

، وذلؾ حسب تناسبيا مع عدد عناصر tفي كؿ عقدة    وىكذا يمكننا أف نحدد ملامح كؿ مجموعة 
، أي حسب احتمالاتيا فييا، ثـ نقارف الاحتمالات المقابمة  ( ) العينة التي تنتمي إلييا مف المنطقة 

 التي تقابؿ أكبر الاحتمالات .   عات ونختار المجموعة ليذه المجمو 
إذا كاف الاحتماؿ الشرطي المقابؿ ليا أكبر    إلى المجموعة  tمف العقدة  i: نصنؼ العنصر القاعدة

 مف الاحتمالات الشرطية المقابمة لممجموعات الأخرى، ونكتب ذلؾ كما يمي. إذا كاف: 
 (   ⁄ )   

 
   
   

  (   ⁄ )                                                        (    ) 

 .   في المجموعة  tمف العقدة  iفإننا نصنؼ العنصر 
مؤلفة مف  (    )( السابؽ ولنفترض أف عناصر العينة 2-5: لنأخذ المثاؿ )(3-5مثال )

. ثـ نقوـ  ( )    ( ) وتتوزع عمى العقدتيف اللاحقتيف  (     )   (     )مجموعتيف 
( ونضعيا 12+11-5( ، )10+9-5( ، )8-5( ، )7-5بحساب الاحتمالات السابقة حسب العلاقات )

 ( التالي، فنجد أف :4-5في الجدوؿ )
 ( )  

 ( )

 
 

  

  
              ( )  

 ( )

 
 

  

  
     (  )  

 (  )

 
 

 

  
 

 

 (      ( ))  
  ( )

 ( )
 

  

  
      (      ( ))  

  ( )

 ( )
 

  

  
                        

 

 , ( )-  
 , ( )-

 
 

  

  
       , ( )-  

 , ( )-

 
 

  

  
 / غير موجودة في الجدوؿ.         

 

    
 , ( )-

 ( )
  

 , ( )-

 ( )
 

  

  
         

 , ( )-

 ( )
 

  

  
                 

 

    
 , ( )-

 ( )
  

 , ( )-

 ( )
 

  

  
         

 , ( )-

 ( )
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 (: احتمالات الانتماء والتوزيع :4-5جدول )

       (    )  (    )  ( ) 
   التوزيع عمى 

 ( )  ( )  ( ) 
قاعدة 
 الفصؿ

t 
  ( )   ( ) 

  

  
   

  
   

  
   

  
 1 15 20 35 3 2      1 

 

  
   

  
  

  
   

  
   

  
 5 17 22 5 4      2 

 

  
  

  
  

  
  

  
   

  
 9 4 13 7 6      3 

- -  

  
   

  
   

  
 5 10 15 0 0  4 

 

 
  

 
  

 
  

 
  

  
 5 2 7 9 8      5 

- -      

  
 9 0 9 0 0  6 

 

 
  

 
  

 
  

 
  

  
 1 3 4 11 10      7 

- -  

 
  

 
  

  
 4 1 5 0 0  8 

- -      

  
 0 2 2 0 0  9 

- -      

  
 0 3 3 0 0  10 

- -      

  
 1 0 1 0 0  11 

 Webb. A. R. (2002) Statistical Pattern Recigrition, P.231المصدر: 
 

(، ولقد تـ 11( و)10( و)9( و)8( و)6( و)4) :ومف الجدوؿ السابؽ نلاحظ أف العقد الخارجية ىي
، في تمؾ العقدة . فمثلًا (    ) تحديد انتماء كؿ منيا إلى إحدى المجموعتيف حسب الاحتماؿ الأكبر 

(    ) ( تقابؿ الاحتماليف 4جد أف العقدة )ن  
 

  
      (    )  

  

  
، فمذلؾ يتـ تصنيؼ العقدة 

.، لأف الاحتماؿ المقابؿ ليا الرمز بالمرموز ليا    ( إلى المجموعة الأولى 4)
  

  
ىو أكبر  /

 العقد الخارجية الأخرى .الاحتماليف، وىكذا نقوـ بتصنيؼ 
 معايير التفرع أو الانشطار : 5-5

 Cوعمى حدودىا  Xلقد لاحظنا أف عممية التفرع تحتاج إلى قواعد ومعايير دقيقة تفرض عمى المتحولات 
 . فمثلًا يمكف أف نضع شرط التفرع كما يمي:( )في كؿ عقدة داخمية 

 (    )                                             1         و       0   
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 .       الذي يحقؽ الشرط    مف    فنحصؿ عمى الفضاء الجزئي 
، لذلؾ نصنؼ ذلؾ (   )يكوف بػ  (      )فإف الجواب عمى الشرط      وعندما يكوف لدينا 

ما إذا كاف العكس فإننا نصنفو باتجاه العقدة اليمنى . أ ( ) عمى الفرع الأيسر باتجاه العقدة  Xالعنصر 
 ( ) . 

 ؟ tالمقابمة لمعقدة  ( ) المتواجدة في المنطقة  X: بكـ طريقة يمكننا أف نفرع البيانات والسؤال الآن ىو
 : بطرائؽ كثيرة ونحتاج إلى حساب معقدة وطويمة .الجواب ىو

فئة خاصة، إلى مجموعتيف غير  kيحتوي عمى  Aجتمع ويكفي أف نتذكر أف عدد طرائؽ التجزئة لأي م
طريقة. عدا عف أنو يمكننا أف نضع في كؿ عقدة أحد المتحولات  (      )خاليتيف يساوي 
...الخ، وىكذا يكوف    ، وأف نضع عميو أي شرط ممكف وأف نختار لو أي حد مف مجالو          

وحسب حدوده    ، وذلؾ حسب قيـ المتحوؿ المختار ( )تيارات في كؿ عقدة لدينا عدد كبير مف الاخ
 ، ونقدـ ليا بمايمي: . ولمخروج مف ىذا النفؽ تـ وضع معايير لمتفرع والانشطار عند كؿ عقدة Cالممكنة 

 نرمز لو بػYعياً وتشكؿ تابعاً نو           عدة مخارج ممكنة ىي: tلنفترض أنو لدينا في كؿ عقدة 
                                                                                       (    ) 

 نرمز ليا بػ  Yمتحولًا تفسيرياً مؤثراً عمى  Pوأنو لدينا 
                                                                                     (    ) 

ذا أخذنا أحد ىذه المتحولات  ، ثـ قمنا بحساب الاحتمالات tوحددنا شرط التفرع عميو في العقدة  Xوا 
(، ورمزنا لمتوزيع الاحتمالي المقابؿ لتمؾ المجموعات 9-5( و)8-5المقابمة لتمؾ المجموعات مف )

 يمي: المتفرعة كما
                       

 (    )             
                                                              (    ) 

∑                        وىو يحقؽ الخاصتيف التاليتيف :        
 
    

   ( التالية: 8-5مف العلاقة ) تحسب   عمماً بأف كؿ الاحتمالات 
  ( )

 ( )
، وىنا نعرؼ عمى ىذا 

 التوزيع الاحتمالي المعايير التالية :
( ويسمى بتابع الشوائبية )عكس 13-5: وىو مشتؽ مف )معيار تابع الخطأ لمتصنيف الخاطئ  -1

 بالعلاقة التالية : ( )النقاوة( ويعرؼ في العقدة 
  ( )       

   
[  ]                                              (    ) 

 بالعلاقة : ( )( والذي يعرؼ )في حالة التفرع الثنائي( وفي العقدة Gini مؤشر )جيني -2

  ( )  ∑  (    )

 

   

   ∑  
 

 

   

                               (    ) 
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 بالعلاقة: ( )( ويعرؼ في العقدة deviance) أو التشتت( entropy) ع القصورتاب -3

  ( )   ∑     

 

   

(  )                                                (    ) 

 : (، وىو يرتبط مع الموغاريتـ الطبيعي بالعلاقة2ىو المورغاريتـ للأساس )    حيث أف: 
     

    

    
 

، فعندىا يكوف لدينا    يساوي  t: إذا كاف عدد المجموعات الممكنة عند العقدة حالة خاصة
، وعندىا فإف المقاييس الثلاثة السابقة (    )و   ويقابميما الاحتمالاف    و   مخرجاف فقط 

 تأخذ الشكؿ التالي :
  ( )       ,         -  (    )              تابع الخطأ                          
  ( )    (    )  (    )        (    )                (    ) 
  ( )        (  )  (    )   (    )                               (    ) 

 أما حالة الفشؿ فيعبر عنيا بالعلاقة :
                                                                           (    )  

 وأف ىذه التوابع )لممجموعتيف في التفرع الثنائي( ترسـ المنحنيات والمستقيمات التالية :

0.1

1

0.8

0.6

0.4

0.2

10.90.80.70.60.50.40.30.2

entropyG
inuerror

iP

 
   و   : منحنيات المعايير السابقة في حالة مجموعتين(5-5الشكل )

: لتعريؼ التابع الاجمالي لمشوائبية عمى الشجرة ككؿ، نفترض إننا  التابع الاجمالي لمشوائبية  -4
، وىنا Tعمى شجرة  ( )  نستخدـ مقياس معيف لمشوائبية مف المقاييس المذكورة سابقاً. وليكف 

 ت ونرمز ليا كما يمي:نعرؼ بعض المصطمحا
 . | |حجـ الشجرة: وىو عدد العقد الخارجية فييا ونرمز لو بػ  -
ونرمز ليا بالرموز    المناطؽ المقابمة لمعقد الخارجية في فضاء العينة  -

 منطقة منفصمة ومتكاممة . | |، وعددىا يساوي (| |)  ( )   ( )  ( ) 
 .   ونرمز لو بالرمز  ( ) حجـ عناصر العينة في كؿ منطقة  -
 . (  ) وليكف  tقيمة تابع الشوائبية في العقدة  -
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 وبناء عمى ذلؾ نعرؼ التابع الاجمالي لمشوائبية في الشجرة ككؿ بواسطة العلاقة التالية:

  ∑  

| |

   

 (  )                                                (    ) 

ب قيمتو لمشجرة ككؿ، للاستفادة منيا في الحكـ عمى جودة التفرع وعمى كفاية حجـ أو عمؽ وتحس
 الشجرة . كما يمكننا استخدامو في عممية التوقؼ عف عمميات التفرع في كؿ مراحمو وبدائمو .

صغيرة كانت جودة التفرع جيدة )عمماً بأف أصغر قيمة لو ىي الصفر(، فعندما  Qفكمما كانت قيمة 
نقرر التوقؼ عف متابعة التفرع ، ولكف  (      )أو (      )بمغ قيمتو أصغر مف حد معيف مثؿ ت

ىناؾ نقطة ضعؼ لاستخداـ ىذا التابع في عممية التوقؼ، وىي إنو عندما تكوف الحدود صغيرة جداً 
لكف بما أف أو معدومة القيمة تقودنا إلى تفريع متشعب جداً، وعندىا تنشأ لدينا شجرة كبيرة جداً، و 

الشجرة الكبيرة يمكف أف تشوه البيانات، وأف الشجرة الصغيرة يمكف أف تجسد فقط الييكؿ العاـ 
لمبيانات، فإنو يمكننا أف نضع ضابطاً آخر لمتوقؼ، وىو أف نأمر بالتوقؼ عندما يبمغ عدد عناصر 

( 1مثلًا( أو عندما يساوي ) 5)أقؿ مف عدد محدد  tالمقابمة لمعقدة الخارجية    العينة في المنطقة 
 حتماً .

: وىناؾ معيار آخر )ولكنو معقد( لإجراء عمميات التفرع، يعتمد (Gain)تابع المكسب المعموماتي   -5
عمى حساب مقدار المكسب المعموماتي الذي نحققو في كمية المعمومات اللازمة عند التفرع في كؿ 

 Xبواسطة الفاصؿ    ( لمتوزيع entropyصور )، وينطمؽ ذلؾ المعيار مف حساب تابع القtعقدة 
 مف العلاقة: Cوالحد 

 (     )    ∑        

 

   

                                               (    ) 

اب تابع ، ثـ نقوـ بحسtوىو يعبر عف كمية المعمومات اللازمة )الناقصة( لتوصيؼ حالة التفرع في العقدة 
 مف العلاقة : tالقصور الشرطي في العقد المتفرعة عف 

  (   )   ∑  (    )

 

   

      (    )                    (    ) 

(   )  حيث أف الاحتمالات الشرطية تحسب مف العلاقة:                   
  ( )

 ( )
  

 مف العلاقة: (   )  عدىا نحسب التوقع الرياضي لػ وب
 ,  (   )-    (  

 )     (  
 )     (  

 )           (    ) 
وأخيراً يتـ حساب المكسب المعموماتي في قيمة تابع القصور، التي سيتـ تحقيقيا جراء التفريع عند العقدة 

t :مف العلاقة 
     ( )   (   )   ,  (   )                                   (    ) 
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لمتفريع عند  (   )، ونقرر اعتماد الفاصؿ (    )ثـ نختار النتيجة التي تقابؿ أكبر قيمة لممكسب 
 تمؾ العقدة .

( المشروط بػ 3-5( في المثاؿ )1ة الجذر ): لحساب المكسب المعموماتي لمتفرع عند عقد(4-5مثال )
 ( ما يمي:4-5، نجد أف معيار القصور يعطينا مف الجدوؿ )(    )

                    [
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
]  

 

   
                  

 

  
                  

          
           (   )                                     

 ( فنجد أف:3( و)2في العقدتيف ) (   )  و (   )  ثـ نقوـ بحساب 
    

  

  
  

  

  
 

 

  
  

 

  
 

                  

          
           

 

    
 

  
  

 

  
 

 

  
  

 

  
 

                   

          
          

 

 ثـ نحسب التوقع الرياضي ليما فنجد أف:
 ,  (   )-  

  

  
    

  

  
                       

           (   ) 
 وبذلؾ نجد أف مقدار المكسب المعموماتي يساوي :

     (   )     , (   )-                    
     (   )               (   )                                   

، نقرر Xفإذا كانت قيمة ىذا المكسب أكبر مف جميع المكاسب الممكنة عف الشروط الممكنة لممتحولات 
العقدة الأصمية لتفرع البيانات والمشاىدات عند    ( لممتحوؿ    اعتماد الشرط المستخدـ )مثؿ 

( جعمتنا نكسب 3( و)2إلى ) (    )( حسب1(. وىكذا نجد أف عممية تفريع العقدة )1)
( مف كمية المعموماتية، وىذا يزيد مف قدرتنا عمى التصنيؼ الصحيح وتقمؿ مف Bit( بايتا )0.168446)

 . (1معدؿ التصنيؼ الخاطئ، وتجعمنا نحصؿ عمى عقدتيف أكثر نقاوة مف العقدة )
ولكف حتى نحصؿ عمى نتيجة عامة تشمؿ جميع العقد الداخمية في الشجرة، يجب عمينا أف نكرر مثؿ 

وعند كؿ  X، التي يمكف فرضيا عمى المتحولات (   )تمؾ الحسابات مف أجؿ جميع شروط الفرز 
وبقيمتيا  Xعقدة داخمية، وبما أف تمؾ الشروط قد تكوف غير محدودة، لأنيا تتعمؽ بعدد المتحولات 

، فإف حجـ الحسابات سيكوف كبيراً جداً، ولا يمكف تنفيذه إلا Cالعددية الممكنة وبالحدود المفروضة عمييا 
بواسطة الحواسيب وباستخداـ برنامج خاصة لذلؾ. ولكف يمكف تخفيض حجـ ىذه الحسابات باستخداـ 

ؿ معيف فإننا نقوـ بتبويب قيمو ضمف متحولًا مستمراً ضمف مجا Xبعض الأساليب المفيدة. فمثلًا إذا كاف 
مجالات جزئية محدودة ونعتبره متحولًا مرتباً، ذا فئات محددة، وبذلؾ ينخفض حجـ الحسابات السابقة 

 كثيراً 
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 : إف المعايير الثلاثة الأولى تتصؼ بالخواص التالية:1ملاحظة 
متساوية. أي    الاحتمالات  تأخذ أكبر قيمة ليا وىي الواحد، وذلؾ عندما تكوف ( ) إف التوابع  -1

           عندما: 
 

 
، وىذه الحالة ىي أسوأ الخيارات لأنيا تجعؿ معدؿ التصنيؼ 
 Yالخاطئ أكبر ما يمكف، وىذا يقابؿ أعمى درجة لمشوائبية وتساوي الواحد. فمثلًا عندما يكوف لدينا 

فإف           يكوف الاحتمالاف متساوياف ، وعندما    مؤلفاً مف مجموعتيف فقط فإف 
 ( .5-5ىذه التوابع تعطينا أكبر قيمة لتابع الشوائبية وتساوي الواحد، كما ىو مبيف عمى الشكؿ )

تأخذ أصغر قيمة ليا عندما يكوف أحد الاحتمالات مساوياً لمواحد، وتكوف  ( ) إف التوابع   -2
( 1,0,0,0,0ا يأخذ التوزيع الاحتمالي أحد الأشكاؿ التالية: )الاحتمالات الأخرى معدومة، أي عندم

(، وىذا يعني أف عناصر العينة تجمعت في مجموعة واحدة مف 0,0,0,0,1( أو)0,1,0,0,0أو)
% ويصبح تابع 100، لأنيا مف صنؼ واحد، وبذلؾ تصبح درجة النقاوة Yمجموعات التابع 

( )  الشوائبية مساوياً لمصفر     . 
 .(5-5كما في الشكؿ) (                )تأخذ قيماً متناظرة مقابؿ الاحتمالات ( ) ف التوابعإ -3

 

   ، يتـ اختيار المتحوؿ t: عند استخداـ أحد ىذه المعايير في عمميات التفرع عند أية عقدة 2ملاحظة 
ة المعيار المستخدـ أصغر ما يمكف، وعادة يتـ استخداـ (، التي تجعؿ قيم  )أو الفئات    والشروط 
فيستخدـ لإنشاء قاعدة  ( )  في عمميات الإنشاء والتفرع عند العقد الداخمية . أما  ( )  و ( )  

، كما يستخدـ في عممية تقميـ الشجرة حسبما ( )لمتوقؼ، لأنو يعبر عف جودة التصنيؼ عند العقدة 
 اً .سنرى لاحق

 [ webb. A.R. P.238]انظر التفريع بواسطة الاحتمالات السابقة والتكاليف :  5-6
، والآف لنفترض أف (   )  و ( ) ( عمى الاحتمالات السابقة 8-5( )7-5لقد تعرفنا في العلاقتيف )

 ويعرؼ بالعلاقة : ( ) يساوي    الاحتمالات السابقة لكؿ مجموعة 
 ( )  

  

 
                        (  ⁄ )  

  ( )

  

                               (    ) 

. وىذه الاحتمالات ىي nمف أصؿ العينة ذات الحجـ    ىو عدد عناصر المجموعة    حيث أف: 
 في العينة المدروسة .   عبارة عف نسبة المجموعة 

ذا كاف التوزيع الاحتمالي لمجموعة القرار لا يتناسب مع حدوث تمؾ المجموعة، فإف التقديرات الحصينة  وا 
، الذي يحسب مف العلاقة ( ) يساوي  tالكمية لاحتمالات أف تقع عناصر تمؾ العينة في داخؿ العقدة 

 )حسب نظرية الاحتماؿ الكمي( :

 ( )  ∑ ( )  
  ( )

  
                                         (    ) 
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معطية مسبقاً    ، وعندما تكوف tالواقعة ضمف العقدة    ىو عدد عناصر المجموعة  ( )  حيث أف: 
 فإف الاحتمالات اللاحقة تحسب مف العلاقة:

 (   )  

 ( )  
  ( )
  

∑  ( )  
  ( )
  

 
   

                                       (    ) 

ذا رمزنا لنسبة عناصر العينة التي مف المجموعة  ، (   ) بالرمز    وصنفت خطأ في المجموعة    وا 
وتجاىمنا تكاليؼ تمؾ الأخطاء )أو اعتبرناىا متساوية( فإف معدؿ التصنيؼ الخاطئ لكامؿ الشجرة يحسب 

 مف العلاقة :

 ( )  ∑ (   )   ( )

 

   

                                          (    ) 

 نختار أصغر القيـ الممكنة ليا لاختيار التفريع الأفضؿ . ( ) وبعد حساب قيـ 
ذا افترضنا أف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ لأي عنصر مف المجموعة  ،    تساوي    في المجموعة    وا 

 فعندىا نجد أف تابع تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ عمى كامؿ الشجرة يساوي :

 ( )  ∑     (   )   ( )

 

   

                                   (    ) 

 مفة .ثم نقوم بحساب قيم ىذا التابع، ونختار الحالة التي يأخذ فييا أصغر قيمة ممكنة لاختيار التفريع الأقل تك
 .webbأو  Friadman P.1991انظر ) (:MARSالتفريع بواسطة الانحدار التجميعي ) 5-7

P.242 ) 
( لنفترض أنو Multivoriate Adaptive Regression Splinesوىي مأخوذة مف الكممات الإنكميزية )

قياساً لتابع  nيقابميا و  (               )متحولًا ىي  pقياساً لػ  nلدينا بيانات مؤلفة مف 
، كما نفترض أنو يمكننا توليد أو تمثيؿ ىذه (      )وتشكؿ مصفوفة مف المرتبة  Yالاستجابة 

 البيانات بواسطة علاقة انحدار مف الشكؿ :
    (               )                                         (    ) 

بحيث  ̃ مثؿ   ىو حد الخطأ المرتكب )البواقي(، والمطموب منا أف نجد تقديراً معيناً لػ    حيث أف 
 أقؿ ما يمكف .   يكوف الخطأ 

 إف نموذج التجزئة المتكررة المتتالية الثنائية يعرؼ بواسطة العلاقة التالية :

 ̃( )  ∑    ( )

| |

   

                                           (    ) 

 يساوي : ( )  حيث أف التابع الأساسي 
  ( )   ,   ( )-                                            (    ) 
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( إذا 0صحيحاً، ويأخذ القيمة ) ( )   ( إذا كاف الشرط 1ىو تابع ثنائي يأخذ القيمة )  حيث أف 
 صحيح . كاف الشرط غير

وىي تحقؽ  | |          ىي المناطؽ المفصولة، المقابمة لمعقد الخارجية وعددىا  ( ) وحيث أف 
 .      . وأف     مف أجؿ         العلاقتيف: 

( والتي تحسب قيميا 39-5( فيي الأمثاؿ العددية لمتابع )     )حيث لػ    أما مجموعة الرموز 
 نات .بطريقة المربعات الصغرى أو الإمكانية العظمى وذلؾ لتمثيؿ تمؾ البيا

ولكف في مسائؿ التصنيؼ فإنو يمكف إعادة صياغة تابع الانحدار في كؿ مجموعة )باستخداـ المتحولات 
وتأخذ الصفر إذا حدث غير ذلؾ( إلى عدة       ( إذا كانت 1الثنائية التي تأخذ إحدى القيمتيف )

نا مف إنتاج التابع الأساسي بواسطة خوارزمية حسب القواعد المتبقية في التمييز . وىكذا يمكن  ̃ توابع 
(Friedman 1991. وتقديمو كمنتج مؤلؼ مف جداء عدة توابع خطية ) 

(، فنجد أف التجزئة الأولى 2-5ولتوضيح ذلؾ نأخذ التجزئة الناتجة عف الشجرة المعطية في المثاؿ )
إلى منطقتيف وأعطتنا التابعيف  (     )وقسمت المستوى حسب الشرط     قامت عمى المتحوؿ 

 التالييف :
 ,(     )-                        , (     )-                           (    ) 

 يساوي : ( ) حيث أف التابع 

 ( )  8
             

غير ذلؾ                                                               (    ) 

        حيث أف: 
، (     )والشرط    مرة تانية استناداً إلى المتحوؿ  (     )ثـ تمت تجزئة المنطقة المقابمة 

وىذا يعطينا تابعيف آخريف أساسييف يشكلاف مع التابع الثاني السابؽ تابعيف جديديف )بواسطة تقاطعيا( 
 عمى الشكؿ التالي : ويمكف كتابتيما

 , (     )- -(     ) ,    و -(     ) ,     , (     )- (    ) 
 وىكذا يمكننا أف نحصؿ عمى عدة توابع أساسية نيائية لكامؿ الشجرة تتألؼ مف الجداءات التالية:

 , (     )-   , (     )-   , (     )-

 , (     )-   , (     )-   , (     )-  

 , (     )-   , (     )-                                   

 , (     )-   , (     )-                                   

 , (     )-   , (     )-   , (     )-  

 , (     )-   , (     )-   , (     )-  

              (    ) 

 

، وبصورة عامة فإف التوابع الأساسية Hوىنا نلاحظ أف كؿ تابع مف ىذه التوابع ىو عبارة جداء عدة توابع 
 تالية يكوف ليا الشكؿ التالي :الناتجة عف خوارزمية التجزئة المت
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  ( )  ∏ [   (  (  )     )

  

   

                 (    ) 

 (  )ىو تابع الإشارة ويأخذ إحدى القيمتيف     حيث أف 
  ( )  فيو عدد التفريعات التي تؤدي بنا إلى    أما 
 . Xىو قيمة حد الفصؿ المفروض عمى المتحوؿ     حوؿ التفريع، والرمز فيو مت (  )  وأف 

 ىو توليد لأسموب التجزئة المتتالية حسب الطريقة التالية . MARSإف أسموب 
  مسألة الاستمرارية فيMARS : 

لأف ، و Hينقطع في منطقة الحدود . وىذا يكوف بسبب تابع الخطوة  MARSإف نموذج التجزئة المتتالية 
ف الجانبيف يشكلاف توابع أسية أساسية  MARSأسموب  يستبدؿ توابع الخطوة بواسطة توابع التفريع . وا 

 كما يمي: qلمفواصؿ مف المرتبة 
  
 (   )  , (   )- 

 
                                      (    ) 

,حيث أف الرمز    لمعتبرة . أما التابع الأساسي يرمز إلى الجزء الموجب لمقطعة ا  -
فيو  ( ) 

. كما يمكف     ىو حالة خاصة لمقيمة  H( . وبذلؾ يكوف تابع الخطوة 6-5موضح في الشكؿ )
، وىذا يؤدي إلى استمرارية تابع التقريب ولكنو يتقاطع مع    عندما  MARSاستخداـ خوارزمية 
 مشتقاتو الأولى .

 اسي يأخذ الصيغة التالية :وعندىا فإف التابع الأس
  

 ( )  ∏[   (  (  )     )]
 
                            (    ) 

 تشير إلى زمرة الحدود الفاصمة .    حيث أف 

-1.5

3

2

1

0

21.510.50-0.5-1

2q 

1q 

0q 

( )q

mB X

X

 
                  ( توابع التفريع من أجل 6-5الشكل )
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 بتصرؼ[ . webb. A.R, P.233]( :Pruningالتقميم ) 5-8
إف التقميـ يطبؽ عمى أشجار التصنيؼ الجاىزة، لمتخمص مف الفروع الزائدة، ولمعالجة ىذه المسألة 

، يمثؿ احتماؿ التصنيؼ ( ) ، عدد حقيقي Tمف الشجرة المعطية  tنفترض أنو يوجد عند كؿ عقدة 
عدد عناصر العينة،  ( ) ( وكاف| |  عقدة خارجية )أي أف  tنت ، فإذا كاtالخاطئ في العقدة 

يعبر عف نسبة عدد عناصر العينة مف  ( ) ، فإف tالذيف تـ تصنيفيـ خطأ في تمؾ العقدة الخارجية 
ف t، الذيف لا ينتموف إلى الفئة المقابمة لتمؾ العقدة الخارجية ( ) المنطقة  يحسب مف العلاقة  ( ) . وا 

 لتالية:ا

 ( )  
 ( )

 
        | |  (    )                    لمعقد الخارجية             

ىو عدد العقد الخارجية في الشجرة المدروسة، وبذلؾ نجد أف معدؿ التصنيؼ الخاطئ  | |حيث أف: 
ونحسبو مف  ( ) و بػ يساوي مجموع معدلات الخطأ في العقد الخارجية فييا، ولنرمز ل  لكامؿ الشجرة 

 العلاقة :
 ( )  ∑  ( )

  | |

                                                                 (    ) 

 .Tوىو يعبر عف تابع الشوائبية )عدـ النقاء( في الشجرة الكمية 
. )مثؿ الضرائب أو Tولنفترض الآف أف ىناؾ تكاليؼ أخرى قد تفرض عمى العقد الخارجية لمشجرة 

ف قيمة كؿ منيا تساوي  )قيمة موحدة لجميع العقد   الغرامات أو تخفيض الأسعار أو التمؼ(، وا 
 قد أصبح يساوي: tالخارجية(، فعندىا نجد أف معدؿ خطأ التصنيؼ المركب لكؿ عقدة خارجية 

  ( )   ( )                                                   (    ) 
 ويحسب مف العلاقة : ( )  مساوياً لػ  Tوبذلؾ يصبح معدؿ خطأ التصنيؼ المركب لكامؿ الشجرة 

  ( )  ∑   ( )

  | |

 ∑, ( )  -

  | |

 

 ( نجد أف:47-5وبناء عمى )
  ( )   ( )  | |                                                 (    ) 

ف ىذه  Tبما أف عممية التقميـ تيدؼ إلى حذؼ بعض فروع الشجرة و  والعقد الخارجية المتعمقة بيا، وا 
 ( ) ، لذلؾ يجب إعادة حساب tالفروع تشكؿ شجيرات فرعية، وتكوف أصوليا في أحد العقد الداخمية 

 مية التقميـ التالية .بعد كؿ عممية تقميـ، وذلؾ مف أجؿ التمييد لعم ( )  و ( )  و( )  و
. ولعدد العقد   بالرمز  Tمف الشجرة  tوالآف لنرمز لمشجرة الفرعية التي أصميا في العقدة الداخمية 

. وبطريقة مشابية (  )  ، ولمعدؿ خطأ التصنيؼ المركب فييا بالرمز |  |الخارجية المتعمقة بيا بػ 
 ( أف:49-5اً عمى )لممعالجة السابقة نجد أنو قياس

  (  )   (  )  |  |                  (    ) 
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بعد التقميـ ستصبح عقدة خارجية في الشجرة الجديدة، وبالتالي فإف معدؿ  tومف جية أخرى نجد أف العقدة 
 خطأ التصنيؼ المركب فييا يصبح مساوياً لػ

  ( )   ( )                                                   (    ) 
، ولذلؾ فإنو بعد عممية التقميـ tوىو عبارة عف معدؿ خطأ التصنيؼ المركب لمشجرة المتفرعة مف العقدة 

، لأنيما يعبراف عف معدؿ خطأ التصنيؼ المركب لنفس ( )  و (  )  يجب أف يتساوى المعدلاف 
 ؾ نضع بينيما المعادلة التالية:. لذل  الشجرة الفرعية 

  (  )    ( )                                                                           
 (  )  |  |   ( )                                                            

 تساوي:  ومنيا نجد أف 

  
 ( )   (  )

|  |   
                                                      (    ) 

( ) ,، فيذا يعني أف الفرؽ بيف   صغيرة بالنسبة لشجيرة محددة   فإذا كانت قيمة  يكوف  -(  )  
مف العقد الخارجية التي  |  |صغيراً، وبالعكس. وعندىا يكوف لدينا شجرة فرعية كبيرة وليا عدد كبير 

 ، وىذا ما يجعؿ عممية التقميـ مجدية .( ) ، قريباً مف (  ) ستجعؿ المقدار
، ويكوف ليا عدد قميؿ مف Tمف    كبيرة نسبياً فإنيا تقابؿ شجيرة فرعية صغيرة   أما عندما تكوف قيمة 

( ) ,، وبالتالي يكوف الفرؽ |  |العقد الخارجية  كبيراً نسبياً، وعندىا تكوف عممية التقميـ  -(  )  
 ليست ذات أىمية .
(، لاستخدامو 52-5مشابياً لمعلاقة ) ( ) ( تعريؼ تابع جديد Breiman 1984لذلؾ اقترح )بريماف 
ر قيمة ، وىي العقدة التي تقابؿ أصغ  ، التي تصمح لأف تكوف أصلًا لشجرة فرعية tفي تحديد العقدة 

ف ( ) لذلؾ التابع   يساوي: ( ) . وا 

 ( )  
 ( )   (  )

|  |   
                                                  (    ) 

 وىو: ( ) ولكنو قدـ تعريفاً آخر لحساب المعدؿ 
 ( )   ( )[      (   ⁄ ]                            (    ) 

 ( لمتقميـ بما يمي:Breiman 1984ونمخص خوارزمية )
 أولًا نتأكد مف أف شجرة التصنيؼ جاىزة لمتقميـ ثـ نقوـ بما يمي:

لجميع العقد الداخمية والخارجية في الشجرة مف  ( ) نقوـ بحساب معدلات خطأ التصنيؼ العادي  -1
بأسفؿ العقد الخارجية )كما في الشكؿ  اعمى يسار العقد الداخمية ونضعي ا(، ونسجمي54-5العلاقة )

(5-7. )) 
( ونسجميا عمى 53-5لجميع العقد الداخمية في الشجرة مف العلاقة ) ( ) نقوـ بحساب قيـ التابع  -2

 (( .7-5يميف العقد الداخمية )كما في الشكؿ )
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لمشجيرة الفرعية التي ستكوف أصلًا  tومنيا نحدد العقدة المقابمة  ( ) نبحث عف أصغر قيمة لمتابع  -3
صادؼ أكثر مف ن، التي يجب تقميميا، ثـ نحدد العقد المتفرعة عنيا استعداداً لحذفيا )يمكف أف   

 ( .  وأكثر شجيرة فرعية  tعقدة 
( ونعيد رسـ الشجرة المتبقية مع الحفاظ عمى أرقاـ 3المحددة في ) tنحذؼ العقد المتفرعة عف العقدة  -4

 المسجمة عمى يسار كؿ عقدة داخمية لأنيا لا تتغير . ( ) مى قيـ المعدلات العقد السابقة وع
لجميع العقد الداخمية في الشجرة المتبقية،  ( ) ( ونكرر إعادة حساب قيـ التابع 2نعود إلى الخطوة ) -5

 ونكرر ىذه الحمقات حتى نتوصؿ إلى الشجيرة الفرعية المؤلفة مف العقدة الأصمية )الجذر( فقط .
 : الآف لنأخذ شجرة التصنيؼ التالية : (5-5مثال )

 

1

32

654 7

1312

16

98 10 11

15

20

14

21

17 18 19

0.03150.5

0.0170.190.030.2

0.060.090.0150.08

0.01

0.05 0.01

0.02 0.01

0.05 0.0075
0.05 0.02

0.04

0.0875
0.10

0.010.020.01

0.01
0.05

0.030.01

0.01 0.015 
 ( شجرة تصنيف افتراضية7-5الشكل )

 ( ) برقـ واحد ىو قيمة الاحتماؿ تحتيا ( نلاحظ أف كؿ عقدة خارجية قد ميزت 7-5ومف الشكؿ )
ي يعبر عف نسبة مساىمة تمؾ (، وىو عبارة عف احتماؿ التصنيؼ الخاطئ، الذ54-5المحسوبة مف )

في معدؿ الخطأ الاجمالي، ولكف كؿ عقدة داخمية قد ميزت برقميف كتبا عمى يسارىا ويمينيا  tالعقدة 
 وىما:

، وىو يعير عف نسبة مساىمة تمؾ العقدة ( ) ىو قيمة المقدار  tإف الرقـ المكتوب عمى يسار العقدة 
 ( ) تمؾ العقدة عقدة خارجية )ورقة(. وىنا نلاحظ أف قيـ  في معدؿ الخطأ الاجمالي، فيما إذا أصبحت

تتناقص كمما تفرعت الشجرة إلى فروع أو أوراؽ متجانسة أو صافية وتصبح قيمو صغيرة جداً في العقد 
 الخارجية .

 (، فمثلًا نجد53-5المحسوب مف العلاقة ) ( ) ، فيو قيمة التابع tأما الرقـ المكتوب عمى يميف العقدة 
( مف 15( و)14( و)11( و)10( و)8تحسب عمى العقد الخارجية: )    عند العقدة  ( ) أف قيمة 
 ( فنجد أف :53-5العلاقة )

 ( )  
 ( )   (  )

|  |   
 

    (                        )

   
 

    

 
      



 الفصؿ الخامس                                           الجزء الخامس                                     

753 

 

( 20( و)19( و)18( و)17( و)7يحسب عمى العقد الخارجية: ) ( ) فإف  3  أما في العقدة 
 ( أف :53-5( فنجد مف العلاقة )21و)

 ( )  
 ( )   (  )

|  |   
 

     (                              )

   
 

     

 
       

 وىي تساوي: Tتحسب عمى جميع العقد الخارجية في الشجرة  (   )في العقدة  ( ) وكذلؾ نجد أف قيمة 
 ( )  

    (                                                       )

    
  

 
         

  
                                                                                                                               

 ولإجراء عممية التقميـ نتبع الخطوات التالية :
المكتوبة عمى يميف العقد الداخمية ثـ نحدد أصغرىا، فتكوف العقدة  ( ) ندرس جميع قيـ التابع   -1

ىي العقدة المرشحة لتكوف عقدة خارجية )ورقة(، لذلؾ نعتبر  ( ) المقابمة لأصغر قيمة لػػ  tالداخمية 
لمشجرة الناتجة عف ىذه  تمؾ العقدة عقدة خارجية ونحذؼ جميع الفروع والعقد الصادرة عنيا، ونرمز

المقابمة لمعقدة  0.0075ىي  ( ) . وفي مثالنا ىذا نجد أف أصغر قيمة لػػ    الخطوة الأولى بػػ 
(، لذلؾ نعتبر ىذه العقدة عقدة خارجية ونحذؼ جميع الفروع والعقد الصادرة عنيا، ونضع قيمة 12)

(  ) تحتيا . عمماً بأف  ( )        
( )أسلافيا(، بما 12لجميع العقد الداخمية السابقة لتمؾ العقدة ) ( ) بحساب قيـ التابع  نعود ونقوـ  -2

 :التالية   (، فنحصؿ عمى الشجرة المقابمة ليذه الخطوة وىي الشجرة1في ذلؾ عقدة الجذر الأصمي )
1

3

7

9 13

64 5

2

14 15 18 19

8 10 11 12

0.03750.5

0.02330.190.030.2

0.010.100.060.090.0150.08

0.04

0.020.050.010.05

0.050.010.020.01

0.030.01
0.02 0.01

                  

                   

 
   ( نتيجة التقميم الأول 8-5الشكل )

 قد تـ حسابيما كما يمي : ( )  و ( )  و ( ) ير إلى أف قيـ وىنا نش
 ( )  

     (              )

   
                           

 

 ( )  
     (                   )

   
         

 

 ( )  
    (                                            )
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( 7-5مى العقد الداخمية التي في الفرع الأيسر فتبقى ثابتة كما كانت عميو في الشكؿ )ع ( ) أما قيـ 
 السابؽ .

عند جميع العقد الداخمية المتبقية،  ( ) ( وندرس مف جديد قيـ التابع 1نعود الآف إلى الخطوة )  -3
لأف تكوف عقدة ونحدد أصغر تمؾ القيـ، ونعتبر العقدة الداخمية )أو العقد( المقابمة ليا مرشحة 

ىي  ( ) خارجية، ثـ يتـ حذؼ العقد المتفرعة عنيا. وفي ىذه الخطوة نجد أف أصغر قيـ 
 ( ) ( ) وكذلؾ         )مف الفرع الأيسر( .      

لذلؾ نعتبر ىاتيف العقدتيف عقدتيف خارجيتيف )ورقتيف( ونحذؼ العقد التي تتفرع عنيما، فنحصؿ عمى 
 التالية :   لخطوة، والتي سنرمز ليا بػػ الشجرة المقابمة ليذه ا

1

3

74 5

2

9

6

8 10 11

0.054
0.5

0.10

0.2

0.05

0.060.09

0.19

0.08

0.04

0.05

0.02

0.027

0.01

0.02

0.01

 
   ( نتيجة التقميم الثاني 9-5الشكل )

 

 ( فنجد مثلًا أف:7( و)6المقابمة لمعقد السابقة لمعقدتيف ) ( ) ثـ نقوـ بحساب قيـ 
 ( )  

     (         )

   
                                                             

 

 ( )  
    (                             )

   
       

 

( 9-5المقابمة لمعقد الأخرى عمى الفرع الأيسر ووضعناىا عمى الشكؿ ) ( ) وكذلؾ حسبنا قيـ 
 .   فحصمنا عمى الشجرة 

( التي 0,02ىي ) ( ) غر قيمة لػ ( ونكرر تعميماتيا، فنجد أف أص1نعود مرة أخرى إلى الخطوة )  -4
( عقدة خارجية، ونحذؼ العقدتيف المتفرعتيف عنيا 4(، لذلؾ نجعؿ العقدة )4تقابؿ العقدة الداخمية )

. وىكذا نتابع ونعود ونكرر تعميمات   ، فنحصؿ عمى الشجرة المقممة T( مف الشجرة 9( و)8)
 ( )  الداخمية )العقد( المقابمة لأصغر قيمة لػػ(، ونكرر الحسابات، ثـ نبحث عف العقدة 1الخطوة )

( فنحصؿ عمى الشجرة 11( و)10( و)5( و)4(، لذلؾ نحذؼ العقد )2فنجد أنيا ىي المقابمة لمعقدة )
( . ثـ نكرر ذلؾ فنحصؿ عمى 11( و)10( و)5( و)4التي لا تحتوي عمى العقد )   المقممة 



 الفصؿ الخامس                                           الجزء الخامس                                     

755 

 

( . وأخيراً نحصؿ عمى الشجرة المقممة 7( و)6ى العقدتيف )، التي لا تحتوي عم  الشجرة المقممة 
ذا حذفنا العقدتيف )3( و)2التي تتألؼ مف العقدتيف )    ( نحصؿ عمى الشجرة 3( و)2( فقط . وا 

 المقممة الأخيرة، التي تتألؼ مف عقدة واحدة فقط ىي عقدة الأصؿ .
 ( في الجدوؿ التالي :7-5السابقة )وأخيراً نمخص نتيجة عمميات التقميـ المتتالية لمشجرة 

 ̅  حتى    ( نتائج التقميم المتتالي من 5-5جدول )

رقـ الشجرة 
 المقممة

العقد التي يجب 
     حذفيا مف 

احتماؿ الخطأ 
الاجمالي 
 (    ) 

عدد العقد 
الخارجية 

| | 

رقـ العقدة 
المقابمة 
  للأصغر 

أصغر قيمة 
أو   لػ 
 ( ) بع لمتا

رقـ الخطوة 
k 

 0 0 البداية 11 0.185 قيد الدراسة   
   2+20+17+10 0.20 9 12 0.0075 1 

   
12+13+14+ 
15+18+19 

0.22 6 9+6 0.01 2 

   9+8 0.25 5 4 0.02 3 
   11+10+5+4 0.34 3 2 0.045 4 
   7+6 0.39 2 3 0.05 5 
   3+2 0.50 1 1 0.11 6 
( تتزايد كمما 5-5: نلاحظ أف احتمالات الخطأ الاجمالي المبيف في العمود الخامس مف الجدوؿ )ملاحظة

ازدادت خطوات التعميـ. وىذا يعني أف التقميـ الشديد يزيد مف احتماؿ الخطأ الاجمالي لذلؾ فإف عممية 
 الخطأ الاجمالي . التقميـ تطبؽ عمى الأشجار الكبيرة، وتتوقؼ عف حد معيف لاحتماؿ

 :[Webb. 2002 P.236]طرائق اختبار جودة تصميم شجرة التصنيف  5-9
بعد إنجاز عمميتي التفريع والتقميـ لشجرة التصنيؼ وتقدير معدؿ الخطأ فييما . سنستعرض بعض طرائؽ 

 اختبار جودة التفريع والتقميـ وأىميا:
 : طريقة استقلال التجارب  -1

لمصداقية بيانات العينة، وىذه    ومجموعة مف الاختبارات    نات ميدانية لنفترض أنو لدينا مجموعة بيا
 المجموعة تتجمع بواسطة مجموعة مف القرارات ضمف مجموعتيف تقريباً . وذلؾ وفؽ الخطوات التالية :

 بواسطة تفريع جميع العقد الممكنة، حتى تصبح جميع Tلتشكيؿ الشجرة    نستخدـ المجموعة  -أ 
العقد الخارجية نقية وصافية، أي حتى تكوف جميع عناصر العينة في كؿ عقدة خارجية تنتمي إلى 
مجموعة واحدة )فئة واحدة(، ولكف ىذا يمكف أف لا يتحقؽ بسبب تداخؿ التوزيعات الاحتمالية. لذلؾ 

ة أقؿ يمكف اتباع بديؿ آخر لإيقاؼ التفريع وذلؾ عندما يصبح عدد العناصر في كؿ عقدة خارجي
مف عدد محدد مسبقاً، أو عندما يصبح عدد العناصر في العقدة اليسرى أو اليمنى مساوياً لمصفر 

 أو الواحد .
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، وذلؾ   نستخدـ خوارزمية التقميـ لتوليد أعشاش )خصائؿ( مف الأشجار الفرعية نرمز ليا بػػ   -ب 
 .   اعتماداً عمى مجموعة الاختبارات 

 فييا أصغر ما يمكف . (  ) التي تكوف قيمة تابع الشوائبية    ة نختار الشجرة الفرعي -ج 
 ( :Cors - Validationطريقة المصداقية الاجمالية )  -2

مجموعة أو منطقة  vإلى    إن طريقة المصداقية الاجمالية تقتضي أن نقوم بتقسيم المجموعة 
 منفصمة ىي:

                                                                    (    ) 
 وبحيث تكوف أحجاميا متساوية تقريباً )حجـ كؿ منيا يساوي 

 
 . ) 

 يساوي :   وأية مجموعة جزئية  Lثـ نفترض أف الفرؽ بيف المجموعة الكمية 
                                                                               (    ) 

تحقؽ  ( ) لمشجرة الفرعية المقممة، التي تكوف كؿ العقد فييا لدييا قيمة لمتابع  ( ) وسنرمز بػ 
( ) الشرط التالي  في الشجرة . وعندىا تكوف الشجرة  ( ) ىو أصغر قيمة التابع   ، حيث   

يتـ اختياره أو  k( . وحيث أف kة الفرعية المقممة في المرحمة )الشجر    مساوية لمشجرة  ( ) 
 تحديده بحيث يحقؽ العلاقة التالية:

                       (       )                                           (    ) 
 وعندىا نجد أف خطوات اختبار المصداقية الاجمالية تكوف كما يمي:

بواسطة تفريع كؿ العقد كما ورد في طريقة استقلاؿ  Tلتوليد الشجرة    المجموعة نستخدـ  -1
 التجارب السابؽ .

نستخدـ خوارزمية التقميـ لتوليد أعشاش )خصائؿ( مف الأشجار المقممة نرمز ليا عمى الترتيب   -2
 كما يمي:

                       ( )                      (    ) 
، ونحدد المجموعة التي تصنؼ في   لتوليد الشجرة الفرعية    نستخدـ المجموعة الجزئية  -3

 .              العقدة الخارجية المناسبة، وذلؾ مف أجؿ :   
 .   نستخدـ خوارزمية التقميـ لتوليد أعشاش مف الأشجار الفرعية المقممة  -4
)تقدير المصداقية الاجمالية لمعدؿ  (  )   ر المصداقية الاجمالية نحسب قيمة مؤش -5

 التصنيؼ الخاطئ( مف العلاقة :

   (  )  
 

 
∑  [  (√       )]

 

   

                               (    ) 

، وذلؾ لمشجرة الفرعية         خاطئ في المنطقة ىو تقدير معدؿ التصنيؼ ال   حيث أف:     
  (√       ) . 
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 الصغرى التي يكوف فييا :   نختار الشجرة الفرعية المقممة  -6
   (  )     ,   (  )                                                             (    ) 

 قدر معدؿ التصنيؼ الخاطئ مف العلاقة :ن -7
 ̃(  )     (  )                                                                               (    ) 

إف الإجراءات السابقة تستخدـ في عدة تطبيقات لشجرة التصنيؼ . وذلؾ خلاؿ عمميات الإنشاء والتقميـ، 
يما في تقنية واحدة لمحصوؿ عمى الحجـ الصحيح لمشجرة الناتجة عف المتحولات المستمرة أو ويمكف دمج

 المنقطعة أو المرتبة أو الأسمية أو المتضمنة مجموعات بيانات مختمفة مف أنواع ىذه المتحولات .
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 السادسالفصل 
 التحليل اللوجس تي

 

 

 تمييد: -6-1

صر المجتمع المدروس إلى مجموعتيف أو أكثر، وذلؾ باستخداـ ييدؼ التحميؿ الموجستي إلى تصنيؼ عنا
 التوزيع الاحتمالي الموجستي المعرؼ بالعلاقة التالية:

 ( )  
 

   ̅(     )
                                            (   ) 

حتماؿ المقابؿ لو ويأخذ قيمو ىو الا P(x)ىو شعاع المتحولات المؤثرة في عمميات التصنيؼ و Xحيث 
 ، وىو يرسـ في المستوى المنحني التالي :-   ,في المجاؿ 

0.5

1

0.5 1

(X)P

X

0

 
 ( منحني التوزيع الموجستي1-6الشكل )

 وىناؾ نوعاف لمتحميؿ الموجستي ىما: الثنائي والمتعدد :
ياً ويأخذ حالتيف متنافيتيف )نجاح أو نوع Y: وفيو يشترط أف يكوف التابع التحميل الموجستي الثنائي -1

فشؿ، ربح أو خسارة، مدخف أو غير مدخف، حامؿ لممرض أو غير حامؿ لو، محقؽ لشرط ما أو 
( واحد، وأف يأخذ 1غير محقؽ لو، ...الخ(، وأف يأخذ مقابؿ الحالة المرغوبة الأولى القيمة العددية )

المؤثرة في التصنيؼ فيمكف أف تكوف  Xما المتحولات ( صفر. أ0مقابؿ الحالة الثانية القيمة العددية )
كمية أو نوعية أو مختمطة، وتأخذ قيميا ضمف مجالات أو فئات محددة، ولا يشترط عمييا أف تحقؽ 

 أية شروط مسبقة .
نوعياً ويأخذ عدة حالات متنافية )مستوى  Y: وفيو يشترط أف يكوف التابع التحميل الموجستي المتعدد -2

( ومقابؿ 1ة العمؿ، الحالة الاجتماعية، ...الخ( وأف يأخذ مقابؿ إحدى الفئات القيمة )التعميـ، حال
 ( .0الفئات المتبقية القيمة )
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( مف 33-3( و)32-3ولتوضيح الأساس الرياضي لمنموذج الموجستي الثنائي نعود إلى العلاقتيف )
والاحتماليف السابقيف    و   تيف لممجموعتيف المقابم   و   الفصؿ الثالث، المتيف تعطيانا المنطقتيف 

 .   و   ولممتحوليف الخاضعيف لمتوزيع الطبيعي    و   
⁄  ) 0ولنفترض الآف أف تكاليؼ التصنيؼ الخاطئ متساوية  )   (  ⁄ فعندىا نجد أف   1أي أف(

 ( تأخذ الشكؿ التالي:32-3العلاقة )
   ( ̅   ̅ )

    
     

 

 
( ̅   ̅ )

   
  ( ̅   ̅ )    (

  

  
*         (   ) 

.  وبما أف: 
  

  
/     .

  

  
 ( كما يمي:2-6فإنو يمكننا كتابة ) /

   (
  

  
*   

 

 
( ̅   ̅ )

    
  ( ̅   ̅ )  ( ̅   ̅ )  

             (   ) 
 ( كما يمي:3-6فإنو يمكننا كتابة )        وبما أف 

  (
  

  
*    (

  

    
*                                                    (   ) 

 تقدراف مف بيانات العينة وحصراً مف العلاقتيف : Bو  حيث أف 
 ̃    

 

 
( ̅   ̅ )

    
  ( ̅   ̅ )                                     (   ) 

 

 ̃     ( ̅   ̅ )  
                                                               (   ) 

 ( فنجد أنو يمكننا صياغتيا كما يمي:4-6نعود إلى العلاقة )
  

    
                                                                            (   ) 

 :الموجب فنجد أف   نقسـ بسط ومقاـ الطرؼ الأيسر عمى 
 

 
  

  
                                                                                        

 ثـ نأخذ مقموب الطرفيف فنجد أف:
 

  
   

 

     
  ̅(    )                                                        

 

 

  
     ̅(    )                                                                       

 ثـ نأخذ مقموب الطرفيف مرة أخرى فنجد أف:

   
 

   ̅(    )
  ( )                                            (   ) 

-3، وىكذا تصبح القاعدة )-   ,قيمو المستمرة في المجاؿ وىي صيغة النموذج الموجستي الذي يأخذ 
 ( عمى الشكؿ التالي :32
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إذا كانت قيمة التابع الموجستي :    عنصراً جديداً مف المجتمع فإننا نصنفو في    إذا كاف لدينا 
 

   ̅(     )
معموـ لأنو عبارة عف نسبة )وىو    أصغر مف قيمة الاحتماؿ السابؽ  (  )  
 في المجتمع ( .   المجموعة 

، ويمكننا تمثيؿ   في المجموعة    ، فإننا نصنؼ   أكبر مف الاحتماؿ  (  ) أما إذا كانت قيمة 
 ذلؾ بيانياً كما يمي:

1

1P 1( )P x P

( ) 1P x 

1G

2G

0x
0x

( )P x

X

0( )P x

0( )P x

 
 (: قاعدة التصنيف لمنموذج الموجستي2-6الشكل )

ذا كانت أكبر   ينتمي إلى    فإف    أصغر مف  (  ) ومنو نلاحظ أنو إذا كانت قيمة التابع  ، وا 
 .   ينتمي إلى    فإف    مف 

 X( طالباً، لمعرفة علاقة متوسط عدد ساعات الدراسة يومياً 20: لنفترض أف دراسة شممت )(1-6مثال )
( في حالة الرسوب . 0( في حالة النجاح والقيمة )1، الذي يأخذ القيمة )Yللامتحاف مع نتيجة اجتيازىـ 

 وكانت نتائج الاستبياف كما في الجدوؿ التالي :
 [ :Wikipedia.org(: نتائج الاستبيان لعلاقة عدد الساعات بنتيجة الامتحان ]1-6جدول )
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 i رقـ الطالب 
2.50 2.25 2.00 1.75 1.75 1.50 1.25 1.00 0.75 0.50 Xعدد الساعات : 
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 Yنتيجة الامتحاف : 

 يتبع
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 i رقـ الطالب 
5.50 5.00 4.75 4.50 4.25 4.00 3.50 3.25 3.00 2.75 Xعدد الساعات : 
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 Yنتيجة الامتحاف : 

 فة مدى تأثير عدد ساعات الدراسة عمى احتماؿ النجاح .ونريد الآف معر 
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  ، أي أف المعدؿ العاـ لمنجاح      ومف الجدوؿ السابؽ نلاحظ أف عدد الناجحيف
  

  
 

 .       ، وبالمقابؿ نجد أف المعدؿ العاـ لمرسوب     
ذا أردنا رسـ شكؿ الانتشار ليذه البيانات، فإننا نلاحظ أف المتحوؿ ال ىو متحوؿ مستمر  Xمستقؿ وا 

 . -     ,ويأخذ قيمو في المجاؿ 
في حالة النجاح،  (   )فيو متحوؿ منقطع وثنائي القيمة، فيو يأخذ القيمة  Yأما المتحوؿ التابع 

ذا قمنا برسـ النقاط 0ويأخذ القيمة )  Yعمى المستوى نجد أف قيـ  (     )( في حالة الرسوب. وا 
المساوية لمواحد فتتوضع عمى  Yوتميؿ نحو الجانب الأيسر، أما قيـ    عمى المحور  الصفرية تتوضع

وتميؿ نحو الجانب الأيمف . ويوجد بعض النقاط المتقابمة في المنطقة الوسطى كما  (   )المستقيـ
 ىو مبيف عمى الشكؿ التالي :

0.5

1

1 2 3 4 5 6
 

 ات(: شكل الانتشار لمبيان3-6الشكل )
 والسؤاؿ الآف كيؼ سنتعامؿ مع ىذا الشكؿ العجيب؟

( 1-5وللإجابة عمى ىذا السؤاؿ ندرس بعض خصائص الظواىر الثنائية مف خلاؿ بيانات المثاؿ )
 السابؽ .

 خواص الظواىر الثنائية :2-6-
افؽ، نعـ أو لا، فقط ]موافؽ أو غير مو  ̅ و  إف الظواىر الثنائية ىي عبارة عف توابع ثنائية تأخذ حالتيف 

قيمة Yنجاح أو فشؿ، ربح أو خسارة، قبوؿ أو رفض، ...الخ[ . ولقد أصطمح عمى إعطاء التابع الثنائي 
 ̅  ( عندما تحقؽ الحالة غير المرغوبة0، وقيمة الصفر )A( عندما تتحقؽ الحالة المرغوبة 1الواحد )

أية ظاىرة ثنائية كانت نتائج تمؾ ( تجربة عمى =100n(. ولنفترض أنو عند إجراء )A)عدـ تحقؽ 
 التجارب التي تخضع لتوزيع )برنويممي( كما في بالجدوؿ التالي :
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 Yتجربة عمى  100(: مخطط جدولي لتوزيع )برنويممي( لـ 2-6جدول )
̅  المجموع  الحالة         
 Yقيمة التابع  1 0 ----

 احتماؿ التحقيؽ          
 عدد التكرارات المطمقة              
 توزع عدد التجارب 60 40      

ف عناصرىا تتوزع حسب   بحجـ Yمرة سنحصؿ عمى عينة مف قيـ   وعندما نكرر ىذه التجربة  ، وا 
 ( عمى مجموعتيف ىما:2-6الجدوؿ )
موعة الناجحيف[، وتضـ ]مج (   ): وىي مجموعة العناصر التي تقابؿ القيـ   المجموعة  -

ف pعنصراً، ويفترض أف يكوف احتماؿ تحققيا في كؿ تجربة ثابتاً ويساوي     يقدر مف  p، وا 
 ̃  

  

 
 

  

   
  . 

]مجموعة الراسبيف[ وتضـ  (   ): وىي مجموعة العناصر التي تقابؿ القيـ    المجموعة  -
.       ؿ تحققيا في كؿ تجربة يكوف ثابتاً ويساوي عنصراً، ويفترض أف يكوف احتما   

̃ ويقدر مف:   
  

 
 

  

   
 . 

وبناءً عمى نتائج ىذه التجارب يمكننا تعريؼ عدة مؤشرات تستخدـ في التحميؿ الموجستي أىميا 
 ( .oddsالأرجحية )

 ( مفيوم الأرجحيةoddsوتعريفيا )يات الرىاف في الظواىر : يعود ظيور مفيوـ الأرجحية إلى عمم
 الثنائية )نجاح أو فشؿ( .

ذا قاـ اللاعباف بإجراء  ̅ للاعب    مقابؿ    تساوي  Aحيث يقاؿ: إف إمكانية فوز اللاعب  . وا 
تجربة منيا، فإف تعريؼ       تجربة وخسر       بػ  Aتجربة وفاز اللاعب       

 يعطى بالعلاقة التالية: ̅ عمى اللاعب  Aالأرجحية لحادث فوز اللاعب 

    ( )  
  

  
 

عدد مرات تحقؽ فوز  
عدد مرات عدد فوز ̅ 

 
  

  
 

 

 
 

   

 
             (   ) 

  . وىنا يفضؿ اختصار الكسر  40مقابؿ  60تساوي  ̅ عمى  Aوعندىا نقوؿ أف إمكانية فوز 

  
إلى  

.صحيحيف مثؿ آخر عدديف 
 

 
نو مف  2مقابؿ  3تساوي  ̅ عمى  A، ونقوؿ إف إمكانية فوز / . وا 

.الأفضؿ تحويؿ الكسر الأخير إلى نسبة عدد إلى الواحد مثؿ 
   

 
تساوي  ̅ عمى  A، ونقوؿ أف فوز /

 ( .1,5:1 ̅ . )ويكتب بالعكس بالنسبة لػ       . ونكتب ذلؾ عمى الشكؿ  1مقابؿ  1.5
 بالعلاقة : ̅ بطريقة مشابية نعرؼ الأرجحية لفوز اللاعب و  -

    ( ̅)  
  

  
 

عدد مرات تحقؽ فوز ̅ 
عدد مرات عدد فوز  

 
  

  
 

 

 
 

 

   
             (    ) 
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 ومف التعريفيف السابقيف نستنتج أف: -
    ( ̅)  

 

    ( )
                                                        (    ) 

 

    ( )      ( ̅)                                                       (    ) 
 

 (: ويعرؼ بالعلاقة التالية :Aتعريؼ احتماؿ تحقؽ فوز اللاعب ) -
 ( )  

  

     
 

  

 
   

  

   
      

   

     
          (    ) 

 

 : ويعرؼ بالعلاقة التالية :(̅ )احتماؿ تحقؽ فوز اللاعب  -
 ( ̅)  

  

     
 

  

 
   

  

   
      

 

     
          (    ) 

 ( نستخمص أف:14-6( و)13-6ومف العلاقتيف )
 ( )   ( ̅)                                                            (    ) 

كما يمكننا استخلاص العلاقة التي ترتبط بيف الأرجحية واحتماؿ تحقؽ حالتيا، حيث نجد أنو يمكننا كتابة 
 ( كما يمي:9-6العلاقة )

    ( )  
  

  
 

  

 
  

 

 
 ( )

 ( ̅)
 

 

 
 

 

   
                        (    ) 

 وكذلؾ نجد أف:

    ( ̅)  
  

  
 

  

 
  

 

 
 ( ̅)

 ( )
 

 

 
 

   

 
                        (    ) 

( في آخر ىذا 7-6( في عمميات استخراج التابع الموجستي ]انظر الفقرة )16-6وسنستخدـ العلاقة )
 مفيوـ الأرجحية وعلاقتيا باحتمالات الظواىر الثنائية(.الفصؿ حوؿ 

 : الثنائي الموجستياستخراج النموذج -6-3
( لمنجاح 1(( ىو تابع ثنائي ويأخذ إحدى القيمتيف )1-6)نتيجة الطالب في المثاؿ ) Yلقد رأينا أف التابع 

مف وجية نظر نظرية لا يصمح  Y( نلاحظ أف ىذا التابع 2-6( لمرسوب، ومف شكؿ الانتشار )0و)
. لذلؾ يجب البحث Xالانحدار، لأف يكوف نتيجة لأي تركيب خطي )أو غير خطي( لممتحوؿ المستقؿ 

 مرتبط بو ويعبر عنو ويوصمنا معو . Yعف بديؿ لمتابع 
 x، عند قيمة معطية (   )القيمة  Yومف جية أخرى نجد أف الاحتماؿ الشرطي لأف يأخذ التابع 

 ، ونكتب ذلؾ عمى الشكؿ التالي:  إلى المجموعة  xينتمي العنصر المعموـ يساوي احتماؿ أف 
 (   ⁄ )   (    ⁄ )    ( )  (    )             الاحتماؿ اللاحؽ لػ   
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، وىو -     ,، وىو تابع مستمر ويأخذ قيمو في المجاؿ xوىو احتماؿ النجاح عند أية قيمة معطية 
مع المتحوؿ  ( )  ، لأنو أصبح مف الممكف رياضياً دراسة علاقة Yوف بديلًا عف يصمح لأف يك

 . xالمستقؿ 
ذا استطعنا أف نجد العلاقة بيف ىذا الاحتماؿ  ، فإننا نكوف قد تجاوزنا المشكمة، Xوالمتحوؿ  ( )  وا 

 . Xعبر  Yالتي واجيتنا أثناء تمثيؿ 
، حتى نستطيع أف Xالمقابمة لجميع قيـ  ( )  نقوـ بإيجاد قيـ وىكذا نجد أنو يجب عمينا الآف أف 

 . X، ثـ استخلاص علاقة الانحدار بينيما دوف وضع شروط مسبقة عمى المتحوؿ Xنقابميا مع قيـ 
 ( التي تأخذ الشكؿ التالي:33-2اللاحقة مف علاقات )بايز( ) ( )  لذلؾ نقوـ بحساب قيـ الاحتمالات 

  ( )   (   ⁄ )  
   (   ⁄ )

   (   ⁄ )     (   ⁄ )
                         (     ) 

 

⁄   ) حيث أف:  ⁄   ) و  ( عمى    و   ضمف المجموعتيف  Xىما التوزيعاف التجريبياف لػ   (
 المختمفة كمايمي: Xمرة( مف التكرارات النسبية المقابمة لقيـ  n الترتيب، وىما يحسباف )يعد تكرار التجربة

 (   ⁄ )  
  ( )

 
                                                                     (    ) 

 (   ⁄ )  
  ( )

 
                                                                     (    ) 

        حيث أف:   
 . ( )ىو عدد تكرار مرات النجاح مقابؿ القيمة  ( )  وأف:     
 . ( )ىو عدد تكرار مرات الرسوب مقابؿ القيمة  ( )  وأف:     

 كؿ التالي :ىي علاقة انحدار خطية مف الش Xو ( )  وبعدىا يمكننا أف نفترض أف العلاقة بيف 
 ̃ ( )                                                                          (    ) 

بطريقة المربعات الصغرى أو بطريقة الإمكانية العظمى، فنحصؿ عمى   و  ثـ نقوـ بحساب تقدير لػ 
 ( السابؽ.3-6مى الشكؿ ). كما ىو مبيف ع  و   مستقيـ محدد يفصؿ بيف المجموعتيف

.  Xالواقعة عمى ذلؾ المستقيـ مقابؿ كؿ قيمة لػ  ( ) ̃ ومنو نحسب القيـ النظرية للاحتمالات اللاحقة 
 مف العلاقة : ( ) ̃ ثـ نقوـ بحساب الاحتمالات اللاحقة المتممة لو: 

 ̃ ( )     ̃ ( )                                                           (    ) 
 وفؽ القاعدة التالية: xونصنؼ أي عنصر جديد  ( ) ̃ مع  ( ) ̃ وأخيراً نقوـ بمقارنة 

( )  إذا      (    )          )في مجموعة الناجحيف (   في المجموعة  xنصنؼ  ( )   
ذا كاف                      ( )  وا   )في مجموعة الراسبيف (   في المجموعة  xنصنؼ  ( )   

 ( يوضح ذلؾ .3-6والخط المستقيـ عمى الشكؿ )
صغيرة ( .    ( يظير لنا أف جودة التمثيؿ لذلؾ المستقيـ ضعيفة جداً )لأف قيمة 3-6ولكف الشكؿ )

، ومف أجؿ البحث Xو ( )  ة بيف لذلؾ كاف لابد مف البحث عف حؿ آخر أو نموذج آخر لتمثيؿ العلاق
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بتابع مستمر جديد  ( )  ( ونستبدؿ 16-6عف تمؾ العلاقة، سنحاوؿ الاستفادة مف شكؿ العلاقة )
-6مف خلاؿ العلاقة ) ( )  ، والذي يعرؼ بدلالة الاحتماؿ (odds)ومناسب، وىو متحوؿ الأرجحية 

 ( والتي تأخذ الشكؿ التالي :16

    ( )  
  ( )

    ( )
 

احتماؿ تحقؽ  
احتماؿ عدـ تحقؽ  

 
  

  

                 (    ) 
 

، أو احتماؿ أف ينتمي العنصر x( عند القيمة 1القيمة ) Yىو احتماؿ أف يأخذ التابع  ( )  حيث أف: 
x  ونكتب ذلؾ كما يمي :  إلى المجموعة ، 

  ( )   (     )   (   ⁄ )                                   (    ) 
، نفترض أنيما يرتبطاف بعلاقة X( والمتحوؿ المستقؿ oddsولإيجاد علاقة الانحدار بيف ىذه الأرجحية )

 ( السابقة، والتي نكتبيا كما يمي:4-6خطية لوغاريتمية كالعلاقة )
  (    )    4

  ( )

    ( )
5                                   (    ) 

 ويكتب عمى الشكؿ التالي : (( )  )     ويسمى التابع الموغاريتمي الأيسر باسـ 
     ,  ( )-    6

  ( )

    ( )
7    (    )                   (    ) 

ثم ( odds)إلى ( 26-6) في بو حسالم ( )  ىو عبارة عن تحويل الاحتمال  -( )  ,     أي أن التابع 
0   إلى الشكل الموغاريتمي

  ( )

    ( )
،  ,      -وىو عبارة عن تابع مستمر ويأخذ قيمو في المجال ، 1

( )    لدينا لأنو     فيكون،    
  ( )

    ( )
0     وبالتالي فإن ،    

  ( )

    ( )
1     

ىي خطية  Xوالمتحول  -( )  ,     يمكننا أن نفترض أن العلاقة بين التابع ( 28-6( و)27-6)ومن ، 
 وتأخذ الشكل التالي :

     ,  ( )-         (    )                              (    ) 
  و  (، يمكننا إيجاد تقديرات لػ 28-6مف العلاقة ) -( )  ,     وبعد حساب القيـ العددية لػ 

 بتطبيؽ طريقة المربعات الصغرى أو طريقة الامكانية العظمى .
 التالي : ( فنجد أنو يمكننا كتابتيا عمى الشكؿ27-6والآف نعود إلى العلاقة )

  ( )

    ( )
                                                 (    ) 

 كما يمي: ( )  ومنيا يمكننا أف نستخرج 
 فنجد أف: ( )  نقسـ البسط والمقاـ في الطرؼ الأيسر عمى 

 

 
  ( )
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 ثـ نأخذ مقموب الطرفيف فنجد أف:
 

  ( )
   

 

     
  ̅(    )                                       

 

 

  ( )
    ̅(    )                                                        

 فنجد أف:ثـ نضرب البسط والمقاـ بالحد الأسي طرفيف مرة أخرى نأخذ مقموب ال

  ( )  
 

   ̅(    )
 

     

       
                                  (    ) 

 ( نجد أف:6-18وبناء عمى )

 (   ⁄ )    ( )  
 

   ̅(    )
 

     

       
                 (    ) 

( . وىنا نلاحظ أف ىذا المنحني 3-6وىو عبارة عف منحني التابع الموجستي المرسوـ عمى الشكؿ )
،   يختمؼ جذرياً عف المستقيـ المرسوـ عمى نفس الشكؿ، لأنو يقترب بطرفو الأيسر مف نقاط المجموعة 

   إلى  xوىو يعطينا بدقة أفضؿ، احتماؿ أف ينتمي  ،  ويقترب بطرفو الأيمف مف نقاط المجموعة 
 . Xمف قيـ  xمقابؿ كؿ قيمة 

 مف العلاقة : ( )  ولحساب الاحتماؿ المتمـ لو نقوـ بحساب 

  ( )      ( )    
 

   ̅(    )
 

 ̅(    )

   ̅(    )
                  (    ) 

 البسط والمقاـ عمى البسط نحصؿ عمى أف:وبتقسيـ 
  ( )   (   ⁄ )  

 

       
                                                          (    ) 

 لإحدى المجموعتيف نطبؽ القاعدة التالية: xلاتخاذ قرار حوؿ انتماء أي عنصر : قاعدة
( )   نصنؼ   في المجموعة    إذا كاف ( )   
( )   نصنؼ   في المجموعة    إذا كاف ( )   

                                     (    ) 

وأف    حمت محؿ    ( يوضح ذلؾ ] مع ملاحظة أف 3-6والمنحني المنطقي الممتوي عمى الشكؿ )
 . ([2-6مف الشكؿ )   حمت محؿ    

، وذلؾ بأخذ نسبة الاحتماليف x( السابقة لتصنيؼ العناصر 35-6ويمكننا تطوير أو تعديؿ القاعدة )
( )  التاليف 

  ( )
 فنجد أف :  

  ( )

  ( )
 

 
   ̅(    )

 ̅(    )

   ̅(    )

                                                     (    ) 

 كما يمي: xوبذلؾ تصبح قاعدة التصنيؼ لأي عنصر 
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 إذا كانت النسبة :   إلى المجموعة    : نصنؼ أي عنصر قاعدة
  (  )

  (  )
                                                             (    ) 

 إذا كانت النسبة :   إلى المجموعة  xونصنؼ 
  (  )

  (  )
                                                             (    ) 

ويمكف تحويؿ ىذه القاعدة إلى الشكؿ الخطي بأخذ الموغاريتـ الطبيعي لمطرفيف فنحصؿ عمى القاعدة 
 التالية .
إذا كانت قيمة التركيب الخطي موجبة أو غير سالبة،    إلى المجموعة    ؼ أي عنصر : نصنقاعدة

 أي إذا كاف :
                                                                               (    ) 

 
 ف :إذا كانت قيمتو سالبة، أي إذا كا   إلى المجموعة  xنصنؼ أي عنصر 

                                                                               (    ) 
وبذلؾ نحصؿ عمى توابع تمييزية فاصمة بيف المجموعات بأساليب متعددة . ولكف الاختلاؼ بيف ىذه 

التوزيعات الاحتمالية  القاعدة والقواعد الخطية )في الفصوؿ السابقة(، ىو أنيا تستند عمى النسبة بيف
 .   و   اللاحقة لممجموعات بينما كانت القواعد السابقة تعتمد عمى النسبة بيف الاحتمالات السابقة 

بطريقة الامكانية   و  يساعدنا في الحصوؿ عمى تقدير لػ   ( )  ( لػ32-6كما إف شكؿ العلاقة )
 العظمى .
 ( بمتحول واحد: MLEوجستي )بطريقة الامكانية العظمى : تقدير معالم النموذج الم4-6-

(Maximum Likelihood Estimation )X .Webb P.159] ضافة  . ] بتصرف وا 
يعتمد عمى بيانات إحصائية  MLEبطريقة الإمكانية العظمى   و  إف تقدير معالـ النموذج الموجستي 

ت، ويرتبط بتصميـ المعاينة التي تطبؽ عمى معينة، ويتطمب حساب المواصفات الميدانية لتمؾ لمبيانا
 .   و   المجموعتيف 

 وىناؾ عدة تصاميـ ليذه المعاينة ىي :
 )توزيع مشترؾ( .   و   المعاينة المختمطة : وتكوف مف توزيعات مختمطة بيف المجموعتيف  -1
و أكثر مف العناصر )التي ثابتاً، ثـ نسحب عينة أ x: تجري بحيث يكوف Xالمعاينة الشرطية لػ  -2

 ( .   أو إلى    يمكف أف تنتمي إلى 
⁄   ) المعاينة المنفصمة مف كؿ مجموعة عمى حدة : حيث تكوف التوزيعات الشرطية  -3 أو  (

 (   ⁄  ىي التوزيعات المعتمدة . (
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ف مستقمة عف شكؿ تصميـ المعاينة . ، تكو  عمماً بأف طريقة الإمكانية العظمى تعطينا تقديرات لممعمـ 
ف بعض تصاميـ المعاينة تعطينا تقديرات أفضؿ مف تصاميـ أخرى لممعمـ  )تصميـ المعاينة    وا 

 المنفصمة ( .
والآف لنفترض إننا نعمؿ ضمف المعاينة المختمطة، التي تفترض أف العينة العشوائية مسحوبة مف المجتمع 

، والتي سنرمز ليا   مف المجموعة    و   مف    ومؤلفة مف:  ،nالمختمط لممجموعتيف بحجـ 
في  L، وعندىا نجد أف تابع الإمكانية العظمى   ولعدد عناصرىا بػ    لضرورات رياضية بالرمز 

 ىاتيف المجموعتيف يأخذ الشكؿ التالي: 

        ∏ (     ⁄ )

  

   

 ∏ (     ⁄ )

  

   

             (    ) 

 ،       وأف:     المشاىدة المسحوبة مف المجموعة  يى    وحيث أف:             حيث أف 
 يساوي : (     ) وبما أف التوزيع الشرطي لػ 

 (     )  
 ( )   (   ⁄ )

 (  )
                                                 (    ) 

⁄   ) نقوـ الآف بتعويض   ( فنحصؿ عمى أف:41-6( في العلاقة )42-6مف ) (

  ∏ (     ⁄ )

  

   

 (   )

 (  )
 ∏ (     ⁄ )

 (   )

 (  )

  

   

                    (    ) 
 

 ، فنجد أف : iخارج الجداء لأنو ليس ليما علاقة بدليؿ الجداء (  )  و (  ) وبإخراج التوزيعيف 

  
 

 (  )   (  )
 ∏ (   )   (     ⁄ )

  

   

 ∏ (   )   (     ⁄ )

  

   

   (    ) 
 

لمنموذج، لذلؾ نكتب جداءاتيما عمى   و  ليس ليما علاقة بالمعممتيف (   )  و (   ) وبما أف 
 الشكؿ التالي :

∏ (   )

  

   

 ∏ (   )

  

   

 ∏ (  )

 

   

      
وىنا نلاحظ أف الجداء الأخير قد أصبح

اً مأخوذ عمى كامؿ حجـ العينة  
         (    ) 

 وبذلؾ نجد بأف تابع الامكانية العظمى يأخذ الشكؿ التالي:

  
∏  (  )

 
   

 (  )   (  )
 ∏ (     ⁄ )

  

   

 ∏ (     ⁄ )

  

   

                         (    ) 
 

(  ) ∏بما أف الحد و 

 (  )  (  )
لمنموذج الموجستي . لذلؾ يمكننا افتراض   و  ليس لو علاقة بالمعممتيف  

. وبذلؾ يمكننا اختصار التابع  ( ) مستقؿ عف الاحتمالات السابقة  Lأف  ،(1967)كما فعؿ اندرسوف 
L  يساوي :   إلى تابع مكافئ لو 
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   ∏ (     ⁄ )

  

   

 ∏ (     ⁄ )

  

   

                                               (    ) 

 ( فنجد أف :47-6والآف نأخذ الموغاريتـ الطبيعي لمطرفيف في )

     ∑   (     ⁄ )

  

   

 ∑   (     ⁄ )

  

   

                                                
 

     (، نحصؿ عمى أف 34-6( و)32-6وبتعويض ما تحت الموغاريتمات بما تساوييا مف العلاقتيف )
 يساوي :

     ∑(      )

  

   

 ∑  (         )

  

   

 ∑  (         )

  

   

    (    ) 

 نجد أف : nوبعد دمج المجموعيف الأخيريف وأخذ المجموع عمى كامؿ العينة 

     ∑(      )

  

   

 ∑  (        )

 

   

                                   (    ) 

ونضعيا مساوية لمصفر، فنحصؿ بعد   و  بالنسبة لػ  (    )أخذ المشتقات الجزئية لػوالآف نقوـ ب
 الإصلاح والاستبداؿ عمى أف ىذيف المشتقيف يساوياف:

     

  
    ∑ (    ⁄ )

 

   

                                            (    ) 
 

     

  
 ∑   

  

   

 ∑(  )

 

   

  (    ⁄ )                  (    ) 
 

∑مع الانتباه إلى أف المجموعيف الأخيريف  (       ) 
، ثـ نقوـ nفي العينة  xمأخوذيف عمى جميع قيـ     

 حصؿ عمى النموذج الموجستي المطموب .، ومنيما ن و  بحؿ ىاتيف المعادلتيف فنحصؿ عمى تقدير لػ 
 متحولًا فإننا سنرمز ليا بشعاع واحد كما يمي : pيساوي  X: إذا كاف عدد المتحولات المؤثرة ملاحظة

  [

  

  

 
  

] 

 ( كما يمي :27-6وعندىا يمكننا كتابة العلاقة )
  [

  ( )

    ( )
]                                         (    ) 

  (            )  حيث أف: 
 وعندىا أيضاً فإف صيغة النموذج الموجستي تأخذ الشكؿ التالي :

  ( )  
 

   ̅(     )
 

 (     )

   (     )
                                  (    ) 
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 تحسب مف العلاقة: ( )  ثـ نجد أف 
  ( )      ( )  

 

       
  

                                             (      ) 
 تأخذ الشكؿ التالي :   و  وعندىا فإف معادلات الإمكانية العظمى لحساب 

     

  
    ∑ (    ⁄ )

 

   

                                            (    ) 
 

     

   

 ∑(   ) 

  

   

 ∑(  ) 

 

   

  (    ⁄ )                       (    ) 

          تأخذ القيـ  Jحيث أف 
-6( و)54-6، عمماً بأف المعادلات )           و  ومف ىذه المعادلات يمكننا حساب تقديرات لػ 

ف حميا يحتاج إلى أساليب وبرامج متقدمة . و  ( ىي معادلات غير خطية بالنسبة لػ 55  ، وا 
( بطريقة الامكانية 31-6) ( السابؽ تـ تقدير معالـ النموذج1-6بناءً عمى بيانات المثاؿ ) (:2-6مثال )

 [ :Wikipediaالعظمى، فحصمنا عمى الجدوؿ التالي: ]المصدر: 
 Xعمى  logit P(X)(: نتائج علاقة الانحدار لـ 3-6جدول )

حسب  Pقيمة 
 البياف قيـ الأمثاؿ الانحراؼ المعياري Zقيمة  (Wald)اختبار 

 الثابت           1.7610 -2.316 0.0206
 Xالساعات           0.6287 2.393 0.0167

ترتبط معنوياً مع احتماؿ النجاح في  Xنلاحظ أف ىذه المخرجات تشير إلى أف عدد ساعات الدراسة 
، وىي أصغر مف قيمة مستوى P = 0.0167تساوي  Waldحسب اختبار  Pالامتحاف )وذلؾ لأف قيمة 

 (.0.05الدلالة 
ف معادلة العلاقة بيف   تساوي : Xو -( )  ,     وا 

     ,  ( )-    [
  ( )

    ( )
]                       ,      - 

 ىي: xوىكذا نجد أف معادلة الأرجحية مع 

    ( )  
  ( )

    ( )
        (      )                                                           

( )    فإف: X = 2.71ومنيا نجد أنو إذا كاف عدد الساعات  ، وفي ىذه الحالة نستنتج      
ف احتماؿ كؿ منيما يساوي  (    )أف إمكانية النجاح  ، وفي ىذه 0.50تساوي إمكانية الرسوب، وا 

كما يمي: واحد مقابؿ  ( يمكننا أف نقوؿ أف : أرجحية النجاح مقابؿ الرسوب ىيX=2.71الحالة )عندما 
 (.1:  1واحد ونكتب ذلؾ كما يمي )
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 مف النموذج نلاحظ أف: ( )  ولحساب الاحتماؿ 
  ( )  

 

   ̅( ̃  ̃ )
 

 

   ̅(               )
                                            

 وي :نجد أف احتماؿ النجاح يسا X = 2فعندما يكوف 
  ( )  

 

   ̅(                )
                    ( )                    

(، لذلؾ نصنؼ 0.74( أصغر مف احتماؿ رسوبو )X=2وىذا يعني أف احتماؿ نجاح مف يدرس ساعتيف )
 ونعتبره مف مجموعة الراسبيف .   ذلؾ الطالب في المجموعة 

 فإننا نجد أف احتماؿ النجاح يساوي: X=2.71أما عندما يكوف 
  ( )  

 

    
 

 

 
                                                                              

 ىي النقطة الفاصمة بيف النجاح والرسوب . X=2,71وىذا ما لاحظناه سابقاً وىذا يعني أف القيمة 
 يساوي : ( )  حتماؿ النجاح فإف ا X=4أما عندما تكوف 

  ( )  
 

   ̅(                )
                    ( )                

(، لذلؾ نصنؼ 0.13( ساعات أكبر مف احتماؿ رسوبو )X=4وىذا يعني أف احتماؿ نجاح مف يدرس )
 ]مجموعة الناجحيف[ .   ذلؾ الطالب في المجموعة 

 فإف احتماؿ النجاح يساوي : X=3ما يكوف أما عند
  ( )  

 

   ̅(               )
                          ( )            

(، ولذلؾ نصنؼ 0.39( ساعات أكبر مف احتماؿ رسوبو )X=3يدرس ) كاف أي أف احتماؿ نجاح مف
 ((.1-6اف مف بيف الراسبيف )انظر الجدوؿ )]الناجحيف[، رغـ إنو ك   ذلؾ الطالب في المجموعة 

 وأخيراً يمكننا أف ننظـ بعض النتائج الممكنة ليذا النموذج في جدوؿ مناسب كالجدوؿ التالي :
 (: قيم التحميل الموجستي4-6جدول )         

عدد ساعات  مؤشرات النجاح في الامتحاف
 (odds)   قيمة oddsقيمة الػ  ( )  احتماؿ النجاح  X الدراسة 

0.07              2.57- 1 
0.26               1.07- 2 
0.50           0.00 2.71 
0.61        0.44 3 
0.87        1.94 4 
0.97        3.45 5 
0.99 141.16085 4.95 6 
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ىذه القيمة  ، عمماً بأف        ( نجد أف احتماؿ الدلالة تساوي 3-6وبالعودة إلى الجدوؿ )
الطريقة  -Wald. ولكف ىناؾ طريقة أفضؿ مف طريقة Wald –Zمحسوبة استناداً إلى علامة اختبار 

(، LRTوىي طريقة اختبار نسبة الامكانية العظمى ) –لمتوابع الموجستية  Pالمعتمدة في حساب قيمة 
 .          لمنموذج الموجستي المدروس  Pوالتي تعطينا مف ىذه البيانات أف قيمة 

 

 بتصرف[ webb P. 161التحميل الموجستي المتعدد: ] -6-5
إف التحميؿ الموجستي المتعدد ىو تعميـ لمتحميؿ الموجستي الثنائي، وىو يعالج الحالات التي يكوف فييا 

 المجتمع مؤلفاً مف عدة مجموعات )أو فئات( منفصمة نرمز ليا بػ :
                                                                              (    ) 

ذا أخذنا المجموعة  logitوعندىا فإننا نشكؿ تابع الػ  مقابؿ أية    لكؿ زوج مف ىذه المجموعات، وا 
 يأخذ الشكؿ التالي: logitفإف تابع الػ    مجموعة أخرى ولتكف 

      [  ( )]    6
  ( )

  ( )
7       

                                      (    ) 

 (           )  وأف:     (           )  وأف:               حيث أف:  
 تابعاً تمييزياً تفصؿ بيف تمؾ المجموعات . (   )وىي تمثؿ 

]يعني أف لوغاريتـ نسبة الإمكانية، وىذا
  ( )

  ( )
 Xلأي زوج ممكف مف المجموعات يرتبط مع المتحولات  [

 بعلاقة خطية. وىي تشكؿ المستوى الفاصؿ بينيما .
 ( )  وبطريقة مشابية لما عرضناه في التحميؿ الموجستي الثنائي يمكننا صياغة الاحتمالات اللاحقة 

 بواسطة العلاقتيف التاليتيف : Xبدلالة  ( )  و

  ( )   (   ⁄ )  
      

  

  ∑       
     

   

                                          (    ) 

بع المتمـ أما التا ،(59-6ىو عدد التوابع في ) (   ) :وأف            حيث أف: 
 فيساوي : ( )  

  ( )   (   ⁄ )  
 

  ∑       
     

   

                                        (    ) 

     )وىكذا نجد أف قاعدة التصنيؼ التمييزي تصبح تابعة لمعلاقة الخطية 
. وتأخذ الصيغة (  

 التالية:
     إذا كانت    إلى المجموعة    : نصنؼ عدةقا

أكبر مف القيـ  قيمتو وكانت      
 الأخرى: أي إذا كانت:

       
       [     

  ]                                                   (    ) 
ذا كاف العكس نصنفو إلى المجموعة و                  حيث أف:   .   ا 
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 وكذلؾ يمكننا أف نستخمص تابع الإمكانية العظمى مف العلاقة:

  ∏∏ (     ⁄ )

  

   

 

   

                                                                            (    ) 

 ونأخذ لوغاريتمو فنجد أف:    نحصؿ عمى التابع المكافئ لو Lت والمعالجات عمى وبإجراء نفس العمميا

  (  )  ∑∑   (     ⁄ )

  

   

 

   

                                                        (    ) 

 وباشتقاقو نحصؿ عمى المعادلات التالية:
   (  )

  
    ∑ (   ⁄ )

 

كؿ 

                                                   (    ) 

   (  )

 (  ) 

 ∑(   ) 

  

   

 ∑    (   ⁄ )
 

 

كؿ 

                                         (    ) 

 j: 1 2 3 ….. g-1         حيث أف:       
، ولكف بما أف ىذه المعادلات ليست خطية،   و   اتوبحؿ ىذه المعادلات نحصؿ عمى تقديرات لممعمم

فإنو يتـ البحث عف حموؿ تقاربية ليا )بطريقة نيوتف أو بطريقة المعاودة(، وعندىا نحتاج إلى حؿ ابتدائي 
المتتالية والمتقاربة، ويمكف أف نأخذ الحؿ الابتدائي المقابؿ لمقيـ الصفرية، ننطمؽ منو لإيجاد الحموؿ 

 المثالية .  و  ، ثـ نتابع البحث عف قيـ            و     ونضع في البداية 
 بتصرف[ : Wikipedia: تقييم جودة النموذج الموجستي: ]6-6-

تختمؼ عف عممية تقييـ الجودة في الانحدار الخطي، ومع أف  إف عممية تقييـ جودة النموذج الموجستي
بطريقة الإمكانية العظمى، فيو لا يعتمد عمى معامؿ التحديد    الانحدار الموجستي يقدر معالـ النموذج 

 لتقييـ جودة التمثيؿ . ولكنو يعتمد في تقييـ جودة التمثيؿ عمى مفاىيـ جديدة ىي:   
وىو النموذج الذي يمثؿ )نظرياً( البيانات المدروسة  (:Saturated Modelالنموذج المشبع ) -

 Likelihood of. مػأخوذة مف )   تمثيلًا تاماً، ونرمز لتابع الإمكانية العظمى ليذا النموذج بالرمز 
the saturated model  ولكف عممية الحصوؿ عمى ىذا النموذج في الحالة العامة قد تكوف غير )

 مجيولًا .   ة . ويبقى ممكن
. (       )وىو النموذج الذي يتوافؽ مع فرضية العدـ  (:Null Modelالنموذج الصفري ) -

.   أو   ، ويأخذ قيمة ثابتة ىي قيمة الثابت Xأي أنو النموذج الذي لا يتضمف أي مف المتحولات 
 .   ونرمز لتابع الإمكانية ليذا النموذج بالرمز 

بطريقة    وىو النموذج الذي ينتج عف حساب وتقدير المعالـ  (:Fitted Modelالنموذج المقدر ) -
)واحد عمى الأقؿ(. ونرمز لتابع الإمكانية  Xالإمكانية العظمى، وىو يتضمف بعض المتحولات 
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تحسب اعتماداً    و   . عمماً بأف توابع الإمكانية العظمى    العظمى ليذا النموذج بالرمز 
 ( وىي تأخذ شكؿ جداءات توزيع )بيرنويممي( التالي:47-6( أو عمى العلاقة )41-6عمى العلاقة )

  ∏  (     ⁄ )

 

   
     

 ∏(  (  ))
  ,   (  )-

    

 

   

           (    ) 

 ( .0( أو )1تأخذ )   حيث 
 وبناء عمى ذلؾ تـ تعريؼ المؤشرات التالية:

 ويعرؼ بالعلاقة التالية: (:Deviance Modelحيدان النموذج المقدر ) -1

       
/قيمة تابع الإمكانية العظمى لمنموذج المقدر.
/قيمة تابع الإمكانية العظمى لمنموذج المشبع.

     [
  

  
]      (    ) 

وىو يعبر عف الاختلاؼ النسبي بيف النموذج )بمتحوؿ واحد أو أكثر( وبيف النموذج المشبع، لقد تـ 
 .      وضع الإشارة السالبة قبؿ الموغاريتـ لأف 

 ويعرؼ كما يمي: :حيدان النموذج الصفري -2

       
/قيمة تابع الإمكانية العظمى لمنموذج الصفرى.
نموذجلم المشبع. /قيمة تابع الإمكانية العظمى 

     [
  

  
]      (    ) 

 

 نجد أف:   و   المجيولة، وعند حساب الفرؽ بيف    ويحسب لمتخمص مف :   الفرق  -3
            [

  

  
]     [

  

  
]    [  (

  

  
*    (

  

  
*]                      

 

            [

  

  

  

  

]      [
  

  
]    ,            -        (    ) 

ننا أف نستنتج أف: في تقييـ جودة التمثيؿ، لأنو مف ىذه العلاقات يمك  ويستخدـ ىذا الفرؽ 
كاف التمثيؿ جيداً،    واقتربت مف    وأنو كمما ازدادت قيمة       وأف:          

، وىذا يعني أنو كمما        ، وىذا يؤدي إلى تناقص الفرؽ   تعني زيادة    ولكف زيادة 
البحث عف النموذج  βو   جيداً . لذلؾ يجب عمينا عند تقدير المعالـ  كاف التمثيؿ  تناقص الفرؽ 
أصغر ما يمكف، وليذا السبب تخصص البرامج الحاسوبية عموداً خاصاً لمفرؽ   الذي يجعؿ 

      0
  

  
( 54-6وتراقب تغيراتو وتتخذه كمعيار لمتوصؿ إلى الحؿ المثالي لممعادلات ) 1
 قيمة ثابتة خلاؿ المعاودات الأخيرة .  قة المعاودة . وذلؾ عندما يأخذ ذلؾ الفرؽ ( بطري55-6و)
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: وىناؾ عدة معاملات تحديد لتقييـ جودة النموذج الموجستي دراسة قيم معاملات التحديد الموجستية  -4
 وىي :

 :Likelihood Ratioمعامؿ نسبة الإمكانية العظمى ) -

  
  

     

  
   

  0
  

  
1

  0
  

  
1
                                                           (    ) 

 :& snele coxمعامؿ  -

    
    (

  

  
*

 
 
    

 ,           -
                                     (    ) 

 :Mc Faddenمعامؿ  -

     
    

  (  )

  (  )
                                                                  (    ) 

ف ىذه المعاملات ترتبط مع بعضيا بالعلاقات التالية :  وا 

     
    (

 

  
*

 
 
    
 

                                                                (    ) 
 

    
  

 

 

(     
 )

  (  )
                                                                (    ) 

 

بؽ( والذي يأخذ الشكؿ )السا حساب جدول تقاطع حالات التصنيف الموجستي مع التصنيف الفعمي -5
 التالي )في حالة مجموعتيف( :

 (5-6جدول )              

          المجموع
 الموجستي

 الفعمي
  
             

  
                   
 المجموع        

صحيح بحساب نسبة مجموع عناصر القطر الرئيسي عمى ومنو يتـ حساب معدؿ التصنيؼ ال
 فنجد أف:  المجموع الكمي 

  
       

 
                                                                    (    ) 

 ومنو يمكف حساب معدؿ التصنيؼ الخاطئ :
       

       

 
                                                 (    ) 
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 مف العلاقة: kappaحساب المعامل   -6

      
 ∑    

  ∑      
  

   ∑      
                                      (    ) 

( ونسبة SPوالخصوصية ) (SEوىناؾ مقاييس أخرى لتحميؿ جودة مثؿ ىذه الجداوؿ، وكالحساسية )
( مف الفقرة 89-6( و)87-6( و)85-6( وغيرىا . وىي مذكورة ومعرفة في العلاقات )ORالأرجحية )
 ( .7-6اللاحقة )

: وىو يختبر صحة فرضية لجودة المطابقة(: Hosmer- Lemshow ليمشو -اختبار )ىوسمير -7
الحالات المتوقعة )أي أف النموذج يمثؿ : يتساوى عدد الحالات المشاىدة مع عدد   العدـ التالية 

، إذا كاف مستوى المعنوية أو   البيانات بشكؿ صحيح(. وعندىا نتخذ القرار بقبوؿ فرضية العدـ 
 .  لاختبار )كاي مربع( أكبر مف مستوى الدلالة المحدد بػ  pاحتماؿ الدلالة 

مع  (     )قيـ احتماؿ الدلالة  : وذلؾ مف خلاؿ مقارنةدراسة معنوية المتحولات الداخمة فيو  -8
، تكوف  0.05أصغر مف    المقابمة لممتحوؿ    . فإذا كانت قيمة        مستوى الدلالة 

علاقة ذلؾ المتحوؿ مع النموذج معنوية والعكس بالعكس . ولكف دراسة ىذه المعنوية تعتمد عمى 
: التالية لاختبار الطبيعي ويعرؼ بالعلاقة( وىو اختبار شبيو باWaldاختبار جديد ىو اختبار )

     .
  

  (  )
/
 

 . 
 OR: وذلؾ مف خلاؿ حساب نسبة الأرجحية لو عمى النموذج    دراسة قوة تأثير كل متحول  -9

(Odds Ratio: والتي يمكف تعريفيا وحسابيا مف العلاقة التالية ) 

   
    (    )

    (  )
 

  ̃  ̃(    )

  ̃  ̃(  )
                                (      ) 

، لجميع المتحولات الداخمة في النموذج . لأنيا تدؿ   لذلؾ يقوـ البرنامج الحاسوبي بحساب القوة 
( عمى النموذج ككؿ . وىو يعبر عف مرونة 1د )عندما يزداد بمقدار واح   عمى قوة تأثير المتحوؿ 

 ( .oddsبالنسبة لمتابع )   المتحوؿ 
[ حوؿ تطبيؽ التحميؿ الموجستي عمى مرضى سرطاف  2014في دراسة نشرىا ] شاىيف  (:3-6مثال )

أو الدـ )الموكيميا( في محافظة البصرة، لاحظ أولًا أف الجيات الطبية تصنؼ ىؤلاء المرضى إلى نوعيف 
 ( .ALL( ومرض سرطاف الدـ الممفاوي )AMEمجموعتيف ىما: مرض سرطاف الدـ النخاعي الحاد )

مف ممفات ىاتيف          لذلؾ قاـ الباحث بسحب عينيتيف عشوائيتيف بحجميف متساوييف 
المرضيف. المجموعتيف، ثـ قاـ بدراستيا وتحميميا وتحديد المتحولات التي تفسر عممية الإصابة بيذيف 

فكانت ثمانية متحولات مختمطة )كمية ونوعية(، ثـ قاـ بتحويميا إلى متحولات ثنائية وصنؼ قيـ كؿ منيا 
 ضمف فئتيف محددتيف كما يمي:
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 ( . 2، انثى =  1جنس المريض وصنفو إلى ) ذكر =  –   
 [. (     )     (     )   عمر المريض وصنفو إلى ] –   
 [. (     )     (     )   وزف المريض وصنفو إلى ]  –   
 [. (       )     (       )   ( وصنفو إلى ] P,C,Vنسبة الكريات الحمراء ) –   
 [. (       )     (       )   ( وصنفو إلى ] H,Bىيموغموبيف الدـ ) –   
 [. (      )     (      )   ( وصنفو إلى ] W,B,Cريات البيضاء )معدؿ الك –   
 [(       )    (       )   ] وصنفو إلى( E,S,Q) سرعة ترسب الكريات الحمراء –  
 [. (      )     (      )   ( وصنفو إلى ] P,Cعدد الصفائح الدموية ) –   

، الذي يعبر عف نوع الإصابة بمرض سرطاف الدـ وصنؼ Yمية تابع الاستجابة الثنائي كما قاـ بتس
 حالتيو )النخاعي والممفاوي( كما يمي:

 .    إذا كاف المريض مصاب بسرطاف الدـ النخاعي فإف قيمة 
 .    إذا كاف المريض مصاب بسرطاف الدـ الممفاوي فإف قيمة 

مف ممفات عناصر العينة المسحوبة مف المجموعتيف، وعمؿ عمى تحميميا  ثـ قاـ بجمع البيانات اللازمة لو
وتحويميا إلى متحولات ثنائية، ووضعيا في جداوؿ منظمة، ثـ قاـ بتطبيؽ برنامج التحميؿ الموجستي عمى 

 المتحولات الثنائية التالية :
                                  

، واختار طريقة )نيوتف( لإجراء المعاودة لإيجاد الحموؿ التقريبية لممعادلات (enter)واستخدـ لذلؾ طريقة 
(...الخ . وذلؾ مف أجؿ الحصوؿ عمى معالـ 55-6( و)54-6غير الخطية الواردة في العلاقات )

 النموذج الموجستي التالي :

  (
  ( )

    ( )
*                          

 ( دورات لممعاودة كما يمي:6فكانت النتائج بعد إجراء ) 
 (: قيم الأمثال لمتابع الموجستي خلال دورات المعاودة:6-6جدول )

                        
الثابت 

C 
      [

  

  
 رقـ [

 الدورة
0.949 0.195- 0.359- 0.557 1.080- 0.871- 0.207- 2.268- 0.758 162.878 1 
1.246 0.194- 0.474- 0.669 1.370- 1.184- 0.236- 3.387- 0.901 156984 2 
1.212 0.185- 0.497- 0.679 1.130- 1.258- 0.228- 3.998- 0.913 156.243 3 
1.316 0.183- 0.499- 0.679 1.416- 1.264- 0.227- 4.188- 0.912 156.200 4 
1.316 0.183- 0.499- 0.679 1.416- 1.264- 0.227- 4.206- 0.912 156.200 5 
1.316 0.183- 0.499- 0.679 1.416- 1.264- 0.227- 4.206- 0.912 156.200 6 
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ورات لمعاودة وىنا نلاحظ أف قيـ أمثاؿ التابع الموجستي قد استقرت تماماً بعد إجراء خمس أو ست د
 الحسابات .

، والتي (     )كما إف قيمة مؤشر الجودة لمنموذج المتمثؿ بالعمود الثاني الذي يتضمف قيـ الفرؽ 
في الدورة الرابعة ومابعدىا. لذلؾ توقؼ عف الحسابات عند الدورة السادسة  156,200استقرت عند القيمة 

 الـ النموذج الموجستي المتعدد فحصؿ عمى النتائج التالية:مع معنوية . ثـ انتقؿ الباحث إلى تقدير
 (: نتائج الانحدار الموجستي )أمثال النموذج الموجستي وخواصيا(:7-6جدول )
Upper of 
Ic 0.95 

Lower of 
Ic 0.95 

Exp (B) Sig    Z 
Wald 

S. E   
 المقدرات
 المتحولات

- - 2.490 0.144 1 2.133 0.625 0.912 Constant 
 جنس المريض –    -4.206 1.071 15.426 1 0.000 0.015 0.002 0.122
 عمر المريض –    -0.227 0.430 0.278 1 0.598 0.797 0.343 1.853
 وزف المريض –    -1.264 0.435 8.461 1 0.004 0.283 0.121 0.662

1.356 0.043 0.243 0.107 1 2.603 0.878 1.416- 
بة الكريات نس –   

 الحمراء
 ىيموغموبيف الدـ –    0.679 0.852 0.635 1 0.425 1.973 0.371 10.494

1.494 0.247 0.607 0.278 1 1.179 0.459 0.499- 
معدؿ الكريات  –   

 البيضاء
 سرعة ترسب –   -0.183 0.407 0.202 1 0.653 0.833 0.375 1.850
 عدد الصفائح –    1.316 0.404 10620 1 0.001 3.730 1.690 8.233

في العمود الأوؿ ىي نفسيا العناصر التي استقرت عمييا   وعند دراسة ىذا الجدوؿ نجد أف عناصر 
( السابؽ. وىذا يجعمنا نكتب النموذج عمى شكؿ العلاقة 6-6الحموؿ في السطر الأخير مف الجدوؿ )

 ( كما يمي: 6-52)
  (    )     (

  ( )

    ( )
*                                         

                                                                                              
( 53-6وكتابتو حسب العلاقة )   وىو احتماؿ الانتماء إلى  ( )  ومنيا يمكننا حساب الاحتماؿ 

 كمايمي:
  ( )  

 

    (                                 )
 

 مف العلاقة:   ومنيا أيضاً نقوـ بحساب احتماؿ الانتماء إلى 
  ( )      ( )  

 

    (                                 )
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0       ولاختبار جودة التوفيؽ استخدـ معيار نسبة الامكانية العظمى ورمز ليا بػ 
  

  
، وىي  1

 .عمى الترتيب   و   ىما أبعاد    و   . حيث:  (      )وبدرجة حرية    تتبع تقاربياً لمتوزيع 
    في    الامكانية العظمى عند الفرضية ىي قيمة دالة    وحيث أف 

ف         . فنجد أف :   في    ىي قيمة دالة الامكانية العظمى عند الفرضية    وا 
 :لمتوفيق    اختبار(: 8-6) جدول                       

Sig           [
  

  

]  

0.008 8 65.607 Model 
(، ونلاحظ أف الجدوؿ 0.05أقؿ بكثير مف  sigوىذا يدؿ عمى معنوية النموذج بشكؿ عاـ )لأف قيمة 

لتعريؼ معنوية  Wald، وىو عبارة عف مؤشر Wald( السابؽ يعطينا عموداً خاصاً باسـ 6-7)
 ومصداقية تقدير كؿ مف الأمثاؿ 

 
 وىو يحسب مف العلاقة التالية: 

      4
 ̃ 

   ( ̃ )
5

 

 

،   و   و   نلاحظ أف ىناؾ ثلاثة متحولات فقط ، ذات تأثير معنوي وىي  sigومف خلاؿ عمود 
 ، أما بقية المتغيرات فميس ليا تأثيرات ذات أىمية أو معنوية .0.05المقابمة ليا أقؿ مف  sigلأف قيـ 

(  )   كما نلاحظ أف العمود الذي يضـ  أو  Yفيو يعبر عف مقدار زيادة تابع الاستجابة      
 بمقدار واحد، فمثلًا نجد أف :   عندما يزداد المتحوؿ المرافؽ لػ  ( )      التابع 

   (  )                
(: أي إذا 1بمقدار )   ؿ الأوؿ إذا تعبر المتحو  0.015سيزداد بمقدار  Yوىو يعني أف تابع الاستجابة 

 ر نوع الجنس مف ذكر إلى أنثى .غيت
مف مفردات   لكؿ مفردة  ( )  وبناء عمى صيغة النموذج الأخيرة والمحددة نقوـ بحساب الاحتمالات 

 مف العلاقة التالية:  لكؿ مفردة  ( )  العينة ثـ نقوـ بحساب الاحتمالات المكممة 
   ( )  كما يمي:  . ونصنؼ المفردة   ، ثـ نقوـ بمقارنة ىذيف الاحتماليف لكؿ مفردة ( )     

( )   : فإذا كانت القاعدة  .   إلى   فإننا ننسب تمؾ المفردة  ( )    
( )   أما إذا كانت         .   إلى   فإننا ننسب تمؾ المفردة  ( )    

 ( السابؽ.3-6وذلؾ كما فعمنا عمى الشكؿ )
، نقوـ مف   أو   وبعد إجراء كؿ ىذه العمميات وتصنيؼ كؿ مفردات العينة في إحدى المجموعتيف 

تبويب النتائج الجديدة لمتصنيؼ مع نتائج التصنيؼ الأصمي المستخدـ في الإدارة . وعند إجراء بجديد 
 باحث عمى الجدوؿ التالي:ذلؾ التبويب حاسوبياً حصؿ ال
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 (:9-6جدول )
   التصنيؼ المستنبط مف النموذج النسبة المئوية مجموع الأعداد

  
  %         

التصنيؼ     57 23 71.3 80
    21 59 73.8 80 الأصمي الإداري

- 72.5 51.25 49.75 - 
 مجموع الأعداد    78 82 - 160

% وفي 71.3فقط كاف يساوي    ىذا الجدوؿ نستنتج أف احتماؿ التصنيؼ الصحيح في المجموعة  ومف
% 72.5% ولكف الاحتماؿ الاجمالي لمتصنيؼ الصحيح كاف يساوي 73.8كاف يساوي    المجموعة 

 % . ولتقدير جودة التصنيؼ نحسب27.5وىذا يعني أف المعدؿ الاجمالي لمتصنيؼ الخاطئ يساوي 
 فنجد أف: kappaالمؤشر 

      
  (∑   )  ∑    

 

   ∑    
  

   (     )  ,(     )  (     )-

(   )  ,(     )  (     )-

      
 وىي قيمة ضعيفة نسبياً . وتدؿ عمى جودة ضعيفة لعممية التصنيؼ المجراة في ذلؾ البحث .

 (:oddsإضافات رياضية عن الأرجحية ): -6-7
لتوضيح مفيوـ الأرجحية وعلاقتيا بالاحتمالات لمظواىر الثنائية، نفترض إننا نريد معرفة معدلات 
الإصابة بإحدى الأمراض )كالسكري مثلًا( بيف الأشخاص المعرضيف لو )وراثياً وصحياً وسموكياً(، فأخذنا 

مجتمع المعرضيف لذلؾ المرض، وأجرينا عمييـ ( شخص مف 1000عينة عشوائية مؤلفة مف )
=   الفحوصات المخبرية والسريرية، ثـ قمنا بتبويب نتائج ىذه الاختبارات حسب حالة المريض الفعمية )

= مصاب مخبرياً( والسمبية   = غير مصاب (، وحسب نتيجة الاختبار الإيجابية )  مصاب فعلًا و
 اً(، وضعناىا في الجدوؿ التالي:= غير مصاب مخبري  )

 (: نتائج تبويب المرضى حسب حالة المريض الفعمية ونتيجة الاختبار )فرضية(10-6جدول )

 المجموع
 حالة المريض حالة المريض الفعمية

 = مصاب بالمرض   = غير مصاب   نتيجة الاختبار
  

 ة= الإصابة إيجابي                    
  

 = عدـ إصابة         700        
 المجموع                     

شخص وىي تتألؼ مف        ( نلاحظ أف حجـ العينة 10-6واعتماداً عمى الجدوؿ السابؽ )
شخصاً، ومجموعة غير المصابيف        وحجميا  (  )مجموعتيف: مجموعة المصابيف فعلًا 

 شخصاً .       وحجميا  (  )
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  )يساوي    ولكف نتائج الاختبارات أظيرت لنا أف عدد المصابيف مخبرياً 
شخصاً، وعدد  (     

  غير المصابيف مخبرياً 
 شخصاً .      

 وبناءً عمى ذلؾ يمكننا أف نعرؼ الاحتمالات التالية )وىي تحسب مف ىوامش الجدوؿ(:
 (  )  

  

 
 

   

    
        ̃ احتماؿ أف يكوف الشخص مصاباً                             

 (  )  
  

 
 

   

    
        ̃ احتماؿ أف يكوف الشخص غير مصاب                     

 (  )  
  
 

 
 

   

    
احتماؿ أف تكوف نتيجة الاختبار إيجابية                                     

 (  )  
  
 

 
 

   

    
احتماؿ أف تكوف نتيجة الاختبار سمبية                                       

      (    ) 

 

(  ) وىنا نلاحظ أف:      (  ) (  ) وأف:                 (  )    
المختمفة. لذلؾ نضع التعريؼ العاـ لأرجحية تحقؽ  (odds)ناء عمى ذلؾ يمكننا أف نعرؼ الأرجحيات وب

 تجربة عميو كما يمي: nخؿ  (A)حادث 
  ( )

  ( ̅)
 

عدد مرات تحقؽ الحادث( ) خلاؿ التجربة
عدد مرات عدـ تحقؽ الحادث( ) خلاؿ التجربة

 قيمة الأرجحية لمحادث( ) 

 ونكتبيا رياضياً كما يمي: odds (A)ونرمز ليا بالرمز 
    ( )  

  ( )

  ( ̅)
 (    )         1ونكتب ذلؾ كمايمي (̅ )   ( )  0                

( )  حيث أف:     ( ̅)    
ت المرضى ولنتائج الاختبارات مف بيانات وبناء عمى ذلؾ يمكننا أف نحسب قيـ الأرجحيات المختمفة لحالا

 يمي: ( كما10-6الجدوؿ )
    (  )  

  

  
 

   

   
 

  

   
يوجد    مريضاً  مقابؿ كؿ     غير مريض                  

    (  )  
  

  
 

   

   
 

   

  
يوجد     غير مريض مقابؿ كؿ    مريضاً                    

    (  )  
  
 

  
  

   

   
 

  

   
ىناؾ    نتيجة إيجابية مقابؿ كؿ     نتيجة سمبية         

    (  )  
  
 

  
  

   

   
 

   

  
ىناؾ     نتيجة سمبية مقابؿ كؿ    نتيجة إيجابية          

      (    ) 

 

( السابقة. وذلؾ 79-6كما يمكننا ببساطة استخراج العلاقات التي تربط ىذه الأرجحيات بالاحتمالات )
 فنجد أف: (n)بتقسيـ بسط ومقاـ كؿ أرجحية عمى حجـ العينة 

    (  )  

  

 
  

 

 
 (  )

 (  )
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 شخص غير مصاب بو . 1000مصاب بالمرض  274أي أنو يوجد مقابؿ كؿ 

    (  )  

  

 
  

 

 
 (  )

 (  )
 

 

 
 

   

 
 

 

    (  )
                         (    ) 

 مصاب . 100غير مصاب يوجد  365أي أنو يوجد مقابؿ كؿ 

    (  )  

  
 

 
  

 

 

 
 (  )

 (  )
 

  

  
 

  

    
 

     

     
                                                 

 نتيجة سمبية . 1000جابية يوجد نتيجة إي 363أي أنو مقابؿ كؿ 
    (  )  

  
  ⁄

  
  ⁄

 
 (  )

 (  )
 

 

  
 

    

  
 

 

    (  )
                                 

 نتيجة إيجابية . 100نتيجة سمبية يوجد  275أي أنو مقابؿ كؿ 
ترتبط باحتماؿ تحققو وعدـ تحققو وفؽ العلاقة  (A)استنتاج أف أرجحية أي حادث  ومما سبؽ يمكننا

 التالية:
    ( )  

 ( )

 ( ̅)
 

 ( )

   ( )
                                                             (    ) 

 

(̅ )    وأف نستنتج أف:          
 

     ( )
(̅ )    وأف:               

 ( ̅)

 ( )
 

 

    ( )      ( ̅)                                                                           (    ) 
 كما يمكننا أف نعرّؼ عدداً مف المؤشرات الاحصائية اعتماداً عمى التكرارات الداخمية والتكرارات اليامشية

 ( السابؽ. وىذه المؤشرات ىي الاحتمالات الشرطية التالية:10-6والمبينة في الجدوؿ )
الذيف اعتبرتيـ الاختبارات إنيـ مصابيف  (  )(: وىي نسبة عدد المرضى sensibilityالحساسية ) -1

ليا بالرمز ( ونرمز   متطابقة مع الحالة الفعمية لممريض    بالمرض )أي كانت نتيجة الاختبار 
 (    ⁄  ونحسبيا مف الاحتماؿ الشرطي التالي: (

 (    ⁄ )  
 

   
 

 

  
 

   

   
                                           (    ) 

وىو احتماؿ أف تكوف نتيجة اختبار المريض متطابقة مع حالتو المرضية )أي أف تكوف نتيجة 
 ارات الإيجابية صحيحة( .الاختب

الذيف اعتبرتيـ  (  )(: وىي نسبة عدد غير المرضى specificityالخصوصية أو النوعية ) -2
متطابقة مع الحالة الفعمية    الاختبارات إنيـ غير مصابيف )أي كانت نتيجة الاختبارات السمبية 

⁄    ) (، ونرمز ليا بػ   لممريض   مف الاحتماؿ الشرطي التالي: ونحسبو (
 (    ⁄ )  

 

   
 

 

  

 
   

   
                                         (    ) 
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وىو احتماؿ أف تكوف نتيجة اختبار غير المريض متطابقة مع حالتو الصحية )أي أف تكوف نتيجة 
  الاختبارات السمبية الصحيحة( .

الذيف  (  )رات الإيجابية الكاذبة )غير الصحيحة(: وىي نسبة عدد غير المرضى نسبة الاختبا -3
⁄    ) ونرمز ليا بالرمز  (  )اعتبرتيـ الاختبارات مصابيف بالمرض  ونحسبيا مف الاحتماؿ  (

 الشرطي التالي:
 (    ⁄ )  

 

   
 

  

   
                                         (    ) 

 وىو احتماؿ أف تكوف نتيجة اختبار غير المريض إيجابية )النتيجة غير صحيحة(.
الذيف  (  )نسبة الاختبارات السمبية الكاذبة )غير الصحيحة(: وىي نسبة عدد غير المرضى   -4

⁄    ) ونرمز ليا بالرمز  (  )اعتبرتيـ الاختبارات أنيـ غير مصابيف  وتحسب مف الاحتماؿ  (
 الشرطي التالي:

 (    ⁄ )  
 

   
 

  

   
                                     (    ) 

 وىو احتماؿ أف تكوف نتيجة اختبار المريض سمبية )النتيجة غير صحيحة(.
مبية( إلى المجموع الكمي مصداقية الاختبارات: وىي نسبة كؿ الاختبارات الصحيحة )الإيجابية والس  -5

 وتحسب مف العلاقة: ATويُرمز ليا بػ  (n)للاختبارات 

   
   

 
 

   

       
 

       

    
                       (    ) 

 

معدؿ التصنيؼ الخاطئ: وىو نسبة كؿ الاختبارات غير الصحيحة إلى المجموع الكمي للاختبارات  -6
(n)  ويرمز لو بػMR :وتحسب مف العلاقة 

   
   

 
 

   

       
 

     

    
                       (    ) 

        وىنا نلاحظ أف: 
كما يمكننا تعريؼ عدداً مف الأرجحيات الشرطية. بناء عمى التكرارات الداخمية فقط المبينة في الجدوؿ 

 ( السابؽ وىذه الأرجحيات ىي:6-10)
    (    ⁄ )  

 

 
 

   

  
 

  

 
                                                      (    ) 

    نتائج سمبية وذلؾ عند مجموعة المرضى  3نتيجة إيجابية مقابؿ كؿ  40أي أنو يوجد 

    (    ⁄ )  
 

 
 

  

   
 

  

   
                                                                      

 .   نتيجة سمبية عند مجموعة غير المرضى  140نتيجة إيجابية مقابؿ كؿ  17أي أنو يوجد 
    (    ⁄ )  

 

 
 

  

   
 

 

  
                                                                      

 .   نتيجة إيجابية عند مجموعة المرضى  40نتائج سمبية مقابؿ كؿ  3أي يوجد 
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    (    ⁄ )  
 

 
 

   

  
 

   

 
   يوجد     سمبية مقابؿ كؿ   إيجابية عند غير المرضى          

 

    (    ⁄ )  
 

 
 

   

  
 

  

  
   يوجد    مريض مقابؿ كؿ    في التحاليؿ الإيجابية                

 

    (    ⁄ )  
 

 
 

  

   
 

 

   
   يوجد   مريض مقابؿ كؿ     في التحاليؿ السمبية                

 

    (    ⁄ )  
 

 
 

  

   
 

  

  
ؿمقاب كؿ    في التحاليؿ الإيجابية             يوجد    غير مريض 

 

    (    ⁄ )  
 

 
 

   

  
 

   

 
   يوجد     غير مريض مقابؿ كؿ   في التحاليؿ السمبية          

 

 وأخيراً نعرؼ المؤشرات اليامة التالية:
وتحسب مف العلاقة  OR: وتعرؼ لممرضى ككؿ ونرمز ليا بػ (odds Ratio)نسبة الأرجحية   -7

 ية:التال

   
    (    ⁄ )

    (    ⁄ )
 

 
 
 
 

 
   

   
 

       

     
                      (    ) 

 أما نسبة الأرجحية لغير المرضى فتحسب مف العلاقة :

  ̅̅ ̅̅  
    (    ⁄ )

    (    ⁄ )
 

 
 
 
 

 
   

   
 

 

  
                            (    ) 

 

: وىي نسبة احتماؿ الحادث المطموب عمى احتماؿ الحادث المتمـ لو (Risk Ratio)نسبة المخاطرة  -8
 وتحسب لاختبارات المرضى مف العلاقة : RRونرمز ليا بػ 

   
 (    ⁄ )

 (    ⁄ )
 

 
   

 
   

 
     

     
 

              

            
                    (    ) 

 

فيمكف اىمالو وتصبح نسبة المخاطرة المقربة  (   )صغيراً بالنسبة لػ  (   )وعندما يكوف الحد 
 كما يمي:

                     ̃  
  

  
                                                                       (    ) 

 

 المخاطرة المطمقة لاختبارات المرضى وتحسب مف العلاقة :  -9
     (    ⁄ )   (    ⁄ )  0

 

   
 

 

   
1                        (    ) 
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 السابعالفصل 
 Cluster Analysisالتحليل العنقودي 

 

 

 تمييد: 7-1
إف التحميؿ العنقودي ىو مجموعة مف الطرائؽ الرياضية لاستكشاؼ الخواص الييكمية لمبيانات الاحصائية 
لمفردات العينة المسحوبة مف المجتمع، وذلؾ مف خلاؿ تصنيفيا إلى مجموعات )ضمف عناقيد(، بحيث 

النسبة لممتحولات أو الصفات المعتمدة تكوف المفردات داخؿ كؿ مجموعة متشابية مع بعضيا )وذلؾ ب
لذلؾ(، وبحيث تكوف المجموعات مختمفة عف بعضيا البعض، وبعبارة أخرى أف ىدؼ التحميؿ العنقودي 
ىو تجميع مفردات العينة وتصنيفيا ضمف مجموعات متجانسة داخمياً ومتباينة خارجياً بيف بعضيا 

 البعض .
في التحميؿ التمييزي، حيث يكوف انتماء كؿ مشاىدة إلى إحدى وخلافاً لما ذكرناه حوؿ مسألة التصنيؼ 

المجموعات معروفاً، فإف التحميؿ العنقودي ييدؼ إلى التنبؤ بالمجموعة التي سينتمي إلييا أي عنصر 
 جديد، ويحاوؿ اكتشاؼ عدد أو تركيبات ىذه المجموعات .

ضمف مجموعات متجانسة  X كما يستخدـ التحميؿ العنقودي لتجميع أي مجموعة مف المتحولات
ومنفصمة. ويطبؽ ىذا الاتجاه في مراجعة وتنقيح الاستبيانات بناءً عمى إجابات المستجوبيف عمى 
مسودات الاستبياف، حيث أف تجميع الأسئمة حسب المتوسطات بواسطة التحميؿ العنقودي يساعدنا في 

عادة النظر فييا . وىذا يزيد  حظوظ معدؿ الإجابات الجيدة بالنسبة التعرؼ عمى الأسئمة الضعيفة وا 
 لإجمالي أسئمة الاستبياف .

وأخيراً يمكننا أف نعرؼ التحميؿ العنقودي بما يمي: ىو أحد الأساليب الاحصائية الرياضية لتقسيـ عناصر 
المجتمع المدروس إلى عدة مجموعات متعالقة ومتجانسة داخمياً )متشابية( ومتباينة خارجياً عف بعضيا 

. أي أنو ييدؼ إلى جعؿ تبايف العناصر داخؿ كؿ مجموعة أصغر ما يمكف، وجعؿ التبايف بيف البعض 
المجموعات )بيف مراكزىا( أكبر ما يمكف . وبصورة عامة يتفرع التحميؿ العنقودي إلى نوعيف أساسييف 

 ىما:
 ( .Hierarchicalالتحميؿ العنقودي اليرمي ) -
 (Non- Hierarchicalالتحميؿ العنقودي غير اليرمي ) -

ويعتبر أسموب التحميؿ العنقودي اليرمي مف الأساليب المفضمة في التحميؿ العنقودي، لأنو يعتمد عمى 
عنقوداً، بواسطة  mمفردة(. وبشكؿ متتالي، ضمف  nأسس بسيطة، ويعمؿ عمى عنقدة مفردات العينة )

أبسط    كوف العنقود الأوؿ دمج المفردات المتقاربة ضمف مجموعات متعالقة تسمى عناقيد، وبحيث ي
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العناقيد، ويكوف العنقود الأخير أعقدىا وأشمميا )لأنو يضـ جميع مفردات العينة(، وبحيث يتألؼ كؿ 
عنقود مف عدة مجموعات متقاربة ومرتبطة مع بعضيا بواسطة علاقات تحقؽ شروط التقارب المفضمة 

 )حسب المتحوؿ أو الصفة المدروسة( .
 ؿ العنقودي اليرمي لعنقدة مفردات العينة أسموبيف عممييف ىما:ويستخدـ التحمي

 : The Agglomerative Techniqueأسموب التجميع   -1
ويفترض ىذا الأسموب مف البداية أف كؿ مفردة مف مفردات العينة تشكؿ عنقوداً خاصاً بيا، ثـ يتـ 

مفردة ثالثة متقاربة مع ذلؾ  دمج أي مفردتيف متقاربتيف في عنقود خاص )أوؿ(، ثـ نضيؼ إلييما أي
العنقود فيتشكؿ لدينا عنقود ثافٍ، وىكذا نتابع إضاقة المفردات واحدة بعد الأخرى إلى بعضيا أو إلى 
العناقيد السابقة، مع تحديد العلاقات بينيا ضمف العناقيد، حتى نحصؿ عمى العنقود الأخير، الذي 

التي ترتبط بينيا. ويعتمد ىذا الأسموب عمى  مفردة( مع العلاقات nيضـ جميع مفردات العينة )
 مصفوفة التقارب بيف مفردات العينة حسب المسافات المحسوبة .

 : The Divisive Techniqueأسموب التجزئة أو التقسيم   -2
مفردة( تشكؿ عنقوداً واحداً شاملًا . ثـ  nويفترض ىذا الأسموب مف البداية أف جميع مفردات العينة )

لى عناقيد جزئية متباينة تتضمف عدداً أقؿ مف المفردات . وبعد فرز ىذه العناقيد وتحديد تتـ تجزئتو إ
العلاقات بينيا تتـ تجزئتيا إلى عناقيد أصغر فأصغر، وتتابع ىذه العممية حتى يتكوف عنقود خاص 

 لكؿ مفردة مف مفردات العينة أو نتوقؼ عف التقسيـ عند حد معيف .
ف الأسموبيف يعتمداف عمى بيانات العينة المدروسة . وعمى طبيعة المتحولات وأخيراً نشير إلى أف ىذي

 المستخدمة في عممية العنقدة .             المستقمة 
التي  Dمتحولات كمية . فإننا نقوـ بحساب عناصر المصفوفة           فإذا كانت المتحولات 
 وىي عبارة عف المسافات التي تفصؿ بيف مفردات العينة . Dissimitlarityتسمى مصفوفة التباعد 
 Sنوعية أو مختمطة فإننا نقوـ بحساب عناصر مصفوفة أخرى           أما إذا كانت المتحولات 

لأزواج ، وىي عبارة عف أوزاف التكرارات التي تقابؿ اSimilarityوالتي تسمى بمصفوفة التشابو أو التقارب 
(، وليذا فإننا سنقوـ بتقديـ كيفية حساب عناصر ىاتيف المصفوفتيف حسب المتحولات j, kالمتشابية )

المؤثرة عمى مفردات العينة: أي حسب المتحولات الكمية أو النوعية أو حسب المتحولات المختمطة مف 
 ىذيف النوعيف . 

تنُظـ حسب المتحولات النظامية )المعيارية أو مفردة أو مشاىدة  nكما نشير إلى أف بيانات العينة لػ 
 المعتمدة في عممية العنقدة وتُوضع في جدوؿ مناسب كما يمي:             الثنائية( 
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 ( نموذج جدول البيانات اللازمة لمتحميل العنقودي :1-7جدول )

                    
 ولاتالمتح

 رقـ المفردة
                  1 
                  2 
                  3 

                    j 
                  n 

 

 لممتحولات الكمية D (Dissimilarity)حساب مصفوفة التباعد  7-2
تتألؼ مصفوفة التباعد مف قيـ المسافات بيف أزواج مفردات العينة وتحسب مف قيـ المتحولات المستخدمة 

ونريد تصنيفيا ضمف عناقيد  j…n … 3 2 1مفردة ىي:  nفي عممية العنقدة . لذلؾ نفترض أنو لدينا 
، وسنستخدـ قيـ ىذه              لمتحولات المؤثرة عمييا، والتي سنرمز ليا بػ حسب قيـ ا

ونكتبيا  Dالمتحولات لحساب عناصر مصفوفة التباعد أو مصفوفة المسافات، والتي سنرمز ليا بػ 
 كمايمي:

  

المفردات
 
 
 
 
 
 

                    

[
 
 
 
 
 
             

             

     
       
     
             ]

 
 
 
 
 

                                  (   )  

 

المصفوفة ىي مصفوفة . وىنا نلاحظ أف ىذه (k , j)ىو المسافة بيف المفردتيف     حيث أف: العنصر
( واف عناصر قطرىا الرئيسي تساوي أصفاراً )لأف المسافة        مربعة ومتناظرة )لأف المسافات: 

كتبيا اختصاراً عمى شكؿ مصفوفة ت( . وليذا فإف معظـ المراجع العممية      ونفسيا  jبيف النقطة 
 مثمثية عميا كما يمي:

  

[
 
 
 
 
           

        

       

 
 ]

 
 
 
 

                                  (   ) 

 

 . فيؿ ىي مستمرة أـ منقطعة؟             ولكف حساب ىذه المسافات يتعمؽ بطبيعة المتحولات 
 اد حسابيا. فيؿ ىي المسافة النظرية أـ المسافة الفعمية ؟كما أنيا تتعمؽ بطبيعة المسافة المر 
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كمية )عددية(، فإف  Xلذلؾ فإننا نعرؼ ىذه المسافات حسب ىذه الحالات، فعندما تكوف المتحولات 
 المشكمة الوحيدة التي تعترض حساب المسافة بيف أي مفردتيف ىي واحدات القياس لتمؾ المتحولات .

موحدة )كدخؿ الأسرة أو نفقاتيا عمى الغذاء أو الكساء أو  Xلجميع المتحولات فإذا كانت واحدات القياس 
 السكف أو النقؿ والاتصالات ...الخ(، فإننا نقوـ بحساب المسافة بيف أي مفردتيف حسب الصيغ اللاحقة .

نا نقوـ مختمفة )كالدخؿ وعدد أفراد الأسرة ومساحة السكف ...الخ( فإن Xأما إذا كانت واحدات القياس لػ 
 وفؽ العلاقة التالية: Zبتحويؿ ىذه المتحولات إلى متحولات معيارية 

   
    ̅ 

  
                                         (   ) 

ر ، التي تتميز بأف متوسط كؿ منيا يساوي الصف             فنحصؿ عمى المتحولات المعيارية: 
  )وأف تباينو يساوي الواحد  (   ̅ )

 . ثـ نتعامؿ معيا كالعادة . (   
نفقات    ( طلاب ضمف عناقيد حسب متحوليف فقط ىما: 5لنفترض أننا نريد تصنيؼ ) (:1-7مثال )

جدوؿ نفقات الطالب عمى الاتصالات، وذلؾ حسب البيانات المبينة في ال   الطالب عمى الغذاء، و
 التالي:

 ( طلاب )الف ليرة والأرقام فرضية(5(: بيانات نفقات )2-7جدول )           
 رمز الطالب أو رقمو = نفقاتو عمى الغذاء    = نفقاتو عمى الاتصالات   

4 2 1   =     a 
2 8 2   =     b 
3 9 3   =     c 
5 1 4   =     d 
1 8.5 5   =     e 

 (     )حسب إحداثيات كؿ منيا       وـ برسـ مواقع ىؤلاء الطلاب عمى المستوى والآف نق
 فنحصؿ عمى الشكؿ التالي:

d

c

b

e

a

1X

2X

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 ( طلاب5(: التمثيل البياني لنفقات )1-7الشكل )
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تيـ عمى الغذاء ( نلاحظ أف مواقع ىؤلاء الطلاب الخمسة تشكؿ حسب قيـ نفقا1-7ومف الشكؿ )
 . (       )  و (    )  والاتصالات مجموعتيف منفصمتيف ىما: 

، ضمف عناقيد متشابية داخمياً ومتباينة   و   والسؤاؿ الآف ىؿ يمكف تصنيؼ ىؤلاء الطلاب حسب 
 خارجياً ؟

تقتضي حساب المسافات المختمفة بيف وحتى نجيب عمى ىذا السؤاؿ عمينا أف نتبع منيجية العنقدة، والتي 
، ثـ تجميع الطلاب حسب الأقرب فالأقرب . Dمواقع ىؤلاء الطلاب لمحصوؿ عمى مصفوفة التباعد 

تحقؽ     إذا كانت المسافة بينيما  ℓمف أية نقطة أخرى  kأقرب إلى النقطة  jورياضياً تعتبر النقطة 
 العلاقة:

                                                                  (   ) 
ف أىـ مقياس لممسافات بيف النقطتيف  في المستوى ىو المسافة الاقميدية، والتي تتمثؿ في الضمع  kو jوا 

، لذلؾ نحسب مربع ذلؾ الوتر حسب نظرية )فيثاغورث( وبدلالة (       )الوتر في المثمث القائـ 
 كمايمي: (       )  و (       ) يف إحداثيات النقطت

   
        (       )

 
 (       )

 
                (   ) 

 والشكؿ التالي يوضح ذلؾ:

2kx

2 jx

 kjd

1kx
1X

2X

0

j

A

k

h

B

1 jx 
    (: تمثيل المسافة الاقميدية 2-7الشكل )

 تساوي : kو jبيف النقطتيف     ( نجد أف المسافة الاقميدية 5-7العلاقة )ومف 

     √(       )
 
 (       )

 
                                                 (   ) 
، فنجد أف المسافة   وفي الفضاء              ويمكف تعميـ ىذه العلاقة عمى عدة متحولات 

 تعطى بالعلاقة :   مف الفضاء  kو jالاقميدية بيف أي نقطتيف 

    √(       )
 
 (       )

 
 (       )

 
   (       )

 
     (   ) 

 لذلؾ تسمى بالمسافة النظرية . jو kوىي أقصر مسافة ممكنة بيف 
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ولكف الحياة العممية لا تعتمد كثيراً عمى ىذه المسافات، فمثلًا لا يمكننا الذىاب مف شارع لآخر دوف 
الالتفاؼ حوؿ بعض المباني التي بينيما، وبناءً عمى ذلؾ تـ استنباط مقياس آخر لممسافة يسمى مسافة 

 ( :2-7المستوى بالعلاقة التالية )انظر الشكؿ  ( ويعرؼ فيCity Block Distanceالمقاطع )
   

  | |  | |  |(       )|  |(       )|                                    (   ) 
 بالعلاقة التالية:   متحولًا في الفضاء  p( عمى 8-7ويمكف تعميـ )

   
  ∑|(       )|

 

   

                                                                                (   ) 

( السابقة، يشترط أف 9-7( )8-7( )7-7( )6-7وأخيراً نشير إلى أف حساب المسافات مف العلاقات )
 ات واحدات قياس موحدة . متحولات معيارية، أو تكوف ذ             تكوف المتحولات 

ونورد فيما يمي جدولًا بأسماء وتعاريؼ أىـ المقاييس المستخدمة لحساب المسافات لممتحولات العددية 
 .   الموحدة أو المعيارية . وذلؾ حسب طبيعة وشروط كؿ مسألة أو كؿ قضية بحثية وفي الفضاء 

 [ :Webb P. 420] من    ( في kو jين )(: مقاييس حساب المسافات بين النقطت3-7جدول )     
 اسم المقياس الصيغة الرياضية لممقياس ملاحظات

(       )∑]    جذر مجموع مربعات الفروقات
 

 

   

]

 
 

 
 المسافة الاقميدية
Euclidean 

|       |∑     مجموع القيم المطمقة لمفروقات

 

   

 
 مسافة المقاطع
City Block 

 |       |         أكبر القيم المطمقة لمفروقات
 مسافة )تشيبتشيؼ(

Chebychev 

لمجموع الفروقات من  (m)الجذر الـ 
(       )∑]    تعميم الاقميدية -   المرتبة 

 
 

   

]

 
 

 
 ة )مينكوفسكي(مساف

Minkowski 

(       )∑       متناظرة:     
 
   (  

    ) 
   المسافة التربيعية 

Mahalanobis 
بواسطة استخداـ  D( ونقوـ بحساب عناصر مصفوفة التباعد 1-7لنأخذ بيانات المثاؿ ) :2-7مثال 

 ( .6-7معرفة بالعلاقة )المسافة الاقميدية ال
ولنفترض أولًا أف كؿ مف الطلاب الخمسة يشكؿ لوحده عنقوداً خاصاً، ثـ نقوـ بحساب المسافات الاقميدية 

 ( مف العلاقة:j , kبيف كؿ زوج منيـ )

    √(       )
 
 (       )
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 ( تساوي:1، 2وىكذا نجد أف المسافة بيف الطالبيف )
    √(   )  (   )        

 ( تساوي:1، 3وكذلؾ نجد أف المسافة بيف الطالبيف )
    √(   )  (   )        

ليؤلاء الطلاب  Dوبمتابعة حساب ىذه المسافات للأزواج المختمفة الأخرى، نحصؿ عمى مصفوفة التباعد 
 التالية:

  

الطلاب
 
 
 
 
 

          

[
 
 
 
 
                     

                
           

      
 ]

 
 
 
 
 

، لأنيما الأكثر 5و 2( وىو يقابؿ الطالبيف 1.116ومنيا نلاحظ أف أصغر عناصر ىذه المصفوفة ىو )
 سنرى لاحقاً . تشابياً في النفقات، لذلؾ يمكف أف ننشأ منيما العنقود الأوؿ كما

( في حالة المتحولات النوعية Similarityحساب مصفوفة التشابو أو التقارب ) 7-3
 )المرتبة والاسمية( .

فلا يكوف ليا قيـ عددية، بؿ يكوف ليا حالات مرتبة  -مرتبة أو اسمية -نوعية Xعندما تكوف المتحولات 
لؾ لا يمكننا حساب المسافات بيف المفردات أو فئات مختمفة )كمستوى التعميـ أو الحالة الاجتماعية(. لذ

 ( .3-7مف العلاقات الكمية المذكورة في الجدوؿ )
وفي مثؿ ىذه الحالات نمجأ إلى استخداـ التكرارات المطمقة المقابمة لحالات أو فئات تمؾ المتحولات . لأف 

 الحالات المتشابية تكوف تكرارتيا متقاربة . 
( 1فإننا نفترض أنو يأخذ القيمة ) -أي يتألؼ مف حالتيف فقط )نجاح وفشؿ( –ثنائياً  Xفإذا كاف المتحوؿ 

 ( إذا تحققت حالة الفشؿ . 0إذا تحققت حالة النجاح، ويأخذ القيمة )
أكثر مف حالتيف، فإننا نعتبر كؿ حالة مستقمة عف الحالات الأخرى، ونعرؼ  Xأما إذا كاف المتحوؿ 

  عمييا متحولات ثنائية جديدة )
    

     
  (، ثـ نفترض أف كؿ متحوؿ جديد  

( 1يأخذ القيمة )  
 ( عندما لا تتحقؽ تمؾ الحالة .0عندما تتحقؽ الحالة المقابمة لو، ويأخذ القيمة )

أي أنو لحساب الاختلافات في حالة المتحولات النوعية، يجب أف تكوف )أو أف نجعؿ( تمؾ المتحولات 
 ( عند عدـ التحقؽ .0( عند التحقؽ وقيمة )1ئية وتأخذ إحدى القيمتيف قيمة )متحولات ثنا

،             متحولًا ثنائياً ىي  pمفردة والمعتمدة عمى  nوعندىا فإف بيانات العينة المأخوذة مف 
 تنظـ وتوضع في جدوؿ كالتالي:
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 ت النوعية )فرضية((: بيانات المتحولا4-7جدول )                  

   ....    ....          
 المتحولات
 المفردات

1 .... 0 .... 1 0 1 1 
0 .... 0 .... 1 1 0 2 
1 .... 1 .... 0 0 1 3 
.... ....     .... .... .... .... I 
0 .... 1 .... 0 1 1 N 

مف العينة تعطينا مقابؿ كؿ متحوؿ مف المتحولات  j( أف كؿ مفردة 4-7ونلاحظ مف الجدوؿ )
 [ . j( ] وىي القيـ التي في السطر المقابؿ لممفردة 0( أو)1إحدى القيمتيف )                 

( مقابؿ مفردات العينة      ] 0( و)1يأخذ إحدى القيمتيف )   كما نلاحظ مف جية أخرى أف كؿ متحوؿ 
 [ .   ىي القيـ التي في العمود المقابؿ لػ و 

( نقوـ بإيجاد جدوؿ التوافؽ بينيما، ونحسب التكرارات المتقابمة kو jولدراسة التقارب بيف أي مفردتيف )
 ( فنحصؿ عمى الجدوؿ التالي :4-7( مف الجدوؿ )kو jلتوافقيما ولتعارضيما في السطريف )

 ( فقطkو jالتوافق لممفردتين ) (: جدول5-7جدول )               

 البياف Kقيـ المفردة  المجموع
0 1 

 jقيـ المفردة  1 (   )   (   )        
        (   )   (   ) 0 

 المجموع                             
 ( تعني أف:5-7إف الرموز في الجدوؿ )

a ( 1-1: ىو عدد تكرارات الأزواج   ،  )b :( 1و 0ىو عدد تكرارات الأزواج. ) 
c ( 0-1: ىو عدد تكرارات الأزواج   ،  )d( 0و 0: ىو عدد تكرارات الأزواج. ) 

بيف جميع مفردات العينة. يجب عمينا أف نقوـ بإيجاد جميع جداوؿ  Sولتقدير عناصر مصفوفة التقارب 
، والتي يبمغ عددىا nذات الحجـ التوافؽ لجميع الأزواج المختمفة، التي يمكف تشكيميا مف العينة 

  
  

 (   )

 
 زوجاً مختمفاً . وىناؾ عدة مقاييس لمتقارب بيف ىذه الأزواج تحسب مف القاعدة التالية: 

    
عدد الأزواج المتشابية
عدد المتحولات المؤثرة  

 
   

 
                    (    ) 

في     نقوـ بحساب عناصر مصفوفة التقارب  (kو j)توافقية لكؿ مفردتيف وبعد إيجاد تمؾ الجداوؿ ال
 حالة المتحولات الثنائية باستخداـ أحد المقاييس المعرفة في الجدوؿ التالي:
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 (Jonhson,Wichern. P. 549 مقاييس التقارب لممتحولات الثنائية )من(: 6-7) جدول      
 رقـ المقياس    المقاييس الرياضية لػ  ملاحظات

    ( بأوزاف متساوية0و 0( و)1و 1نسبة تكرارات الأزواج المتشابية )

 
 1 

(   )  (0و 0( و)1و 1بمضاعفة أوزاف الأزواج المتشابية )

 (   )     
 2 

    (0و 1( و)1و 0بمضاعفة أوزاف الأزواج غير المتشابية )

     (   )
 3 

  Russel + Rao( مف البسط: 0و 0رار الأزواج )بحذؼ تك

 
 4 

)لأنيا  Jaccard( مف البسط والمقاـ 0و 0بحذؼ تكرار الأزواج )
 خارج الموضوع(

 

     
 5 

( مف البسط والمقاـ ومضاعفة تكرارات 0و 0بحذؼ تكرار الأزواج )
 czekanowcki( 1و 1الأزواج )

  

      
 6 

( مف البسط والمقاـ، ومضاعفة 0و 0رات الأزواج )بحذؼ تكرا
 تكرار الأزواج غير المتشابية

 

   (   )
 7 

( إلى الأزواج غير 1و 1نسبة الأزواج المتشابية مف الشكؿ )
 (0و 0( مع حذؼ الأزواج )1و 0( و)0و 1المتشابية )

 

   
 8 

المطروحة وباليدؼ الذي يقصده الباحث، عمماً بأف ولكف استخداـ ىذه المقاييس يتعمؽ بطبيعة المسألة 
، وىذا قد يؤدي بنا Sفي مصفوفة التقارب     ىذه المقاييس تعطينا قيماً مختمفة لمعناصر غير القطرية 

 إلى الحصوؿ عمى نتائج مختمفة .
 ونكتبيا كما يمي : Sنحصؿ عمى عناصر مصفوفة التقارب باستخداـ أحد ىذه المقاييس و 

     

المفردات
 
 
 
 
 

                  

[
 
 
 
 
             
             

             

     
             ]

 
 
 
 
             (    ) 

 .kو j( السابؽ لممفردتيف 6-7تحسب مف أحد المقاييس المذكورة في الجدوؿ )    حيث أف العناصر 
، ومتناظرة لأف المقاييس المستخدمة    ومف خواص ىذه المصفوفة إنيا مصفوفة مربعة مف المرتبة 

لأف جدوؿ  (     )( كما أف عناصر القطر الرئيسي فييا         لحسابيا متناظرة )أي أف 
 مع نفسيا يكوف مف الشكؿ التالي: jالتوافؽ لممفردة 
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0 1 j 
  

0 1 0 1 0 1 j 
0 3 1 0 1 0 1 0 1 j 
3 0 0         

 

 ( ما يمي:1يساوي حسب المقياس )    ومنو نجد أف قيمة العنصر 
    

   

       
 

   

       
   

 ( (.8( و)4يس الأخرى تعطينا نفس النتيجة )ماعدا المقياسيف )وىكذا نجد أف معظـ المقاي
( Dعمى شكؿ مصفوفة مثمثية سفمى )لتمييزىا عف مصفوفة التباعد  Sلذلؾ يمكننا كتابة مصفوفة التقارب 

 كما يمي:

  

المفردات
 
 
 
 
 [

 
 
 
 
 
    

       

           ]
 
 
 
 

                                      (    ) 

 

مختمفة )كمية ونوعية( فإننا نقوـ بتحويؿ                : إذا كانت المتحولات ملاحظة ىامة
إلى ( إلى متحولات ثنائية، وذلؾ بتقسيـ مجاؿ تحوؿ كؿ منيا   و   المتحولات الكمية فييا )مثؿ 

 مجاليف فقط . وننشأ منيا متحولات ثنائية جديدة معرفة عمى ىذيف المجاليف كما يمي:
  

  2
  
  

      

      
          

  2
  
  

      

      
                 (    ) 

 

 اف الفاصمتاف بيف ىذيف المجاليف .ىما النقطت    و    حيث أف 
أما المتحولات النوعية المتبقية فنقوـ بتحويميا أيضاً إلى متحولات ثنائية كما وضحنا ذلؾ أعلاه . وبعد 

( . ثـ نقوـ بإيجاد جداوؿ 4-7إجراء ىذه التحويلات نقوـ بجمع البيانات ووضعيا في جدوؿ كالجدوؿ )
(   ) (، فنحصؿ عمى j , kالتوافؽ ككؿ زوج مف المفردات )

 
 ( السابؽ .5-7جدولًا مشابياً لمجدوؿ ) 

وذلؾ باستخداـ أحد المقاييس المعرفة في     وبعد كؿ ذلؾ نقوـ بحساب عناصر مصفوفة التقارب 
 ( السابؽ . 6-7الجدوؿ )

لات ( متحو 6( طلاب ضمف عناقيد متشابية وذلؾ حسب )5: لنفترض أننا نريد تصنيؼ )3-7مثال 
،    ، اليد المستخدمة    ، لوف الشعر    ، لوف العينيف    ، الطوؿ    مختمطة ىي: الوزف 

 ، وبعد استجوابيـ حصمنا منيـ عمى البيانات التالية:   والجنس 
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 (Johnson,Wichern. P. 550) متحولات( 6) طلاب حسب( 5) البيانات الأولية لـ(: 7-7) جدول
 الجنس
   

 اليد المستخدمة
   

 لوف الشعر
   

 لوف العينيف
   

 الطوؿ سـ
   

 الوزف كغ
   

 المتحولات
 رقـ الطالب

 1 68 140 أخضر أشقر اليمنى أنثى
 2 73 185 بني أسود اليمنى ذكر
 3 67 165 أزرؽ أشقر اليمنى ذكر
 4 64 120 بني أسود اليمنى أنثى
 5 76 210 بني أسود اليسرى ذكر

للاستفادة مف ىذه البيانات نقوـ بتحويؿ كؿ مف ىذه المتحولات إلى متحولات ثنائية، ونعرؼ منيا 
  المتحولات الثنائية التالية: 

    
    

    
    

     
 كما يمي:  

  
  ,

 أشقر           
غير ذلؾ      

   
  {

         
        

 

  
  ,

 اليمنى       
اليسرى      

 
 

  
  {

          
         

 
 

  
  ,

 أنثى       
ذكر      

   
  ,

      بني      
غير ذلؾ      

 
 

( السابؽ، نحصؿ عمى جدوؿ جديد لممتحولات 4-7تفريغ قيـ ىذه المتحولات في جدوؿٍ كالجدوؿ ) وبعد
 الثنائية يأخذ الشكؿ التالي :

 :طلاب بدلالة المتحولات الثنائية( 5) نتائج استجواب( 8-7) جدول                       

  
    

    
    

    
    

  
 تحولاتالم

 رقـ الطالب
1 1 1 0 0 0 1 
0 1 0 1 1 1 2 
0 1 1 0 1 0 3 
1 1 0 1 0 0 4 
0 0 0 1 1 1 5 

 

ليؤلاء الطلاب، عمينا أولًا أف نقوـ بإيجاد جداوؿ التوافؽ لكؿ زوج منيـ  Sولإنشاء مصفوفة التقارب 
  )وعددىا 

لًا أف جدوؿ التوافؽ لمطالبيف ( نجد مث8-7عمى بيانات الجدوؿ ) أزواج( . و بناءً      
 ( يأخذ الشكؿ التالي:2( و)1)
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 المجموع
 (2قيـ الطالب )

 
0 1 

3 2 1 1 
 (1قيـ الطالب )

3 0 3 0 
 المجموع 4 2 6

( بالعلاقة 6-7ومنو نحسب مقياس التقارب بينيما، وذلك من خلال المقياس الأول المعرف في الجدول )
 التالية:

    
   

 
 

   

 
 

 

 
 

 ( يأخذ الشكؿ التالي:3( و)1وكذلؾ نجد أف جدوؿ التوافؽ لمطالبيف )

 المجموع
 (3قيـ الطالب )

 
0 1 

3 1 2 1 
 (1قيـ الطالب )

3 2 1 0 
 المجموع 3 3 6

( وذلؾ مف خلاؿ نفس المقياس الأوؿ مف الجدوؿ 3( و)1ومنو نحسب عنصر التقارب بيف الطالبيف )
 ؼ بالعلاقة :( المعر 7-6)

    
   

 
 

   

 
 

 

 
 

بيف ىؤلاء الطلاب وباستخداـ نفس المقياس، نحصؿ     وبمتابعة حساب بقية عناصر مصفوفة التقارب 
 وتأخذ الشكؿ التالي:    عمى مصفوفة متناظرة مف المرتبة 

  

الطلاب
 

 

 

 

 

          

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ىو العنصر التكراري  Sومف خلاؿ ىذه المصفوفة نلاحظ مباشرة أف أكبر عنصر في المصفوفة 

 
، الذي 

(، وىذا يعني أف ىذيف الطالبيف أقرب إلى بعضيما )حسب المتحولات 5( و)2يقابؿ الطالبيف )
 طالبيف آخريف، لذلؾ يمكننا أف نشكؿ منيما مجموعة أولى تمثؿ العنقود الأوؿ . المستخدمة( مف أي
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( لأنيما يقابلاف أصغر عنصر في 5( و)1كما نلاحظ أف أبعد طالبيف عف بعضيما ىما الطالبيف )
 ، وىناؾ أزواج تقع بيف ىاتيف الحالتيف .(     )المصفوفة ىو 

ذا أردنا تقسيـ الطلاب إلى مجموعتي عمى بيانات مصفوفة التقارب،  ف جزئيتيف متجانستيف نسبياً بناءً وا 
 .(       )   و (    )   يمكننا أف نشكؿ مجموعتيف جزئيتيف مؤلفتيف مف ىؤلاء الطلاب : 

مف خلاؿ     ترتبط مع عناصر مصفوفة التباعد     ملاحظة ىامة: إف عناصر مصفوفة التقارب 
 [: Johnson,Wichern, P. 551التالية ]  العلاقة

 ̃   
 

     
                     ̃                           (    ) 

غير سالبة  Sوىو أف تكوف المصفوفة  (Gower)يحتاج إلى توفر شرط     مف     ولكف حساب 
    ، فإف المسافة (   ̅  )يكوف التشابو أعظمياً وممعيراً بػ . وعندما  (        )التحديد 

 بالعلاقة التالية :    ترتبط مع 

    √ (    ̅ )                                                      (    ) 
 

لمختمطة دون ( لمعالجة بيانات المتحولات النوعية أو اGowerأسموب )جور  7-4
 تحويميا إلى متحولات ثنائية:

لنفترض إننا نريد تصنيؼ عينة مف الموظفيف إلى عناقيد متشابية حسب المتحولات النوعية والكمية 
 المرفقة حسب حالاتيا المختمفة وأرقاميا الرمزية التالية:

 ( .3(، مرتفع= )2(، متوسط= )1المستوى الاقتصادي: منخفض= ) –   
 ( .4(، أرمؿ= )3(، مطمؽ= )2(، متزوج= )1الحالة الاجتماعية: أعزب= ) –   
 ( .3(، زرقاء= )2(، خضراء= )1لوف العينيف: سوداء= ) –   
 ( .3= ) 50(، أكبر مف 2( = )50-30(، مف)1=) 30العمر )بالسنوات(: أقؿ مف  –   
 ( .2(، أنثى= )1الجنس: ذكر= ) –   

ذه المتحولات ونستبدليا بأرقاميا وندخميا إلى الجدوؿ الأساسي لبيانات العينة، ولنفترض عالج حالات ىن
 ( عمى ىذه الحالات كانت كما يمي:kو jأف بيانات مفردتيف منو مثؿ )

                
 المتحولات
 رمز الموظؼ

 2 1 3 2 2 J 
 1 1 3 2 3 K 
  ̅  0 1 1 1 0   (  ) 
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ونضعو في السطر الثالث، ونجعمو يأخذ  (  )  ( متحوؿ جديد kو j) ثـ نعرؼ عمى إجابات المفردتيف
( إذا 0)مساوية ليا(، ويأخذ القيمة ) kمتوافقة مع إجابة المفردة  j( إذا كانت إجابة المفردة 1القيمة )

 الأخير في الجدوؿ السابؽ . . فنحصؿ عمى السطر kمختمفة عف إجابة  jكانت إجابة 
 (  )  مف خلاؿ حساب المتوسط الحسابي لقيـ المتحوؿ     ثـ نقوـ بحساب عناصر مصفوفة التقارب

 ونرمز لو بالرمز التالي:

  ̅  
∑   (  )

 
   

 
                                                   (    ) 

،              ( اقترح تثقيؿ ىذا المتوسط بأوزاف مناسبة مع أىمية المتحولاتGower)جور  ولكف
مف     ، ثـ حساب تقدير عنصر مصفوفة التقارب              ورمز ليا بالرموز المقابمة ليا: 

 العلاقة التالية:

  ̅  
∑     (  )

 
   

∑   
 
   

                                                        (    ) 

، وتأخذ قيميا المختمفة    ̃ وىكذا نجد أف ىذا الأسموب يعطينا قيماً تقديرية لعناصر مصفوفة التقارب 
نيا تأخذ القيمة )1( و)0بيف ) )لأنو عندىا  kمختمفة عف إجابات  jات ( عندما تكوف جميع إجاب0(. وا 

(  )  تكوف جميع  ( عندما تكوف جميع 1(، وتأخذ القيمة )   ̅  (، وبالتالي فإف متوسطيا   
(  )  )لأنو عندىا تكوف جميع  kمتوافقة مع إجابات  jإجابات  ، وبالتالي يكوف متوسطاتيا   
  ̅   . ) 
ف قيـ   .    ̅    أي أف يكوف لدينا:  -    ,الأخرى تأخذ قيماً عددية تقع في المجاؿ   ̅  وا 

 . -    ,قيماً كسرية في المجاؿ  S( يحافظ عمى أف تأخذ عناصر المصفوفة Gawerأي أف أسموب )
 :Xتجميع المتحولات  7-5

بالاعتماد عمى المشاىدات.  Xت لتجميع المتحولا -بيف الحيف والآخر -إف التحميؿ العنقودي يستخدـ
وىذه الحالة مطموبة في تصميـ الاستبيانات، حيث أف مسودة الاستبياف غالباً ما تتضمف بعض الأسئمة 
التي تحرص عمى تأميف معدؿ جيد للإجابات، وعندما يتـ اختبار الاستبياف عمى عدد قميؿ مف 

جموعات الأسئمة المتشابية تكوف مرتبطة المستجوبيف، يمكننا مباشرة أف نلاحظ أف الاجابات عمى م
بشدة، ولكف أىـ تطبيؽ لمتحميؿ العنقودي يمكف أف يتـ عمى مجموعات أخرى مف الأسئمة ىي الأسئمة 
المتباعدة أو الغامضة حيث تكوف أجوبتيا غير مرتبطة، وبذلؾ تكوف ىذه الأسئمة نقطة ضعؼ في 

سئمة الاستبياف ضمف مجموعات متشابية وعناقيد متباينة، الاستبياف . وبعد تحميؿ الإجابات نقوـ بتجميع أ
ثـ نقوـ بإعادة صياغة الاستبياف . فنقوـ بدمج بعض الأسئمة المتشابية في سؤاؿ واحد . ونعيد صياغة 

 بعضيا الآخر ونوضح معانيو ودلالاتو .
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ستبيانات ( أسئمة في مسودة أحد الا3( أشخاص عمى )5: لتوضيح ذلؾ نأخذ إجابات )(4-7مثال )
 والتي كانت كما يمي:
 (: بيانات المثال فرضية9-7جدول )                        

         
 الأسئمة

 المستجوبيف
3.00 5.0 10 a 
3.10 7.5 30 b 
2.90 6.0 20 c 
2.95 8.0 40 d 
3.80 9.0 50 e 
        و معاملات الارتباط الخطي بيف كؿ زوج منياى          إف أفضؿ مقياس لتقارب الأسئمة 

 مأخوذة بالقيمة المطمقة، وبعد حسابيا نحصؿ عمى مصفوفة التقارب التالية:

  

الأسئمة
  

  

  

            

*

 |   | |   |

|   |  |   |

|   | |   |  

+
 [

 
      
           

]         (    ) 

ف مقياس التباعد )حسب المسافات( بيف أي سؤاليف   يمكف أف يحسب مف التحويؿ التالي :   و   وا 
      |   | 

 الي :وىكذا نحصؿ عمى المصفوفة الأولى لممسافات بيف كؿ زوج مف الأسئمة، والتي تأخذ الشكؿ الت

  

الأسئمة
  

  

  

            

[
           

      
 

]
                                                   (    ) 

 وبذلؾ يمكننا أف نطبؽ عمى ىذه المصفوفة أية طريقة مف طرائؽ العنقدة وباستخداـ الإجراءات المعتادة .
يشكلاف    و   وىذا يعني أف السؤاليف           ىي:  Dثلًا نجد أف أصغر قيمة في فم

عنقوداً واحداً، لأنيما متشابياف جداً، لذلؾ يمكف أف نختار أحدىما أو أف نصيغ منيما سؤالًا ثالثاً يعبر 
كمية( فإنو يمكننا تصنيؼ بياناتيا عنيما معاً. أما إذا كانت الأسئمة ثنائية )محولة مف متحولات نوعية أو 

. وبذلؾ نحصؿ  Q( ضمف جداوؿ التوافؽ . وذلؾ باستبداؿ المفردات بالأسئمة 0( و)1المؤلفة مف )
 عمى جدوؿ لمتوافؽ ليما يأخذ الشكؿ التالي: (      )مقابؿ كؿ زوج مف الأسئمة 
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   و   ن (: جدول التوافق لمسؤالي10-7جدول )               
    السؤال

 البيان
 1 0 المجموع
a + b b a 1 

 c + d d c 0    السؤال
n = a + b + c + d b + d a + c المجموع  

( 0,1( و)1,1ىي عبارة عف أعداد التكرارات المطمقة المتقابمة للأزواج )           حيث أف: الرموز 
ف أفضؿ مقياس لمتقارب بيف ىذيف السؤاليف ( عمى 0,0( و)1,0و) ىو معامؿ  (      )الترتيب، وا 

 ارتباط المتحولات الثنائية المعرؼ بالعلاقة التالية: معامؿالاقتراف أو 
    

       

(   )(   )(   )(   )
                         (    ) 

جميع الأزواج، نأخذ القيمة المطمقة ليا، ونضعيا في مصفوفة خاصة وبعد حساب ىذه المعاملات ل
 لمتقارب بيف الأسئمة المدروسة ونرمز ليا بػ 

  [

   
|   |   
|   | |   |  

]                                    (    ) 

 للازمة عمييا .وتطبيؽ الإجراءات ا Dومنيا يمكننا أف نحصؿ عمى مصفوفة التباعد 
بواسطة العلاقة    ( ترتبط مع المتحوؿ 20-7المعرفة في )    عمماً بأف معاملات الاقتراف أو الارتباط 

.  
  

 
، وتستخدـ ىذه الخاصة عند اختبار الاستقلاؿ لأي متحوليف نوعييف . ومف أجؿ قيمة ثابتة   /
 ط القوي( يتوافؽ مع انعداـ الاستقلاؿ .فإف التشابو الكبير )أو الارتبا nلػ 

( ىي 20-7(، ومقاييس الاقتراف )التقارب( المعرفة في )10-7وأخيراً نشير إلى أف بيانات الجدوؿ )
 p(، والفرؽ الوحيد بينيا ىو استبداؿ عدد المتحولات 6-7مشابية تماماً لممقاييس المعرفة في الجدوؿ )

ج أنو يوجد عدد كبير مف مقاييس التقارب بيف الموضوعات، ولكف . ومما سبؽ نستنت nبعدد المشاىدات 
( ومقاييس 3-7المقاييس الأكثر تطبيقاً ىي مقاييس المسافة المعرفة لممتحولات الكمية في الجدوؿ )

(، والتي يتـ استخداميا لعنقدة المفردات أو لتجميع المتحولات 6-7العلاقات النوعية المعرفة في الجدوؿ )
X رتيب، ولتنفيذ ذلؾ تستخدـ خوارزميات حاسوبية خاصة .عمى الت 
 : طرائق التحميل العنقودي اليرمي التجميعي: 7-6

 لقد أشرنا سابقاً إلى أن التحميل العنقودي اليرمي يعمل عمى تصنيف مفردات العينة باتباع أحد الأسموبين التاليين:
، ويعتبر كؿ منيا تشكؿ (: وىو الذي يبدأ مف المفرداتAgglomerativeأسموب التجميع ) -

عنقوداً مستقلًا، ثـ يقوـ بدمج المفردات الأكثر تشابياً ويشكؿ منيا عناقيد متشابية، ثـ يقوـ بدمج 
العناقيد المتشابية في عناقيد أكبر منيا، حتى يتـ الحصوؿ عمى عنقود واحد يتضمف جميع 

 مفردات العينة.
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مف اعتبار جميع المفردات تشكؿ عنقوداً  أ(: وىو يبدDivisiveأسموب التجزئة أو التقسيم ) -
واحداً، ثـ يتـ تقسيميا إلى عناقيد متشابية، ثـ تقسيـ تمؾ العناقيد إلى عناقيد أصغر منيا، حتى 

 نحصؿ عمى عناقيد مقابؿ كؿ مفردة مف مفردات العينة أو نتوقؼ عف عممية التقسيـ .
ف نتائج ىذيف الأسموبيف تمثؿ بياناً في المستوى عم ى شكؿ عناقيد متعالقة ضمف عنقود واحد. ويسمى وا 

 ( .Dendogramىذا الشكؿ مخطط الأغصاف )
 ويستخدـ التحميؿ العنقودي اليرمي التجميعي عدة طرائؽ تسمى طرائؽ الربط وىي:

 ( .Single Linkageطريقة الربط المنفرد ) -
 ( .Complete Linkageطريقة الربط التاـ ) -
 ( .Average Linkageطريقة الربط المتوسط ) -

 تاف ىما:يف أخر اوتوجد طريقت
 ( .Ward's Methodرد( )اطريقة مجموع المربعات، وتسمى طريقة )و  -
 ( .Centroid Methodطريقة المراكز ) -

عمماً بأف كؿ طريقة مف ىذه الطرائؽ تعتمد عند دمج المفردات أو العناقيد )المؤلفة مف مفردات( عمى 
 الجانبيف وتتبع خوارزمية موحدة . معيار معيف لقياس التشابو بيف

 مفردة )مشاىدات أو متحولات(، تتألؼ مف الخطوات التالية: nإف خوارزمية العنقدة اليرمية التجميعية لػ 
تبدأ العنقدة اليرمية التجميعية مف اعتبار كؿ مفردة تشكؿ عنقوداً خاصاً، ومف مصفوفة متناظرة  -1

 . [   ]  لممسافات )أو لمتشابو(، نرمز ليا بػ 
عف أصغر عنصر فييا )أصغر مسافة( ومنو نحدد العنقوديف  Dنبحث في مصفوفة المسافات  -2

 الأكثر قرباً أو تشابياً مف بيف العناقيد المدروسة، وذلؾ مف أجؿ دمجيما وتشكيؿ عنقود جديد منيما.
ث العناصر المتقاطعة في ( . ثـ نقوـ بتحديuvفي عنقود واحد . ونرمز لو بػ ) u    ندمج العنقوديف  -3

 كما يمي : Dمصفوفة المسافات 
 مف المصفوفة .     نحذؼ العموديف والسطريف المقابميف لمعنقوديف  -أ 
 .D، أو في آخر أو أوؿ المصفوفة vأو  uنضيؼ سطراً وعموداً جديديف. ونضعيما في مكاف  -ب 
ونرمز لذلؾ ، vو u ( مف عناصر العنقوديفuvنقوـ بحساب شعاع عناصر العنقود الجديد ) -ج 

( والعناقيد uv، وىو عبارة عف المسافات المتقاطعة بيف العنقود الجديد )(  ) الشعاع بػ 
( في المصفوفة، عمماً uvالمتبقية في المصفوفة، ثـ نضعيا في العمود والسطر المخصصيف لػ )

 vو uالعنقوديف  ( تحسب باستبداؿ كؿ عنصريف متقابميف فيuvبأف عناصر العنقود الجديد )
بأصغرىما أو بأكبرىما أو بمتوسطيما، وذلؾ حسب الربط المستخدـ في عممية العنقدة المنفرد أو 

 التاـ أو المتوسط عمى الترتيب، وسنشرح ذلؾ مف خلاؿ الأمثمة القادمة .
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مرة )حتى تصبح جميع المفردات في عنقود واحد ( وفي  (   )( حتى 3( و)2نكرر الخطوات ) -4
مة نقوـ بتسجيؿ مواصفات وخواص العناقيد المدمجة ومستوياتيا الجديدة )عناصر المسافات كؿ مرح

 أو التشابو( في الأماكف المخصصة لمدمج .
كما نقوـ برسـ مخطط الأغصاف لكؿ مرحمة مف ىذه المراحؿ، وأخيراً ندمجيا في المخطط العنقودي العاـ 

 وسنوضح ذلؾ مف خلاؿ الأمثمة القادمة .
 (:Single Linkageالربط المنفرد )طريقة  7-6-1

إف ىذه الطريقة تبدأ مف اعتبار كؿ مفردة مف المفردات تشكؿ عنقوداً خاصاً، وتعتمد عمى مصفوفة 
( بيف أزواج المفردات المدروسة، ويتـ تشكيؿ العناقيد فييا مف دمج العناقيد S)أو التشابو  Dالمسافات 

 الأكثر تقارباً )الجوار الأقرب( .
، ونحدد أصغر عنصر فييا . ولنفترض Dد العنقوديف الأكثر تقارباً نقوـ بدراسة عناصر المصفوفة ولتحدي

، (    )، لذلؾ نقوـ بدمج ىذيف العنقوديف في عنقود جديد ونرمز لو بػ vو uأنو كاف يقابؿ العنقوديف 
 ( )مف نستبدؿ كؿ عنصريف متقابميف  (    )ولحساب شعاع المسافات لمعنقود الجديد 

 بأصغرىما )بأقربيما(، أي نطبؽ العلاقة:( ) و
 (    )     

        
[   ]                                              (    ) 

 . vينتمي إلى  kو uينتمي إلى  jحيث 

(  )u vd

u v 
نطبؽ العلاقة  Wوأي عنقود آخر )أو مفردة(  (    ) ولحساب شعاع المسافات بيف العنقود الجديد

 التالية:
 (    )     ,        -                                              (    ) 

لأكثر تقارباً . والعنقود ا wمع العنقود  uىما المسافتاف بيف العنقود الأكثر تقارباً     و    حيث أف: 
v  مع العنقودw . عمى الترتيب 

( طلاب )مفردات( حسب نفقاتيـ عمى الأغذية 6لنفترض أف مصفوفة المسافات لػ ) (:5-7مثال )
 والاتصالات كانت كما يمي :

  

الطلاب
 
 
 
 
 
 

                

[
 
 
 
 
 
         

         
    

    
    

 ]
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 ولتصنيؼ ىؤلاء الطلاب ضمف عناقيد متشابية نقوـ بتطبيؽ خطوات الخوارزمية السابقة فنجد أف:
، فنجد أف Dنعتبر أف كؿ طالب )مفردة( يشكؿ عنقوداً مستقلًا، ثـ نقوـ بدراسة عناصر المصفوفة   -1

، لذلؾ نقوـ بدمج ىذيف (5( و)3( المقابؿ لمطالبيف )3ىو العنصر ) Dأصغر عنصر في المصفوفة 
( مف 5( و)3( والسطريف )5( و)3(. ونحذؼ العموديف )3، 5الطالبيف في عنقود واحد، ونرمز لو بػ )

(، ونضعو مكاف العمود 3، 5، ثـ نضيؼ عموداً خاصاً وسطراً خاصاً لمعنقود الجديد )Dالمصفوفة 
 (، فنحصؿ عمى المصفوفة التالية:3( والسطر )3)

  

العناقيد
 
 

(   )
 
 

           (   )                      

[
 
 
 
 
 
    (   )    

   (   )     

  (   )  (   ) 

   
 ]

 
 
 
 
 

 

وىنا نلاحظ أف عممية الدمج لا تؤثر عمى المفردات أو العناقيد الأخرى، ويتـ حساب عناصر العمود 
( وفؽ         )عمماً بأف  Dمف المصفوفة الأساسية  (   )طر ثـ عناصر الس (   )

 العلاقات التالية:
  (   )     (       )     (     )                            
  (   )     (       )     (     )                            
 (   )     (       )     (       )     (   )    
 (   )     (       )     (     )                                

 

 التالية :   وبذلؾ نحصؿ عمى مصفوفة المسافات الجديدة 

3

2

1

3

3 5

(c)

0

 

6 4 (   ) 2 1    
   

    

8 24 12 4 0 1 
10 22 10 0  2 
8.5 6 0   (   ) 
18 0    4 
0     6 

 

لمتوضيح . ولمتابعة إجراء العنقدة نقوـ بتطبيؽ    إلى جانب المصفوفة  (   )ولقد رسمنا العنقود 
( المقابؿ 4ر )ىو العنص   الخوارزمية مرة أخرى. فنلاحظ أف أصغر عنصر في المصفوفة الأخيرة 

 (   )( ضمف عنقود آخر نرمز لو بػ 2( و)1(. لذلؾ نقوـ بدمج المفردتيف )2( و)1لممفردتيف )
 (   )وسطراً  (   )( . ثـ نخصص عموداً واحداً 2( و)1( والسطريف )2( و)1ونحذؼ العموديف )

 التالية: (، فنحصؿ عمى المصفوفة1( والسطر )1لمعنقود الجديد ونضيفيما في مكاف العمود)
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6 4 (   ) (   )    
   

 (   )   (   )   (   )(   ) 0 (   ) 
8.5 6 0  (   ) 
18 0   4 
0    6 
وذلؾ بتطبيؽ    نحسبيا مف المصفوفة (   )الواقعة في السطر  (   )ولحساب عناصر العنقود 

 العلاقات التالية:
 (   )(   )     [  (   )   (   ]     ,     -                     
 (   )     ,       -     ,     -                                    
 (   )     ,       -     (    )                                        

 

 التالية:    فات وبذلؾ نحصؿ عمى مصفوفة المسا

3

2

1

3

3 5

(e)

0

4

21

4

 

6 4 (   ) (   )    
   

    
8 22 10 0 (   ) 
8.5 6 0  (   ) 
18 0   4 
0    6 

 

ولمتابعة عممية العنقدة نقوـ بتطبيؽ الخوارزمية السابقة مف جديد. فنجد أف أصغر عنصر في 
، لذلؾ ندمجيا في عنقود واحد ونرمز لو بػ (   )( والعنقود 4( المقابؿ لممفردة )6ىو)   المصفوفة 

، ثـ نضيؼ عموداً جديداً (   )( و4والسطريف ) (   )( و4، ونحذؼ العموديف )-  (   ),
المحذوفيف فنحصؿ  (   )ونضعيما مكاف العمود والسطر  -  (   ),وسطراً جديداً  -  (   ),

 لية:عمى المصفوفة التا
6 ,(   ) - (   )    

   
   (   ),(   )  - 0 (   ) 

 ,(   ) -   0  ,(   )  - 
0   6 

 أف :   نجد مف المصفوفة  -  (   ),ولحساب عناصر العنقود الجديد 
 (   ),(   )  -     [ (   )(   )  (   ) ]     ,     -     

 ,(   ) -      [ (   )     ]     ,      -      
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 وبذلؾ نحصؿ عمى المصفوفة التالية:

3

2

1

3

3 5

(g)

0

4

21

4

5

6
6

4 

6 ,(   )  - (   )    
   

    
8 10 0 (   ) 

8.5 0  ,(   )  - 

0   6 

( المقابؿ 8ىو ) (  )فوفة الأخيرة ولمتابعة عممية العنقدة نلاحظ أف أصغر عنصر في المص
، وبعد إجراء -  (   ),، لذلؾ ندمجيا في عنقود جديد نرمز لو بػ (   )( ولمعنقود 6لممفردة )

 العمميات والحسابات اللازمة نحصؿ عمى المصفوفة النيائية التالية:
,(   )  - ,(   )  -    

   
8.5 0 ,(   )  - 
0  ,(   )  - 

 

 كما يمي:   وذلؾ لأف العنصر الجديد يحسب مف 
 ,(   )  -,(   )  -     [ (   ),(   ) -   ,(   ) -]     ,      -      

 

 وأخيراً نجمع ىذه العناقيد في عنقود واحد ورسـ واحد كما يمي:
10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

453216
0

8

4

3

6

8,5

 
 (5-7ل )( التحميل العنقودي لممثا3-7الشكل )

 : اسموب المقارنة لحساب عناصر العنقود الجديد:7-6-1-1
وىناؾ أسموب آخر نسميو أسموب المقارنة لحساب عناصر العنقود الجديد. ونمخص خطوات تطبيقو 

 ( كما يمي:5-7عمى المثاؿ )
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 كاممة ونكتبيا كما يمي: Dنأخذ المصفوفة  (:6-7مثال)

  

الطلاب
 
 
 
 
 
 

                

[
 
 
 
 
 
         
          
        
         
          
          ]

 
 
 
 
 

 

 

(، لذلؾ نشكؿ منيما عنقود 5( و)3( . ويقابؿ الطالبيف )3نبحث عف أصغر عنصر فييا فنجد أنو ) -2
( مف المصفوفة 5( و)3والسطريف ) (5( و)3، ثـ نقوـ بحذؼ العموديف )(   )جديد ونرمز لو بػ 

D ثـ نضيؼ عموداً جديداً عمى يميف المصفوفة الجديدة ونضيؼ سطراً جديداً إلى أسفميا نرمز لو بػ ،
 التالية:   فنحصؿ عمى المصفوفة  (   )

3

2

1

3

3 5
0

             )3,5( 

                 = 3

 

(   ) 6 4 2 1  

    

12 8 24 4 0 1 
10 10 22 0 4 2 
6 18 0 22 24 4 
8.5 0 18 10 8 6 
0 8.5 6 10 12 (   ) 

( في 5( و)3بأخذ أصغر العنصريف المتقابميف مف العموديف ) (   )نقوـ بحساب عناصر العمود   -3
 فنجد أف: Dالأسطر غير المحذوفة مف المصفوفة الأساسية 

  (   )     ,       -     ,     -     
  (   )     ,       -     ,     -     
  (   )     ,       -     ,   -            
  (   )     ,       -     ,     -          

   ، فنحصؿ عمى المصفوفة (   )، وكذلؾ في السطر (   )ثـ نضع ىذه القيـ في العمود 
 بأف بقية العناصر في المربع القديـ لا تتغير .السابقة، عمماً 

(، لذلؾ 2( و)1( المقابؿ لمطالبيف )4عف أصغر عنصر فييا فنجد أنو الػ )   نبحث في المصفوفة   -4
( ونرمز لو بػ 2( و)1(، ثـ نشكؿ عنقوداً جديداً مف العنقوديف )2( و)1نحذؼ العموديف والسطريف )

 مصفوفة الجديدة التي تأخذ الشكؿ التالي:ونضعو عمى يميف وأسفؿ ال (   )
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3

2

1

3

3 5
0

4

21

4

 

(   ) (   ) 6 4  

    
22 6 18 0 4 
8 8,5 0 18 6 
10 0 8,5 6 (   ) 
0 10 8 22 (   ) 

( في 2( و)1بأخذ أصغر العنصريف المتقابميف في العموديف ) (   )لقد تـ حساب العمود 
( . أما بقية العناصر ضمف 3,5( و)6( و)4والمقابميف للأسطر غير المحذوفة )   المصفوفة 

 المربع فلا تتغير .
( ولمعنقود 4( المقابؿ لمطالب )6عف أصغر عنصر فييا، فنجد أنو الػ )   نبحث في المصفوفة   -5

مميات والحساب ، وبعد إجراء الع-  (   ),(، ولذلؾ ندمجيما في عنقود جديد ونرمز لو بػ 3,5)
 اللازمة، نحصؿ عمى المصفوفة التالية:

3

2

1

3

3 5
0

4

21

4

5

6
6

4 

,(   )  - (   ) 6  

    
8.5 8 0 6 
10 0 8 (   ) 
0 10 8.5 ,(   )  - 

 

( ولمعنقود 6( المقابؿ لمطالب )8عف أصغر عنصر فييا فنجد أنو الػ )   نبحث في المصفوفة   -6
، وبعد إجراء العمميات -  (   ),لؾ نقوـ بدمجيما في عنقود جديد ونرمز لو بػ ، لذ(   )

 التالية:   والحسابات اللازمة، نحصؿ عمى المصفوفة 

1 45326 

,(   )  - ,(   )  -  

    
8.5 0 ,(   )  - 

0 8.5 ,(   )  - 

، نقوـ بدمجيما -  (   ),و -  (   ),قوديف ىما: وبذلؾ نحصؿ عمى مصفوفة تتألؼ مف عن
لتشكيؿ العنقود الأخير فنحصؿ عمى المخطط التالي: )لاحظ أف أطواؿ الأغصاف ىي عبارة عف 

 المسافات بيف العناقيد( .
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 (5-7(: الشكل العنقودي لممثال )4-7الشكل )

 

 (Complete Linkageطريقة الربط التام ) 7-6-2
وتبدأ ىذه الطريقة أيضاً مف اعتبار كؿ مفردة مف المفردات تشكؿ عنقوداً خاصاً . وتعتمد عمى مصفوفة 

(، بيف أزواج المفردات المدروسة . كما إف عممية تشكيؿ العناقيد فييا، تتـ مف S)أو التشابو  Dالمسافات 
داخمياً ضمف العناقيد الجديد. ولكف عممية  خلاؿ دمج العناقيد الأكثر تقارباً وذلؾ حتى نحافظ عمى التشابو

حساب عناصر شعاع المسافات لمعنقود الجديد، تتـ بواسطة استبداؿ كؿ عنصريف متقابميف مف العنقوديف 
المدمجيف بأكبرىما ) لجوار الأبعد( . وليذا فإف عممية الحساب تبدأ بالبحث عف أصغر عنصر في 

ثـ نقوـ بدمج ىذيف العنقوديف في  ،  و  ر تقارباً. ونرمز ليما بػ ، ثـ تحديد العنقوديف الأكثDالمصفوفة 
نستبدؿ كؿ عنصريف  (    )، ولحساب شعاع المسافات لمعنقود الجديد (    )عنقود جديد نرمز لو بػ 

 بأكبرىما )بأبعدىما(، أي نطبؽ العلاقة التالية:  و   متقابميف في
 (   )     

        
[   ]                                                      (    ) 

 .vينتمي إلى  kو uينتمي إلى  jحيث أف: 
(  )u vd

 
 

 مف العلاقة التالية: Wوأي عنقود )أو مفردة(  (    )ثـ نقوـ بحساب شعاع المسافة بيف العنقود الجديد 
 (   )     ,        -                                           (    ) 

وعند إجراء الحسابات نتبع نفس الإجراءات، التي أتبعناىا في طريقة الربط المنفرد، مع اختلاؼ وحيد ىو 
أخذ أكبر أي ، تحسب ب(   ) طريقة حساب المسافات الجديدة، حيث أف مسافات العنقود الجديد 

، كما D. ويمكف تطبيؽ العلاقتيف السابقتيف عمى المصفوفة المثمثية  vو uعنصريف متقابميف مف عناصر 
 يمكف تطبيؽ أسموب المقارنة عمى المصفوفة الأساسية كما فعمنا في حالة الربط المنفرد .
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( طلاب حسب النفقات 6( السابؽ لػ )5-7لنأخذ مصفوفة المسافات الواردة في المثاؿ ) (:7-7مثال )
 والتي كانت كما يمي:

  

الطلاب
 
 
 
 
 
 

                

[
 
 
 
 
 
         
          
        
         
          
          ]

 
 
 
 
 

 

 سموب المقارنة:والمطموب تصنيؼ ىؤلاء الطلاب حسب طريقة الربط التاـ )الجوار الأبعد( وبأ
 حسب أسموب المقارنة : -حتى نصنؼ ىؤلاء الطلاب ضمف عناقيد متشابية نطبؽ الخوارزمية السابقة

(. لذلؾ ندمجيما في 5( أو)3( المقابؿ لمطالبيف )3فنجد أنو الػ ) Dنبحث عف أصغر عنصر في  -1
ى يميف المصفوفة (، ونضيؼ إل5( و)3، ونحذؼ العموديف والسطريف )(   )عنقود جديد نرمز لو بػ

وبقية العناقيد  (   )، ولحساب عناصر شعاع المسافات بيف العنقود (   )وأسفميا عموداً وسطراً لػ 
( ونضعيما في العمود 5( و)3المتقاطعة معو، نأخذ أكبر العنصريف المتقابميف في العموديف )

 التالية :   ، فنحصؿ عمى المصفوفة (   )والسطر المخصص لػ 

3

2

1

3

3 5
0

 

(   ) 6 4 2 1  

    

13 8 24 4 0 1 
11 10 22 0 4 2 
7 18 0 22 24 4 
9 0 18 10 8 6 
0 9 7 11 13 (   ) 

، قمنا بأخذ أكبر عنصر لأي عنصريف متقابميف في (   )لتوضيح كيفية حساب عناصر العمود 
 [ كما يمي: D( مف المصفوفة 5( و)3) ( ] بعد حذؼ السطريف5( و)3العموديف )

 

  (   )     ,       -     ,     -     
  (   )     ,       -     ,     -     
  (   )     ,       -     ,   -            
  (   )     ,       -     ,     -          

 أما بقية العناصر في المربع القديـ فلا تتغير .
(، لذلؾ 2( و)1( المقابؿ لمطالبيف )4عف أصغر عنصر فييا، فنجد أنو الػ )   نبحث في المصفوفة  -2

. ثـ نقوـ بإجراء العمميات والحسابات اللازمة فنحصؿ (   )ندمجيما في عنقود جديد نرمز لو بػ 
 عمى المصفوفة التالية:
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3

2

1

3

3 5
0

4

21

4

 

(   ) (   ) 6 4  

    
24 7 18 0 4 
10 9 0 18 6 
13 0 9 7 (   ) 
0 13 10 24 (   ) 

 

(. ] بعد 2( و)1بأخذ أكبر العنصريف المتقابميف في العموديف ) (   )لقد تـ حساب عناصر العمود 
 السابقة .   ( [ فحصمنا عمى المصفوفة 2( و)1حذؼ السطريف )

 

( ولمعنقود 4( المقابؿ لمطالب )7عف أصغر عنصر فييا، فنجد أنو الػ )   نبحث في المصفوفة   -3
، وبعد إجراء العمميات والحسابات -  (   ),، لذلؾ ندمجيما في عنقود جديد ونرمز لو بػ (   )

 اللازمة نحصؿ عمى المصفوفة التالية:

3

2

1

3

3 5
0

4

21

4

5

6
7

4

7

 

,(   )  - (   ) 6  

    
18 10 0 6 
24 0 10 (   ) 

0 24 18 ,(   )  - 
 

( ولمعنقود 6( المقابؿ لمطالب )10عف أصغر عنصر فييا، فنجد أنو الػ )   نبحث في المصفوفة  -4
. وبعد إجراء العمميات والحسابات - (   ),، لذلؾ ندمجيما في عنقود جديد ونرمز لو بػ (   )
 ة نحصؿ عمى المصفوفة التالية:اللازم

10

9

8

7

6

5

4

3

2
1

453216 0

10

4

3

7

 

,(   )  - ,(   )  -  

24 0 ,(   )  - 

0 24 ,(   )  - 

ثـ نقوـ بدمج العنقوديف الأخيريف بعنقود واحد فنحصؿ عمى التصنيؼ العنقودي ليؤلاء الطلاب الستة 
نو سيأخذ الشكؿ التالي:  حسب نفقاتيـ ، وا 
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 (: التصنيف العنقودي لمطلال الستة5-7الشكل )

وىنا نلاحظ أف ىذا التصنيؼ حسب طريقة الربط التاـ )الجوار الأبعد( يتوافؽ مف حيث الجوىر مع 
التصنيؼ الذي حصمنا عميو بطريقة الربط المنفرد . ولكنو يختمؼ عنو في أف أطواؿ الأغصاف النيائية 

 ( في الربط المنفرد .8.5( بدلًا مف )24مؼ عف بعضيا البعض حيث أصبحت )بيف العناقيد تخت
بأكبرىما في ىذه الطريقة يجعؿ العنقود الجديد  vو uملاحظة: إف استبداؿ كؿ عنصريف متقابميف مف 

ؿ أكثر بعداً عف العناقيد الأخرى. وىذا ما يترؾ المجاؿ مفتوحاً أماـ العناقيد الأولية لتندمج مع بعضيا قب
أف تندمج مع ذلؾ العنقود الجديد، وذلؾ خلاؿ عمميات الاندماج والتجميع المتتالية. ولكف ذلؾ قد يؤدي 
لاحقاً إلى دمج بعض العناقيد غير المتشابية ويجعؿ بعض العناقيد غير متجانسة داخمياً. وليذا تـ المجوء 

 إلى أسموب آخر كحؿ وسطي ىو أسموب الربط المتوسط التالية.
 

 (Average Linkageالربط المتوسط: ) طريقة 7-6-3
إف ىذه الطريقة تبدأ أيضاً مف اعتبار كؿ مفردة مف المفردات تشكؿ عنقوداً خاصاً، وتعتمد عمى مصفوفة 

( بيف أزواج المفردات المدروسة. كما إف عممية تشكيؿ العناقيد فييا تتـ مف S)أو التشابو  Dالمسافات 
. ولكف عممية حساب عناصر شعاع المسافات لمعنقود الجديد تتـ بواسطة خلاؿ دمج العناقيد الأكثر تقارباً 

 أخذ المتوسط الحسابي لكؿ عنصريف متقابميف مف العنقوديف المدمجيف .
ونحدد أصغر عنصر فييا، ولنفترض أنو يقابؿ  Dولتطبيؽ ىذه الطريقة ندرس أولًا عناصر المصفوفة 

، (    )في عنقود جديد ونرمز لو بػ  vو uالعنقوديف  . لذلؾ عمينا أف نقوـ بدمج vو uالعنقوديف 
نأخذ متوسط كؿ عنصريف متقابميف في  (    )ولحساب شعاع المسافات المتوسطة لمعنقود الجديد 
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. أي نقوـ بحساب (    )ونضعيما في عمود وسطر مخصص لمعنقود الجديد  vو uالعموديف 
 مف العلاقة: (    )المسافات المتوسطة لمعنقود 

 (   ) 
 

 

 
[       ]                                         (    ) 

 )أو مفردة( مف العلاقة: Wوأي عنقود آخر  (    )كما يمكف حساب شعاع المسافة بيف العنقود الجديد 

 (   )  
∑ ∑          

 (  )   ( )
                                                 (    ) 

  (    )ىو عدد المفردات الموجودة في العنقود  (  ) حيث أف: 
 . ( )ىو عدد المفردات الموجودة في العنقود  ( ) وأف:     
  ( )مف   ر والعنص (    )مف   ىي المسافة بيف العنصر     وأف:     

 [:Webb P. 368( التالية ]Ward)وىناؾ صيغ أخرى لحساب ىذه المسافات أىميا صيغة 
 (   )  

     

        
    

     

        
    

  

        
                    (    ) 

 

 عمى الترتيب . (       )ىي أعداد المفردات في المجموعات     و   و   حيث أف: 
 عمى الترتيب .(     ) و (     )ىي المسافة الاقميدية بيف المفردتيف     و    وحيث أف كؿ مف 

 . (    )دية بيف المفردتيف فيو مربع المسافة الاقمي    أما 
 ( طلاب حسب نفقاتيم التي كان ليا الشكل التالي:6( لتصنيف )5-7لنتابع البيانات المثال ) (:8-7مثال )

  

الطلاب
 
 
 
 
 
 

                

[
 
 
 
 
 
         
          
        
         
          
          ]

 
 
 
 
 

 

 والمطموب تصنيؼ ىؤلاء الطلاب ضمف عناقيد حسب الربط المتوسط .
(. لذلؾ ندمج 5( و)3( المقابؿ لمطالبيف )3فنجد أنو الػ ) Dنبحث عف أصغر عنصر في المصفوفة   -1

. ثـ نقوـ بإجراء العمميات والحسابات اللازمة فنحصؿ (   )( في عنقود نسميو 5( و)3الطالبيف )
 مصفوفة التالية :عمى ال

3

2

1

3

3 5
0

 

 متوسط
(   ) 

6 4 2 1  

    
12.5 8 24 4 0 1 
10.5 10 22 0 4 2 
6.5 18 0 22 24 4 
8.75 0 18 10 8 6 
0 8.75 6.5 10.5 12.5 (   ) 
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( في 5و)( 3بأخذ متوسطات عناصر العموديف ) (   )لقد تـ حساب عناصر العمود )السطر( 
 . أما بقية العناصر في المربع فلا تتغير . Dالمصفوفة الأساسية 

(. لذلؾ 2( و)1( المقابؿ لمطالبيف )4عف أصغر عنصر فييا فنجد أنو الػ )   نبحث في المصفوفة   -2
ثـ نقوـ بإجراء العمميات والحسابات اللازمة  (   )ندمج ىذيف الطالبيف في عنقود واحد ونرمز لو بػ 

 حصؿ عمى المصفوفة التالية:فن

3

2

1

3

3 5
0

4

21

4

 

(   ) (   ) 6 4  

    
23 6.5 18 0 4 
9 8.75 0 18 6 

11,5 0 8.75 6.5 (   ) 
0 11.5 9 23 (   ) 

( في المصفوفة 2( و)1بأخذ متوسطات عناصر العموديف ) (   )لقد تـ حساب عناصر العمود 
 .   السابقة 

( ولمعنقود 4( المقابؿ لمطالب )6.5فنجد أنو الػ )   نبحث عف أصغر عنصر في المصفوفة   -3
، وبعد إجراء العمميات والحسابات  - (   ),لذلؾ ندمجيما في عنقود جديد ونرمز لو بػ  (   )

 اللازمة نحصؿ عمى المصفوفة التالية:

3

2

1

3

3 5
0

4

21

4

5

66,5

4

7

 

,(   )  - (   ) 6  

    
13.375 9 0 6 

17.25 0 9 (   ) 

0 17.25 13.375 ,(   )  - 

    ( في المصفوفة 3,5( و)4مف متوسطات العموديف ) -  (   ),لقد تـ حساب عناصر العنقود 
، (   )( ولمعنقود 6( المقابؿ لمطالب )9فنجد أنو الػ )   نبحث عف أصغر عنصر في المصفوفة   -4

، وبعد إجراء العمميات والحسابات اللازمة  -  (   ),مجيما في عنقود جديد ونرمز لو بػ لذلؾ ند
 نحصؿ عمى المصفوفة النيائية التالية :

453216 

,(   )  - ,(   )  -  

15.265 0 ,(   )  - 

0 15.265 ,(   )  - 
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ط العنقودي نفسو. ولكف بأبعاد مختمفة لأطواؿ نقوـ بدمج العنقوديف الأخيريف فنحصؿ عمى المخط
 الأغصاف والتي يمكف أف نمثمو أفقياً كما يمي :

109876543210 1514131211

4

5

3

2

1

6

3

4

9

1
5

,2
6

5

 
 (8-7( الشكل العنقودي لممثال )6-7الشكل )

 (Non hierarchical): التحميل العنقودي غير اليرمي  7-7
رة، وىو يصمح لتجميع بيانات المفردات الكثيرة يطبؽ التحميؿ العنقودي غير اليرمي عمى العينات الكبي

ف عدد العناقيد  k(، وذلؾ ضمف X)أكثر مما يصمح لممتحولات  يمكف تحديده بشكؿ  kعنقوداً محدداً. وا 
 شخصي، أو مف خلاؿ أسموب العنقدة .

 ويعتمد التحميؿ العنقودي غير اليرمي عمى أسموب التقسيـ ويفترض ما يمي:
 ة أولية لممفردات ضمف مجموعات محددة بأي شكؿ كاف .وجود أو إيجاد تجزئ  -1
 اعتبار أف المجموعات الأولية تشكؿ عناقيد أولية . -2
 إعادة تقسيـ المجموعات الأولية وتشكيؿ عناقيد أصغر فأصغر حتى مرحمة التوقؼ . -3

ف أحد أساليب الا ختيار، ىو إف الاختيار الجيد لترتيبات البداية يجب أف يكوف مستقلًا عف أي تحيز. وا 
الأسموب العشوائي لاختيار مفردات العناقيد الأولية مف بيف المفردات، أو بإجراء تجزئة عشوائية لممفردات 

( . ويستخدـ في التحميؿ العنقودي Quickضمف مجموعات أولية. وتسمى ىذه التجزئة بالتجزئة السريعة )
و عناقيد متشابية، وتستند ىذه الطرائؽ غير اليرمي عدة طرائؽ رياضية لفرز المفردات إلى مجموعات أ

عمى مبدأ تصغير مجموع مربعات الانحرافات داخؿ العناقيد المشكمة في كؿ مرحمة مف مراحؿ التشكيؿ، 
ف أىـ ىذه الطرائؽ ىي:  وا 

 ( .K- meansمتوسطاً ) Kطريقة الػ  -
 طريقة النمذجة اللاخطية . -طريقة النمذجة المختمطة -طريقة التجزئة السريعة -
 .(Fuzzy k- means غامضة)متوسطاً ال Kطريقة الػ  -

ويتـ تطبيؽ ىذه الطرائؽ ضمف معايير محددة، تسمى معايير العنقدة، وىي تضمف لنا درجة معينة مف 
 التشابو بيف مفردات كؿ عنقود . وسنستعرض ذلؾ وفؽ ما يمي:
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 معايير العنقدة : 7-7-1
 pاً )أو مرحمياً( وحصمنا منيا عمى البيانات العددية لػ عنقوداً أولي gمفردة، تشكؿ  nلنفترض أنو لدينا 

. وبناءً عمى ذلؾ يمكننا حساب أو تقدير              متحولًا مؤثراً عمى عممية العنقدة ىي: 
 المصفوفات التالية:

 : مصفوفة التبايف المشترؾ وتحسب مف العلاقة التالية 

 ̃    
 

 
∑(    ̅)(    ̅) 
 

   

                                        (    ) 

  مصفوفة مجموع مربعات الانحرافات داخؿwithin  أو مصفوفة المجموع    العناقيد ونرمز ليا بػ .
 ، والتي تحسب مف العلاقة التالية:  المدمج ليا 

   
 

 
∑∑   (    ̅ )(    ̅ )

 

  

   

 

   

                           (    ) 

لا تنتمي إلى    إذا كانت       ، وjتنتمي إلى المجموعة    إذا كانت       حيث أف: 
 . jردات في العنقود أو المجموعة ىو عدد المف   ، وjىو متوسط المجموعة   ̅ ، وأف jالمجموعة 

  مصفوفة مجموع مربعات الانحرافات بيف تمؾ العناقيد(Between)  التي تحسب   ونرمز ليا بػ ،
 مف العلاقة التالية:

        ∑
  

 
( ̅   ̅)( ̅   ̅)

 

 

   

                        (    ) 

 التبايف العاـ والتي تحسب مف العلاقة: مصفوفة 
                                                                               (      ) 

ويستفاد مف ىذه المصفوفات في تعريؼ معايير العنقدة، التي تسعى إلى جعؿ العناقيد متشابية داخمياً 
ىنا لا نعمـ ما ىو عدد تمؾ العناقيد . عمماً بأنو سوؼ يكوف لدينا بيانات مف  ومتباينة خارجياً . ولكننا

 عدد معموـ مف المجموعات أو الفئات .
 والآن سنبحث عن التحويلات التي تحقق لنا ذلك اليدف، والتي تسمى معايير العنقدة، وأىميا المعايير التالية:

 :   تصغير مجموع المربعات داخل المجموعات المشكمة   -1
   يعتبر ىذا المعيار أساساً لممعايير الأخرى، لأنو يسعى إلى تصغير مجموع المربعات الداخمية 

 (.31-7)المعرؼ بالعلاقة   ، وبالتالي إلى تعظيـ مجموع المربعات البينية(30-7)المعرؼ بالعلاقة 
 ومركز (         ) ف أية نقطة ويعتمد ىذا المعيار عمى مفيوـ المسافة الاقميدية المعرؼ بي

 بالعلاقة التالية:   (   ̅    ̅    ̅ ) ̅ المجموعة 

     √(    ̅  )
 
 (    ̅  )

 
 (    ̅  )

 
                (    ) 
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عف جميع مراكز   قوـ بحساب ىذه المسافات لتحديد بعد المفردة ولتطبيؽ ىذا المعيار عمينا أف ن
المشكمة في كؿ مرحمة مف مراحؿ التجزئة. ثـ نحدد أصغر تمؾ المسافات، وبعدىا نقوـ   المجموعات 

المقابمة لتمؾ المسافة الصغرى. أي أف قاعدة التنسيب ستكوف  kإلى المجموعة   بتنسيب المفردة 
 عمى الشكؿ التالي:

 إذا كانت  kإلى المجموعة   نقوـ بتنسيب 
        [    ]                                                      (    ) 

وىكذا يتـ تشكيؿ المجموعات )العناقيد( بشكؿ متتاؿٍ حتى ننتيي مف تنسيب جميع المفردات 
 عناقيد المتشابية داخمياً والمتباينة خارجياً .المدروسة إلى مجموعات محددة، وتتشكؿ لدينا ال

كبيراً فإف المتطمبات الحسابية المعقدة تعيؽ عممية الحصوؿ عمى  nولكف عندما يكوف عدد المفردات 
جراء  حموؿ مثالية أو عمى عناقيد مثالية . لذلؾ نمجأ في بعض الأحياف إلى معايير شبو مثالية وا 

 دنا إلى الحصوؿ عمى عناقيد شبو مثالية .تجزئات شبو مثالية. وىذا قد يقو 
 :   تصغير أثر المصفوفة   -2

 وىو يساوي :   ىو مجموع عناصرىا القطرية ويرمز لو بػ    المصفوفة  traceإف أثر 

  (  )  
 

 
∑∑   (    ̅ )

 
 

   

 

   

 
 

 
∑  

 

   

                      (    ) 

 لممجموع الثاني :   حيث رمزنا بػ 

   ∑   (    ̅ )
 

 

   

                                                      (    ) 

           . حيث   وىو عبارة عف مجموع المربعات داخؿ المجموعة المحددة 
، يكافئ تصغير المجموع الكمي  لكؿ المجموعات (  )  تصغير ىذا الأثر وىكذا نجد أف 

 .  ̅ حوؿ مراكزىا   داخؿ المجموعات    لمربعات الانحرافات 
ف طرائؽ العنقدة التي تصغر ىذه الكمية تكوف أحياناً أفضؿ مف تصغير مجموع المربعات الداخمي  وا 

معيار لا يتأثر بواحدات المحاور ولا بمعيرة المتحولات، وكذلؾ فإنو لا يتأثر ، عمماً بأف ىذا ال  
 بالتحويلات الخطية التي تُجرى عمى البيانات .

|  |تصغير النسبة   -3

| |
 : 

إف ىذا المعيار أيضاً لا يتأثر بالتحويلات الخطية النظامية لمبيانات، وىو مف أجؿ مجموعة بيانات 
ثابتة ومستقمة   )لأف المصفوفة  |  |زئة البيانات التي تصغر محدد المصفوفة محددة يكافئ تج

 عف أشكاؿ التجزئة( .
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  )  تعظيم أثر جداء المصفوفتين   -4
     ) : 

وىو تعميـ لطريقة مجموع المربعات، التي لا تكوف العناقيد فييا عمى شكؿ مجسمات كروية، بؿ عمى 
وع ناقصة. وىو يكافئ تصغير مجموع المربعات ضمف قياسات المسافات حسب شكؿ مجسمات قط

 (، وىو أيضاً لا يتأثر بالتحويلات النظامية لمبيانات .Mahalanobis)ميالانوبيس 
 : (      )  تصغير أثر جداء المصفوفتين   -5

غة المعيارية، وتجعؿ وىو معيار يتطابؽ مع تصغير مجموع المربعات لمبيانات، التي ليا الصي
 المصفوفة الكمية تساوي مصفوفة واحدية .

مجموعة حتى  kمفردة ضمف  nوىكذا نجد أف ىدفنا أصبح البحث عف تجزئة حقيقية )غير مكررة( لػ 
يأخذ المعيار المختار قيمتو المثمى. ولإيجاد التجزئة المثالية يجب أف نقوـ بفحص كؿ تجزئة ممكنة . 

يساوي  (   )عنصراً ضمف مجموعتيف فقط  nزئات الحقيقية )غير المكررة( لػ عمماً بأف عدد التج
 حسب مفكوؾ ثنائي الحديف ما يمي:

  ∑  
 

 

   

        

 عنصراً ضمف مجموعتيف فقط يساوي: 60وكمثاؿ عمى ذلؾ نجد أف عدد التجزئات الممكنة لػ 
 (طريقة التجزئة)                                                                   

وىذا يقدـ لنا استعراضاً شاملًا لجميع المجموعات الجزئية الممكنة، ويمقي عمينا أعباءً كبيرة في عمميات 
التصنيؼ، ويتطمب منا إجراءات وحسابات معقدة، لا يمكف إنجازىا إلا بواسطة الحواسيب وباستخداـ 

والآف ننتقؿ إلى استعراض الطرائؽ المستخدمة في التحميؿ العنقودي غير اليرمي برامج خاصة لذلؾ . 
 وىي:
 ( :K- meansمتوسطاً ) k: طريقة الـ  7-7-2

داخؿ    عنقوداً، بحيث يكوف مجموع المربعات kإف ىدؼ ىذه الطريقة ىو تجزئة بيانات العينة ضمف 
ف خوارزمي1المجموعات أصغر ما يمكف )المعيار ) متوسطاً تتألؼ مف الخطوات  kة تطبيؽ طريقة ((، وا 

 التالية:
جراء تجزئة أولية عشوائية أو عمدية لمفردات العينة، إلى kتحديد عدد العناقيد المطموبة   -1  k. وا 

 مجموعة، مع فرز عناصر كؿ مجموعة عمى حدة. وتسمى ىذه المجموعات بالعناقيد الأولية.
ومراكز تمؾ  xثـ حساب المسافات بيف كؿ مفردة حساب مراكز مجموعات العناقيد الأولية،  -2

مف جديد إلى العنقود الذي تكوف المفردة أقرب  xالعناقيد، ثـ تحديد أصغرىا لمقياـ بتنسيب المفردة 
إلى ذلؾ العنقود وسحبو مف المجموعة التي  xإلى مركزه مف أي عنقود آخر. أي نقوـ بإضافة 

 لعنقود الأقرب إليو .كاف فييا. أي نقوـ بإعادة تنسيبو إلى ا
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، ونعيد تنسيب أية مفردة إلى العنقود الأقرب n ( حتى تشمؿ جميع المفردات2نكرر الخطوة ) -3
 إلييا أو نثبتيا في العنقود التي كانت فيو )عندما يكوف الأقرب ليا ( .

آخر  غير مرتبط بدرجة دقة معينة لمتوقؼ عف التجزئة، نقوـ بتحديد عدد kإذا كاف عدد العناقيد   -4
(، ثـ نقارف نتائج الحالتيف ونقيّميا 3( و)2( و)1( ونكرر الخطوات )      لمعناقيد )مثؿ 

 ونختار الحالة الأفضؿ .
(. ولنفترض إننا نريد تجميع 2-7( والمذكورة في الجدوؿ )1-7لنأخذ بيانات المثاؿ ) (:9-7مثال )

(. فعندىا نجد أف عدد التجزئات    ىؤلاء الطلاب حسب نفقاتيـ ضمف عنقوديف فقط )أي نضع 
 (طريقة التجزئة)                                                   الممكنة يساوي:            

ات إذا استخدمنا أحد معايير العنقدة المذكورة، وسنقوـ بإجراء ئسوؼ لف نحتاج إلى جميع ىذه التجز ولكننا 
 يمي: ( الذي يعتمد عمى المسافات الاقميدية، ولنبدأ بتطبيؽ الخطوات كما1)التجزئة اعتماداً عمى المعيار

في العنقود   و  و  نقوـ بإجراء أي تجزئة عشوائية أو عمدية، ولتكف كما يمي: نعتبر المفردات  -1
 ( الأولي .2في العنقود )  و  ( الأولي ونعتبر المفردتيف 1)

( 2-7اعتماداً عمى البيانات الواردة في الجدوؿ )ثـ نقوـ بحساب مركزي ىذيف العنقوديف،  -2
 ونضعيا بعد إجراء التجزئة السابقة عمييا في جدوؿ خاص كما يمي :

 (: متوسطات العناقيد الأولية:11-7جدول )            
 a b d( = 1العنقود ) c e( = 2العنقود )

 المفردات       المفردات      
3 9 C 4 2 a 
1 8.5 E 2 8 b 
   5 1 d 
 (1متوسط العنقود) 3.67 3.67 (2متوسط العنقود ) 8.75 2

 

d

c

b

e

a

1X

2X

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1C

2C

 
 ( التجزئة الأولية7-7الشكل )
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           )  ( تساوي1( السابؽ نلاحظ أف إحداثيات مركز العنقود)11-7ومف الجدوؿ)

حداثيات مركز العنقود(     ، حيث رمزنا ليا عمى الشكؿ (            )  ( تساوي 2) ، وا 
عمى الترتيب، عمماً بأف مركز العنقود يعتبر مركز المفردات التي فيو . والآف    و   ( بالرمزيف 7-7)

 عف مركزي ىذيف العنقوديف فنجد أف: aنقوـ بحساب مسافة المفردة 
       √(      )  (      )        

 

      √(      )  (   )        
( 1أقرب إلى مركز العنقود )  ، أي أف المفردة             ثـ نقارف ىاتيف المسافتيف فنجد أف: 

 كيا في ذلؾ العنقود.( انتساباً صحيحاً ونتر 1(، لذلؾ نعتبر انتسابيا إلى العنقود)2منو إلى مركز العنقود )
 ( فنجد أف:2( و)1عف مركزي العنقوديف )  ثـ نقوـ بحساب مسافة المفردة 

       √(      )  (      )        
 

      √(      )  (   )        
(    ) وعند مقارنة ىاتيف المسافتيف نجد أف:  ىي أقرب إلى العنقود   أف المفردة ، أي (     )  

، فتصبح لدينا مكونات العنقوديف الجديديف (  )إلى العنقود  (   ). لذلؾ ننقميا مف العنقود (  )
. نقوـ الآف بوضع إحداثيات (   )( ويتألؼ مف 2والعنقود ) (  )( ويتألؼ مف 1كمايمي: العنقود )

جديد، ونحسب مركزي العنقوديف الجديديف فنحصؿ عمى الجدوؿ مفردات ىذيف العنقوديف في جدوؿ 
 التالي :

 (: نتائج حسابات مراكز العناقيد الجديدة12-7جدول )                           
 (1العنقود ) (2العنقود )

 المفردات       المفردات      
3 9 C 4 2 a 
1 8.5 E 2 8 d 
2 8 B    
 المتوسط 1.5 4.5 لمتوسطا 8.5 2
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d

c

b

e

a

1X

2X

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

'

1C

'

2C

 
 ( شكل العنقودين الجديدين8-7الشكل )

 ( الجديد أصبحت تساوي:1( نلاحظ أف إحداثيات مركز العنقود )12-7ومف الجدوؿ )
  

حداثيات مركز العنقود) (             )    ( الجديد أصبحت تساوي: 2وا 
 (   

 ( .8-7كما ىو موضح عمى الشكؿ ) (        
ولمتابعة التحميؿ نعود ونحسب مف جديد مسافات المفردات الأصمية عف مركزي ىذيف العنقوديف 

 تساوي:  الجديديف، فنجد أف مسافات 
      √(     )  (     )        

 

       √(     )  (   )           
 

 ( كما كانت عميو .1في العنقود )  ، لذلؾ نبقي المفردة             وبالمقارنة نجد أف: 
 فتساوي :  أما مسافات 

      √(      )  (     )        
 

       √(     )  (   )           
 

( كما كانت قد أصبحت عميو 2في العنقود )  ، لذلؾ نبقي المفرد             وبالمقارنة نجد أف: 
 في المرحمة السابقة .

 وىكذا نتابع الحسابات لبقية المفردات، فنحصؿ عمى النتائج المبينة في الجدوؿ التالي:
 (: مسافات المفردات عن مركزي العنقودين13-7جدول )

( 2د )عف مركز العنقو  نتيجة المقارنة
     

( 1عف مركز العنقود )
    

 المفردات

a. ( 1تنتمي إلى العنقود) 0,707* 0,801 a 
b. ( 2تنتمي إلى العنقود) *6,964 0,500 b 
c. ( 3تنتمي إلى العنقود) *7,649 1,118 c 
d. ( 4تنتمي إلى العنقود) 0,707* 8,078 d 
e. ( 5تنتمي إلى العنقود) *7,826 1,000 e 
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، قد استقر في العنقود e وd وc وb و a( نلاحظ أف كؿ مف المفردات 13-7ؿ )ومف نتائج الجدو 
 الأقرب لو، ولـ يعد ىناؾ حاجة لمتابعة التحميؿ والعنقدة، وبذلؾ نحصؿ عمى الشكؿ العنقودي التالي:

d ecba 
 (1-7(: الشكل العنقودي لممثال )8-7الشكل )

متوسط(، فبعضيا يتطمب أف يتـ تحديد مراكز لعناقيد  -kتطبيؽ طريقة الػ ): ىناؾ عدة أشكاؿ لملاحظة
(، وىذه البذور يمكف أف تكوف المفردات نفسيا، وعندىا فإف seedsالأولية )والتي تسمى عادة بالبذور 

 المفردات الداخمية التي تحقؽ شرط المسافة الأقرب عف مركز العنقود يتـ تنسيبيا إلى ذلؾ العنقود، أما
 عندما تكوف المفردة الأولى أقرب إلى مركز عنقود آخر نقوـ بإعادة تنسيبيا إليو .

ونقوـ بإعادة إجراء حساب مراكز العناقيد الجديدة، ثـ نكرر ىذه العمميات حتى يتـ فحص جميع 
عنقدة المفردات، ثـ نعيد التكرار حتى يتـ التوقؼ عند حد معيف، )وفؽ المعيار المعتمد(، إف إسموب ىذه ال

 Rو SASو SPSSوالتي تدعي )بالسريعة أو الطازجة( يستخدـ في البرامج الحاسوبية المعروفة 
متوسط(. لذلؾ سنمخصيا في الفقرة  -kوغيرىـ، ويقدـ بدائؿ جديدة لطريقة العنقدة بواسطة الػ ) Matlabو

 التالية:
 : Quick partition: طرائق التجزئة السريعة  7-7-3

جراء تجزئة أولية لمفردات العينة، وخلاؿ  kتحتاج إلى تحديد العدد  متوسط( -k)لقد لاحظنا أف طريقة  وا 
متوسط(، فبعضيا يبدأ بتحديد مراكز العناقيد الأولية  -kالتطبيقات ظيرت عدة أشكاؿ سريعة لطريقة )

شكيؿ أو النقاط النووية(. وبعضيا يعتبر بعض ىذه المفردات بذوراً لت seeds)وأطمؽ عمييا اسـ البذور 
العناقيد الأخرى، ويتـ تنسيب المفردات الأخرى إلى العناقيد الممكنة حسب أقرب مسافة ليا عف أحد تمؾ 

ف أكثر طرائؽ التجزئة السريعة تطبيقاً ىي:  البذور. وا 
شعاعاً مختمفاً )لممتوسطات(،  kمفردة: بما أننا نرغب في الحصوؿ عمى  kالاختيار العشوائي لػ  -1

نسحبيا عشوائياً وبدوف إعادة مف البيانات الكمية . فنسحب العنصر الأوؿ  فإنو مف الأفضؿ أف
مفردة، ....  (   )مفردة، والثالث مف  (   )مفردة، والثاني مف  nمف العينة ذات الػ 
 kمفردة ثـ نعتبر ىذه المفردات عناقيد أولية ونحسب مراكزىا فنحصؿ عمى  kحتى نحصؿ عمى 

. ثـ نقوـ بعممية تنسيب المفردات الأخرى إلى تمؾ العناقيد حسب قربيا مف مركزاً لمعناقيد الأولية
 شعاعاً )بذرة( منيا . kمراكز تمؾ العناقيد، ثـ نحسب متوسطات تمؾ العناقيد فنحصؿ عمى 
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لاستخدامو في  X: نختار أحد المتحولات الكمية (Variable Division)تحديد متحوؿ التقسيـ  -2
 جموعة كما يمي:م kتقسيـ المفردات إلى 
مجالًا متساوياً متصلًا وغير متقاطع، ثـ نقوـ بوضع رموز مرتبة  kإلى  Xنقسـ مجاؿ تحوؿ 

، وبعدىا نقوـ بتوزيع المفردات حسب إحداثياتيا عمى          ليذه المجالات الجزئية مف 
التي  Jمجموعة نعتبرىا تنتمي إلى ال j. فإذا وقعت المفردة في المجاؿ  Xالمجالات الجزئية لػ
 بذرة( منيا. kشعاعاً ) k، ثـ نحسب متوسطات ىذه العناقيد فنحصؿ عمى  jيتشكؿ منيا العنقود

وحتى نفحص استقرار عممية العنقدة نقوـ بإعادة التجارب بإجراء تجزئة جديدة. فعندما تكوف  العناقيد 
نقود الأوؿ المفردات كما كانت، فالعمحددة، فإف التفسير البدييي لظيورىا يساعد عمى إعادة ترتيب قائمة 

ف جدوؿ مراكز العناقيد )متوسطاتيا( وتباينات العناقيد الداخمية ظيظير أولًا والثاني ي ير ثانياً ...الخ . وا 
 تساعد عمى رسـ صورة عف الفروقات بيف المجموعات المتعنقدة .

 

 (Mixture Models)ذج المختمطة ا: طريقة النم 7-7-4
في المجتمع تخضع لتوزيعات    مى افتراض أف مفردات المجموعات المختمفة تعتمد ىذه الطريقة ع

ف ىذه التوزيعات يمكف أف تكوف مف نفس العائمة، ولكف بمعالـ مختمفة (    ) احتمالية مختمفة  ، وا 
يع التراكيب )متوسط وتبايف(، ولنمذجة الآثار المختمفة ليا )باعتبارىا إشارة أو ضجة( نقوـ بمقارنة مجام

المختمفة لمتوزيعات الاحتمالية. وبذلؾ يمكننا توصيؼ المجتمع بواسطة التوزيع المختمط ليذه المجموعات 
 والذي يعرؼ بالعلاقة:

 ( )  ∑    (    )

 

   

                                                  (    ) 

ف    ابؽ لممجموعة ىو الاحتماؿ الس   حيث أف:  ∑)وا      
 
ف      ىي التوزيعات  (    ) (، وا 

 .    في المجتمع والمتعمقة بشعاع المعالـ    الاحتمالية لمفردات المجموعة 
 وىنا نلاحظ أنو يوجد ثلاث أنواع مف المعالـ تحتاج لمتقدير ىي:

 .   القيـ العددية للاحتمالات السابقة  -
 )المتوسط والتبايف( .   مركبات شعاع المعالـ في التوزيعات  -
 الذي ىو عدد المجموعات في المجتمع .  قيمة العدد  -

وىناؾ أساليب متعددة لتقدير ىذه المعالـ. وذلؾ حسب صيغ التوزيعات الاحتمالية المختمطة لممجموعات. 
مستمرة، فإف التوزيع الطبيعي المختمط ليا يأخذ الشكؿ  فإذا كانت التوزيعات المختمطة توصؼ متحولات

 التالي:

 ( )  ∑    (       )

 

   

                                                  (    ) 
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لذي يساوي ىما شعاع المتوسط ومصفوفة التبايف المشترؾ لمتوزيع الطبيعي المتعدد، وا   و   حيث أف 
 ما يمي:   في الفضاء 

 (       )  
 

(  )
 
  |  |

 
 

    [ 
 

 
(    )

 
   

   (    )]    (    ) 

 [، فإف التوزيع المختمط ليا يأخذ الشكؿ التالي: 0أو1أما بالنسبة لمتوزيعات الثنائية ] التي تأخذ 

 ( )  ∑    (    )

 

   

                                                  (    ) 

الخاضع لتوزيع )برنويممي( ويعرؼ في  Xىو التوزيع الاحتمالي المشترؾ لممتحوؿ  (    ) حيث أف 
 بالعلاقة:   الفضاء 

 (    )  ∏   
  (     )

    
 

   

                               (    ) 

 ( .1القيمة )  في المجموعة    ىي احتماؿ أف يأخذ المتحوؿ     حيث أف المعممة 
ف مسألة تقدير ىذه المعالـ بواسطة طريقة الامكانية العظمى أو غيرىا معروضة في كثير مف المراجع  وا 

، وبعدىا يمكف (    ) لكف عمينا منذ البداية تحديد صيغة التوزيع [ . و Hand 1981المختصة مثؿ ]
 .  أف نفترض أي عدد لػ

مجموعة(. وذلؾ بناء  gوعندما تصبح معالـ النموذج مقدرة وتصبح المفردات مفروزة إلى مجموعات )
 مي:عمى تقديرات الاحتمالات اللاحقة لعناصر المجموعة. فإف قاعدة التصنيؼ تصبح كما ي

 إذا كاف : kإلى المجموعة  x: ننسب المفردة القاعدة
    (    )      (    )                                         (    ) 

             حيث أف: 
 . ولكف معظـ  ولكف المشكمة الأساسية في تطبيؽ ىذه الطريقة تنحصر في تحديد عدد المجموعات 

 قبؿ تقدير بقية المعالـ .  الخوارزميات تطمب تحديد العدد 
وىناؾ مشكمة أخرى ىي أف عدداً مف القيـ الصغرى لتابع الامكانية العظمى والمجسمات الداخمية 
المتعددة، يمكف أف تحدث قبؿ أف تتحقؽ العنقدة المثالية . وعندىا عمينا أف نقوـ بإجراء عدة دورات 

 ثالية، وكمما كانت نتائج التصنيؼ متوافقة كانت الحموؿ صحيحة .لتحقيؽ العنقدة الم
 ذج اللاخطية: ا: طريقة النم 7-7-5

( الذي يعتمد عمى أثر مصفوفة مجموع مربعات الانحرافات داخؿ 2تعتمد ىذه الطريقة عمى المعيار )
 بتصرؼ [: Webb P.379، والذي يمكف كتابتو عمى الشكؿ التالي ] مف (  )المجموعات 

  (  )  
 

 
∑∑   

 

   

 

   

∑(       )
 

 

   

                           (    ) 
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 . (         )(         ). وأف  iلممفردة أو النقطة  kىي الاحداثي     حيث أف: 
، تنتمي  iإذا كانت المفردة أو النقطة  (     )ف ، وأ jلمتوسط المجموعة  kىي الإحداثي     وأف 

 . jلا تنتمي إلى المجموعة  iإذا كانت المفردة  (     )، وأف  jإلى المجموعة 
ف إحداثيات متوسطات المجموعات   تحسب مف العلاقة التالية:    وا 

              
∑       

 
   

∑    
 
   

                                                 (    ) 

الذي يأخذ إحدى     وحتى نحصؿ عمى تجزئة مثالية لمبيانات، يجب عمينا أف نحدد قيـ المتحوؿ 
 ( أصغر ما يمكف .42-7(، والذي يجعؿ الأثر المعرؼ في )0أو 1القيمتيف )

 ونكتبيا كما يمي: Zبالرمز  (   )لنرمز لمصفوفة العناصر 

     

    
 
 
 
 
 

                   

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

                                (    ) 

( ومف أىـ خواصيا أف عناصرىا 0أو 1التي تساوي )    ىي عبارة عف مصفوفة مؤلفة مف العناصر 
 تحقؽ الخاصتيف التاليتيف:

∑   

 

   

                                                       (    )   

لا يتضمف إلا عنصراً واحداً يساوي الواحد والباقي تكوف أصفاراً. وعمينا الآف تحديد  أي أف كؿ عمود فييا
 . jإلى المجموعة  iأي ىذه العناصر سيكوف مساوياً لمواحد لتحديد انتماء العنصر 

 (   )(، عمينا الأخذ بعيف الاعتبار العناصر 42-7المعرؼ بالعلاقة ) (  )  ولتصغير المقدار 
∑)والتي تخضع لمشرط     

 
والمؤلفة  Z، وعندىا نحصؿ عمى حؿ نيائي لعناصر المصفوفة (     

( مع وجود 42-7(. وبعدىا نحصؿ عمى تجزئة لمبيانات التي تصغر المقدار )0( و)1مف العنصريف )
، وىكذا يكوف (   )( عميو، وتفُرز المفردات إلى المجموعات حسب قيـ العناصر 45-7الشرط )
 حتى تتحقؽ عممية التقارب بينيما خلاؿ المعاودة . jغير مساوٍ لمتوسط المجموعة     المتوسط 
 كما    : يمكف تحويؿ ىذه المسألة إلى عممية غير مشروطة، وذلؾ مف خلاؿ تحويؿ العناصرملاحظة
 يمي :

    
   (   )

∑    (   )
 
   

      0
         
         

1                              (    ) 

، ويصبح ىدفنا تصغير (   )يأخذ شكؿ تابع غير خطي لمعالـ  (  )  وىذا التحويؿ يجعؿ الأثر 
أخرى لتحويؿ المسألة إلى  ، وىناؾ صيغ    وحساب قيمتو الصغرى ثـ حساب  [(   )  ]  التابع 
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ا نكتب مشتقة ىوعند -( )  ,  عممية تدرج غير مشروطة، وىي أف تأخذ شكلًا مبسطاً لممقدار 
 كما يمي: (   )الجزئي بالنسبة 

   ,  ( )-

    

 
 

 
∑   (       )(     )

 
   

 

   

              (    ) 
 

. (   )( إذا كانت 1ويساوي ) (   )( إذا كانت0ىو رمز )كرونكر( وىو يساوي )    حيث أف:
    ومنيا نحسب  (   )( نحصؿ عمى قيـ العناصر 47-7وبإجراء الحسابات اللازمة لحؿ المعادلات )

 توالي .ونحدد انتماء العناصر إلى المجموعات عمى ال
عشوائياً حسب التوزيع المنتظـ في     وىي أف نختار العناصر  (   )وىناؾ طريقة أخرى لحساب 

 مف العلاقة:    [، ثـ القياـ بمعيرتيا ليكوف مجموعيا مساوياً لمواحد . وبعدىا نحسب a+1,1المجاؿ ] 
       (   ) 

 

 (Fuzzy k- meansلغامضة: )متوسط( ا -k: طريقة ) 7-7-6
( يمكف أف تنتمي إلى كؿ العناقيد Paternsتعتمد ىذه الطريقة عمى افتراض أف عناصر الأصوؿ )

التي  (   )وبدرجات مختمفة لعضويتيا . وتسعى خوارزمية ىذه الطريقة إلى إيجاد حؿ لممعالـ الوسيطة 
 بتصرؼ [: Webb. P.380تصغر المقدار التالي ] مف 

   ∑∑   
 (     )

 

 

   

 

   

                                            (    ) 

           و              :   حيث أن
 وبشرط أف يكوف:

∑     

 

   

                                             (    ) 

ىو متحوؿ مستمر يعبر عف درجة الارتباط أو الاقتراف، ويسمى بتابع     لمعمـ الوسيط وحيث أف ا
ف الأس  jفي المجموعة  iالعضوية للأصؿ أو المفردة  ( ىو عدد سممي يرمز 48-7في العلاقة ) r. وا 

ويحسب  jلمجموعة فيو مركز ا   أما ، (   )لوزف أو لدرجة التشدد في العناقيد الناتجة. عمماً بأف 
  مف العلاقة المتشددة التالية :

   
∑    

   
 
   

∑    
  

   

                                                     (    ) 

نو في ىذه الحالة نجد أف عممي (   )وعندما تكوف  ة فإف ذلؾ يعطينا حالة الطريقة اللاخطية، وا 
 ( .1( أو )0تساوي أما )    ( تعطينا أف قيـ 48-7تصغير العلاقة )

 إف الخوارزمية الأساسية ليذه الطريقة تتمخص بما يمي:
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)حيث أف:     ، اللازـ لحساب قيـ تابع العضوية      بحيث يكوف   نختار  -1
 ( .          وأف           

 ( .50-7( وفؽ العلاقة )          )حيث    نحسب مراكز العناقيد   -2
وىو مقياس القيمة المطمقة لممسافة بيف  |     |    مف العلاقة :     نحسب المسافات  -3

 .   و   النقطتيف 
 نحسب تابع العضوية كما يمي: -4

ف المفردة       العضوية . فإف قيـ تابع  ℓمف أجؿ بعض العناقيد       إذا كانت   iوا 
ℓإذا كانت       . وعندىا فإف  ℓتنتمي إلى العنقود     . 

 ونحسبو مف العلاقة التالية:      فإف       أما إذا كانت 
    

 

∑ (
   

   
*

 
    

   

                                                  (    ) 

 . ℓفي العنقود  iوىو يعبر عف درجة عضوية المفردة 
 ( ونكرر ذلؾ حتى يتحقؽ التقارب .2إذا لـ يتحقؽ التقارب نعود إلى الخطوة ) -5

 -kفإف الخوارزمية تتحوؿ إلى خوارزمية الػ ) (   )إلى الواحد   : عندما يقترب أو يسعى ملاحظة
 متوسط( العادية .
عد لمتوقؼ عف عمميات المعاودة، وأىميا ىو: أف نراقب التغيرات النسبية في قيـ المراكز وىناؾ عدة قوا

ف ىذا يحدث عندما تتحقؽ  حتى تصبح تمؾ التغيرات ميممة )أو أقؿ مف مقدار محدد مف الباحث(، وا 
 المعادلة التالية:

  
  ,∑[  ( )    (   )]

 

 

   

-

 
 

                           (    ) 

ىو العدد الذي يحدده الباحث ليكوف الحد   ، وأف kفي الدورة  jىو قيمة المتوسط  ( )  حيث أف 
الأعمى لمخطأ، وىناؾ قاعدة أخرى لتوقيؼ عمميات المعاودة تستند عمى التغيرات في قيـ تابع العضوية 

 شترط أف يتحقؽ فييا الشرط التالي:، وي  أو في تابع التكاليؼ     
   
     

                                                                             (    ) 
 تحسب مف العلاقة :   حيث أف 

      
     

   
   |     |

 
    

     
   |     |

 
                   (    ) 

           وأف:      وحيث أف أصغر قيمة مكانية ليا ىي: 
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 الخلاصة :
إف التحميؿ العنقودي اليرمي يتألؼ مف عدة طرائؽ تيدؼ إلى تجميع المشاىدات )المفردات( أو   -1

ومتباينة خارجياً، وذلؾ اعتماداً عمى مقاييس  المتحولات )أو الصفات( إلى عناقيد متجانسة داخمياً 
 معينة لمتقارب .

إذا كاف التجميع يعتمد عمى المتحولات الكمية فإف مقاييس التقارب )التشابو( بيف المشاىدات ىو   -2
مجموع مربعات المسافات الاقميدية، أو مسافات المقاطع، وىي تطبؽ عمى المتحولات الكمية ذات 

 عمى البيانات الممعيرة ليا أو المثقمة منيا . الواحدات الموحدة أو
أما إذا كاف التجميع يعتمد عمى المتحولات النوعية. فإف مقاييس التقارب بيف أي مشاىدتيف ىو نسبة 

 الأزواج المتشابية عمى عدد المتحولات المستخدمة. وىناؾ مقاييس أخرى .
وار الأبعد )الربط التاـ( أو طريقة الربط إف طريقة الجوار الأقرب )الربط المنفرد( أو طريقة الج  -3

ف ىذه الطرائؽ تبدأ مف عدة عناقيد  المتوسط . وىي أمثمة عف أساليب التجميع في التحميؿ اليرمي، وا 
ف جميع العناقيد التي تشكؿ  )عنقود لكؿ مشاىدة( وتنتيي بعقود واحد يحتوي كؿ المشاىدات . وا 

 د المشكمة سابقاً .بواسطة ىذه الطرائؽ تنتج عف دمج العناقي
وىناؾ طريقة أخرى لمعنقدة ىي طريقة التقسيـ أو التجزئة، وىي تبدأ مف عنقود واحد يضـ كؿ المشاىدات 

 وتنتيي بعدة عناقيد )بعدد المشاىدات( .
متوسط( والتي تطبؽ عادة في حالات )العنقدة  -kوىناؾ طرائؽ أخرى لمتحميؿ غير اليرمي مثؿ طريقة )

 خداـ بعض البرامج الاحصائية .السريعة( وباست
ف  Xإف طرائؽ العنقدة تستطيع أيضاً تصنيؼ المتحولات المؤثرة  بشكؿ أفضؿ مف تصنيفيا لممشاىدات. وا 

ف طرائؽ ىذا الأسموب تعتمد غالباً عمى مصفوفة  ذلؾ يطبؽ في حالة عمميات تصميـ الاستبيانات، وا 
 . Xمعاملات الارتباط الخطي بيف المتحولات 
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