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I. Rappels Mathématiques sur les nombres complexes

Les nombres complexes constituent un outil mathématique puissant dans la résolution de plusieurs
problématiques dans plusieurs disciplines de I’ingénierie principalement dans le domaine de génie électrique.
Dans le contenu de ce chapitre on va essayer de donner des rappels sur les opérations arithmétiques des
nombres complexes et sur leurs représentations sous forme algébrique (cartésienne), polaire (trigonométrique) et
exponentielle, certaines propriétés vont étre également abordées ; tels que le conjugué d’un nombre complexe,
module et argument. Des formules de Moivre et d’Euler vont étre rappelées.

I.1. Nombres complexes

1.1.1 Définition

Un nombre complexe Z s’écrit selon la forme suivante :

Z=A+iB

A et B étant des nombres réels ( A et BE€R) et i un nombre dit imaginaire tel que :

i’=-1 et i=+v-1

A est appelé la partie réelle de Z et B la partie imaginaire de 7 :

On note : A = Re(z) et B=Im().

A +iB estlaforme algébrique (cartésienne) du nombre complexe Z

» Un nombre complexe Z est dit imaginaire pure si partie réelle de Z est nulle (A =0) .

» Un nombre complexe Z est dit un nombre réel si partie imaginaire de Z est nulle (B =0) .

Exemples :
v 7=6-3i (un nombre complexe)
v Z=4i (un nombre complexe imaginaire pure)
v Z=4 (un nombre complexe réel)
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1.2. Opérations arithmétiques dans C
Les opérations arithmétiques dans I'ensemble des nombres complexes not¢é € sont les mémes

que dans I'ensemble des nombres réels R.

1.2. 1.Egalité de deux nombres complexes

On dit que deux nombres complexes Z; = a; + i by et Z, = a, + i b, sont égaux si et seulement si:

1= 4z

a; = ap Z. =127 a
21222 @{blzbz 1 Z<:>{b1=b2

Par conséquent, un nombre complexe Z est nulle (est égale a zéro) alors on a:

a=0
b=20

Z=a+ib=0 o |
1.2. 2.Principales opérations sur les nombres complexes
e Addition :
La somme de deux nombres complexes Z; = a; + i by et Z, = a, + i b, se calcule comme suit:
Zl = a; ar ibl

+ Z2=a2+ib2

Zl+ Zz= (a1+a1)+ i(b1+ bz)

e La soustraction :

De méme pour la différence de deux nombres complexes Z; = a; + i by et Z, = a; + i b, estun
nombre complexe qui se calcul comme suit :

ZIZ a1+ ibl

© Zz=a2+ib2

Zy -Z;=(a;—ay)+ i(by— by)

Prof. A.C Megherbi L’essentiel du cours : Electrotechnique fondamentale 1 Page 4




Rappels Mathématiques sur les nombres complexes 202372024

e Multiplication
Pour deux nombres complexes Z; et Z;:
z1= a1+i b1 et z,= a2+i b2
Leurs produit est un nombre complexe qui se calcule comme suit :

Zy * Z; = (aqaz — byby) + i(bya; — aq by)

Un cas particulier : Le carrée d’un nombre complexe z est donc :

Z?’ = (a+ib)®> =a*— b*+i2ab

e Le Conjugué d’un nombre complexe

Le conjugué d’un nombre complexe Z: z =a + ib est un nombre complexe noté¢ Z dont la partie

imaginaire est de signe contraire de Z qui s’écrit sous forme algébrique :
Z=a—ib
On peut déduire des propriétés suivantes :

Z+Z=2R(2) =2a

Et
Z-Z=21IM(Z)=i2b

e Inverse d'un nombre complexe non nul

Pour tout nombre complexe Z non nul, admet un nombre complexe inverse qui s’écrit sous forme algébrique:

1_=_a . b 1 Z  a . b
z zz a+b>  d+b 7 77 (@+b?) '(@+bd
Exemple :

1 3-4i 3 .4

-_— =__|_
3+4i (3+4i)(3-4i) 25 25
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Opérations sur les complexes conjugués
Pour tout nombre complexe z ( z et z sont conjugués I'un de 'autre) on a les propriétés suivantes:

> (z)=z
> Z est unnombre réel si et seulementsi z = z .
» Z estimaginaire pur si et seulement si z=—1z.
» Siz=a+ib,alors:

Z.Z = a* + b?

» On peut démontrer que :

e Pour tous z; et z, de C, z1+22=z_1+22 ; 21.22=z_1.22.

( ) 1
e Pour tout z non nul, 1)=2.
z z

Conséquences: Pour tout nombre complexe z, z; et z, :

> (20)=-Z
> Z1-7Z; =7Z,-1;

> SiZ, #0, alors @ =

7

> PurtoutaelR Ona: aZ= alZ

> PurtoutnelR Ona: I" = (Z)"
L.3 - Représentation géométrique des nombres complexes
1.3.1 — Image d’un nombre complexe

Dans un plan muni d'un repére orthonormé ( fig. I.1), on peut associer un point M de coordonnées (a, b) a
tout nombre complexe z=a + ib

»
»

M (z)

Figl.1

L e
a
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On dit que :
» Le point M est I'image du nombre complexe z dans un plan muni d'un repére orthonormé (O ; E; , E; )
» Le nombre complexe Z est 1'affixe du point M.

.Propriétés:

e Lesimages du complexe Z et de son opposé -Z sont symétriques par rapport a l'origine O.
e Lesimages du complexe Z et de son conjugué z sont symétriques par rapport a l'axe des abscisses.

1.3.2 - Module d’un nombre complexe

D’apres la figure 1.1, le module d’un nombre complexe Z, dont I’image est M, est la distance OM.
Onnote |Z| = OM

- - -
Posons z=a +ib, alors OM =a e + b e,

Z|=0M = a2 +b%2=+Z2Z

Un cas particulier, pour un nombre complexe réel : Z=a alors |Z| = Va2 =a
Inégalité triangulaire :

On démontre que pour tous nombres complexes z; et z, de C, |z,+2, | < |z1][+]z, |.

|Z1 + Z3| < |Z4] + |Z,]

Module d’un produit :

Si on considére les nombres complexes quelconques suivants : z, z; et z, , on peut démontrer que :
| |Z1 * Z3| = |Z1] * | Zy]

0ona: | = =
pour z ona: |- = IZ]

pourZ, # Oona: é| = @
2 Z,l  |Z,|

pourneNet Z, # 0ona: |Z" = |Z|"
1.3.2 Argument d’un nombre complexe non nul
Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme : z=|z|(cos 0 +isin 0 ).

Enposant 1zI1=p,====>z=p(cos O +isin0). pestle module de z et O un argument de z.
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Si on considere un nombre complexe Z non nul son image dans un repére orthonormé (7,7 ) fig

1.2 est le point M qui a pour coordonnées cartésiennes (a, b) et pour gpordonnées polaires (p; ©), on a :
M (z2)
a= pcosO p = Va*+b? b locoeo
a
{ et <:::> cos0 = — :
b= psin0® P p=1Z I
_ b |
sin® = — j 4 !
P 0 I—:
(o) i a
p étant le module du nombre complexe Z :

Forme algébrique : Z=a+1ib
Z=pcos®+ipsin®

» Forme trigonométrique : Z = p(cos® + i sin ©)
1.4.- Propriétés

Soit z et z deux nombres complexes non nuls :

Z = |Z|(cos O + i psin0®)
et
Z = |Z'|(p cos® +ipsin®)
Ainsi pour :

> [Egalité de deux nombres complexes

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme module et méme argument.

, z|=1Z|
Z=7 o et
0=0

» Conjugués et opposés

Deux complexes non nuls sont conjugués si et seulement si ils ont le méme module et des arguments
opposés. B B ]
|Z| = |Z| et arg(Z) = — argiZ)

Deux complexes non nuls sont opposés si et seulement si ils ont le méme module et des arguments de
différence 1 + kn (k € 7).
|-Z| = |Z| et arg(—Z) = arg(Z) + k=
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» Argument d’un produit de deux nombres complexes

Soit z et z” deux complexes non nuls dont leurs arguments sont respectivement sont : © et ©’

o arg(z.z)=arg(z)+arg(z) =0+0
. arg(ljz—arg(z)=—@
z

. arg(?] =arg(z)—arg (z)=0-0

e arg(z')=n.arg(z) =nO , pourtoutn e Z.

1.5. Formule de Moivre
La forme dite formule de Moivre s’écrit:

(cos@® +i sin®)" = cos(n®) + isin(n®) pourtoutn € Z

11 est a conseillé que pour les opérations arithmétiques dans C, on utilise

» La forme algébrique des nombres complexes pour les additions et soustractions.

» La forme trigonométrique des nombres complexes pour les multiplications, divisions et
puissances.

1.6. Forme exponentielle des nombres complexes

La forme exponentielle d’un nombre complexe est basée sur la formule d’Euler :
e'® = cos® +i sin®
Ainsi un nombre complexe Z sous forme exponentielle, s’écrit :

Z=|Z|e"®

Propriétés
Soit z et z’ deux complexes non nuls indiqués avec leurs formes exponentielles suivantes :
z=z|e'%etz’ =2 7.
On peut énoncer les propriétés suivantes :
vVz.27=z]|.|2| gl (0F07)
v 1__1 L o

z:|z|ei‘9 :me
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io
_lzle” 1=l i

v =
2]
v "= (|7.e"")"=|z|".e'"" , pourneZ.

Remarque

» Dans la notation exponentielle, la formule de Moivre s’écrit : (

(eie))" — ein®
L.7. Théoréme d’Euler

Pour tout réel 0, on a :

e® = cos@+ i sin®
e”® = cos® — i sin®

Par addition et soustraction membre a membre des deux relations précédentes, on a :

r
el® 4 o—i®
cos® = —————
2
el® _ o—i®
sin @ =
2i

.
1-8. Application a I’électricité des nombres complexes :
Dans un régime sinusoidal de la représentation des valeurs instantanées du courant i(t) et tension v(t) par
des nombres complexes est trés importantes dans ’analyse des circuits électriques.
Ainsi un courant dont la valeur instantanée dans la forme générale :
i(t) = Ly, sin(wt+ ;) = Ieff\/E sin(wt + ¢;)

peut étre représenté dans le plan complexe par le courant complexe I qui s’écrit :

I =I5 €% = I, [cos(g;) + j sin(e;)]
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