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V. Cinématique d'un corps solide

V.1 Introduction

La cinématique est une partie de la mécanique rationnelle qui permet d’étudier le mouvement des
corps indépendamment des causes qui les produisent (les actions mécanique). Elle introduit la notion de
temps. Un terme plus général qui concerne la vitesse et les mécanismes d'une grande variété de processus en
mécanique. Donc la cinématique permet d’étudier la trajectoire, la vitesse et 1’accélération des mobiles a

I’instant (t).

V.2 Rappel sur la cinématique de point matériel

V.2.1 Latrajectoire

z I 3
Soit M point matériel se déplace dans un repere M®
fixeR (X, y, Z) Fig. (I11.1) )
10} M (¢ +At)
La position du point M dans ce repére R(X, y, Z) est définie
par le vecteur de trajectoire a I’instant (t). Fia+ay ()
x(6) L
r) =4y g? Figure V. 1: Trajectoire d'un mobile.
z(t

Avec:

X(t), y(t), z(t): sont les coordonnées du point M a l'instant (t).
M(t):est la position du point M a l'instant (t).

M'(t+ A t):est la position du point M a l'instant (t+ A t).

MM': est le vecteur déplacement du point M.

(S): est la trajectoire du point M par rapport au repére (R).

Remarque :

On dit un mouvement du point M est rectiligne lorsque la trajectoire (S) est une droite, et on dit

le mouvement du point est curviligne lorsque la trajectoire (S) est une courbe.

V.2.2 Vitesse rectiligne (vecteur de vitesse)
On dit la vitesse du mobile est rectiligne lorsque le mouvement est rectiligne, il existe deux

types de vitesse (moyenne et instantanée).
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a. Vitesse moyenne
La vitesse moyenne entre deux instants (t et t+At) est définie par:
T MM'  F(t+At) —TF(t) Ar
™At At At

b. Vitesse instantanée

; - : s = af
La vitesse instantanée est définie par: V= =

Ce vecteur reste toujours tangent a la trajectoire et du méme sens du mouvement.

V.2.3 Accélération

Il existe deux types d’accélération

a. Accélération moyenne
L’accélération moyenne entre deux instants (t et t+At) est définie par:

—

B V(t+ At) — V() B v
m At At

b. Accélération instantanée

P Lyt . L . , av
L’accélération instantanée est la dérivée de la vitesse , elle est donnée par : d = =

V.3 Mouvement d'un point matériel
V.3.1 Mouvement rectiligne
2
Si la trajectoire est une ligne droite alors p = oo, donc W,, = % = 0, et I'accélération total du

point matériel égale seulement a l'accélération tangentielle.

W=w dv
todt
Dans ce cas, la vitesse varie seulement dans ¢a valeur, alors on peut conclure que

l'accélération tangentielle représente la variation dans la valeur de la vitesse.
V.3.2 Mouvement curviligne uniforme
On appelle un mouvement curviligne uniforme si la valeur de la vitesse reste tout le temps
d Y . . a
constante (v = const), dans ce cas, W, = d—: = 0 et l'accélération total égale a l'accélération

normale seulement.

65



Mécanique rationnelle Chap. V : Cinématique d'un corps solide

L'accélération sera orientée dans cas sur la normale de la trajectoire du point matériel : ou
l'accélération se produit dans ce cas a cause de la variation de l'orientation de la vitesse. Donc on

conclue que l'accélération normale représente la variation dans 1'orientation de vitesse.

Pour I'écriture de la loi de mouvement curviligne uniforme, on a:

ds
— =v->ds=v.dt
dt

On considere que au début de mouvement (7=0), I'abscisse initial est sy, intégrant la formule
précédente on obtient :

s ¢
[Cds=[v.dt>s—sy=v.t avec v=const
So 0

finalement on obtient : s=vt+s

V.3.3 Mouvement rectiligne uniforme
Dans un mouvement rectiligne uniforme l'accélération normale et I'accélération tangentielle
sont nulles (W,, = W, = 0) , alors l'accélération totale est nulle W = 0. Donc le mouvement

rectiligne uniforme est le seul mouvement qui a l'accélération nulle.

V.3.4 Mouvement rectiligne uniformément variable
C'est le mouvement qui a une accélération tangentielle constante tout le temps W, = const,
on déduit la loi de mouvement si on pose a l'instant t=0 l'abscisse initial s = sy et v = v,. avec v,

la vitesse initiale du point matériel.

d
Wrzd—:—>dv=W1.dt avec W, = const

v t
fdvszT.dtev—vozwr.t
Vo 0

finalement : v=W.t+ v,
. ds
on a ausst : vV=—
dt

ds
EzW,.t+v0—>ds= (Wt + vp).dt

s ¢
1
fdszf(I/I/T.t+v0).dt—>s—so=§.VI/T.t2+v0.t
S 0

0

finalement on obtient : s = % Wp.t2 + vyt + s
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Remarque:
r1”r .. -
a- Le mouvement est accéléré : v. W, > 0

b- Le mouvement est décéléré : 3. W, < 0

Figure V. 2: Représentation du mouvement rectiligne uniformément variable (Cas d'accélération et
décélération).

IV.1.8 La vitesse dans les coordonnées polaires

Dans le cas ou un point matériel se déplace tout le temps dans le méme plan, donc on peut

déterminer sa position avec les coordonnées polaires r et ¢ (voir figure).

Ces coordonnées polaires changent durant le mouvement du point dans le plan avec le

temps, donc la loi de mouvement dans les coordonnées polaires est donnée par :

r=f0), @=/f1)

@

Figure V. 3: Composantes polaires da la vitesse.

: e ds . o
La vitesse est la dérivée du ds par rapport au temps > le déplacement ds est composée d'un

déplacement radial dr et un déplacement transversal r.d¢. donc la vitesse est la somme de la

composante radial et la composante transversale.

ar . do :
:E:r' Vp =T.—-=T.¢

vr dt
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v = /(vr)2 + (V)% = T2 + 12, ¢?

On peut aussi déterminer ses €quations on écrivant les coordonnées cartésiennes en fonction des

coordonnées polaires :

X =71.C0SQ, y =r.sing
La vitesse : {x — r.cos¢ =T, 9. 5me
y =71.sing +r.¢.cos@

v=%2+ 92 =72+ 712 @2

L’accélération :

W =G -19)?+ (¢ + 27 ))?
Avec : W, = (# — r¢?) est l'accélération radiale.
W, = (r$ + 27 ) est l'accelération transversale.

V.4 Cinématique du corps solide

Un corps solide parfait, est un ensemble des points matériels, dans lequel distances entre ces
points ne varient pas au cours du temps. Par conséquent, les vitesses entre ces points ne sont pas
indépendantes. D’ici, la cinématique du corps solide permet d'étudier la distribution des vitesses des

points dans un corps.

R

V.4.1 Torseur cinématique distribution des
vitesses

Un corps solide se déplace dans un repére mobile
R(X,y¥,Z ). Supposons un repére de référence ’

Ro( %y, V0, Z). (A,B) sont deux points appartenant au
solide (S)

.

.y . - . Vi

Le torseur cinématique exprimé au point A du / ’

solide (S) dans son mouvement par rapport au repere 7,

Ry est défini par :

'(_iS/R
Vool =( :

Figure V. 4 : Champ des vitesses d'un corps solide.
Vasro )

avee !

Qg /R, €8t le vecteur de la vitesse angulaire du solide (S) par rapport au repere Ro.
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17:4 /Ry €St le vecteur de la vitesse instantanée du point A appartenant au solide (S) par rapport au

repere Ro.

V.4.2 Champ des vitesses d'un solide

Le vecteur de la vitesse du point A appartenant au solide (S) est défini par :

_, dOA
Varro = \Tar-
/Ro

Un corps solide parfait est du que la dérivée par rapport au temps de la distance entre deux points

quelconques A et B est nulle:

d(4B)"

0 o 228,28 _ 35,7, ) = 0
= = — = . — =
dt dt B A

La relation de la vitesse du point A par rapport la vitesse du point B (I7A /Ro» 173 /R,) €St exprimé par:

A partir la formule de dérivation d’un vecteur et le mouvement relatif (cours Physique 1 de 1

année ST):
_, dOA dOA _ _,
Va/rg = ar = dr + Qg/p, A OA
/Ro /R
o dOB dOB R _
Ve/ry = dr = T + Qg/p, A OB
/Ro /R
Ona:
d[0B — 04

VB/RO - V)A/Ro = <—dt > + ﬁg/RO A [@ - ﬁ]
/R

L - d[AB] - .
Vasro = Varo =\ =37 | + Qs/ro A [4B]
/R

(S) est un corps solide parfait :

= A_B) = constante

Donc :

(42,

== VB/RO = VA/RO + QS/RO /\AB
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C’est la formule de distribution des vitesses dans un corps solide indéformable en mouvement.
Elle montre que le champ des vitesses d’un solide est un champ antisymétrique.

V.4.3 Champ des accélérations d'un solide
Pour déterminer la relation entre 1’accélération du point A avec I’accélération du point B, on peut

dire ;

. (dVge,
VB/Ry = dt
/Ro

Avec : A et B appartenant au corps solide (S)

et: VB/RO = VA/RO + ‘Q‘S/RO A [AB]

S _ d]_/)B/Ro _ V)A/RO + '(_iS/RO NAB
= VB/Re T\ T B dt
R R

- _ d]_/)A/RO
VYB/Ry = dt
R

Ou:

dAB —dﬁ +O¢/n. AAB
dtR_ dt ), S/Ro

0

N dI—iA/R d'(_iS/R —— — — —
YB/R, = <To + %) AAB+ Qg/r, A (Qs/r, A AB)
R R

0

0 0

dQs/r, B dAB

— 2% ) AAB + Ogp. A| —

+( dt T 8s/ro M g1 .
R

0 0 0

VB/Ro = Va/r, t Es/ry NAB + Qg/r, A (Qs/r, A AB)

avec :

&s/R, : est I’accélération angulaire du corps solide (S) par rapport le repére Ro( %o, Vo, Zo)

C'est la Formule de distribution des accélérations dans un corps solide indéformable.

V.5 Mouvements particuliers fondamentaux

V.5.1 Mouvement de translation pur

On dit un solide (S) lié & un repére R(X,y,Z) fait mouvement de translation pur par rapport a un

repere Ry ( %o, Yo, Z0)  si les axes de R(%,%,7) gardent une direction fixe par rapport a ceux de

Ry ( Xy, Yo, Zp), au cours du temps.
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Tous les points du solide ont la méme vitesse et la méme accélération que le point Ae(S)

R
Zh (5)
. AFA =
Zo o »1p )
'Y )V
OF——»
3 Vo
LE%
0, —
Yo

Figure V. 5: Mouvement de translation d’un solide.

On peut écrire la vitesse du point A par rapport I_?)O. par :

VA/RO = VO/RO + 'QS/RO VAN OA
La vitesse de rotation du solide est nulle par rapport ﬁo.

On peut écrire :

ﬁS/RO /\0—14) = 6 - -
et = Qg/p,= = 0= Vy/p, = Voyp,

Dans ce cas le champ des vitesses est un champ uniforme, Le torseur cinématique qui décrit le

mouvement de translation est :

ﬁS/R =0
[VS/RO]A = ( i )

1

Vasry = Voyr,

Dans ce cas les points du solide ont la méme vitesse a chaque instant donc, tous les points font
des trajectoires paralleles. Soient A et B deux points appartenant du solide, il ya trois types de

trajectoires peuvent étre d'écrites:

e Trajectoire en translation rectiligne :
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e Trajectoire en translation curviligne :

Dans ce cas les vitesses de points A4 et B sont parall¢les et égales.
Dans ce cas les points 4 et B font des cercles de méme rayons a la méme vitesse

TR

V.5.2 Mouvement de rotation pur autour d’'un axe du solide

A

e Trajectoire en translation circulaire :

a. Vitesse d’un point (M) du solide
Un solide (S) 1ié a un repére R(X,y, Z) est dit en mouvement de rotation pur par rapport a un repére

Ro( %o, Vo, Z) si un axe de R(%, 7, 7) reste fixe & tout instant et d’une maniére permanente dans le
repéreﬁo(fo,jl’o,é’o). O et I deux points distincts du solide (S) qui restent fixe dans le repere
Ry (%o, %0, Z,) au cours du mouvement de rotation. Le repére R(%,¥,Z) est en rotation pur par
rapport au repére Ry ( %o, Vo, Z,) & une vitesse angulaire donnée par :

§S/R0:(p21 = @7 et (V—O))RO =0

Soit M un point quelconque du solide et n’appartenant pas a I’axe de rotation GO) tel que: IM = r#

Figure V. 6: : Mouvement de rotation autour d’un axe fixe d’un solide.
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En général on peut écrire la vitesse au point M par rapport le repére ﬁo( X0, Yo, Zo) par :
VM/RO = VI/RO + QS/RO NIM

‘71/R0 = V)O/RO + ﬁs/Ro AIM
V)O/RO :6(0 eStflxe) :I_/)I/R():B
'(_iS/Ro AOI =0 (ﬁg/Ro,Ef sont Paralleles)

{QS/ fo Z PR T = Gy, ATH = 97 ATE =195
IM =7rX
= Vym/r, = roy

e La relation entre R(%,y,2)et Ry( %o, Yo, Zo)

La vue de dessus des repéres R (%, ¥, 2)et Ry ( 2o, o, Z,) illustre par Fig. (I1L6)

Yo

¢
‘--'— o

z

[|]
Lo
=]

Figure V. 7: Vue de dessus des repéres R(%, ¥, Z)et Ro( %o, Yo, Zo)-

Ona:
X = cospXy + singy,
y = —singx, + cosQy,
Z == _)0
7 cosp  sing 0] [%o
= 3‘,’ =|Ssting  cose 0]|Yo
avec :

cosp sing 0
_sing cosp 0
0 0 1

- La matrice de passage du repere Ro( %o, Vo, Zo) vers le repére R(%, ¥, 2)

La vitesse du point M par rapport le repere Ry ( %o, Vo, Zo) €St :
VM/RO = r@y = r@(—sinpx, + cosQy,) = —r@sinex, + r<pco§<p)70
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b. Accélération d’un point (M) du solide

En général on peut écrire la vitesse au point M par rapport le repére ﬁo( X0, Vo, Zo) par :
Ym/Ro = Vi/ry T &R NMM + Qg/r, A (Q5/r, A IM)

( — — — —
Yi/r, = Yo/r, T Es/ry N OI + Qg/p, A (Qi A 01)

Ro

{ Yor, = 0 (O est fixe)

Es/ro N 01 =0 (§S/RO, 01 sont Paralléles)
\ Qg/p, ANOI = 0 (ﬁg/Ro,(_ﬁ sont Paralléles)

I( S/RoAm=¢2Ar5E=r<pf/
{ Qs/ry A (Qsjry NIM) = 97 ATQY = —1?%
| €/Ro = $z, = ¢z

Es/Rr, AIM = §Z AT% = 1y
e Fuusm = E5yry ATHE 4 By A (ﬁ’Ri A m) = %R+ 1
o

avec { —r@?X = yy : accélération normale

U r@y = yr:accélération tangencielle
La vitesse du point M par rapport le repere Ry ( %o, Vo, Zo) €5t :
Vm/r, = —T@*(cospXy + singy,) + r$(—singXy + cospy,).

Vur, = —1(@% cosp + ¢ sing)xXy + r(—@? sing + § cose) Yo

V.5.3 Mouvement composé (rotation + translation)

Un solide (S) 1ié a un repére R(¥,,Z) décrit un mouvement composé (rotation +translation) rapport a un

repére Ry(Xc, Vo, Zo)-

e Unaxe de R(%,7,2) reste en coincidence a tout instant avec un axe du repére Ro( Zo, Yo, Zo)-

e La coordonnée du point (O) centre du repére R(X,y,Z) suivant ’axe de coincidence, est
proportionnelle & I’angle de rotation du repere Ro( %o, Vo, Z,) au cours du mouvement de
rotation.

e Ona:0,0 =k.@(t)Z = k.p(t)Z,

avec :

k : le pas du mouvement composé¢ le long de 1’axe de coincidence
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-
1

|

|

I

!

0.
o

Xg
Figure V. 8: Mouvement composé (rotation+translation).

Un point (M) appartenant au solide (S), on a :

0oM = 0,0+0M

Ona:
XO = 0
(OOO)R =( Yo=10 >
* \zp=ko

et:

x=a Xo = A.COSQ
(oMm), = (y = b) et (OM), = (yo = b-Simp)

Z=cC ZO =cC

Xo = a.COSQ

= (0oM), = (yo = b-siw)

0 ZO =c+ k(p

Donc la vitesse et I’accélération sot définies par :

-

d(DO—M)RO Ve = —Q.@.SinQ

Vm/r, = — Q3 - Vy, = b.¢.cosp
‘ V, =k.¢
70 — K- @
dv Yxo = — 0. @.Sing — a.¢*. cose
5 M/R . )
Ym/Ry = dt/ = 1, =b.@.cosp — b.¢p.sing
V2o = k.p
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Exemple :

Une barre homogéne de longueur L, d’extrémités O et A. Cette barre est en rotation autour d’un axe
fixe (0, Z;), par un angle de rotation 6 (Figure V.3), dans le repére fixe R, ( %y, ¥, 7,). Le repére
R(H, D, 7,) est lié & la barre, tel que : OA = Li

Déterminer les vecteurs de vitesse et d’accélération du point A, par deux méthodes

u

—~

o %= > X1
L
Figure V. 9: Mouvement d'une barre.

Pour déterminer les vecteurs de vitesse et d’accélération du point A en utilise deux méthodes :
e Par dérivation directe
La vitesse :

L’expression de la vitesse est donnée par la formule:

- dOA d(Lw)
Vo =\ 2 ) =\"a
R, R,

< >
dt
R

— - . - dz_j’ : . N LN
U = cosOt + sinf] = ] = 0(—sindi + cosOy) = v
R

_ dOA -
VA/R1= 7 = LOv

Ry

1

On a:

1

L’accélération:

L’expression de 1’accélération est donnée par la formule:

) d(Vy/r,) d(LOD) (dD L (d6
VA/Rl_( dt —\ dt =L9\%) tV\ar
Ry Ry Ry Ry

On a:

- . - d"}) A - . - RSN
U = (—sinbi + cosbj) = (E) = —0(cosO1 + sinf] = —0u

Ry
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d(VA/Rl))

Fm, = (A282) = —(9)" 7+ 16
1

e Par la distribution des vitesses :
La vitesse :
(A, O) sont deux points appartenant a la barre (L), la formule de distribution des vitesses dans un

corps solide, on écrit dans le point A est:

I7':cl/Rl = V)O/Rl + 5L/R1 A OA

I70 IRy = 0 (O: est le centre de rotation de la barre et fixe)

Qy/p, =07

= Vy/p, = Qyjp, AN OA = 07, ALl = LOD
L’accélération

L’accélération du point A s'écrit :

Yasr, = Yosr,  Esjry N AB + '(_iS/Rl A (ﬁsml NAB)

Ona:

)70/R0 = 6

Es/r, = 07

Qy/p, =07,

AB = L1

Vajr, = 0Z; ALU + 02y A (62, A L)

Fasn, = LOT + 67, A (LOD)

Vam, = —L(6) "1 + L6D
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