Chapitre IV

La géomeétrie des masses



Mécanique rationnelle Chap. IV : La géométrie des masses.

IV. La géométrie des masses

IV.1 Introduction
Afin de comprendre et de pouvoir décrire les mouvements des systémes matériels, il est
important de connaitre la répartition géométrique afin de se préparer aux concepts de cinétiques et

dynamiques des solides.

L’intérét de cette partie est de nous permettre de connaitre un certain nombre de données sur

la répartition des masses des systemes. Nous, nous intéresserons a la détermination :
- des centres de masse du solide

- des moments d’inertie, des produits d’inertie par rapport a des axes et aux tenseurs

d’inertie  des solides quelconques dans différents repéres.

L’opérateur d’inertie sert a caractériser la répartition des masses d’un solide, afin d’étudier

par la suite, un mouvement quelconque de celui-ci.

IV.2 Systémes discrets

La masse d’un systéme discret est la somme des n points matériels discrets de masses m; .

m = m;

'ﬁ'M:
[y

a- Systéme discret b- Systéme continu

Figure IV. 1: Le systeme discret et le systeme continu.

IV.2.1 Systemes continus
Si le systéme est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du systéme s’écrirait

sous la forme d’une intégrale continue :
m= dm(P)
()

L’¢lément dm(P) est la mesure de la masse au voisinage du point (P).
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b. Le systeme (S) est un volume
La masse s’écrirait : m = fv ppy- dv

P(p)- est la masse volumique au point P et dv un €lément de volume du solide (S).

c. Lesysteme (S) est une surface (cas des plaques fines)

L’¢épaisseur est négligeable devant les deux autres dimensions. La masse s’écrirait :

m = -]- O'(p)dS
S

o p) est la densité surfacique au point P et dS un €lément de surface du solide (S).

d. Le systéeme (S) est linaire (cas des tiges fines)

Les deux dimensions sont négligeables devant la longueur de la tige. La masse s’écrirait :

L

A(py est la densite lin€ique au point P et dL un €lément de longueur du solide (S).
Remarque: Dans les systemes homogenes (solides homogenes) la densité des solides est constante.

IV.3 Centre d’inertie (centre de masse) des solides

Soit O le centre d’un repére orthonormé (0,7, 7, k).

On appelle centre d’inertie d’un systeéme matériel (S) le point G défini par la relation :
| GP.am=3
Pe(S)

ol P est un point du solide avec : OP = x.T+ y.] + z.k et 0G = xg.1+ y.] + z5. k

Les coordonnées du centre d’inertie G' d’un systéme homogene sont déterminées par des calculs
utilisant les éléments infinitésimaux tel que : dl pour les ¢éléments linéaires, dS pour les éléments
surfaciques et dv pour les éléments volumiques. Ainsi nous pouvons écrire :

1

m .

1 1

X = fpe(s) x.dm, Ve = E'fpe(s) y.dm, z;= E'fpe(s)z' dm
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Remarques :

- Le centre d’inertie des masses homogenes coincide avec le centre d’inertie de leurs

volumes s’ils sont volumiques ou de leurs surfaces s’ils sont surfaciques.

- Si le solide présente des ¢éléments de symétrie (axes ou plans) son centre d’inertie est

nécessairement situé sur ces éléments de symétrie.

Exemple 1 : calculer le centre de gravité d'un rectangle (plein) de 2b de "

longueur et de 2a de largeur.
2b

Exemple 2 : 2a

Déterminer le centre d'inertie d'un demi-cercle matériel de rayon R et d'une densité linéaire A.

a) L'axe (Oy) estun axe de symétrie donc : x, =0, le centre de masse du solide est situé sur
» - 1
I'axe de symétrie. Ona: y, =—Ia’m
m
5

Le solide est linéaire ayant la forme d'un demi cercle, sa masse est donnée par :
m= Iﬂdf ou: A estladensité linéaire et d/ un élément de longueur. L' élément de longueur
5

Rcosd
dl a pour coordonnées : 4l -:?r. avec: 0£8<x
Rsin#

fa)

La masse du solide est donnee par : m = j Adl = [ JRd6 = 7R
5 i

e 'TE-' :ﬂ'
Ve :L!‘_}Jdm:l!‘yjd!:ﬂ—lj‘ﬂsin&?d&:E{-{:asﬁ‘ TR gou: G 2R
m m’ AR, T 0 =« J"c;=?
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IV.4 Centre d’inertie d’'un systéme composé

Dans la réalité c’est le cas le plus souvent rencontré, les calculs sont élémentaires en résonnant sur

chacun des ¢léments qui composent les systémes.

On détermine d’abord le centre d’inertie de chaque élément A; du systéeme au point G;, puis on

détermine le centre d’inertie G' du systéme comme barycentre des points G;.

Soient les ¢léments d’un systéme composé : A;, Ay, ..., A, ayant pour centres d’inertie respectifs :

G, G,,..., G, ayant pour vecteurs positions dans un repére : R(0,1,],k) : 17,73, ...

Le centre d’inertie de ce systéme est donné par :

n B
—_ di=1 Ay
G — n
i=1Ai

Elle peut étre un ¢lément de longueur, de surface, de volume ou de masse.

Le centre d’inertie du systéme aura pour coordonnées :

—

x—> _ Z?:l z-Ai J]—) _ ?:1 yl-Ai Z—> _ Z?=1 Z-Ai
G E?:lAi ’ G Z?=1Ai ’ G Z?:l Ai

ou : x;, Y, z; sont les coordonnées des points G; ou I'élément A; est concentré.

si les A; sont des éléments de masses alors on peut écrire :

n = n = n -
—_— Ei=1 X1.mg — 2i=1 Yim; — 2i=1 Zpm
X6 = ~wn > Ve = ~5n . > 26 = ~m

n B n . .
i=1Mi Yimimy i=1 M

Exemple :
Déterminer le centre d'inertie de la surface suivante
Yy

I
|
s 200 mm —~~— 200 mm —+< 150 mm ~

—

T
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IV.5 Théoréme de Guldin

Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou
surfaciques homogenes fut trouvée par Guldin. Elle consiste a faire tourner ces solides autour des
axes qu’ils n’interceptent pas. Les solides linéaires décriront des surfaces et les solides surfaciques

décriront des volumes.

IV.5.1 Premier théoreme de Guldin
La surface S engendrée par la rotation d’un arc de courbe de longueur L autour d’un axe (A) sans
I’intercepter dans son plan est égale au produit de la longueur L de 1’arc par la longueur de la

circonférence 2.7.R¢ décrite par le centre d’inertie G de ’arc de courbe.

Soit L la longueur de I’arc et R sont centre d’inertie (Figure IV.2).

(8)

Figure IV. 2: Théoreme de Guldin pour un solide linéaire.

La longueur (périmétre) décrite par la rotation du centre d’inertie G par rapport a 1’axe (A) est

donnée par : 2.m.R¢ , alors la surface décrite par cet élément est égale a :

Sp=2mRg.L  dou Rg=-L

T 2mlL
) \ \ . r1z . _ Stotale/A
Dans le cas d’un systéme homogene de plusieurs éléments on aura : R; = ol
Jt-Ltotale
1, , , > i _ Sjoy
si I’axe (A) représente 1’axe (O, y)nous aurons : x; = v
- . , > . — S/ox
si I’axe (A) représente ’axe (O, X)nous aurons : y; = Py

IV.5.2 Deuxiéme théoreme de Guldin
Une surface plane homogéne § , limitée par une courbe fermée simple et tournant autour d’un axe

(A) sans le rencontrer engendre un volume V.
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Le volume V engendré est égal au produit de la surface § par la longueur du périmétre 2.m.R¢

décrit par le centre d’inertie G' de cette surface autour de I’axe (A) (Figure IV.3).

(A)

Figure IV. 3: Théoreme de Guldin pour un corps surfacique.

Soit S la surface et R¢ la distance de son centre d’inertie (A). La longueur (périmétre)
décrite par la rotation du centre d’inertie G par rapport a 1’axe (A) est donnée par : 2.w.R¢, alors le

volume décrit par cette surface est é¢gal a :

V/a
Vin=2.m.Rz.S dou R;=
/A G G~ 2ms
) ‘ N 7 : . _ Vtotale/A
Dans le cas d’un systéme homogeéne composé de plusieurs surfaces on aura : R; = Py
It-ototale
. . Viotal
si I’axe (A) représente 1’axe (O, y)nous aurons : x; = —o2l/oy.
2.m.Stotale
. , > Vtotal
si ’axe (A) représente I’axe (O, X¥)nous aurons : y; = —at/ox
2.1.Stotale

IV.6 Opérateur d'inertie
1V.6.1 Définition du moment d'inertie d'un solide

Soit un solide de masse dm 1i¢ a une tige (44°) de masse négligeable, en rotation autour d’un
axe (A). Si on applique un couple au systéme (tige + masse), il se mettra a tourner librement autour de
I’axe (A). Le temps nécessaire a cet ¢lément de masse dm pour atteindre une vitesse de rotation donnée
est proportionnel a la masse dm et au carré de la distance r qui sépare la masse de 1’axe (A). C’est pour

cette raison que le produit #%.dm est appelé moment d’inertie de la masse dm par rapport a I’axe(A).
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dm
Al
. FOA®

L

(4)

Figure IV. 4: Représentation d'un moment d'inertie d'un corps.

1V.6.2 Moments et produits d’inertie d’'un solide

Soit un repére orthonormé R(0, 1,7, E) et un solide (S) tel que O € (S). Le moment d’inertie

de ce solide par rapport au point O (Moment polaire) est obtenu en intégrant la relation #*.dm.

Ip = frz.dm
$

r?2 = 0P% = x* + y? + z*

A

S
v

X
R

Figure IV. 5: Moment d'inertie d'un corps par rapport a un point (Moment polaire).

Les intégrales sont calculées sur le solide. Celui-ci peut étre linéaire, surfacique ou volumique.

L’¢lément d’intégration dm(P) est situé¢ en un point P du solide.

Le tenseur d’inertie du solide au point O est représenté dans la base R(O, 1,7, E) par une matrice
notée: appelée matrice d’inertie en O dans la base R(0,1,], k) du solide (S) :
I xx —1 xy —1 xz

IO(S)/R = _Ixy Iyy _Iyz
_Ixz _Iyz Izz

Les éléments de la matrice d’inertie s’écriraient sous la forme :
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- Moment d’inertie par rapport a I’axe (Ox) : Iy = [ B (y? + z*)dm
- Moment d’inertie par rapport a I'axe (Oy) : I,, = [ (S)(xz + z%)dm

- Moment d’inertie par rapport a I’axe (Oy) : I, = [...(x* + y*)dm

Q)

- Moment d’inertie par rapport au plan (Oxy) ou produit d'inertie : I, = f ) x.ydm
- Moment d’inertie par rapport au plan (Oxz) ot produit d'inertie : 1., = | Xz dm

- Moment d’inertie par rapport au plan (Oyz) ou produit d'inertie : I, = ) Y Z dm

Observations :

Certains solides présentent des formes particuliéres admettant des plans de symétrie par
rapport aux axes du repere choisi. Pour chaque plan de symétrie, les produits d’inertie sur les deux

autres plans sont nuls :

(xOy) plan de symétrie ==> I, = f(s)x.z dm=0etl, = f(s) y.zdm =0
(yOz) plan de symétrie ==> I, = f(s) x.zdm=0etl,, = f(s)x.y dm =0

(xOz) plan de symétrie ==> I,,, = f(s)y.z dm=0etly, = f(s) x.ydm=0

IV.7 Solides plans

Dans le cas des solides plans, 'une des coordonnées de I’¢1ément , dm est nulle. Si le solide est dans le

plan (xOy) alors z=0 .

On déduit immédiatement que :

I, = f(s)yzdm 4 b
I, =[.x%dm
w = Js
d'ou Izz = f(S)(xZ + yz)dm = Ixx + Iyy
Ixy:f(s)x.ydm avec I, =1,,=0 o >

X
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Exemple :

Déterminer le moment d’inertie au point G de la plaque mince

rectangulaire de masse m , de longueur 2a et de largeur 2b de y 4

centre d’inertie G (a, b, 0).

Les plans (xGz) et (yGz) sont des plans de symétrie, alors tous les 2b

produits d’inertie sont nuls Igyy, = Igx; = Igy, = 0 la matrice

e : > X
d’inertie en G est diagonale. 34
Masse de la plaque : m = 0.5 = 0.4b

Nous avons un solide plan : z = 0 ==> I, = Igxx + Igyy

+a +b b >
2 2 2 < b~
I, = jy‘dm = I}fzads = O'I y dxdy = GIdey‘dy = 02a=b =cdab—="""
5 5 5 M) 3 3 3
+a +b ) az maz
I, = Ixza’m = Ixzads = O'szdxdy = ijzdxjd1’ =0.=a’2b=c4ab— =
S S S —-a -b 3 3 3
I =1, +1, = %(07 b?)

La matrice d’inertie au point G s’écrit :

mb~ 0 0
3
1.(S)=| 0 ma 0
0 0 %(a2 +b%)

IV.8 Théoréme de HUYGENS

Si le tenseur d’inertie est connu au centre d’inertie G du solide (S) dans la base R(0, 1,7, E); alors
on peut déterminer le tenseur d’inertie au point O dans la méme base par les six relations de
Huygens, qui lient les moments d’inertie et les produits d’inertie en un point O d’un repére et le

centre d’inertie G’ du solide dans le méme repére.
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Figure IV. 6: Moment d'inertie par rapport deux point différents (Théoreme de HUYGENS).

2, 2 _ :
Ioo =1g, +m(ve +:2¢) Iy =16y +mxgyg
_ 2, 2 _ -
Iy, =1, +m(xg +2}) I, =1, +mxgz,
_ 2, .2 _ . -
I,. =1, +m(x;+yg) Io, =1g,. +myszg

Exemple :

Déterminer le moment d’inertie au point O de la plaque mince rectangulaire de masse m , de

longueur 2a et de largeur 2b de centre d’inertie G (a, b, 0)(exemple précédent).

On déduit par le théoreme de Huygens :

2
I, = mb + mb? =£mb2 : Io;y =0+ mab
3 3
ma’ , 4 .
]0.'3' = 3 +ma” =—ma  Io. =04+ma0=0
m, , EPENE 2, 12
1o, =?(a +b7)+m(a” +b )=§m(a +b7) i Ip, =0+mb.0=0

La matrice d’inertie au point O est égale a :

%mb2 —mab 0
3 .
I1,(S)=|—mab ;ma' 0
0 0 %m(a2 +b?)
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