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CHAPITRE 1
Compléments sur les Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert jouent un roéle fondamental en analyse en fournissant
un cadre mathématique général pour faire de ”la géométrie en dimension in-
finie”.

Soit E un espace vectoriel sur R ou sur C.

I.1.Cas réel.

[.1.1.Définition.

On dit qu’une application b : E x E — R est un produit scalaire si
elle est:
- bilinéaire,

V(z1,22) € EXE,Vy € E,V (o, ) € R X R, b(ax1 + Bza,y) = ab(z1,y)+6b(x2,y)
- symétrique,
V(z,y) € EX E, b(z,y) =b(y,x)
- définie positive,
Vee E,z#0,b(z,xz) >0

1.1.2.Exemples.
- Sur R”, l’application

n
(@) — Dz
i=1

est un produit scalaire, appelé produit scalaire canonique de R".
- Sur Pensemble 2 (N) des suites réelles z = (z,,),,, de carrés sommables



<z |:cn|2 < +oo>, I’application
n

n=0

est un produit scalaire.
[.1.3.Définition.
un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire est appelé espace
préhilbertien réel.
Le produit scalaire b (z,y) est alors noté (z\y). On note, |z| =
Vi(aN\z).
[.1.4.Remarque.
Un espace préhilbertien réel de dimension finie est aussi appelé espace
euclidien.
[.1.4.Inégalité de Cauchy-Schwartz.

V(z,y) € ExE, [(x\y)| < |zl [yl

Preuve.
Si |ly|] = 0 alors y = 0 et I'inégalité est vérifiée. Sinon, ||y|| > 0
et nous avons

RN (CaN') “w

2
Iyl

2
<x\g>y|| -
I
d’ot

[@\9)] < Il [l

1.1.5. Remarque.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz exprime la continuité du produit
scalaire.
[.1.6. Proposition.
L’application de £ dans R™ qui & z € F associe ||z|| = v/(z\x) est
une norme sur F.
On dit que c’est la norme associé au produit scalaire.
Preuve.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne I'inégalité triangulaire.
1.1.7. Identité du parallélogramme.

V(z,y) € ExE, |z +yl”+llz—yl* =2l + 2yl

1.1.8. Identité de polarisation.

V(e.y) € Ex B, (\y) = 7 (lz+yl* = llz — y*)

A~ =

I.1.9. Proposition.



Soit f une isométrie sur E ( application linéaire telle que || f (2)] = ||z]|)-
Alors
Vi(z,y) € EXE, (f(x)\f(W) = (2\v)

Preuve.
Conséquence de I'identité de polarisation.
[.2. Cas complexe.
1.2.1. Définition.
On dit qu’une application h : E x E — C est un produit scalaire
hermitien si elle est:
- linéaire par rapport a la premiére variable,

v(511‘13-772) € EXE7 VZU € E7 V(Oz,ﬂ) eCx (Ca h(Ot.’I,‘l + ﬁ$27y) =ah (xlay)'i_ﬁh (w27y)
- antilinéaire( sesquilinéaire) par rapport a la deuxiéme variable,
Y (y1,y2) € ExE,Vz € E, ¥ (o, B) € C x C, h(z,ay; + By2) = ah (z,y1)+Bh (z,92)

- hermitienne,

V(z,y) € EXE, h(z,y) =h(y,x)
- définie positive,

Ve e B,z #0, h(z,2) >0

1.2.2.Exemples.
- Sur C", 'application

n
(@,9) — Yz,
i=1

est un produit scalaire hermitien, appelé produit scalaire hermitien
canonique de C".
- Sur ensemble {2 (N) des suites complexes z = (z,,),,- de carrés sommables

<Z z,|* < +oo>, l’application

n
oo
(x7 y) L Z TnlYy,
n=0

est un produit scalaire hermitien.
[.2.3. Définition.
un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien est
appelé espace
préhilbertien complexe. Le produit scalaire hermitien h (z,y) est alors
noté (z\y) .



1.2.4. Remarque.
Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est aussi appelé
espace hermitien.

On note ||z|| = v/(2\x).

[.2.5. Inégalité de Cauchy-Schwartz.

V(z,y) € ExE, |[(e\y)| < [lz] [yl

Preuve.
Si ||z|| = 0 alors & = 0 et Iinégalité est vérifiée. Sinon, ||z| > 0
et
pour tout ¢ € R nous avons

0 < [tz +yll = ¢ |lo]* + 2tRe (2\) + [yl
Le discriminant de ce polynéme quadratique doit étre < 0 :
(Re (@\9)* = [l ly]* < 0
d’o
]l lyll = |Re (z\y)| = Re (z\y)

et
Izl lyll = llz|l |lye?|| = Re (2\ye”) = Re (e7* (2\w)) = Re|(z\y)| = |(z\y)]

((a\y) = |(z\y)| €, un complexe)
1.2.6. Remarque.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz exprime la continuité du produit
scalaire.
1.2.7. Proposition.
L’application de E dans R* qui & € E associe ||z] = v/(2\x) est
une norme sur .
On dit que c’est la norme hermitienne associée au produit scalaire
hermitien.
Preuve.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne l'inégalité
triangulaire.

[.2.8. Identité du parallélogramme.

V(w,y) € ExE, [lz+yl*+ e —yl* =2l +2|y|
[.2.9. Identité de polarisation.

1 ) ) . )
V(oy) € Ex B, (2\y) =7 (lz+ ol = lle —yl* +i 2+ iyl =il —igll*)
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1.2.10. Proposition.
Soit f une isométrie sur E. Alors

V(z,y) € EXE, (f()\f ()= (2\v)

[.3. Orthogonalité.
Soit E' un Un espace préhilbertien réel ou complexe.

[.3.1. Définition.

On dit que deux éléments z et y de E sont orthogonaux si (z\y) = 0.

On note = L y.
1.3.2. Théoréme. (Pythagore).

Siw Lyalors |&+y|* = [l=|* +lly]*.
1.3.3. Définition.
Ve E, zt={ycE/ (x\y)=0}
D+£ACE, Alt={ycE/VYrcA, (2 \y)=0}
1.3.4. Proposition.
AL est un sous-espace vectoriel fermé de E, et
AN A+ ={0}.
Preuve.
-Ve e A, (a\y1) =0et (2\g2) =0=Vz € A, (:\ay; + By2) =0 =
ay1 + Byz € A+
- AL = (e\y) ' ({0}) et (o\y) est continue = AL est fermé.
-r € ANAt = (1\2)=0=2=0.
1.3.5. Proposition.
VACE, Ac(Ab).

Preuve.
AcC (AL)L ={yeE/VzecAt, (2 \y)=0}et (Al)l est ferme.
1.3.6. Définition.

- On dit qu’une famille (z;);.,; d’¢léments de E est orthogonale si 'on

V(i,j) el x1, i#j= (25,2;) =0
- On dit que (z;);c; est orthonormale si elle est orthogonale et si de
plus
lzi|| =1, Yiel
1.3.7. Proposition.
Soit (x1, 2, ..., x,) une famille orthogonale constituée de vecteurs tous
non nuls.
Alors cette famille est libre.
Preuve.
Q11+ era+ ... oz, =0 = Vi=1,p, (0121 + Qo2 + ... + apTp\2;) =
;= 0.
1.3.8. Proposition.

Soit (e1, €3, ..., €,) une famille orthonormale de E et v €Vect(ey, ea, ..., ep,) .
Alors

n

v = Z (v\ei) e;

i=1



Preuve.

n n
v €Vect(er, ez, ...,e,) = v = > aze; et (v\gj) = > a;(e\ej) = qy,
i=1 i=1

Vi=1,n.

1.3.9. Corollaire.
Soit (e1, e, ...
d’éléments
de Vect(eq, ea, ..., e,) . Alors

n

(@\y) =D (2\e) (y\e2)

i=1

,€r) une famille orthonormale de E et (x,y) un couple

1.3.10. Théoréme. (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) .
Soit (a1, ag, ..., ap) une famille libre de E. Alors, il existe une unique

famille
orthonormale (eq, eq, ..., ;) telle que:
- Vj € 1;p, Vect(es,es,...,e;) =Vect(ai, ag, ..., a;) .
- Vjelp, (aj\ej)>0.

k
apr1— 2 (apri\ei)e;
=1

1<k<p.

)

— _a1 —
= o000 =
€1 Tavll® y €k+1

k
apr1— 2 (apri\ei)e;
=1

1.3.11. Théoréme. (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) .
Soit (ap),cy une famille libre de E. Alors, il existe une unique famille
orthonormale
(ep)en telle que:
- Vj €N, Vect(er, e, ...,e;) =Vect(ai, ag, ..., a;) .
- VjeN (aj\gj)>0.
1.3.12. Définition.
Un espace préhilbertien complet pour la norme associée au produit

scalaire est
appelé espace de Hilbert.

1.3.13. Exemples.
- R™ et C™ munis du produit scalaire canonique sont des espaces de

Hilbert.
- Iz (N) et I3 (N) des suites complexes ou réelles & = (,),,5, de

carrés sommables,
munis du produit scalaire

($\y) — Z :I:ﬂyn,
n=0

sont des espaces de Hilbert.

1.3.14. Proposition.
Soit (), une famille orthogonale d’un espace de Hilbert H. Alors
> Tn

neN



. . 2
converge dans H si et seulement si Y. |z,]|” < +oo.
neN
Si cette derniére condition est vérifiée, on a alors, ’égalité de Parseval:

2
D an) =D lleal

neN neN

Preuve. )

> Tn

neN

D’aprés Pythagore,

2 n
= 3 ||;]|?, & 1a limite on obtient
i=0

n
> T
1=0

> flzal® < 400
neN
Projecteurs orthogonaux.

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe.
1.3.15. Théoréme
Soit K un convexe fermé non vide de H. Alors pour tout x € H, il
existe
un unique point p, € K tel que

|l = K) = inf _
|z — pel| = d(x, K) yngllx yl|

Le point p, est appelé projection de = sur K. C’est I'unique point de K
vérifiant

VyGK, Re(w—Pm\ZJ_Pz) SO

Preuve.
L’unicité de p, provient du fait que si p/, € K vérifie aussi ||z — p|| =
d(z,K)
alors on a d’apreés l'identité de la médiane
( conséquence de l'identité du parallélogramme):
2 1 2 P+ .|
2
o= pall + = ol = 1 = el 4 2o - g 22
et donc p, # p/, entrainerait Hx — % < d(z,K). comme par convexité
 +Pa
rites ¢ K

cela contredirait la définition de d (x, K).
Pour Dexistence, notons d = d (x, K) . Par définition de d, il exite une suite

(Tn),cy de

points de K telle que liIJIrl |z — @ || = d. D’apres 'identité de la médiane,
n—-+0oo
on a pour

tout (m,n) € N2,
xn + x"n 2

1
o=l + = 2l = o =l + 2o = 22




Par convexité de K, on a % € K, donc Hm— I“Jr%
séquence, on a

‘ > d. En con-

3 llzn = T < 2 = 2m* + |2 — 2] — 3d°

et la suite (z,,),cy est donc de Cauchy. Sa limite p, € K car K est fermeé.
Pour la derniére inégalité. Soit donc y € K. Pour tout ¢ € [0,1], le point
Yt = ps +t(y — p) € K. Donc on a

2 2 2 2
lz = pall” < llz = well” = llz = pall” + £ ly = pall” — 2tRe (z — po\y — pa)

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que Re (x — p.\y — pz) < 0.

Réciproquement, si xg € K vérifie Re (z — zo\y — o) < 0 pour tout y € K
alors on a,

compte-tenu de Re (xg — p-\z — pz) <0,

|20 — pall” = Re (20 — pa\o — ) + Re (20 — pa\& — pr) < 0

Donc zg = p,.
1.3.16. Corollaire.
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Pour tout x € H, la
projection
de z sur F est I'unique point p, de F tel que (z — p,) € F*.

Preuve.

Comme un sous-espace vectoriel fermé est convexe fermé. On a p, est
I'unique point

de F vérifiant

VzeF, Re(x —p\z—pz) <0

Pour y € F fixé, on appliquant cette inégalité a z = p, —y puis & z = p, +y,
(et aussi & z = p, + iy dans le cas complexe), on obtient (x — p,\y) = 0.
Soit p/, € F tel que x — p/, € F+. Comme p/, — p, € F, on a

(@ —pa Py —Pa) =0 et (z—p,\p, —pz) =0

En retranchant la 2iéme a la lére, on trouve ||p,, — pe||> = 0. Donc pl, = p,.
1.3.17. Proposition.
Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Les trois énoncés sont
équivalents:
(1) F est ferme.
(ii) H=F®F*.
(iii) F=(FY)".
Preuve.
(1)=(ii):
Ffermé = Vo € H,x =p, + (v —p,) avecp, € F et x —p, € FXQ =
H=F®F*.
(il )=(iii):



teF—=x=y+z avecy € F et z€ F+ = (a\2) = (10\2) +|z|* =
z=0—=zr=ycF= F= (FL)l.

(i )=(1):

Comme F = (F J-)J‘ et comme l'orthogonal est fermé, alors F' est fermé.
[.3.18. Corollaire.

Pour tout sous-espace vectoriel F' d'un espace de Hilbert H, on a,
F=(F)*

Preuve.

L = —1\+ — —1 N L
F=(F)  —=F=(F) «aFcF—=TF cF-— (F) ¢

()

L = = Lo

alors (F*)" C F. (F C (F*)™ évidente).

[.3.19. Définition.
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Le sous-espace vectoriel

Fl
est appelé supplémentaire orthoganal de F (H =Fo® FJ-) .
Tout élément x de H se décompose donc de maniére unique en,
r=y+z avec yeF et ze Ft
Le vecteur y est la projection orthogonale de x sur F' et "application
T — y

est appelée projection orthogonale ou projecteur orthogonal sur F.
Le vecteur z est appelé projection orthogonale de = sur F'*.
I.4. Dualité.
Définition.
Soit H un espace de Hilbert sur K ( R ou C).
On appelle dual ( topologique) de H et on note H' I'ensemble des
formes linéaires
continues sur H.
1.4.1. Théoréme.
H’ muni de 'application

Iflly = sup |f(z)]= sup |f(z)]= |f ()]

]l =1 ]l 7 <1 e#0 ||l g

est un espace vectoriel normé complet.
Preuve.
Comme f € H', f est continue et il existe une constante C' telle que

Vee H, |f(z)]|<Clz|ly

donc le sup est bien défini. On a

E s ()| = oo @l ol = | ] =10

sup = sup M
w20 1zllg w0l \lzllg lyll =1




D’autre part

{If @I, llzllgy =1} c{lf @), l=]g <1}
d’ou
sup |f ()| < sup |f(2)|

llz|l =1 Izl <1

Si f =0 on a égalité, supposons donc que f # 0 et

sup [f (z)| < sup [f(z)|

=l p=1 )l m <t

il existe yo, avec ||yo]| < 1 tel que |f (yo)| > |f (x)| pour tout = tel
que [lz] = 1.

1 (o)) > \f (”‘z|)\ S )

comme f (yp) # 0 on a ||yo|| > 1, ce qui contredit ||yo|| < 1.
Donc

swp |f @] = swp | @)
llzll g =1 llll <1
Il est facile de montrer que ||e||,;, est une norme.
Montrons maintenant que H’ est complet.
Soit (fn),cy une suite de Cauchy de H’

Ve <0; dng €N, Vp,g>no, |Ify—fpll <e

Donc
Vo € H, ‘fq (z) — Ip (z)| <e

La suite (fy),cy est une suite de Cauchy dans K qui est complet.
Donc elle converge

pour tout z vers ¢, € K. Montrons que ’application ¢ : x — ¢,
appartient a H’.

Puisque toute suite de Cauchy est bornée

IM >0. VneN, |fall <M.

Donc,pour tout « € H, |f, (z)| < M ||z||;; par passage a la limite
on obtient

Ve e H, |p(z)] <Mzl

d’otu la continuité de . Pour la linéarité, c’est évident.
Enfin, nous avons ||f, —¢| g — 0, solent € H de norme inférieure ou
égale & 1 et € > 0.
Comme f,, () — ¢ (x), on peut trouver n, tel que ¥n > ng, | fn (x) — ¢ (z)] <
D’autre part, il existe ng tel que Vn,p > no, || fn — folly < §. Soit donc
Pz > max (ng,ng) .
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On obtient pour tout n > ng

[fn (2) = 0 (@) < |fn () = fo, @)+ Sy, (@) = (@) < | fn = fo, [+ fp. (2) =0 (2)] <e

Donc

Vn>mng, sup |[fn(2) —p(@)| <€
Izl <1

et la suite (f,), oy converge vers ¢ dans H'.
1.4.2. Remarque.
On peut donc définir une application J de H dans H' appellée application
de dualité de H,
J:H— H
x— J(x)
ou

J(z): H—-K

y—J(x)(y) = (\z).
1.4.3. Exemples.
- Le dual topologique de R"™ est égal a son dual algébrique.

- Le dual topologique de I! (N) = {(gcn)neN7 >zl < —i—oo} est
neN

1= (N) = {(mn)neN, sup |z,| < —|—oo}
neN

I.4.4. Théoréme. ( de représentation de Riesz-Fréchet).
Soit H un espace de Hilbert. Alors, pour tout f € H' ( dual topologique
de H ),
il existe un unique x € H tel que

Vye H, f(y)=(y\2)

De plus,
1l g = Ml -

L’application de dualité J de H est donc une isométrie linéaire
bijective.

1.4.5. Remarque.
On peut munir H’ d’un produit scalaire

Vige H', (N9 =T (HNT " (9) = (z\w)

on JN(f)=gz et J(g) =y Ona (f\f)y = (@\a) =

2 2
Wz = 1 f 1[5 -
Preuve.

Si f =0,alorsz =0.8Si f #0,soit F = f~1({0}). Alors F est un hyperplan
fermé de H,
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( noyau d’une forme linéaire continue f) distinct de H ( f # 0 ). Donc
H=FgF*+ ouFt

est de dimension 1. Soit zo € F* avec |lzg||;, = 1. Tout y € H s'écrit y =
u—+v

avec u € F et v =txy € FX. Comme f est linéaire, on a f(y) =

fu)+ f(v) =tf (o)

avect = (y\ o) . Par conséquent, on a f (y) = f (x0) (¥\zo) = (¥\zof (z0)) .

Par conséquent, en posant x = xof (o), on bien f (y) = (y\x).

Pour 'unicité, il suffit de constater que si (y\x1) = (y\x2) pour tout y € H,
alors

(1 — 22) € HL = {0} et donc z; = 5.

Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, |f (y)| < |yl ||lz]|, et donc ||f]l <
[ -

De plus, comme f (m) = ||z||, on obtient || f||;, > |||l -

1.4.6. Exemple.
- Toute forme linéaire continue ¢ sur R™ est de la forme

Ve e R", ¢(x) = (a\2)g Zaz,

ou a € R™
- Soit f : H — R différentiable.Sa différentielle Dy (a) est une forme
linéaire continue
sur H. D’apreés le théoréme de Riesz-Fréchet, il existe un unique
b € H tel que
Dy (a) (z) = (b\x) . Le vecteur b s’appelle le gradient de f en a et
le note Vf (a).
Donc

Ve € H, Dj(a)(z)=(Vf(a)\z).
- Toute forme linéaire continue ¢ sur L? ([0, 1]) est de la forme

1

0 () = (@\Dgzqoy = [0 (0
0
ot u € L?([0,1]).
Espaces réflexifs.

Soit ( E, ||e]|) un e.v.normé sur K. On définit I’application
li

x:E—E"=(E"

x— X (x)
ou
x(z): E'—K

12
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L’application x est une isométrie linéaire continue.
[.4.7. Définition.
L’e.v.normé ( E, ||e]|) est dit réflexif si Papplication y est surjective.
[.4.8. Exemples.
- Tout espace de Hilbert est réflexif.
- [} (N) n’est pas réflexif.
I.5. Bases hilbertiennes.
[.5.1. Définition.
Un sous-ensemble A de H est dit dense dans H si

Vee HVe>0, Jyc A; |lz—ylly <e,
ou de maniére équivalente si

Ve € H, 3(Yn)pen C 4; lirf |z = ynll g =0,

ou bien si B
A=H.

[.5.2. Définition.
On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace de Hilbert H est total si le
sous-espace
vectoriel Vect (A) engendré par A est dense dans H ( Vect (A) = H).

1.5.3. Proposition.
Soit A un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H. Alors A est total
si et seulement si A+ = {0} .

Preuve.
b2 :>77
Soit # € AL (= z € (Vect (A))"); comme A est total (
Vect (A)=H ),
il existe une suite (), d’¢léments de Vect (A) qui converge
vers z.
OnaVvneN, (z,\z)=0et nlrr}roo (xx\z) = (2\z) = 0 d’ou
x = 0.
77<:”

vmuAy:Qv@uA»ﬂl:(AﬁngnL:H.

((Vect (A))" = AL)
1.5.4. Remarque.
Un sous-espace vectoriel F' de H est dense dans H si et seulement si
F+ =1{0}.
(Vect(F)=F)
1.5.5. Définition.
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Un espace topologique est dit séparable s’il contient une partie
dénombrable dense.
1.5.6. Proposition.
Un Hilbert est séparable si et seulement s’il contient une partie totale
dénombrable.
Preuve.
?=" évidente.
” <:”
Soit A une partie total dénombrable de H, Vect (A) est est dense
dans H. Comme Q
est dense dans R, alors I’ensemble des combinaisons linéaires
d’éléments de A a
coefficients rationnelles est dense dans H. De méme l’ensemble
des combinaisons
linéaires d’éléments de A a parties réelle et imaginaire rationnelles
est dense dans H.
Donc H est bien séparable.
1.5.7. Définition.
Soit H un espace de Hilbert et (e,), oy une suite d’éléments de H.
On dit que (ey),,cy est une base hilbertienne de H si,
- (en) ey est une famille orthonormale de H.
- L’ensemble {e,, / n € N} est total.
1.5.8. Remarque.
La base hilbertienne généralise la notion de base orthonormée en
dimension finie.
1.5.9. Proposition.
Un espace de Hilbert de dimension infinie est séparable si et seulement
s’il admet
une base hilbertienne.
Preuve.
» :>77
Supposons H séparable. Soit {a,, / n € N} une partie dénombrable
dense de H.
De cette partie on peut extraire une partie {b; / k € N} libre et
dénombrable
non finie ( sinon H serait de dimension finie ). Par le procédé
d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt on construit une partie {e / k € N}orthonormale
et qui vérifie

Vn € N, Vect (eg, €1, ...,e,) = Vect (bo, b1, ..., by) .

Reste a vérifier que {ex / k € N} est total.
Soit © € H et € > 0. Comme {b, / k € N} est total, il existe
n € Net
y € Vect (bg, b1, ...,bn) = Vect (eg, €1, ..., €n) tel que ||z — y|| <e.
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2 <:”
Si H admet une base hilbertienne (e, ),y alors I'ensemble
{e,, / n € N} est total
et dénombrable.Donc H est séparable.
1.5.10. Proposition.
Soit H un espace de Hilbert séparable et (ey), .y une base hilbertienne
de H. Alors
- pour toute suite (a,),y de 12, 1a série Y ane, converge dans H et
sa somme
x =Y, ape, verifie

neN
Vm e N, (Z anen\em> —an, et |z|? = Z |an |2
neN neN
- pour tout z € H, la série Y. |(z\en)|* converge et
neN
2 2
T = Z (a\en)en et |z|” = Z [EANC]
neN neN
Preuve. .
Soit u, = > agek. Si p > n, on obtient
k=0
2 - i . 2
lup = unll” = || Y omer|| = D ol
k=n+1 k=n+1

Comme (o), ey € 1%, (Un), ey est de Cauchy dans H qui est

complet, donc (uy,), ey
converge dans H .De plus, pour tout n > ¢, on a (u,\ &) = Q.
Par continuité du produit scalaire, nli)rj_loo (un\eq) = (T\eq) = ay.

Par continuité de la norme, lim u,|® = ||l=]* =
n—-+o0o
. - 2 X,
Hm 37 Jag]” = 37 |axl
[ i k=0

Reste & démontrer la 2iéme aTSLsertion.
Soit # € H. Posons y, = 3. |(z\ex)|*. La suite (Tn) ey €St
k=0

croissante et positive.

Elle converge si et seulement si elle est majorée. Posons
n

Tp =2 — Y (T\€k) k-

Alors x,, L e pour tout k = 0,n. D’aprés le théoréme de Pythagore,
2

n

> (z\ex) er

2 2
on a )™ = [lznll” +

lzal® + 32 [@Ner)
k=0
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qui donne y,, < ||acH2 . On conclut ensuite en appliquant la lére
assertion.
1.5.11. Remarque.
- La proposition 1.5.10. fournit une isométrie bijective entre tout

Hilbert

séparable de dimension infinie et [?; une fois fixée une base hilbertienne
(e’ﬂ)nEN )

» —H
(@n)pen = 2 Qnen
neN
Par conséquent, ’étude des Hilbert séparables peut se ramener a

celle de I2.

- Une base hilbertienne n’est jamais une base algébrique.
1.5.12. Exemples.
- Soit e, la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n**™¢ qui est
égale a 1.
L’ensemble {e,, / n € N} est une base hilbertienne de i (N).
- Soit Ca, (R, R) 'ensemble des fonctions de R dans R, 2w —périodiques;
continues

27
muni du produit scalaire (f\g) = % [ f () g (t)dt, la famille
0

{1,co0s (nz),sin (nx)}, n > 1, constitue une base hilbertienne de
Cor (R,R).
[.6. Noyaux reproduisants.
En analyse fonctionnelle, un espace de Hilbert a noyau reproduisant est
un Hilbert
de fonctions dans lequel la fonction evaluation est une fonctionnelle
linéaire continuue.
En d’autres mots, il existe des espaces qui peuvent étre definis par des
noyaux
reproduisants.Le sujet était originalement et simultanément developpé
par N.Aronszajn
et S.Bergman en1950.
Beaucoup d’examples d’espaces de Hilbert a noyaux reproduisants sont
des espaces de
fonctions analytiques complexes, bien que quelques espaces de Hilbert
réels ont aussi des
noyaux reproduisants. Les espaces de Hilbert & noyaux reproduisants
associés & un noyau
continu ont de larges applications dans I’analyse complexe, la mécanique
quantique,
la statistique et I'analyse harmonique.
Soit X un ensemble, H un espace de Hilbert de fonctions de X dans R muni
du
produit scalaire ( e\ o).
1.6.1. Définition.
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Une fonction K définie sur X x X a valeurs dans R est dite noyau
reproduisant
de l'espace de Hilbert H si,
i) Vee X, K,=(e\x)€H

ol K,: X—-R
y+— Ki(y) = K(y,x)

i) V(fo) e Hx X, (\NK,)=f(),
[.6.2. Définition.
Un espace de Hilbert muni d’un noyau reproduisant est dit & noyau
reproduisant.
Propriétés d’un noyau reproduisant.
1.6.3. Théoréme. (d’existence et d’unicité).
H admet un noyau reproduisant ssi les fonctionnelles de Dirac 4, sont
continues:
Vee X, 6,€H (6,:H —R,
¢ 02 (p) = ¢ (x))
Un tel noyau est unique.

Preuve.
» :”
Si H admet un noyau K, on a pour tout x € X,

6z (p) = ¢ (2) = (P\KL), Yo e H

et donc 9, € H'.
2 <:”
Si pour tout z € X, §, € H', d’apres le théoréme de Riesz-Fréchet,
il existe
un unique K, € H’,

Vo e H, (p\Kz)=0(p) = (2)
On définit alors la fonction K par:
Vizg,y) e X x X, K (z,y) =K, ()

Alors K est bien un noyau reproduisant de H.
L’unicité découle du théoréme de Riesz-Fréchet.
1.6.4. Proposition.( Propriété de densité).
Si H admet un noyau reproduisant K. la famille F = {K, / z € X}
est totale ( F+ = {0}).

Preuve.
Vee X, (NKz)=¢(x)=0=p=0
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1.6.5. Théoréme de caractérisation.
Une fonction K définie sur X x X est le noyau reproduisant d’un
espace de Hilbert
H C R¥ si et seulement si
i) V(z,y) € X x X, K(z,y)=K(y,z)

ii) Vn e N* VY(ay,ae,...,0) € R™, V(xth, ey Tp) € X,
Z E oo K (i, 25) > 0.
i=1j=
Preuve.
77$”

Soit K le noyau reproduisant de H. Alors pour tout ¢ € H et tout
xz e X,

(pN\K) = ¢ (z) et donc, en particulier pour tout (z,y) € X x X,

(K \Ky) = K (z,y) . Il Sensuit que

K (z,y) = Ky (v) = (K,\K,) = (K:\Ky) = K (y,2)
et donc (1) est vérifiée.

D’autre part, si h = > o; K,, on a:
i=1

0 17 = () = 33 ovoy K aioz)

=1 j=1

et donc ( ii ) est vérifiée.
”» <:77
Soit K défini sur X x X, vérifiant (i) et (ii). Alors on peut lui
associer un espace
hilbertien H de noyau reproduisant K.
Soit Hy = Vect (K., xz € X), on définit sur Hy un produit

(N9 n ZZ%B K (z:,5)

=1 j=1

scalaire par,

o f =3 K, etg= ) B,K, et (Hy, (o\®)m,) est un
i=1 j=1

espace préhilbertien.

On pose, H = {limites ponctuelles de suites de Cauchy de Hy} .
On munit H du

produit scalaire,

v(fmg) € HxH, (f\g)H = hm (fn\gn)

ol (fn)nen €t (gn)nen sont deux suites de Cauchy dans Hj telles
que
= 1. = 1
f=lm foet g= lm gy
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L’espace de Hilbert H admet K pour noyau reproduisant. En effet,
Ve e X, K, € Hy
et donc la suite constante (K), . est une suite de Cauchy dans Hy
qui converge
vers K. Donc K, est un élément de H. (Vz € X, K, € H).
Pour tout f € H et tout z € X, on a pour toute suite de Cauchy

dans HOa (fn)n€N7
de limite ponctuelle f,

(f\Kac)H = ngl}rloo(fn\Kr)HU = ngrfoo fn (1') = f (1‘)
et donc
Vee X VfeH, (N\K.)y=1Tf()

1.6.6. Exemples.
- Si g est une fonction de X dans R, alors K(z,y) = g(x)g(y) est un
noyau reproduisant.
-Si X =R%et K(z,y) = (2\y) = 21y1 + T2%2, alors I'espace de Hilbert
H a noyau K
est le dual de R? et
V(f.g) € Hx H, (F\g)i = (uN0)zs
o f(z)= (B\uge et g(z) = (2\0)ge.
Références.
Aronszajn, N. (1950). ”"Theory of Reproducing Kernels”. Transactions of
the American
Mathematical Society 68 (3): 337-404.
Alain Berlinet and Christine Thomas, Reproducing kernel Hilbert spaces in
Probability and Statistics, Kluwer Academic Publishers, 2004.
I.7. Convergence faible.
1.7.1. Définition.
Soit (2n),cy une suite d’éléments d'un espace de Hilbert H et x un
élément de H.
On dit que la suite (x,), oy converge faiblement vers x si,

Vh € H, nEI-Poo(h\xn) = (h\x)

On note z, — =x.
n—-+o0o

1.7.2. Proposition..
La limite faible est unique.
Preuve.

VYh € H, lirf (M\Zn) = (\z1) = (M\22) = Vh € H,(hW\x1—22) = (r1—22) L H = 21 = 22
1.7.3. Théoréme.

Soit (#n),,cy et (Yn),cn deux suites d’éléments d'un espace de Hilbert
Hetxety
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deux éléments de H. On a alors:
- Ty, — &= (Tn),ey st bornée et [|z|| < liminf ||z, || .

n—-+00

-Ty, — T —> Tn, —  T.
n—-+oo n—-+o0o

-z, — wzet lim |z, =z =2 — =
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

- Tn > zety, — y=— lim (xn\\yn) = (x\\y)
n—-+oo n—-+oo n—-+4oo

1.7.4. Remarque.
En dimension finie, la convergence faible est équivalente la convergence
forte.
1.7.5. Proposition.
Soit C' un convexe de H. Alors les deux énoncés suivants sont équivalents:
(1) C est fermé,
(ii ) pour toute suite (z)
limite faible
est dans C.

nen faiblement convergente d’éléments de C la

Preuve.
(i)=(ii):

Supposant C' est fermé et soit (2,,),, oy une suite d’éléments de C
convergeant

faiblement vers x € H. Comme C est convexe fermé, le point x
admet une

projection p, sur C. Cette projection est I'unique point de C' tel
que

Vy € F, Re(x —ps\y—ps) <0

En appliquant cette relation & y = x,,, puis en faisant tendre n
vers I'infini,
on obtient
lz = pa||* < 0.

Dotz =p, € C.
(i)<=(1i):
Sachant que toute suite fortement convergente est faiblement convergente,
on obtient ( ii).
1.7.6. Théoréme. ( compacité faible).
De toute suite bornée d’un Hilbert, on peut extraire une sous-suite
faiblement convergente.
[.8. Topologie faible.
Soit H un espace de Hilbert et H' son dual topologique.
1.8.1. Définition.
On appelle topologie faible sur H et on note o (H, H'), la topologie la
moins fine
rendant continues toutes les formes linéaires de H'.
1.8.2. Remarque.
Si O est un ouvert de C ou de R, f~1(O) est un ouvert pour la
topologie faible de H.
(VfeH ).
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Les ouverts pour la topologie faible sont les réunions quelconques
d’intersections finies
d’ensembles de type f~!(0) avec O ouvert de R (ou de C ).
L’ensemble {z € H /Vi=T1,n, |f;(z)— f;(z0)| < a;, Vf; € H'} est
un voisinage
ouvert de xo pour la topologie faible.
1.8.3. Proposition.
La topologie faible est séparée.
Preuve.
Soit x1 et xo distincts de H. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach,
il existe L € H'
telle que L (z1) # L (x2) . Posons

T Ma Vi=L'(L(z1) — e L(z1) +e]), Vo=LT"(L(22) — € L(x2) +e])
Les ouverts V7 et V5 contiennent respectivement x, et x5, et sont
disjoints.
1.8.4. Remarque.
On peut munir H de deux topologies séparées,
- la topologie forte associée & la norme de H.
- la topologie faible o (H, H').
1.8.5. Remarque.
Par construction, la topologie faible o (H, H') est moins fine que la
topologie forte
associée a la norme de H, et donc tout ouvert pour la topologie faible
est un ouvert
pour la topologie forte.
Si une topologie posséde moins d’ouverts, elle posséde, par contre, plus
de compacts.
Cest ce qui montre 'utilité de la topologie faible. Les compacts jouent
un roéle
important quand on cherche a établir des théorémes d’existences.
1.8.6. Proposition.
En dimension finie, les deux topologies sont les mémes.
Exemple.
Soit (en), ey une base hilbertienne de H. Alors (ey,), oy converge
faiblement vers 0
et ne converge pas fortement vers 0.
( lasérie 3 |(z\en)]” converge=> lim (2\e,)=0).
neN n—-+oo

CHAPITRE 11
Compléments sur les Espaces de Banach
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La théorie des espaces de Banach est extrémement développée, et leurs pro-
priétés( théoréme de Baire, Banach-Steinhaus, graphe fermé, caractérisation
des application linéaires continues, dualité, existence et propriétés des topolo-
gies faibles,etc.) sont bien connues et développées. Les espaces de Banach sont
le cadre fonctionnel naturel dans lequel se fait la grande partie de ’analyse
fonctionnelle.

II.1.1.Définition.

On appelle espace de Banach, tout espace vectoriel normé complet pour la
distance

issue de sa norme.

I1.1.2.Exemples.
-C(0,1=R), fll= sup 1f ()]

e

+oo
-7 (N), 1 < p < 400, Pespace des suites (un),, oy telles que Y- |u,|” < +o0,
n=0

+o0 1/p
Junl, - (z w) |
n=0

- Tout espace vectoriel normé de dimension finie.
- Lespace L. (E, F) des applications linéaires continues d’un e.v.normé E

dans un espace de Banach F', muni de la norme ||f|| = sup [|f(2)]p.
lzll<1

muni de la norme.

I1.1.3. Théoréme.
Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach si et seulement
si toute série absolument convergente est convergente dans E.
Preuve.
Supposons que F soit un espace de Banach. Soit > w, une série
absolument convergente de teme général u,. La suite des sommes partielles

n
Sp = > uy est une suite de Cauchy

k=0
n+p +o0
1Stp = Sull = || D2 ua| < lunsall + 000+ lunspll < D7 Nuall =0
k=n-+1 k=n-+1

FE étant complet la suite S,, est convergente.
Réciproquement, supposons que toute série absolument convergente
soit convergente.
Soit (), cy une suite de Cauchy. Nous pouvons extraire une
sous-suite vp, = Uy (n)
telle que

[vnt1 — vnl| <

¥~

La série de terme général

—~

Upt+1 — Up) est donc absolument

22



convergente. Comme

n
Sy = E (Vk41 — V) = Upt1 — Vo,
k=0

nous en déduisons que la suite extraite (v,), oy est convergente.
Comme (uy,),, oy est une suite de Cauchy, il résulte que la suite (uy,),, oy converge.
I1.1.4.Théoréme. (de Baire).
Dans un espace de Banach non vide F,
(1) toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est dense
dans E.

O0,=E,VneN= ()0, =E,
neN

(il ) toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides dans E
est d’intérieur vide dans F.

o

F,=0,vneN= | F, =0,
neN

(iii ) si E est réunion dénombrable de fermeés de F, I'un au moins de
ces fermés est d’intérieur non vide dans E.

E=|JF.= 30 €N, F,, #0.
neN

Preuve.
(i)<=(ii). Par passage au complémentaire.
Montrons (i).

Pour montrer que () O, est dense dans E, il faut montrer que
neN

VYV ouvert non vide de E, VN (ﬂ On> £ (.
neN

Soit donc V' un ouvert non vide de E. Par réccurence, on va constuire une
suite ( Bp)nen

de boules fermées de E telles que

1- VYn € N, B,, est une boule fermée de rayon inférieur a 1/2".

2- B COgNV et ¥YneN, By41 C On+1 ﬂé;.

L’ouvert Oy est dense dans E, donc Og NV # 0. Or Og NV est ouvert, il
existe donc une

boule ouverte B (zo,7) C Og NV. Si By est la boule fermée de centre xq et
de rayon

inf(r/2;1) ,on a donc By C Oy N V. Supposons les boules By, B1,e e o, B,
construites
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o

et vérifiant (1) et (2). L’ouvert O,,41 est dense dans E, donc Op41 N E:L est
un ouvert non vide. e

Il existe donc une boule ouverte B (x,r) C On11 N By,. Si Byy1 est la boule
fermée de centre x e

est de rayon inf(r/?; 1/2"“) ,on adonc Byy1 C Opy1 N B,. Ainsi By
veérifie (1) et (2).

Par construction, ( B )nen est une suite décroissante de fermés non vides
de E dont le

diametre tend vers 0. De plus F est complet, il existe donc a € E tel que
N B, ={a}.
neN

Or By C V, donc a € V. D’apres (2), on a aussi B,, C O,, pour tout n, donc

aecO,
pour tout n. Ainsi a € (] O,. Enfin,a € V N ( N On> )

neN neN

Montrons maintenant (iii).
(e}

Supposons par I'absurde que Vn € N, }/7\” = (,alors Vn € N, Cg (F,) =
Ce (ﬁ) =Cg(0)=F,

donc on peut appliquer (i) aux Cg (F,,): () Cg(F,) =E. Or,
neN

U Fn:>(0—C’E<U Fn> = () Cg(F,) et donc () Cg(F,) =

E
neN neN neN neN

=|
I

D’ott une contradiction.

I1.1.5.Application.

- R n’est pas dénombrable.

- Tout espace de Banach est de dimension finie ou non dénombrable.

I1.1.6. Théoréme. ( de Banach-Steinhaus).

Soit (E, ||e]| ) un espace de Banach et (F, ||e|/ ;) un espace vectoriel normé.
Soit de plus,

A une partie non vide de L. (E, F), telle que:

sup || f (2)]| p < 400, Vz € E.
feA

Alors
sup || fllp,,m,r) < +o0
feA

Preuve.

Soit k € N. Posons W, ={z € E /] Vfe A, |f(z)|p <k}.

Pour g € A, posons ¢, : £ — R, 1z  |[g(2)| . Les applications g et
y — |ly|l p étant continues, il en est de méme de ¢,. Comme W;, = o " ([0, k]),

o0
Wi est un fermé de E. Comme |J W)y = E, il résulte du théoréme de Baire
k=1
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qu’il existe un ng € N tel que W, est d’intérieur non vide. Soient donc zy € E
et > 0 tel que B, (x9) C Why,. Alors

If (xo+72)|lp <no, Vfe€L(EF), VzeB(0).

([lzo +7rz = zollp = llrzllp = rll2lg <r =20 +712 €
Br (.’EO) C Wno )
Par conséquent

S (r2)llp = [1f @o)ll g < [If (r2) + f (@o) | p = If (w0 +72)l|p < 1o

D’ou
sup 1, 5,y < "2 AT oo
fea r
I1.1.7. Application.
- Soit (E, ||e|| ;) un espace de Banach et (F, ||e| ) un espace
vectoriel normé.
Soit (fn),en de Le (E, F') convergeant simplement vers f. Alors
feL.(EF).
- Soit GG un e.v.normé, B un sous-ensemble de G. On suppose que
Vfed, f(B) est borné. Alors B est borné.
I1.1.8.Théoréme. ( de I'application ouverte).
Une application linéaire continue surjective entre espaces de Banach
est ouverte.
La preuve du théoréme repose sur les deux lemmes suivants:
II.1.9.Lemme.
Soit u une application linéaire continue surjective d’un espace de
Banach F
dans un espace de Banach F'. Alors

36 > 0 tel que Br (0,0) C u(Bg(0,1)).

Preuve.
Posons

F,=u(Bg(0,n)) =u(nBg (0,1)) =nu(Bg (0,1)), n>1.

(o]
u étant surjective, |J F, = F et alors, F' étant complet, par le
n=1
théoréme de Baire

o
—

Ing > 1 tel que F,, = nou (Bg (0,1)) # 0.
Par homothétie on a

(o)
o —

u(Bg (0,1)) # 0
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autrement dit
3Br (yo,7) C u(Be (0,1))

u(Bg (0,1)) est convexe ( Bg (0,1) convexe et u linéaire), symétrique,
ainsi que son
adhérence et donc —yo € u(Bg (0,1)). Or pour un convexe C, on a
C+Cc2e.

D’ou

Br (0,7) = Br (yo,7) = {yo} C u (B (0,1)) +u(Bg (0,1)) C 2u(Bg (0,1))

ou encore
1 T _—
5Br (0,1) = Br (0, 5) c u(Bz (0,1)).

Donc § = 3.

11.1.10.Lemme.
Soit u une application linéaire continue d’un espace de Banach F
dans un espace de Banach F' vérifiant

36 > 0 tel que Br (0,0) C u(Bg (0,r)).
Alors 5
Br (O, 2) C u(BE (0,7”))

Preuve.
Par hypothése et par homothétie, on a

Posons 6,, = 2% et r, = 5.

Soit y € B (0,01), alors y € u(Bg (0,71)), et donc
Jz; € Bg (0,71) tel que ||y — u(z1)]] < do.

Alors
y —u(x1) € Bp(0,02) C u(Bg (0,72))

et donc
Jxo € Br (0,72) tel que ||[(y —u(x1)) —u(z2)] < d3
et ainsi, on construit une suite (z,),~, tel que

20 € By (0,m) et y—u(ey) —u(es) —woo—u(e)| <G (*)
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n
Posons s, = > xj. Alors (sy),~; est une suite de Cauchy car
k=1 =
||$n|| < gLn
E étant complet, elle converge vers un point x € E. Mais

n n o0
T T
[[snll < E el < E o S E %=
k=1 k=1

k=1

Donc

lz|| = H lim s,||= lim |[s,]| <7 et € Bg(0,r)
n—-+oo n—-+4oo

u étant linéaire continue, en passant & la limite dans ( * ), on obtient:

ly—u(z)]|=0=y=u(z) = Br(0,01) = Br (0, g) Cu(Bg(0,r)).

Preuve du théoréme.
Soit V un ouvert de FE.
-SiV =0, u (V) =0 est un ouvert de F.
-SiV #0, alors u (V) # 0. Par hypothése tout y € u (V') est I'image
d’un point
x € V. V étant ouvert,

ABg (z,7) CV et donc u(Bg (z,7)) Cu (V).

Or
w(z)+Bp (o, g) C u(z)+u(Bg (0,r)) ou encore B (u (), g) C u(Bg (z,1)).

Alors 5
Yy € u(V), 3Bp (y, 2) Cu(V)

d’ot u (V) est un ouvert de F.
Application.
I1.1.11.Corollaire.( Théoréme d’isomorphisme de Banach).
Si une application T est linéaire continue et bijective entre espaces
de Banach,
alors T~ est continue.
Preuve.
D’apres le théoréme de 1’application ouverte, T (Bg (0,1)) est est un
ouvert de F. Il existe donc Bp (0,7) C T (Bg (0,1)). Comme T est bijective, on

71 (EF (0, g)) c T=Y (B (0,7)) € Bg (0,1) € By (0,1)
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ce qui implique

1t @e00) =1 (82 (0.3.2)) = 20 (80 (0.5)) < 2Be 0.1) < B 0.)

r

d’ott T~! est bornée sur la boule unité fermée Br (0,1) et donc elle est
continue.

I1.1.12.Théoréme. ( du graphe fermé).

Soit E et F' deux espaces de Banach et T' une application linéaire de F vers
F. Alors T

est continue si et seulement si son graphe G (T) est fermé dans F x F.

Preuve.

” :>”
Supposons T continue. Soit (z,y) € ExF telque lim (x,,T (z,)) =

n—-+o0o

(z,9).
Alors lim z, =z et y= lim T (z,) =T lim xn> =T (z).

n—-+oo n—-+oo n—-4
Donc y=T(x) et (z,y) € G(T), dou le graphe G (T) est
fermé dans E x F.
9 :)7
Réciproquement, soit T : E — F linéaire dont le graphe G (T') est
fermé dans F x F.
On a:
- G (T) est un sous-espace vectoriel de E x F' car T est linéaire.
- E' x F est un espace de Banach pour la norme max(|/e|| 5, ||®] ) -
- G (T) fermé dans E x F complet est donc un espace de Banach.
Soit g: E — G(T), x — (z,T (x)). Cest une bijection et g=*:
G(T) — E est la
restriction & G (T') la premiére projection pr;. Mais pry est continue,
et donc g~ !
est linéaire bijective et continue. D’aprés le théoréme d’isomorphisme
de Banach,
( g_l)_1 = g est continue. Or T' = pry o g ol pro est la deuxiéme
projection.
Comme pry est continue, 1" est continue.
Application.
I1.1.13.Corollaire.
Une application linéaire T' d’un espace de Banach F dans un espace
de Banach F
est continue si et seulement si pour toute suite (z,,),, oy d’éléments
de F telle que:

- lim =z, ==z,
n—-+oo

- lim T (z,) =y,

n—-+oo
ona: y=T(z).
Preuve.
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7<«<=" évident.
” :77
V2, T (20)) € G(T), |(@n, T (2n)) — (2,T(2))| = G(T)
est fermé
et donc T est continue.
I1.2. Dualité.
I1.2.1. Définition.
Soit E un espace de Banach sur K ( R ou C ).
On appelle dual ( topologique) de E et on note E’ 'ensemble des
formes linéaires
continues sur E.
I1.2.2. Théoréme.
E’ muni de Papplication qui & f € E" associe || f|| 5 telle que

e = sup 1f @)= sup |f (@) = sup L1

llell 5 =1 ]| <1 z#0 |7z

est un espace vectoriel normé complet.
11.2.3. Proposition.
L’application (-,-) définie par

() + E'xE — K
(p,z) +— (p,z) = ()

est une forme bilinéaire continue. On 'appelle application
de dualité
ou crochet de dualité.
Preuve.
11 est bien clair que c’est une forme bilinéaire sur £’ x E.
Par définition de
la norme de E’, on a

(e, ) = [p(@)] < el Izl g

d’ou la continuité.
I1.2.4. Théoréme. ( Hahn-Banach ).
Soit E un espace vectoriel normé, F' un sous-espace vectoriel de

E et ¢ une
forme linéaire continue sur F' muni de la topologie induite, c-a-dire
telle que
3C >0,Vz € F|p(z)| < Cllz|lp -
Il existe alors un élément ¢ € E’ tel que gwa\ r = @ et tel que
1|, = llele -

I1.2.5. Remarque.
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Le théoréme de Hahn-Banach est un théoréme fondamental de
prolongement
de forme linéaire continue définie sur sous-espace vectoriel.
11.2.5. Corollaire.
Soit « un élément non nul d’un espace vectoriel normé E. 11 existe
une forme
linéaire continue ¢ telle que I'on ait

(p,2) = ||zl et lellp = 1.

Preuve.
Posons F' = Kz et pour tout y = Az € F,p(y) = A||z]z. On a donc
o(x) = |zl g et pour tout y € Fp(y)| = [Alllzllp = Azl = [lyllz, don
el g = 1.
I1.2.7. Définition.
Soit E un espace vectoriel normé et E’ son dual. On appelle
bidual de F, et I'on
note E”, le dual de E’.
I1.2.8. Proposition.
Soit J l'application de E dans E” définie par

J:E—E”

x— J(x)
ou
J(z): E' - K

p— J(z)(p) = (p,7) = p(z).
Alors J est une injection isométrique de E dans E”.
Preuve.

Il est clair que J est linéaire E dans E”. De plus, elle est continue car

[J(@)(P) < llell g [l g

ce qui montre aussi que |[J(z)||z» < [|z]| g . Poir démontrer I'égalité,
on utilise
le corollaire du théoréme de Hahn-Banach: pour x # 0 de F, il existe
po € F
telle que |J(z)(po)| = [zl et [l@ollp = 1.
I1.2.9. Définition.
On dit qu'un espace vectoriel normé E est réflexif si I’application
J est surjective.
(J(E)=E")
I1.2.10. Proposition.
Si un espace vectoriel normé est réflexif, alors c’est un espace
de Banach.
Preuve.
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FE est isométrique & son bidual E” qui est un espace de Banach.
I1.2.11. Exemples.
- Tout espace vectoriel normé de dimension finie est réflexif.
- Tout espace de Hilbert est réflexif.
- Les espaces I (N) pour 1 < p < 400 sont réeflexifs.
- 11 (N) et [°° (N) ne sont pas réflexifs.
I1.3. Convergence faible.
I1.3.1. Définition.
Soit (1), ¢y une suite d’éléments d'un espace de Banach £ et z un
élément de E.
On dit que la suite (x,), oy converge faiblement vers x si,
Voe B, lim ¢(zn) = ¢()

li
n—-+4oo

On note z, — .
n—-4o0o

I1.3.2. Définition.
Une suite (z,),,cy est dite faiblement de Cauchy si la suite (¢ (2, ))
est de Cauchy
pour toute ¢ € E’. Un espace vectoriel normé F est dit faiblement
complet si toute
suite de E qui est faiblement de Cauchy converge faiblement dans E.
I1.3.3. Proposition..
La limite faible est unique.
11.3.4. Théoréme.
Soit (21),cn €t (Un), ey deux suites d’éléments d’un espace de Banach
Eetzety
deux éléments de E. On a alors:
- Ty, — &= (Tn),ey est bornée et [|z|| < liminf ||z, ||.
n—-+oo

-Ty — T = Tp — xZ.
n—-+oo n—-+o0o

-p, — @dans E' et x, — x= p,(x,) — p(x).

n—-+oo n—-+4oo

I1.3.5. Remarque.
En dimension finie, la convergence faible est équivalente la convergence

neN

forte.
I1.4. Topologie faible.
Soit E un espace de Banach et E’ son dual topologique.
I1.4.1. Définition.
On appelle topologie faible sur F et on note o (E, E’), la topologie la
moins fine
rendant continues toutes les formes linéaires de E’.
11.4.2. Remarque.
Si O est un ouvert de C ou de R, f~1(O) est un ouvert pour la
topologie faible de F.
(VfeE ).
Les ouverts pour la topologie faible sont les réunions quelconques
d’intersections finies
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d’ensembles de type f~!(0) avec O ouvert de R (ou de C ).
L’ensemble {z € E / Vi=T1,n, |f;(z)— fi(wo)| < i, Vfi € E'} est
un voisinage
ouvert de xg pour la topologie faible.
I1.4.3. Proposition.
La topologie faible est séparée.
On peut munir E de deux topologies séparées,
- la topologie forte associée & la norme de E.
- la topologie faible o (E, E').
I1.4.5. Remarque.
Par construction, la topologie faible o (E, E’) est moins fine que la
topologie forte
associée a la norme de F, et donc tout ouvert pour la topologie faible
est un ouvert
pour la topologie forte.
Si une topologie posséde moins d’ouverts, elle posséde, par contre, plus
de compacts.
C’est ce qui montre I'utilité de la topologie faible. Les compacts jouent

un role
important quand on cherche a établir des théorémes d’existences.
1.8.6. Proposition.
En dimension finie, les deux topologies sont les mémes.
I1.5. Convexité uniforme.
11.5.1. Définition.
Soit F un espace de Banach, on dit que F est uniformément convexe si, pour
tout € > 0
il existe un 4 (€) > 0 tel que pour tout z et y € B (0,1) si ||z — y|| > € alors
=2 < 1-6 (o).
Remarque.
- L’uniforme convexité dépend de la norme.

- Tout espace de Hilbert est uniformément convexe. (Identité du parallélogramme) .

- Les espaces [P pour 1 < p < 400, sont uniformément convexes.

- Les espaces ' et [ ne sont pas uniformément convexes.

Théoréeme. ( Millman-Pettis).

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Reéférences.

W.Rudin, Functional Analysis ( McGraw-Hill, NewYork, 1991, 2e édition).
H.Brézis, Analyse, Théorie et applications ( Masson, Paris, 1992, 3e tirage

CHAPITRE 111
espaces de Lebesgue L»
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La théorie des espaces LP joue un role fondamental dans les applications de
I’analyse fonctionnelle, par exemple dans la théorie des équations différentielles
et des équations

intégrales.

I11.1.1.Définition.

Soit 0 < p < 400 un nombre réel, (2,7, 1) un espace mesuré et K =R ou

On définit alors

-pour p=20
‘CO<Q’M) =L :{f ) — K7 n—= mesurablea /L({.’I} € Qv |f($)‘ 7é O}) < +OO}

muni de Papplication Nj :£9(Q, 1) — [0, +00]
fr—=No(f)=pn({z €, [f(z)]#0})

-pour0<p<l1

LPQu)=Kf:Q—K, p-— mesurable,/|f(9c)\p dp(x) < +o0
Q

muni de I'application N, :LP(Q, ) — [0, +00]
£ N (D) = [ 15@) duto)
Q

-pour 1 < p< 400

LPQQu)=f:Q—K u-— mesurable,/|f(ax)\p du(z) < 400
Q

muni de I'application N, :LP(Q, ) — [0, +o<]

P

e N, (f) = / @) dpu(a)
Q

- pour p = 400
LX(Qp)={f:Q— K, p—mesurable, 3¢ ,|f(z)| <c p.p. sur O}
muni de I'application N : £2(Q, p) — [0, +00]

fr Noo () =inf {e. |f(@)] < ¢ pp.sur @} = esssup ]

III.1.2.Remarque.
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c est dit majorant essentiel de f; esssup,cq |f| est dit sup essentiel de f,
f € LX(Q, ) est dite essentiellement bornée.

I11.1.3.Inégalité de Holder

Soit (Q, T, p) un espace mesuré, et soit 1 <p,qg < 400 et 1=
pour toutes

fonctions f € LP(Q,T, ), g € LYQ,T, 1)

N1 (f9) SNP (f)Nq (9)-

+ =. Alors,

1,1
P q

Preuve.
C’est évident si p = lou p = +o0,supposons donc 1 < p < +0o0. Par concavité
de la fonction In, on a pour tout a,b > 0

1 1 1 1
In <a” + bq> > —In(a?) + = 1In(b?) = In (ad)
p q p q
et donc 1 1
ab < —aP + b1
p q
cette inégalité est évidente pour @ = 0 ou b = 0. On a donc:
[f@g@)| _Lf @I 1lg@)
No (F)Ng(9) = pNZ () a Ni (9)

on en déduit fg € £L! et on obtient en intégrant I’inégalité précédente:

|f (2) g (z)]
o Np (f)Nq (9)

du(z) <1

I11.1.4.Inégalité de Minkowski.
Soit (2,7, 1) un espace mesuré, et soit 1 < p < 400
Alors, pour toutes fonctions f,g € LP(Q, T, u)

Np(f+9) SNp(f)+Np(9)

Preuve.

C’est évident pour p = 1 ou p = 4o00; supposons donc 1 < p < 4oo. Par
convexité

de la fonction P, on a:

1 (@) + g @) < (If @)+ g (@))" <27 (If @) + g (2)])

de sorte que (f + g) € LP. Soit f et g dans LP, on a

NP <f+g>=/|f+g|”du=/|f+g|”*1|f+g\dug/|f+g|”*1|f|du+/|f+g|p*1 19l du
Q Q Q Q
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et comme |f + g|p71 € £p/P=1 = 4, il résulte de I'inégalité de Holder que:
(p=1)/p

NZ(f4+9) < Wo(h)+N; () / 1+ gl du
Q

IN

= (Np (f) +Np (9))/\/’5_1 (f+9)

de sorte que 1’on a bien

Np(f+g) SNp(f)+Np(g)

II1.1.5.Théoréme.
L’application N, définie sur £P(2) a valeurs dans [0, +00] est:
- pour 1 < p < 400, une semi-norme:

/\/p(f)ZO, Np(f+9)§Np(f)+Np(g)§ Np(/\f):|/\|Np(f)

- pour 0 < p < 1,positive, homogene de degré p et vérifiant I'inégalité trian-
gulaire:

Np(f) =0, Np(f+9) SN, (f) + N (9); Np (M) = IAPNG ()

De plus, pour 0 < p < 400, une fonction f € LP(Q) vérifie N, (f) = 0 si et
seulement si

elle est nulle yu—presque partout.

Preuve.

Pour 1 < p < 4o00,pour montrer que N, est une semi-norme sur £?, il suffit
de montrer

I'inégalité triangulaire, qui n’est autre que l'inégalité de Minkowski.

Pour 0 < p < 1,pour montrer l'inégalité triangulaire, il suffit de montrer
I'inégalité

Va,b>0, Vp, 0<p<1, (a+0b)’<a?+?>.
(Utiliser le théoréme des accroissements finis pour f (z) = a? dans

[a,a+1]).

I11.1.6.Définition.

On définit une relation d’équivalence sur £P(Q2, T, ), par:

f~g<= f=g p— presque partout

II1.1.7.Définition.

Soit (2,7, ) un espace mesuré, et p € [0,400]. On appelle espace de
Lebesgue d’ordre p,

et on note LP (Q,T,u) ou LP (Q, 1) ou LP (i) ou LP (2, du) ou LP (du) ou
LP <Q7 Ta :U')

ou L, (2, 1) ou L, () ou simplement LP ou L,, 'espace vectoriel de toutes
les classes
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d’équivalence de fonctions dans £P(Q, T, i), pour la relation d’équivalence

Si [f] = {g € L2(0T, 1), f ~ g} alors N, ([f]) = N, (F) = N (g)
et on note [1f]l» = /] -

II1.1.8.Théoréme.

L’espace (L? (Q,T, ) ,N,) ainsi défini est un espace vectoriel qui est:

- normé pour 1 < p < 400;

- muni d’une distance invariante par translation, pour 0 < p < 1.

(d(f+h,g+h)=N,(f —g)=d(f,9)

, Vh € LP)

Preuve.

Pour 1 < p < 4o00; il suffit de montrer que

Or
No () =Np (f) =0=N, (0) <= f € [0] <= [f] = [0]

IT1.1.9. Théoréme.
Pour tout p: 1 <p < +oo, (L? (2,T, 1), N,) est un espace de Banach.

Preuve.
Cas:1<p< +o0.
Soit (fn),eyn une suite de Cauchy dans LP, donc
Ve>0, IM eN, Vn,m > M, |fo—ful, <e.

Construisons une suite extraite convergente en prenant

1
My < My < M3 < e e e tels que ||fn—fm||p < ok Vn,m > M.

Posons alors,

go (I’) = fMl (z)agl (LE) = fM2 (I)ffM1 (z)7...7gk (I) = ka+1 (m)ika (LE)

k
On a donc far,,, (z) = > gi ().
i=0

Définissons Gy, (z) = __io|gi ()] et G(z) = ';io lg: (z)]-

Par le théoréme de la convergence monotone, on a :

[©@) dute) = tim_ [ (Gu(@)) du(a)

k—-+oo
Q Q
et par l'inégalité de Minkowski :

/(Gk () dp (x) < <|gop+ % + oo+ 21k)p < (||go||p+1)p < +o0.
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Donc

[ @@y < (lool, +1)" < +o0

Q

d’ott G € LP et 'ensemble £ = {z € Q / G (z) = 400} est de mesure
nulle.
Posons alors

0 si reFR

F(z)= i gi(x) si z € WE

On a donc Vx € Q, |F (z)] < G(z) et donc F € LP. De plus

o0

F(2)= fu, @)+ > gi(x), VoeQE
i=k+1

donc

|F($) - ka+1 (.’)3)‘ < Z |gi ($>|7 Ve € W\FE
i=k+1

et donc par convergence monotone et par Minkowski :

/|F($)_ka+1 ($)|pdu( <lllm1nf1nf/< Z g (x ) ne )<hm1nf1nf< Z gl ) < <21k> .

Q i=k+1 i=k4+1

Donc HF — ka+1Hp < 2% et ainsi F est la limite de la suite (fas, ) au
sens de L? donc aussi
la limite de la suite (f,,) puisque celle-ci est une suite de Cauchy.
Cas : p = +oo.
Soit E = {z € Q, 3n, |fn(z)]> an“oo oudn,m, |[fn(x) = fm (@) >[I fn — fm”oo }
L’ensemble E réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle, est de
mesure nulle.
Sur OE, les fonctions f,, sont bornées et forment une suite de Cauchy,
I’espace des
fonctions bornées de (NE dans C est complet pour la norme uniforme,
donc
la suite (f,,) converge vers une fonction f bornée sur (WE. En complétant
par 0 sur F,
on obtient une limite de (f,,) dans L> pour |[e||
II1.1.10.Remarque.
- Pour p =2, L%(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(\9) = /u (z), V(f.g) € L*(Q)x L*(Q).
Q
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. -SiQ =N, T =P(N) et ula mesure de comptage sur N ( VA € P (N),
p(A) = card (A)),
on a:

EP(N,P (N)Hu’) = LP(N7P (N) 7.“) =P (N)

Relations entre espaces de Lebesgue.

III.1.11.Théoréme.

Soit (Q, T, 1) un espace mesuré fini ( p () < +00). Alors, déesqueg >p > 1
on a,

pour tout f p—mesurable,

11l oy < IF N gy (0 (€))7 75

En particulier; les espaces de Lebesgue LP (Q,T, ) (p > 1) sont emboités
dans

le sens décroissant: ¢ > p > 1= L9 C L? et cette injection est continue.

Preuve.

C’est une conséquence de 'inégalité de Holder: on écrit

/(If\” X 1)dp < (/(|f|P)Z d,L)g (/ 1du)
1

et on éleve les deux membres de 'inégalité a la puissance >

I11.1.12.Remarque.

Dans le cas général, les espaces de Lebesgue ne sont pas emboités, et il n’y
a pas de regle

générale. On peut d’ailleurs trouver des cas ou ’emboitement a lieu dans le
sens croissant.

I11.1.13.Théoréme.

Soit (Q, T, ) un espace mesuré tel que

1-2
q

Je>0,VeeQ, p({z}) >e€

Alors, dés que ¢ > p > 1, pour tout f u—mesurable, on a,

1
Al < ==
€r

[Ralr

_1
q

En particulier; les espaces de Lebesgue LP (Q,T,u) (p > 1) sont emboités
dans

le sens croissant: ¢ > p > 1= LP C L9 et l'injection est continue.

Preuve.

Pour tout o € 2, on a

[isvdnz [ 157 du=nlGzd) 17 @ol = €l (a0l
Q {zo}
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Par passage au supremum essentiel, on obtient

1
1fllze = €7 (1 fll Lo

En reportant dans I'inégalité
Jisttau= [ 117 < 10210 dn = 10152 [ 1517
Q Q Q Q

on trouve

1 _
[ 1517 < 11 1112
Q

d’ott 'on déduit facilement le résultat.
IT1.1.14.Inégalité de Clarkson.
Soit p: 2 < p < +oo, pour tout f et g dans LP (2,7, ), on a:
f—9g
2

p

Hf+9

1
; N (A iy

P
+
Lr(Q) Lr(Q)

III.1.15.Remarque.

(LA <1flL~ pp-)

Pour p = 2, l'inégalité de Clarkson est une égalité, c’est I'identité du paral-

lélogramme.
I11.1.16.Inégalité de Hanner.
Soit p: 1 < p <2, pour tout f et g dans LP(Q), on a:

p p
(11 2oy + Il o)+ {1y = Nollznen| < 15 + gl IS = 9l

I11.1.17.Théoréme.
Pour tout p: 1 < p < 400, LP(f2) est uniformément convexe.
Preuve.
Pour p : 2 < p < 400, utiliser 1'inégalité de Clarkson.
Pour p : 2 < p < +oo, utiliser 1'inégalité de Hanner.
II1.1.18. Remarque
LY(2) et L°°(£2) ne sont pas uniformément convexes.
I11.1.19. Théoréme.
Pour tout p: 1 < p < +o00, LP(2) est un espace réflexif.
I11.1.20. Remarque.
LY(Q) et L>=(Q) ne sont pas réflexifs.
I1.1.21. Théoréme. (Théoréme de représentation de Riesz )
Soit p: 1 < p < 400 et soit ¢ € (LP(R))’, alors il existe

P

un unique u € L1(Q) , ¢ = PESE tel que

<%ﬁ=/mmﬂmwm,Weﬂm)

Q
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de plus, on a
||90||(LP(Q))' = ||U||Lq(9)
I11.1.22. Remarque.
Le théoréme de représentation de Riesz exprime que toute forme
linéaire continue
sur LP, avec 1 < p < +00, se représente a I’aide d’une fonction de L9.
L’application ¢ —— w est linéaire isométrique et bijective, elle permet
d’identifier le dual de L? avec L1.
Ainsi si 1 < p < 400 et si ¢ vérifie % + % =1, alors (LP) = LY.
I11.1.23. Théoreme.
Soit ¢ € (L'(€2))’, alors il existe un unique u € L*(€) tel que

(o0 f) = / (@) f(@)dp(z), Vf € LY(Q)

Q

de plus, on a ||<P||(L1(Q))’ = HUHLoo(Q)
I11.1.24. Remarque.
Le théoréme I11.1.22. exprime que toute forme linéaire continue
sur L'se représente 4 I’aide d’une fonction de L.
L’application ¢ —— w est linéaire isométrique et bijective, elle permet
d’identifier le dual de L' avec L>. Ainsi (Ll)l = L.
I11.1.25. Théoréme.
Pour tout p: 1 < p < 400, LP est séparable.
II1.1.26. Remarque.
L’espace L°° n’est pas séparable.
I11.1.27. Tableau résumant les principales propriétés des espaces LP.

IP1<p<+4oo L! L™

Réflexif Oui Non Non

Séparable Oui Oui Oui
Dual L1 g = p’%l L~ L'G (L)

ITI.2.Interpolation.

En analyse, un espace d’interpolation ou espace interpolé est un espace qui
se trouve entre deux autres espaces ( un espace intermédiaire). La théorie de
I’interpolation des espaces vectoriels a débuté par une observation faite par Jézef
Marcinkiewicz, et qui fut généralisée ultérieurement et connue sous le non de
Théoréme de Riesz-Thorin. En termes simples, si une application linéaire est
continue sur un certain espace LP et aussi sur un autre espace L7, alors elle est
aussi continue sur l'espace L”, pour tout r compris entre p et g. En d’autres
mots, L” est un espace intermédiaire entre LP et L?. Il y a de nombreuses
maniéres de construire des espaces interpolés ( et le théoréme de Riesz-Thorin
en est un exemple pour les espaces LP).

I1.2.1.Théoréme. (théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin )

Soient X et Y deux espaces mesurés et 1 < pg,p1,qo,q1 < +00.

Soit T un opérateur linéaire de LPoTP1(X) dans L%PT41(Y).
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Si T est un opérateur linéaire continu de LP°(X) dans L% (Y'), et de LP*(X)
dans L7 (Y).

Alors, pour tout 6 € ]0,1[, Popérateur T admet un unique prolongement
continu

de LP%(X) dans L7 (Y), ou
1 1-66 6 1 1-60 0

i

Po Po P1 Qo do q1
En plus, si I'on pose My = || T ;ps _ 140 » alors
My < My~ MY

Cas particulier:

Sil<p<qg<+o0,et T est un opérateur linéaire, borné de LP dans LP et
de L9 dans L9,

alors T' se prolonge uniquement en un opérateur borné de L™ dans L", pour
tout r € |p, q .
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