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 الاهتزازات الحرة ذات درجة واحدة من الحرٌة: الباب الأول

 ممدمة 1.1

. لنظام معٌن هو عدد المتغٌرات المستملة اللازمة للوصف الكامل لحركة كل جسٌم من هذا النظام  عدد درجات الحرٌة

لحرٌة، و الاختٌار  المناسب للإحداثٌات المعممة ٌتكون من درجات من ا 3الجسٌم الواحد الحر الذي ٌتحرن فً الفضاء له 

 .عندما ٌتحرن الجسٌم فً الفضاء، وضعٌته تكون بدلالة الزمن. للجسٌم بالنسبة لمعلم ثابت (x,y,z)الإحداثٌات الكارتٌزٌة 

حول ثلاث  ست درجات من الحرٌة، ثلاث إحداثٌات لمركز الكتلة ودورانه الزاوي ٌملن جسم الصلب غٌر ممٌدكل 

                                                                                                                                            .محاور للإحداثٌات

عدد . ممةمعالحداثٌات الإإحداثٌات مستملة حركٌا وضرورٌة لوصف حركة النظام تسمى مجموعة  Nكل مجموعة من 

الإحداثٌات . دةوحً، لكن اختٌار الإحداثٌات المستعملة لوصف نظام لٌست وحٌدةدرجات الحرٌة المستعملة فً تحلٌل نظام 

 .المعممة هً المتغٌرات غٌر المتعلمة بمسألة اهتزازٌة هً دوال للمتغٌر المستمل، الزمن

 :أمثلة

 (1.1الشكل )  أنظمة لدرجة واحدة من الحرٌة

 : ات المعممةالإحداثً

 (نابض -نظام كتلة) x - أ

 (نابض الفتل –كتلة )  θ - ب

 (نواس بسٌط) θ - ج

 درجات من الحرٌة (ب)وأربعة  (أ)أنظمة ذات ثلاث  1.3الشكل  (LCدارة  )  q - د

                                                   

 (أ )         (ب)     (ج)      

 

 (د)         

 

  1.1الشكل 



Phys3 Chapitre1 MEZIANI Abdelhakim 

3 
 

 (2.1الشكل  ) ذات درجتٌن من الحرٌةأنظمة 

 : الإحداثٌات المعممة

 x2و   x1 - أ

 2θو   θ1 -ب و ج

 q2 و  q1 -د

 

 (ب) (أ)                     

 

                     

 (د)   (ج)                          

 2.1 الشكل

 (3.1الشكل ) أربع درجات من الحرٌة (ب)الحرٌة، ثلاث درجات من  (أ): أنظمة مهتزة ذات

 : الإحداثٌات المعممة

  1θ ،2θ  ،3θ - أ

 X1 ،X2 ،X3 ،X4 - ب

 

 (ب) (أ)      

  3.1الشكل 

L L  

C C 
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 .كما سٌتضح لاحما، وجود أي اهتزاز ٌعنً وجود لوة مرنة ولوة عطالة

. هو نموذج لهزاز لأن له كتلة ومرونة كل عنصر من المادة له كتلة ولابل للضغط لعدة درجات، إذا كل عنصر من المادة

، إذا كانت الاستطالة صغٌرة بالنسبة لطول l  لاستطالة S ومساحة ممطعه  lطوله ٌخضع لضٌب معدنً  Fتحت تأثٌر لوة 

 : لوة هً علالة خطٌة، وتعطى بمانون هون الذي ٌكون بالشكل التالً -، فالعلالة  استطالة dlالمضٌب 

                       E                                                                           1.1 

  :     (الموة على وحدة المساحة )هً الضغط  حُث 

                                                                                                                                  

F

S
 

 

 (الاستطالة النسبٌة )هو التشوه: 

                                                                                                                                   

l

l





 

E  (عامل المرونة )عامل ٌونغ 

 %وحدة الضغط وعامل ٌونغ هو الباسكال ، أما التشوه فلٌس له وحدة وٌحسب بالنسبة المبوٌة 

، وٌعبر عن مماومته للتشوهعامل ٌونغ ٌتعلك بمادة الجسم المدروس  

 المادة                                                                                         ( 2م/ جٌغا نٌوتن )عامل ٌونغ 

 ألومنٌوم                                                            62

          فولاذ                                                     210                                        

 الإسمنت                                                                20                                        

 البلاستٌن                                                             2                                             

                        2,7 إلى      المطاط                                                             2, 2

 الخشب                                                                                        13إلى  11

نانوي                                              أنبوب الكربون ال  1000                                     

 فضة 78

90إلى  61  رخام 

 

 1.1الجدول 

 

 النوابض والمضبان لوى وعزوم

 الصغٌرة متناسبة مع الاستطالة سعتها فً حالة التشوهات،  لوة النابض الخطً هً لوة إرجاع: النابض الخطً

F kx                                                            1.2 

 .هما على التوالً صلابة و استطالة النابض   x    و    kحٌث 

 



Phys3 Chapitre1 MEZIANI Abdelhakim 

5 
 

 

 نابض:  4.1شكل 

 

 :مع الانحراف الزاوي  ةإرجاع متناسب مزدوجةالناتج عن نابض الفتل هو  Mالزوج : نابض الفتل

                         M C  

 هو ثابت الفتل  C: حٌث

 

 نابض فتل :5.1الشكل 

 تركٌب النوابض

ٌتصرف نظام نوابض متوازٌة مثل نابض وحٌد صلابته تساوي مجموع صلابات النوابض التً  :على التوازينوابض 

 .النظام منها تكوني

 

 نابضٌن على التوازي:  6.1الشكل 

 

        
        

    

                                        1.4                   1 2 Nk k k k  
 

 

تساوي مجموع  (عكس صلابته )ٌتصرف نظام نوابض على التسلسل مثل نابض وحٌد مرونته : على التسلسل نوابض

 :  مرونات النوابض التً تكون النظام

                                                                1.5  

1 2

1 1 1 1

Nk k k k
   
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 سلسلعلى الت ابضٌنن  7.1شكل 

 

 قضبان مرنة

المضٌب المعدنً ٌمكن . وكتلته مهملة بالنسبة للكتل المرتبطة بها،  Aوممطعه    Lتبر لضٌبا مرنا منتظم الشكل طولهلنع

 .تعدٌله مثل نابض مرن مكافًء صلابته مرتبطة بطبٌعة الضغط الذي تخضع له

 : تعطى بالعلالة، فالصلابة المكافبة  8.1انمباض مثل الذي فً الشكل  إذا كان لدٌنا نمدد و

1.6 

      
 
 
 
 

                                                             

EA
k

L


 

 

 قضٌب خاضع لسحب محوري          8.1الشكل       

 : ، فصلابته المكافبة تعطى بالعلالة التالٌة (9.1الشكل  ) لانحناءخاضعا   I عزم العطالة وذ إذا كان المضٌب

 
      

1.7  

  

                                                                                                  

                                                            
3

3EI
k

L


                       
                                                                                         

 

 

 لضٌب خاضع لانحناء  (a):  9.1 الشكل
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لهذه ، الصلابة المكافبة (1.10الشكل  )مدعمة ببساطة خاضعة لثمل نمطً عرضً فً منتصفه  (عارضة)بالنسبة لمضٌب 

 :البنٌة هً

    

                                                                                   1.8 

 

                                                                                          عارضة مدعمة حاملة لثمل عرضً: 10.1الشكل 

 

 :لحرة غٌر المتخامدةالاهتزازات ا 1.2

والأنظمة العٌانٌة . عملٌا كل الأنظمة لها المدرة على الاهتزاز ، فالذرات فً الجزٌبات و الأجسام الصلبة تهتز بشكل دابم

تمثل عطالة   mحٌث  نابض –الصلبة أو السابلة أو الغازٌة لها كتلها الخاصة وصلابتها وٌمكن نمذجتها كنظام كتلة 

  .إرجاع مرنةوة النظام و النابض ق

 : نابض –النظام كتلة 

 وذو كتلة مهملة kكتلة نمطٌة والنابض ذو الصلابة  mحٌث  1.11لٌكن النظام المٌكانٌكً للشكل 

 .وكتلته مهملة k، والنابض صلابته كتلة نمطٌة  mحٌث  (1.11) فلٌكن النظام المٌكانٌكً فً الشكل

 

 

 نابض –كتلة لنظام ا 11.1الشكل 

  : بتطبٌك علالة نٌوتن، نحصل على

P F R m                                                                                         1.9 

، OXعلى المحور هم على التوالً الوزن ولوة إرجاع النابض و رد فعل الأرض، وعند إسماط المعادلة  Rو  P  ،Fحٌث 

kx: نحصل على mx  

 : وتكتب المعادلة التفاضلٌة حٌنبذ على الشكل

                                                                         1.10 

 وهً معادلة من الشكل 

 

   

m k 

3

48EI
k

L


0
k

x x
m

 
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                                                                                                   1.11 

                                                                                  

 : حٌث

 

 1.12            و                                                                                                     

   
0 2

m
T

k


 

 :معادلة الحركة

 : حركة نابض حر غٌر متخامد تحكمه المعادلة التفاضلٌة التالٌة

2

0 0s s 
                                                                                                  1.13 

 : ممة، وتمبل الحل التالًتمثل الإحداثٌة المع  Sحٌث 

0( ) cos( )s t a t  
                                                                                      1.14 

 :خواص الحركة

a  :هً  السعة وتمثل الاستطالة المصوى للجسم أثناء الحركة 

T0 :اهتزاز واحدوٌمثل مدة  هو دور الحركة 

                                                         1.15  

 

ω0 هو نبض الحركة أو السرعة الزاوٌة 

0tو  
 هو طور الحركة:    

                                    

                                                                        1.16 

 

                                                                                                       1.17 

 

f0  هتزازات، وهو عدد الاهتزازات فً الثانٌةهو تواتر الا. 

0

k

m
 

0

0

2
T






0

0

1
f

T


0

0

2

T


 

2

0 0x x 
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 :هو الطور الابتدابً للحركة 

 .دها من الشروط الابتدابٌة للحركةلٌم السعة والطور الابتدابً ٌتم تحدي

 :المٌمإذا مثلنا المولع والسرعة الابتدابٌة على التوالً ب

   s(0)=s0 و v(0)=v0   

 :نحصل على ، 10.1اها فً المعادلة وعوضن

 0cos( )a s 
                                                                                                               1.18         

                                                                                          و  

                                                                                           1.19            

 

 :، نستنتج السعة والطور الابتدابً(1.14) /(1.15 (و   2(1.15)+  2(1.14)ب عندما نحس

2

2 0
0

0

v
a s



 
   

                                                          1.20 

0

0 0

v
arctg

s




 
   

                                                                

 

 

 اذج بسٌطة للهزازاتنم 3.1

 : Jو عزم العطالة  Lالنواس ذو الطول  (أ

 (1.12)لٌكن النواس فً الشكل 

 

 نواس :  12.1الشكل 

 تساوي جداء عزم العطالة فً التسارع الزاويبما أن مجموع عزوم الموى الخارجٌة 

0

0

sin( )
v

a 


 
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  sin( ) omgd J                                                                                   1.21 

       sin( ) 0
o

mgd

J
                                                                                       1.22 

 :(1.9)، نحصل على معادلة تفاضلٌة من نوع المعادلة     sin()=  فً حالة اهتزازات صغٌرة   

        0
o

mgd

J
                                                                                         1.23  

 :   T0الحركة توافمٌة دورها 

   0cosmt t    
                                                                                  1.24 

  0 2
J

T
mgd

                                                            1.25 

 

 :، ٌساوي الدور حٌنبذ J=md2 :  فً حالة نواس بسٌط

 0 2
d

T
g



                           1.26 

 

 نواس بسٌط 13.1الشكل 

 :LCالدارة  (ب

بتدابٌة اتحمل شحنة  Cومماومة مهملة ومكثفة ذات سعة  Lذاتً  تحرٌض من وشٌعة ذات ةلتكن الدارة الكهربابٌة المكون

q0  .نرٌد حساب تغٌر التوتر بٌن لطبً المكثفة. 

 


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 LCدارة : 14.1الشكل 

 

 :بتطبٌك لانون كٌرشوف

0L Cv v 
                                                                                            1.27 

 : والتوتر بٌن لطبً الوشٌعة ه

L

di
v L

dt


                                                                                               1.28                

 :مكثفةوالتوتر بٌن لطبً ال

C

q
v

C


                                                                                                  1.29 

 :تصبح (1.27)المعادلة 

0
di q

L
dt C

 
                                                                                          1.30 

 :علما بأن

  

cqو   Cv
 

 : إذا

                                                      1.31 

 

 :هذه المعادلة تمبل الحل التالً

 
 0cosc mv V t  

                                                                              1.32 

L 

C 

dq
i

dt


1
0c cv v

LC
 
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: والنبض ٌساوي
0

1

LC
 

                                            1.33 

:والدور ٌساوي
0 2T LC 

 

 :μنابض ذات كتلة خطٌة  -النظام كتلة (ج

 :كتلته الخطٌة تساوي.  lوطوله  mن النابض متجانسا وكتلته ، حٌث ٌكو(11.1)لنأخذ نظام الشكل 

 

m

l
 

 

dmكتلته   sمن الإحداثٌة   dsالعنصر  ds    

واستطالته  
s

x
l 

 : هً وطالته الحركٌة إذا

                                                               1.34   

 

 

2 2

3

1

2
cm

m
dE x s ds

l


                                         
 

 :هً لكلٌةالطالة الحركٌة ا

2 2 2

3

0

1 1

2 6

l

cm

m
E x s ds mx

l
 

                         1.35 

 : للكتلةالكلٌة هً مجموع الطالة الحركٌة للنابض والطالة الكامنة له والطالة الحركٌة الطالة 

cm p cME E E E  
 

 :لدٌنا إذا

2 2 21 1 1

6 2 2
E mx Mx kx  

      1.36 

   1.37 

 

2 21 1 1

2 3 2
E M m x kx

 
   

 

2

21 1

2 2
cm

s
dE dmv ds x

l


 
   

 
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:بما أن الطالة هً ثابت للحركة
 

0
dE

dt
 

 :فإن

 

1
0

3
M m x kx
 

   
  1.38 

 :على المعادلة التفاضلٌة للحركة نحصل

 

                                                                   1.39 

 : وحٌنذلن، النبض ٌساوي

                                                     1.40 

 

:   ’Mبالكتلة  Mنعوض الكتلة  حٌث اأخذ نظامنخذ كتلة النابض بالاعتبار لأ
1

3
M M m   

 .هً كتلة النابض  mحٌث 

 

 :الطاقة مٌزان 1.4

وحسب . Epوطالته الكامنة  Ecهً ثابت للحركة، وهً مجموع طالته الحركٌة لهزاز حر غٌر متخامد  E الطالة الكلٌة 

 :كتلة ، لدٌنا صٌغة الطالة الحركٌة -نابض :الهزاز نموذج

 

21

2
cE mx

      1.41 

 : وصٌغة الطالة الكامنة

     1.42 

 

)0: علما بأن ) cos( )x t a t  
و       

2

0

k

m
 

 

 :وبالتعوٌض فً المعادلات السابمة ، نحصل على العبارات الزمنٌة للطالة الحركٌة والطالة الكامنة

0
1

3

k
x x

M m

 
 

 
 

0
1

3

k

M m

 
 

 
 

21

2
pE kx
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𝑡 

𝐸 

𝐸𝑇 

  𝐸𝑐 

𝐸𝑝 

 

2 2 2

0 0

1
sin ( )

2
cE m a t   

               1.43  

 1.44 

 

 : Eالطالة الكلٌة 

                                                                        1.45 

 

 

 

 

 

 ممثلة بالخط المتصل Epممثلة بالخط المتمطع والطالة الكامنة   Ecالطالة الحركٌة : 15.1الشكل 

حٌث السرعة الابتدابٌة  )   =، على سبٌل المثال ، إذا كان فً الشروط الابتدابٌة هً فً حالة تربٌع    Epو  ECمنحنٌات 

الحركٌة منعدمة، الانتمال ٌتم إذا من الطالة  والطالةلصوى  الكامنة ، حٌنبذ تكون الطالة(ة والاستطالة لصوىمنعدم

الكامنة إلى الطالة الحركٌة بحٌث عند نمطة التوازن تصبح الطالة الكامنة منعدمة والطالة الحركٌة لصوى، وانطلالا من 

 .الكامنة هذه النمطة، تنمص الطالة الحركٌة وتزٌد الطالة

 

 :الحركة التوافقٌة البسٌطة تمثٌل 1.5

  التمثٌل البٌان1.1.5ً   

)0 زمنٌةٌتم تمثٌل المعادلة ال ) cos( )s t a t  
 Ot,Ox)) بٌانٌا فً نظام محاور  

 

 

 

 

 

 

 s متغٌرللالتمثٌل البٌانً :  16.1الشكل 

 :التمثٌل الشعاعً. 2.1.5

2 2 2

0 0

1
cos ( )

2
pE m a t   

2 2 21 1 1

2 2 2
E kx mx ka  

𝑎 

−𝑎 

𝑡 

 

𝑠(𝑡) 

𝑇=
2𝜋

𝜔0
 

 

𝑜 



Phys3 Chapitre1 MEZIANI Abdelhakim 

15 
 

 طور الاهتزاز: مرجعًبالنسبة لمحور  تساوي سعة الاهتزاز وجهته طوٌلته    V شعاعالاهتزاز التوافمً ٌتم تمثٌله ب

0 0( ) cos( ) :   ,  ,s t a t V V a V Ox t         

 :ي ٌساوي الطور الابتدابً للاهتزازتمثٌل فرٌنٌل حالة خاصة للتمثٌل الشعاعً حٌث الزاوٌة بالنسبة لمحور مرجع

0( ) cos( ) :   ,  ,s t a t V V a V Ox      
 

 

 

 

 

 

 

V   (t)وتمثٌل فرٌنل  ٌل الشعاعً للمتغٌر التمث: 17.1الشكل  = 0)) 

 

 :التمثٌل بالأعداد المركبة 3.1.5

 : فً هذه الحالة، الدالة . بالنسبة للدوال المثلثٌة و ذلن لسهولة استعمال الأعداد المركبة،هذا التمثٌل هو الأكثر استعمالا

 0( ) cos( )s t a t  
  

 .s تساوي طور  θوعمدته  aساوي السعة ت ρطوٌلته ٌتم تمثٌلها بعدد مركب 

     ( )

0( ) cos( ) ( ) i ts t a t s t ae                                                            1.46                  

                                              

 : التمثٌل السابك ٌأخذ الشكل التالً

( ) i ts t ae  

ia: حٌث  ae                                                                                              1.47 

 .هً السعة المركبة  𝑎 و 

 

 : مخطط الطور 4.1.5

  sالمعممة  والترتٌب هو السرعة sحٌث الفاصلة هً الإحداثٌة المعممة  ( O,s,s)مستوى الطور هو المستوى 

0( ) cos( )s t a t   

𝑉  (t) 

 

𝑎 

 

O 

 t+ 

x 

𝑉  (t=0) 
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0 0sin( )s a t    
                            

                                                                               1.48 

 

 aأطوالها على التوالً  OY  و OXٌسٌة بمطع نالص محاوره الرئٌتم تمثٌلها  sفً مستوى الطور، الدالة التوافمٌة البسٌطة 

 .ω0aو 

 

 

 مخطط الطور:  18.1الشكل 

 

 :تطابق الحركات التوافقٌة 6.1

 :الحركات التً لها نفس الاتجاه ونفس النبض 1.6.1

 ونفس النبض OXلتكن حركتان لهما نفس الاتجاه 

 
 1 1 1cosx A t  

 و       
 2 2 2cosx A t  

 

 :لتطابك هذٌن الاهتزازٌن  x(t)حاصلة الث عن نبح

 1 2x x x 
 

 :وبعد النشر نحصل على

1 1 1 1 1cos cos sin sinx A t A t    
                                                                   1.49 

2 2 2 1 2cos cos sin sinx A t A t    
                                                                   1.50 

 : ومنه

22

0

1
s s

a a

  
   

   
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   1 2 1 1 2 2 1 1 1 2cos cos cos sin sin sinx x A A t A A t         
                           1.51 

:علما بأن 
       

 cos cos cos sin sinA t A t A t       
                                                               1.52

 

 : ، نحصل على(1.51)بالممارنة مع  و

1 1 2 2cos cos cosA A A   
                                                                             1.53 

1 1 2 2sin sin sinA A A   
                                                                               1.54 

 :، نحصل على2(1.54)+  2(1.53)وتربٌع العبارتٌن السابمتٌن، وأخذ مجموعهما 

   
2 22

1 1 2 2 1 1 2 2cos cos sin sinA A A A A      
                                              1.55 

 :سعة  وطور الاهتزاز الحاصل هً 

 2 2

1 2 1 2 2 12 cosA A A A A     
                                                                     1.56  

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

sin sin sin sin
tan ,    

cos cos cos cos

A A A A
arctg

A A A A

   
 

   

  
   

  
                 1.57 

 

: اجٌبً انستنتج أن تراكب اهتزازٌن لهما نفس الاتجاه ولهما نبضٌن متساووٌن ٌعطً اهتزاز cosx A t  
 

   57.1 و 56.1تعطى بالعلالتٌن  ɸوطوره   Aسعته حٌث 

 

 : نبض متقاربلها الحركات التً لها نفس الاتجاه و 2.6.1

 : لهما نفس الاتجاه ولها نبض متمارب لتكن حركتٌن توافمٌتٌن

2 1 
 

1 1cosx A t
و         2 2cosx A t   

1تتطابك الاهتزازٌن  2x x x 
 :، علما بأن 

cos cos 2cos cos
2 2

a b a b
a b

    
     

                                                                      1.58 

 : ٌعطً
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                                                         1.59    

 

 :نعرف على التوالً الفرق بٌن النبضٌن والنبض المتوسط  بالعبارتٌن

2 1   
2و     1

2
m

 





                                                                                 1.60    

: معادلة حاصل الحركتٌن هً إذا
 

2 cos cos
2 2 2

mx A t t
  


   

     
                                1.61 

m: بما أن النبضٌن متماربٌن، وأن 
.جٌبٌة ذات سعة تتغٌر جٌبٌا  ، فالحركة الحاصلة  هً حركة  

 

                                                                                       1.62 

 

 : حٌث

  2 cos
2 2

C t A t
  

  
                       1.63 

 1.19الحركة الحاصلة تم تمثٌلها فً الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 متماربٌنما نبضٌن لهما نفس السعة وله توافمٌتٌن تطابك حركتٌن: أ 19.1الشكل 

:دور الحركة هو .نحصل على ما ٌسمى حركة ذات خفمات

 2 1

2 4
m

m

T
 

  
 


 

2 1 2 12 cos cos
2 2 2 2

x A t t
        

     
   

 cos
2

mx C t t



 

  
 

 

𝑥(𝑡) 

𝑡 

𝑇𝑎𝑚𝑝 

 

cos( 𝜔𝑚𝑡) 

 

 

2𝐴 cos(
𝛿𝜔

2
𝑡) 

 

 

−2𝐴 

 

 

2𝐴 

 

 

2𝑇𝑚𝑣 
 

𝑜 
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 :C(t)للسعة  Tampهو نصف الدور    Tbودور الخفمات 

2 1

2 1

2 4 2
,     

/ 2 2
amp amp

amp

T
T

   


  


   


 

2 1

2 1

2 2
,     

2

amp

b b

b

T
T

T

 
  

 
    


 

 :ب 1.14الممثلة فً الشكل  x(t)لى تغٌر وفً حالة ما إذا كانت سعتً الحركتٌن الأصلٌتٌن مختلفتٌن، نحصل ع

 

 ذات نبضٌن متماربٌن وسعتٌن مختلفتٌن توفمٌتٌن تتطابك حركتٌن: ب 19.1الشكل 

 

 :الحركات التوافقٌة ذات الاتجاهات المتعامدة 3.6.1

  y(t)و   x(t): نحاول إٌجاد المحصلة لحركتٌن توافمٌتٌن ذوات اتجاهٌن متعامدتٌن 

1 1cosx A t
  

و      2 2cosy A t  
 

1: لها نفس النبض  التً الحركات 2   
 

1

cos
x

t
A

 

 

2

2

1

cos
x

t
A


 

  
 

 

: و بما أن
2 2cos 1 sint t  فإن ،: 
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2

2

1

sin 1
x

t
A


 

   
  

 : ، نحصل على yوبنشر 

       
2

cos cos sin sin
y

t t
A

    

 

     
2

2 2

2 1

cos sin sin
y x

t
A A

  
 

  
                                         

   
2 2

2

2 1 1

cos 1 sin
y x x

A A A
 

   
     

    

 
2 2

2

1 2 1 2

2 cos sin
x y xy

A A A A
 

   
     

                                                  1.64 

 

 Oxyم المعل لىعذات محاور ربٌسٌه مابلة هً معادلة لطع نالص،  (64.1)المعادلة 

φ                                         0                     π/4                    π/2                       3π/4   

             

 

φ:                                     π             5π/4                3π/2                   7π/4 

 

 20.1الشكل 

 

 :لحركات المختلفة النبضا
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1إذا كانت النبضات لابلة للمٌاس، أي أن نسبتها تساوي نسبة عددٌن كاملٌن : نلاحظ حالتٌن

2

n

m






 

n,حٌث  mN

سبة معٌنة، كل واحدة بن20.1، الرسومات الظاهرة فً الشكل المسار مغلك والمنحنٌات الناتجة تسمى أشكال لٌساجو 
n

m
 

 

 2 3 5/2 

 

 5/3 7/3 

و n/m مختلفة  أشكال لٌساجو بنسب معٌنة: 21.1الشكل 
 3


 

 

                                                        2, 3, 5/2, 5/3  et 7/3.  ضاتأمثلة لأشكال لٌساجو ناتجة عن نسب النب  

 .عندما تكون النبضات غٌر لابلة للمٌاس، فالمسار ٌكون مفتوحا: الحالة الثانٌة

 

  2 

2أشكال لٌساجو لنبضات بنسب : 22.1الشكل    ، 

     













y

x

     













y

x

     













y

x

     













y

x

     













y

x

     













y

x

     













y

x
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 :تمارٌن محلولة 1.7

 :التمرٌن الأول

، ونعلك فً طرفه السفلً كتلة  Rونصف لطرها  M  فً أسطوانة كتلتها بإحكام Lكتلته مهملة وطوله نربط لضٌبا صلبا 

 .، ونحاول دراسة الحركة ضعٌفة السعة لهذا النظام mنمطٌة 

 

 

 1الشكل 

 :الحل

 :دٌنا إذا، نمطة تماس الاسطوانة مع الأرض، حٌث السرعة اللحظٌة منعدمة، ل Cالمحور اللحظً للدوران هو النمطة 

C CM J                     حٌث      
sinCM mgl  

  

   
Jc  سطوانة والكتلة عزم عطالة الأ  هوm   بالنسبة للنمطةC عزم المرص بالنسبة للنمطة  -حسب نظرٌة هوغنز -، وهو

O:
 

21

2
MR

 

C :بالنسبة للنمطة mإضافة إلى عزم عطالة الكتلة  O و  Cالمسافة بٌن  ابد كتلة المرص جداء مربعز
  

2mCA 

2 2 21

2
CJ MR MR mCA

 
   
        

CA: لدٌنا CO OA  

إذا        
2 2 2 2 cosCA R l Rl          

:Pعزم الموى الخارجٌة ٌختزل فً عزم إرجاع  الثمل 
 

sinCM mgl      

 

M 

m 

L 
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sin:  وبما أن الاهتزازات صغٌرة           وcos 1 

ومنه 
2 2 2 2CA R l Rl   

إذا  
22CA l R 

CMو       mgl 
 

 
223

2
mgl MR m l R 

 
    

  

 
22

0
3

2

mgl

MR m l R

  
 

  
  

: المعادلة التفاضلٌة هً
2

0 0   
 

 :إذا لدٌنا حركة توافمٌة دورها

 

 
22

0

3

2
2

MR m l R

T
mgl



 
  

 


 

 :2التمرٌن 

وكتلته مهملة، تمشً بدون  Kالمرتبطة بنابض صلابته M ، حٌث الاسطوانة ذات الكتلة  2لٌكن النظام المٌكانٌكً للشكل 

 .إٌجاد المعادلة التفاضلٌة التً تحكم حركة الأسطوانة، واستنتاج الحل انزلاق ، المطلوب

 

 

 2: الشكل

 :الحل

الطرف الأول ٌمثل انتمال مركز الكتلة ، والطرف الثانً ٌمثل الدوران حول : عبارة الطالة الحركٌة مكونة من طرفٌن

 .مركز الكتلة

2 21 1

2 2
c oE Mv J   

x: وبما أن الحركة تتم دون انزلاق، إذا R ومنه ، :v R 

R 

k  

 

M 
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: عزم عطالة الاسطوانة المتجانسة هو 
21

2
oJ MR 

 : مما ٌعنً أن

2 23

4
cE MR 

 

: و بالنسبة للاهتزازات صغٌرة 
2 21

2
pE k R a   

c: هو  اللاغرانجً pL E E 
 

: إذا 
22 2 23 1

4 2
L MR k R a    

0: وبتطبٌك معادلة لاغرانج
d L L

dt  

  
  

   

 :نستنتج معادلة الحركة

 
 

223
0

2
MR k R a   

 

: ومنه
 

2

2

2
0

3

k R a

MR
 


 

 

:ولدٌنا اهتزازات توافمٌة دورها

 
 

2

0 2

3
2

2

MR
T

k R a



 

 

 :3التمرٌن 

 ٌهتز فً أنبوب على شكل   وكثافته  L، عمود السابل طوله (25.1)لٌكن ممٌاس ضغط السوابل الممثل فً الشكل 

 U  ومقطعهS .المطلىب إَجاد دور الاهرسازاخ الصغُرج للعمىد. 
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 3الشكل 

 :الحل

رجاع تسثة الكرلح السائذج الىاذجح عه فرق مسرىي السائل إرا ذمد إزاحح السائل عه مىضع الرىازن، َخضع العمىد لقىج إ

. تُه فرعٍ الأوثىب
 

 

F: وترطثُق قاوىن وُىذه m   

 ،  ’mهً لوة إرجاع الوزن الناتج عن الكتلة  Fحٌث 

xF m g 
 

 :حُث قىج الإرجاع و كرلح العمىد هما علً الرىالٍ

 2F Axg    وm lA 

 : وعىذ ذطثُق قاوىن وُىذه، وحصل علً 

2Axg lA x   

2m :وبما أن  xS  ، ًفالكتلة الكلٌة للعمود ه: m lS  

2xS: وبالتعوٌض فً لانون نٌوتن g lS x   

2xS :معادلة الحركة هًو g lS x   

0: ووثضها َساوٌ

2g

l
 

 

0: ودور الاهرسازاخ هى 2
2

l
T

g


 

 4التمرين 

مثل ما هو ممثل ، ρ0مغمور نصفٌا فً حمام مابً كتلته الحجمٌة ،  ρالحجمُح  كرلرهو  Aمقطعه  أوثىب مه الخشة الثقُل

 . ٌتم دفع الأنبوب نحو الأسفل ثم إطلاله، المطلوب إٌجاد التواتر الطبٌعً للإهتزاز ،4شكل فً ال
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 4الشكل 

  P- Fa= 0: عند التوازن، لدٌنا

0aF  :خمٌدسرهً لوة أ Fa حٌث  Ax g
 

0 0 0mg Ax g 
 

m Ah 

0 0 0Ah g Ax g  
 

0

0

x h





 

 : نحصل على المعادلةوبتطبٌك لانون نٌوتن،

 0 0mg A x x g mx  
 

0 0
A g

x x
m


 

 

 : بمٌمتها، نحصل على mوبالتعوٌض 

0 0
g

x x
h




 

 

 : والنبض ٌساوي

0
0

g

h







 

 5التمرٌن 

 Lوطولها  Aممطعا ، والجزء الأنبوبً Vحجمها كروٌة  لتكن لارورة 

 .داخل وخارج المارورةالفارق فً الضغط بٌن  p، و κلدٌه  عامل المابلٌة للانضغاطو  ρالمارورة تحتوي على غاز كثافته 
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 :الحل

lA:، أي أنة  نفترض أن حجم الأنبوب ألل بكثٌر من حجم المارور V 

 pالمطلوب إٌجاد دور الاهتزازات الناتجة عن تغٌر الضغط  

 

 5الشكل 

 

 :الحل

m كتلة الغاز  lA التً ٌحتوٌها الأنبوب تخضع لضغطP  ولموة إرجاع طوٌلتهاpA  وبتطبٌك لانون نٌوتن، نحصل ،

 :على

 

 :  للانضغاط على أنه النمصان النسبً للحجم على وحدة الضغط ٌعرف عامل المابلٌة

1 V

V P



 

 

1V

V p



 

 

 : ، إذا   ΔV=Ax: للمكبس فً الأنبوب تولد تغٌر فً الحجم  xالانتمال 

V Ax

V v




 

1 Ax

p v
 

 

1 Ax
lA x A

v



 

 

0
A

x x
l v

 

 

lA x Ap  
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0

A

l v





 

 :الاهتزازات الحرة المتخامدة 8.1

هذا التخامد سببه أن الهزاز العٌانً مرتبط دابما بمحٌطه ولو ٌسٌرا، مما ٌجعل . أساسا، تتنالص الاهتزازات مع الزمن

 .الطالة الابتدابٌة للاهتزازات تتلاشى تدرٌجٌا

المماومة تحول الطالة الكهربابٌة إلى طالة  )وجد تبدٌد للطالة بسبب الاحتكاكات أو بسبب مفعول جول فً كل نظام ، ي

 .، أو أي آلٌة لتبادل الطالة(حرارٌة

 :فً الأنظمة المٌكانٌكٌة، ضٌاع الطالة ٌكون غالبا بسبب لوى الاحتكان، هنان نوعان من الاحتكان

 :ومعاكسة لجهة الحركة الاحتكان الصلب حٌث تكون الموة ثابتة  

vF ku                                             1.65 

vuحٌث 
vهو شعاع الوحدة لشعاع السرعة  

v
u

v
 

 طء كاف لمنع تدفك الهواء المحٌط به  سببه مماومة السابل لحركة الجسم، إذا كان هذا الأخٌر ٌتحرن بب الاحتكان اللزج

 بأخذ شكل تدومً

 :لوة الاحتكان تكتب بالشكل التالً

 1.66 

 

 ةسرعثابتٌن، والإشارة ، والإشارة نالص تدل على أن الموة عكس اتجاه ال   α2 و   α1حٌث 

  صغٌر جدا بالنسبة للكسر Vإذا كان 

1F v  
                                                                                            1.67 

 α تخامدهعامل   جهاز تخامدب  Fα، ٌتم تمثٌل الموة فً الأنظمة المٌكانٌكٌة

  

 :نابض متخامد  -مثال نظام كتلة 

 .، نبحث عن معادلات الحركة(1.23شكل ال ) αنابض وندخل فٌه إحتكان على شكل جهاز تخامد ثابته  -نأخذ نظام كتلة 

 

2

1 2F v v    
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 23.1الشكل 

 : هً (2ملحك  )معادلة لاغرانج لنظام ذو درجة واحدة من الحرٌة 

            1.68 

 

 : هو لاغرانجً النظام المعرف بالعلالة Lحٌث 

c pL E E 
                                                                                               1.69 

 .طالته الكامنة Epللنظام و  هً الطالة الحركٌة Ecحٌث 

D هً دالة التبدٌد: 

21

2
D x

                                                                                                     1.70 

 

 :ي ودالة التبدٌد، لهما على التوالً العبارتٌنحٌث اللاغرنج

2 21 1

2 2
L mx kx 

                                                                                         1.71  

 و

, ,
L d L L

mx mx kx
x dt x x

   
    

    
 

و 

D
x

x





 

 :تكتب إذا 1.71المعادلة 

 
0mx x kx   

 : ، ٌصبح لدٌناmوبالتمسٌم على 

0
k

x x x
m m


  

                                                                                  1.72           

 :نحصل حٌنها على المعادلة بالشكل التالً

2

02 0x x x   
                                                                                  1.73     

0
d L L D

dt x x x

   
   

   
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2m: حٌث


  

0و 

k

m
  

 :معادلة الحركة 1.8.1

 :حركة الهزاز الحر المتخامد تحكمه المعادلة التالٌة

2

02 0s s s   
                                                                                    1.74 

 pte: عندما نبحث على حل من الشكل

: نحصل على المعادلة الكٌفٌة التالٌة
2 2

02 0p p   
                                          1.75 

 λو  ωٌة لكل من الحلول تتولف على المٌم النسب

 :عندنا ثلاث حالات

   λ˃ω0 : الحالة الأولى

 : حتكاكا كبٌراوهً حالة توافك ا  

2 2

1,2 0p      
                                                                             1.76 

                                                      1.77  

 فً هذه الحالة الحركة لا دورٌةالتخامد لوي، مما ٌعنً أن النظام ٌتجه نحو وضعٌة توازن بدون اهتزازات، 

 

 

 نظام لا دوري: 24.1الشكل 

 

 λ=ω0: الحالة الثانٌة

   2 2 2 2
0 0

1 2( )
t t

s t Ae A e
          

 
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 1 2( ) ts t A A t e  
                                                                                  1.78  

 والحركة تتنالص أسٌا والعودة إلى حالة التوازن تحدث بسرعة . الجملة هنا فً نظام حرج

 .بالممارنة مع الحركة اللادورٌة

 

 نظام حرج لمٌم مختلفة من السرعة الابتدابٌة: 25.1الشكل 

 

 λ˂ω0: الحالة الثالثة

 .للسعة الحل هنا جٌبً مع تنالص أسً. هذه الحالة توافك تخامدا ضعٌفا

2 2

0( ) cos( )ts t Ce t     
                                                                  1.79 

( ) cos( )ts t Ce t                                                                                1.80 

 نبض وهمً حٌث ٌسمى  

2 2

0   
                                                                                          1.81  

 :نحصل على اهتزازات ذات دور وهمًدورٌة وهما ، وخلافا للحالات السابمة،  بلالحركة لٌست دورٌة رٌاضٌا، 

2 2

0

2
T



 



                                                                                                 1.82 
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 نظام دوري وهما: 26.1الشكل 

 

 

 (3 ) الحالات الثلاث والحالة غٌر  المتخامدة: 27.1الشكل 

 

، حٌث       28.1فً رسم مستوى الطور، المكان الذي ٌصف التصرف الاهتزازي لهذا النظام هو عبارة عن دوامة ممثلة فً الشكل 

  .تدور فً اتجاه عمارب الساعة لطريفً الرسم البٌانً هً الحالة الابتدابٌة للنظام والدوامة مرسومة بخط    

 

 

 28.1الشكل 
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 :مقادٌر تمٌز الحركة المتخامدة 2.8.1

 :Qعامل النوعٌة  (أ

 : ، الذي عبارته Qرٌفه عموما بالرمز ٌتم تع، فً أغلب الحالات ، درجة التخامد ، عوض أن ٌكون معرفا بالرمز 

                                                                                                1.83      

 

 Q>1/2: شبه دورينظام 

 Q=1/2: نظام حرج

 Q<1/2: نظام غٌر دوري

                                                                  

Q  الجملة ذات التخامد الضعٌف، لدٌه . لكل دورة هو النسبة بٌن معدل الاهتزازات ومعدل فمدان الطالةإذ بعد،  لٌس له

 .ٌكون مرتفعاQ، وبذلن  لٌمة 

ٌعنً أن تنالص   مرتفع  Qكذلن ،  .مرتفعا، لأننا نتمنى أن تدوم الاهتزازات ولتا أطول Qٌفضل أن ٌكون  بالنسبة لتطبٌمات عدٌدة، 

 .                                                مثالً من منحنى جٌبً االاهتزازات ٌتم ببطء، بحٌث ٌكون شكل الموجة الحمٌمٌة  لرٌب

 Qسكون لكن فً تطبٌمات أخرى ، ٌفضل أن .   100ٌساوي تمرٌبا   Qولت الساعة ،  التً تحدد  اهتزازات بلورة كوارتزفً حالة 

ٌساوي  Qتعلٌك السٌارة ٌملن . مثلا عندما ٌكون تعلٌك السٌارة فً حالة اهتزاز، ٌفضل الركاب أن تتولف عن الاهتزاز ضعٌفا ،

               .مرتفعا، كلما كانت الإشارة واضحة Qكلما كان إذ هً لٌاس للانتمابٌة،  Qعند تعدٌل دارات الرادٌو، المٌمة . 1حوالً 

 .تساوي حوالً بضعة مبات Qلرادٌو  الكلاسٌكٌة، لٌم فً دارات ا

 : δالنقصان اللوغارٌتمً  (ب

، وٌعرف على أنه النسبة بٌن سعتٌن واحد دورالنمصان اللوغارٌتمً ٌمثل المٌاس على السلم اللوغارٌتمً لتنالص السعة خلال 

 :متتالٌتٌن

( )
ln( )

( )

Amp t

Amp t T
 

                                                                                        1.84 

 :، نحصل على  t+Tو tبتعوٌض السعة بمٌمتها عند اللحظة 

( )
ln( )

t

t T

Ce
T

Ce




 



 
 

                                                                                    1.85 

ٌد من الدلة، هو المٌاس، لمز. لوغارٌتمً وللنبض الوهمً ٌسمح بتعٌٌن معامل تخامد النظامالمٌاس التجرٌبً للنمصان ال

n: ، لدٌنا إذادورة وهمٌة -n عموما محسوب على T ونستنتج أن ، :
nT


  

 τثابت الزمن  (ج

 e/1تنالص للسعة لدره ٌعرف ثابت الزمن على أنه الزمن اللازم للحصول على 

( ) 1t

t

Ce

Ce e

 



 




                                                                                                  1.86  

 

 

 

0

2
Q





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 :وبالتبسٌط ، نحصل على عبارة ثابت الزمن

1





                                                                                                            1.87 

 

 

 

  RLCالدارة 

 

 

 فً لطبً السعة بدلالة الزمن شحنة، المطلوب إٌجاد تغٌر الq0مع سعة لها شحنة ابتدابٌة  RLCلتكن الدارة   

 

 : لدٌنا

 :ي صفر مجموع التوترات فً الخلٌة ٌساو

0R L cv v v  
                                                                                  1.88 

 

                                                                            1.89 

 

,c cq Cv i Cv  

       
1

0
R

q q q
L LC

                                                                       1.90 

 

2

02 0q q q                                                                                1.91 

R L 

C 

0c

di
Ri L v

dt
  
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حٌث 
2

R

L
 

  
و

   
0

1

LC
  

   

   

 

 كهربائٌة -تماثلات مٌكانٌكٌة 

 

، والوشٌعة  بدل كتلة، xبدل الانتمال   qكتلة ، فمط لدٌنا الشحنة  -تشبه فً شكلها معادلة النظام نابض  90.1المعادلة 

سٌع هذه وٌمكننا عمل مماثلة بٌن النظم المهتزة الكهربابٌة والمٌكانٌكٌة وتو. والمماومة جهاز التخامد، والسعة بدل الصلابة

.                                المماثلة ، زٌادة على المركبات، إلى الطالات وكذلن الموانٌن الفٌزٌابٌة التً تحكم تغٌراتها

 .ٌلخص جزءا من هذه المماثلات 2.1الجدول 

 

 نظام كهربابً نظام مٌكانٌكً
  m   كتلة     L       وشٌعة    

k نابض   (1/C)       مكثفة  

α  جهاز إخماد  R مماومة     

x  موضع   q  شحنة  

v سرعة     i  شدة  

  F − mγ = 0: ui                                       نٌوتن = 0           كٌرشوف∶

  F  لوة  (J  عزم )  V  توتر  

Ec=(1/2) mv2   طالة حركٌة  EL=(1/2) Li2  طالة مغناطٌسٌة   

Ep=(1/2 kx2)  طالة كامنة  Ec=(1/2) q2/C  طالة كهربابٌة  

 

 :أمثلة

 :المتسلسلة، نعطً  RLCالمطلوب إٌجاد تغٌر التوتر بٌن لطبً السعة بدلالة الزمن للدارة  (1

 R=50 ،L=5mH ،C=0.5F 

 

 R=50 ،L=5 10-3H ،C=0.5 10-6F: بالنسبة للحالة التً ٌكون فٌها

 = 5 103 s ،0=2 104 rd/s: لدٌنا

 Q=2: عٌةنستنتج عامل النو

 : ، إذا الحل هو شبه دوري0( Q>0.5) : بما أن

 cost

c mv V e t   
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2: مع نبض شبه دوري 2

0 19365 /rd s     

: وشبه دور
2

0.32T ms



 

 

 

 :نابض متخامد -ةالنظام كتل (2

، المطلىب إَجاد معادلح  k، ونابض ذو صلابة m، وكتلة نمطٌة ( الشكل) لٌكن النظام المكون من جهاز إخماد ذو ثابت 

       = 15 Ns/m   ،m=250g      ،k= 100N/m: الحركح، لذَىا

 

 :(1.73)معادلة الحركة هً 

2

02 0x x x             

2m   حٌث                    


 

      
0

k

m
 

      

 
                                               :بالتعوٌض بالمٌم المعطاة للكتلة، ثابت التخامد و ثابت الصلابة نجد  

 

130
2

s
m


  

 
0

100
20 /

0.25
rd s   

0 بما أن 
 :(1.77)   هولا دورٌة و الحل  ، فالحركة

 
   2 2 2 2

0 0

1 2

t t

x t ae a e
          

  

 

 :دراسة طاقوٌة3.8.1 

 فً حالة اهتزازات متخامدة لنظام كتلة نابض، لدٌنا 

 costx Ce t 
                                               1.92 

ا كان عبارة السرعة إذ  : 

    cos( ) sin sint tx t t Ce t Ce          
                                           1.93 

 :وفً هذه الحالة، الطالة الكلٌة لهذا النظام هً

   2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1
cos sin

2 2 2 2

t tE kx mx kC e t m C e t       
                          1.94 
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: لدٌنا
2m k  

2 21

2

tE kC e 
                                    1.95 

 : tعند اللحظة 

                                                                                   1.96 

 

: الطالة هً إذا
2

0

tE E e    1.97 

 :لدٌنا  t=1/2λ: بالنسبة للحظة

 

1

0

E
e

E



 

 : ، لدٌنا تنالص للطالة بالنسبة للطالة الابتدابٌة هً t= τ: وعند اللحظة

                                                                                                 1.98 

 

 :دراسة الاحتكاك الصلب 7.8.1

نفترض أن الكتلة، عند . fαلوة احتكان صلب    تها فً المستوى، إلى، حرن mلٌكن النظام الآتً حٌث تخضع الكتلة 

 .وأنها تترن بدون سرعة ابتدابٌة ،Xmتوازنها بالمسافة  وضعٌة، تبتعد عن  t=0اللحظة 

 :معادلة الحركة تكتب إذا كالآتً .لها طوٌلة ثابتة واتجاه معاكس لاتجاه الحركة fα لوة الاحتكان الصلب

                1.99 

 

 :، المعادلة هًنصف الدور الأولبالنسبة ل

 1.100 

 

                                                                                  1.101 

 

fk
x x

m k

 
                                                                                              1.102 

  2

0

1
0

2
E t E kC  

2

0

E
e

E



mx kx f  

mx kx f  

0
fk

x x
m k

 
   

 
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 0cos
f

x a t
k

   
                                                                               1.103 

 :، لدٌنا إذاv(0)=0و  x(0)= Xmإذا أخذنا بعٌن الاعتبار الظروف الابتدابٌة 

cos m

f
a X

k

  
                                                                                         1.104 

0و   sin 0a  
                    1.105 

: إذا
0cosm

f f
x X t

k k

 
 

   
                                                                       1.106 

 :سالبة Xة فً نهاٌة نصف الدور الأول، الفاصل

2
2

m

fT
x X

k

  
     

                                                                                    1.107 

2السعة نمصت بالممدار  f 

 2
2

m

T
x f X
 

  
 

                                                                                       1.108 

 :بالنسبة لنصف الدور الثانً، المعادلة هً

mx kx f  
                                                                                              1.109 

fk
x x

m k

  
                                                                                      1.110 

 0cos
f

x a t
k

    
                                                                        1.111 

 : الوضعٌة الابتدابٌة، حٌث  t=T/2علما بأن الحركة فً هذه الحالة بدأت فً اللحظة 

   

 2mX f 

                                                                                            1.112
 

 v=0: والسرعة الابتدابٌة 

 : 'φ  و 'aومنه نستنتج لٌم الثابتٌن 

 3ma X f                                                                                    1.113 

                                                                                                         1.114 

 3ma X f  
0و      
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 :ومنه

    3 cosmx X f t f                                                              1.115 

x=T  : ومنه لٌمة الاستطالة عند  4mX f 

 

2الثانً بممدار الدور وبهذا نمصت السعة خلال نصف f  

4خلال كل نصف دور، وبهذا النمصان الدوري ٌكون بممدار لدٌنا تنالص ثابت f  

خطً، وكذلن فإن تولف الحركة ٌمكن أن ٌحدث خارج موضع  بل اعكس الاحتكان اللزج، منحنى تنالص السعة لٌس أسً

 .الإرجاع النابضالتوازن الابتدابً بالنسبة لوضعٌة لصوى حٌث لوة الاحتكان أكبر من لوة 

    2mf k X nf                                                                             1.116 

 هو عدد نصف الأدوار   nحٌث 

     
1

1
2

mX
n

f

 
  

 
                                                                                 1.117 

 

 

                                                         29.1الشكل   
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 :تمارٌن إضافٌة

 :التمرٌن الأول

 .لٌكن النظام المٌكانٌكً المكون من كتلة ونابضٌن على سطح مابل

 المطلوب إٌجاد تشوه النابضٌن عند التوازن (1

 .نحرن الكتلة عن موضع توازنها، أوجد معادلة حركة الكتلة (2

، هذا المضٌب مرتبط من طرفه الثابت بنابض صلابته mطرفه كتلة نمطٌة  لدٌنا لضٌب كتلته مهملة وفًالتالً فً الشكل 

kط الاهتزازوشروهذا النظام  ض حر، المطلوب إٌجاد معادلة حركة، عند التوازن المضٌب عمودي والناب. 

 

 

 

 :التمرٌن الثانً

ط بطرف ثابت بواسطة نابض ، هذا النظام مرتب mلدٌنا لضٌب كتلته مهملة، فً طرفه كتلة نمطٌة  التالً فً الشكل

، عند التوازن المضٌب، المضٌب عمودي و النابض حر، المطلوب إٌجاد معادلة حركة هذا النظام وشروط  kصلابته 

 .الاهتزاز

 

 

 :3التمرٌن 

الأسطوانة تتدحرج بدون الانزلاق . kمرتبطة بطرف ثابت بواسطة نابض صلابته  rونصف لطرها  Mكتلتها  أسطوانة

 .المطلوب إٌجاد دور الاهتزازات الصغٌرة للأسطوانة. أفمً على مستو
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 :4التمرٌن 

 :المطلوب .m2   و    m1لدٌنا لضٌبا ذا كتلة مهملة ، فً طرفٌه الكتلتٌن

 .إٌجاد تمدد النابض عند التوازن، علما بأن المضٌب أفمً (1

 .إٌجاد معادلة الحركة، واستنتاج دور الاهتزازات الصغٌرة (2

 

 

 :5التمرٌن 

 .بواسطة خٌط غٌر لابل للتمدد، خاضع لتوتر من المفروض أن ٌكون ثابتا بالنسبة للاهتزازات الصغٌرة mٌتم تعلٌك كتلة 

 .المطلوب إٌجاد دور الاهتزازات الصغٌرة للكتلة

 

 

 :التالً المطلوب إٌجاد صلابة النابض المكافا بالنسبة لكل تركٌب للنوابض فً الشكل

 

 6التمرٌن 

 نسبة للأنظمة فً الشكلٌن صلابة النابض المكافاأوجد بال
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 النوابض مركبة على التوازي (ب                    النوابض مركبة على التسلسل (أ        

 

 :7التمرٌن 

نتاج ، واستθلٌكن النظام المٌكانٌكً المبٌن فً الشكل التالً، المطلوب إٌجاد المعادلة التفاضلٌه التً تحكم تغٌر الزاوٌة 

 .الشرط الضروري لوجود اهتزازات للنظام الشبه دوري
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 القسريتالاهتسازاث : الفصل الثاوي

 

 :المقذمت 1.2

 ػٍٝ ا٘رضاص ِا، ٠عة  اظفٚ ٌٍػ. وّا سأ٠ٕا عاتما، ا٘رضاصاخ ٘ضاص ذرٕالض ِغ اٌضِٓ لأْ اٌطالح ذرثذد فٟ اٌّؽ١ؾ  

فٟ ؼ١اذٕا ا١ِٛ١ٌح، فّصلا، ٠غرؼًّ  ٕٚ٘ان أِصٍح وص١شج ٔشا٘ا. تطالح ِؼافح إٌٝ اٌٙضاصِٕٗ ذؼ٠ٛغ اٌطالح اٌؼائؼح 

راخ ذٛاذش  ظ١ث١حلٛج  ٖذأشش ػٍٟٔلاؼع أْ اٌٙضاص اٌزٞ . اٌطفً فٟ الأسظٛؼح عال١ٗ ٌض٠ادج عؼح ؼشورٗ الا٘رضاص٠ح

٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ ، اٌزٞ " س١ٔٓ"عّٝ ٞل٠ٛح ٌرٛاذش ِؼ١ٓ ٘زٖ اٌظا٘شج راخ اعرعاتح . ِٕاعة، ذظثػ ؼشورٗ وث١شج ظذا

أٚ وزٌه فٟ ٌىشف ٚذفخ١ُ الإشاساخ اٌؼؼ١فح ٠ّىٓ اعرؼّاٌٗ  أَاٌّشوثاخ ا١ٌّىا١ٔى١ح، ذلاف إإٌٝ  ٘ذاِا، لأٔٗ ٠ؤدٞ

  .اٌطثٟ اٌرظ٠ٛش

 

 الاهتسازاث القسريت المتخامذة. 2.2

 معادلت الحركت 1.2.2 

 خاسظ١ح ػٓ إٌظاَ Feورٍح اٌّؽشع ِٓ لٛج  -ٌٕأخز ّٔٛرض اٌٙضاص اٌّرخاِذ ٔاتغ

 

 

 

 

 2.1اٌشىً 

 

 : ، ٔؽظً ػٌٍٍٝؽشوح ١ٔٛذٓ تذأَػٕذ ذطث١ك 

                                                                            2.1    eF t x kx mx   

                                                                           2.2 
 

 emx x kx F t   

                                                                           2.3
 

 eF tk
x x x

m m m


   

        

                                                                            2.4             

 

: ِغ  2.1
 

 2

02x x x f t    

 

 ٔؽظً ػٍٝ ِؼادٌح ِٓ إٌٛع  

 

2

0

k

m
 

2m


   

 eF t
f t

m


                                                                
  2.5 

 

   

Fe k 

 

 

m 
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:تظفح ػاِح، اٌٙضاص اٌرٛافمٟ اٌمغشٞ ٠خؼغ ٌٍّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح اٌرا١ٌح  

: 

2

02 ( )s s s f t   
                                                                            

    2.6
 

اٌرؽش٠غ ٔاذعح ػٓ ٟ٘ داٌح   fؼ١س 
 

 :ٟ٘ ِؼادٌح ذفاػ١ٍح خط١ح غ١ش ِرعأغح، ؼٍٙا ٘ٛ ذطاتك اٌؽً اٌّرعأظ ٚؼً اٌخاص 2.1اٌّؼادٌح 

  

h ps s s 
                                                                                                   

   2.7 

 

 : ٌٍّؼادٌح اٌّرعأغح ؼً sh ؼ١س

2

02 0s s s   
                                                                                          

2.8 

 ٚsp 2.6ٌٍّؼادٌح  ؼً خاص   

 

، ٚإٌظاَ (Q<1/2)اٌلادٚسٞإٌظاَ : ١ّٔض شلاز أٔظّحؼ١س  Qػثاسج اٌؽً اٌّرعأظ ذؼرّذ ػٍٝ ل١ّح ػاًِ إٌٛػ١ح 

فٟ وً ؼاٌح ِٓ ٘زٖ اٌؽالاخ، ذرٕالض عؼح اٌؽشوح أع١ا ٚذظثػ . (Q>1/2)، ٚإٌظاَ شثٗ اٌذٚسٞ  (Q=1/2)اٌؽشض 

، ؼ١س ٌذ٠ٕا ذطاتك اٌؽً اٌّرعأظ ٚاٌؽً اٌخاص، ٠غٛد ٔظاَ دائُ [tr 0]ٚتؼذ فرشج الأرماي . ٍِّٙح تؼذ ؼمثح ِٓ اٌضِٓ

 .لا دائّاؼ١س اٌؽً اٌخاص ٠ظثػ غ

، ٠ٚرٛلف ِٓ اٌّؼراد إّ٘اي اٌعضء الأرماٌٟ ٌٍؽً اٌؼاَ اٌّؼطٝ ِٓ اٌّؼادٌح ٚاٌرشو١ض ػٍٝ الاعرعاتح فٟ إٌظاَ اٌذائُ فمؾ

إرا واْ إٌظاَ رٚ ذخاِذ وث١ش ٔغث١ا، فاٌطشف ٠ؼًّ ػٍٝ اخرفاء الاعرعاتح الأرما١ٌح تغشػح . اٌرخاِذ رٌه ػٍٝ ل١ّح  ٔغثح

، فاٌعضء الأرماٌٟ ِٓ اٌؽً ٠ّىٓ أْ (طغ١ش ظذا ) ء ِٓ اٌصا١ٔح، أِا إرا واْ ٔظاَ رٚ ذخاِذ ؽف١ف وث١شج، ستّا فٟ ظض

.                                                لشاس إّ٘اي اٌعضء الأرماٌٟ ِٓ اٌؽً ٠ؼرّذ وزٌه ػٍٝ اٌرطث١ك. ٠ذَٚ ؽ٠ٛلا وٟ ٠ىْٛ ِّٙا ٚغ١ش ًِّٙ

 t>tr               s=spِٓ أظً 

اخ اٌرٛافم١ح ِظذس شائغ ٌٍمٛج اٌخاسظ١ح اٌّطثمح ػٍٝ ا٢لاخ شاسالإ ٚ .ذؽش٠غيا٢ْ، اٌؽً اٌذائُ ٠رٛلف ػٍٝ شىً داٌح ا

٠ّىٓ اٌرؼث١ش ػٕٙا تغٍغٍح لأٙائ١ح ِٓ  ذؽش٠غص٠ادج ػٍٝ رٌه، ٔظش٠ح فٛس٠ٟ ذذي ػٍٝ أْ اٌؼذ٠ذ ِٓ دٚاي اي. ٚاٌثٕٝ

اعرعاتح اٌؽذٚد اٌفشد٠ح ٌٍغٍغٍح ٠غّػ ترّص١ً الاعرعاتح دلاخ اٌؽشوح ٕ٘ا خط١ح، فّؼشفح تّا أْ ِؼا ٚ. اٌؽذٚد اٌرٛافم١ح

عاب ٠غّػ تػ جٚاؼذ جذٛافمٟيِؼشفح الاعرعاتح تٙزٖ اٌطش٠مح، . اٌؼاِح وّعّٛع اعرعاتاخ اٌؽذٚد اٌفشد٠ح، إٔٗ ِثذأ اٌرطاتك

ٌرش٠ٛشاخ راخ ؽث١ؼح لا دٚس٠ح  ؼغاب الاعرعاتح ق عٍغٍح فٛس٠ٟ أٚبٞذؾبدٚس٠ح،  راخ ؽث١ؼح اخذش٠ٛشالاعرعاتح ي

   .ذؽ٠ًٛ لاتلاط تاعرؼّاي

 :ٌٍٕظاَ ػٕذ ذؽش٠غ ذٛافمٟ( اٌؽً اٌذائُ) ٔذسط اعرعاتح   

 0( ) cos ef t f t
                                                                                                    

2.9
 

0: ، ٌذ٠ٕا 2.6ٚ 2.4تاػرثاس اٌّؼادلاخ  ٚ( 2.1اٌشىً )ٔاتغ  -تإٌغثح ٌٍّٕٛرض ورٍح) 
0

F
f

m
   
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 ٔث١ٓ فٟ ٘زٖ اٌؽاٌح أْ الاعرعاتح ظ١ث١ح

 ( ) cosm e es t S t  
                                                                                        

       2.10 

 .فشق اٌطٛس ِغ اٌرؽش٠غ ٘ٛ φeٟ٘ عؼح الاعرعاتح ٚ  Smؼ١س 

 :ذش١ِض اٌّشوةتاعرؼّاي اي 1.2ٚ 4.2، ٔؼٛع فٟ  Sm ٚ φeذؽذ٠ذ ي

 

 
  ei t

ms t S e



                                                                                                       

     2.11 

i: ؼ١س اٌغؼح اٌّشوثح ٟ٘

m mS S e  

 :ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ اٌؼلالح، ٔؽظً ػٍٝ

 2 2

0 02 e ei t i t

e e mi S e f e
     

                                                                                
 2.12

 

 2.13 

 
0

2 2

0 2
m

e e

f
S

i  


 
 

 2.14 

 
0

2
2 2 2 2

0 4
m

e e

f
S

   



  

  

 2.15 

2 2

0

2 e
e

e

arctg



 

 
  

 
 

:تؽ١س

 

   

 
0

2 22
2 2 2 2 0
0

2
( ) cos

4

e
e

e
e e

f
s t t arctg




 
   

  
       

                                            
 2.16

 

ذٛاذش الاعرعاتح ٘ٛ ٔفغٗ ذٛاذش اٌرؽش٠غ، ٌىٓ عؼح ٚالاعرعاتح ٌرؽش٠غ ذٛافمٟ فٟ إٌظاَ اٌؽم١مٟ ٟ٘ وزٌه ذٛافم١ح 

 .ػٍٝ اٌرؽش٠غ ٘ا ذأخشٚالاعرعاتح يالاعرعاتح ذخرٍف ػٓ عؼح اٌرؽش٠غ، 

s(ωe (ٚذغ١ش ذٛاذشٞ  s(t)ٔلاؼع أْ الاعرعاتح ٌٙا ذغ١ش صِٕٟ 

 

 

 :التىاتر بذلالت الاستجابت 2.2.2

 eػٍٝ ٔثغ اٌرؽش٠غ عؼح ٚؽٛس إٌظاَ اٌذائُ ٠رٛلفاْ 
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 (Smeدراست تغير السعت 

0m: ؼذ ألظٝ ٠ّش ػثش إٌغاء ل١ّح اٌّشرمح اٌثؽس ػٓ 

e

dS

d
 

 : ٔؽظً ؼ١ٕٙا ػٍٝ

 

 

  

2 2 2

0

3/2
2

2 2 2 2

0

4 8
0

4

e e e

e e

    

   

  


 
                                                                              

   2.17 

  

  2 2 2

04 2 0e e      

                                                                              
  2.18

 

2.19                  

  

 

2 2 2

02 0e      

  2.20  

 

 

 

2 2 2

0 2e     

 

:١ّٔض إرا ؼاٌر١ٓ  

 

: إرا واْ
0 2  

 

 : ٔثغ اٌش١ٔٓ ٠غّٝ e  إٌّؽٕٝ ٌٗ ؼذ ألظٝ تإٌغثح ٌٍٕثغ

2
2 2

0 0 2

0

0 2

2
2 1

1
1

2

r

r
Q


   



 

   

 

                                                                            
2.21

 

 

تاٌؽذ  eل١ّح  Smٔؼٛع فٟ اٌؼثاسج 
2 2

0 2 
 ، 

 : فٕؽظً ػٍٝ اٌغؼح اٌّٛافمح 

 
0

2 2

02
Max

f
S

  



                                                                                           

2.22
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إرا واْ 
0 2 

 

.، لا ٔلاؼع س١ٕٔا eاٌفرشج  ٠رٕالض ػٍٝ ؽٛيإٌّؽٕٝ 
 

  

 

ِٕؽٕٝ عؼح داٌح ذٛاذش اٌرؽش٠غ، خؾ ِرظً  2.2اٌشىً 
0 2  ،خؾ ِرمطغ 

0 2  

 

 

 اٌطٛس تذلاٌح ذٛاذش اٌرؽش٠غ فشقِٕؽٕٝ ذغ١ش 2.3اٌشىً 

 

   eاٌطٛس 
ت٠ٓ١رغ١ش 

 
0 ٚ

 
 ِّا ٠ذي ػٍٝ أْ الاعرعاتح ِرأخشج تإٌغثح ٌٍرؽش٠غ.

ذمش٠ثا ػٍٝ اٌرٛافك، ٚػٕذ ذٛاذش ػاي ّ٘ا ػٍٝ اٌرؼاوظ، ت١ّٕا ػٕذ  الاعرعاتح ٚاٌرؽش٠غ ػٕذ ذٛاذش ِٕخفغ، 

0e 
 ،

ّ٘ا ػٍٝ اٌرشت١غ
.
  

 :ٌذ٠ٕا إرا. Qإٌرائط اٌغاتمح تذلاٌح ػاًِ إٌٛػ١ح  جباود٠ّىٓ  ػِّٛا،

0ششؽ اٌش١ٔٓ  2 
٠ٛافك ػاًِ ٔٛػ١ح  

1

2
Q    
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 : ٔثغ اٌش١ٔٓ ٘ٛ

 

2
2 2

0 0 2

0

2
2 1r


   


   

                                                         2.23

 

  

0 2

1
1

2
r

Q
    

 :، اٌغؼح اٌمظٜٛ 1.2ٟ٘فٟ ؼاٌح ٔظاَ اٌشىً 

 

0

2

1
1

4

Max

F Q
S

k

Q


 
 

                                                                                       2.24 

ٚ ِؼاًِ اٌرخاِذ إٌثغ اٌزاذٟ ) ٌٍٕظاَالاعرعاتح ذرٛلف ػٍٝ ذٛاذش اٌرؽش٠غ، ٚوزٌه ػٍٝ اٌٛعائؾ اٌّرغ١شج داٌح 

، ذؽش٠غج ذٛاذش ايدلايب  لاعرعاتح ااٌطٛس  فشقاٌغؼح ٚ  ذغ١شاخ ٌذ٠ٕا Qترؽذ٠ذ . (Qأٚ تأخرظاس ػاًِ اٌعٛدج 

.اٌغاتمح ِٕؽ١ٕاخ، ٠ّىٓ إٔشاء ػائٍح ِٓ اي Qٚترغ١١ش ٚع١ؾ إٌظاَ 

 

 

 eتذلاٌح عؼح ايػائٍح ِٕؽ١ٕاخ :  2.4اٌشىً 
Qٌم١ُ ِرضا٠ذج ٌٍؼاًِ 

.
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 eػائٍح ِٕؽ١ٕاخ ٌٍطٛس تذلاٌح :  2.5اٌشىً 
 Qٌم١ُ ِرضا٠ذج ٌٍؼاًِ 

 شريط العبىر 3.2.2

:  2تؼاًِ اٌغؼح اٌمظٜٛ ػٓ ٔمضختؽ١س اٌغؼح اٌرٛاذشاخ  ِعايػٍٝ أٔٗ  شش٠ؾ اٌؼثٛسٔؼشف 
max/ 1/ 2mS S      

                

                                              

        

:  ٘أظف اٌٝاٌمظٜٛ  ِٓ ل١ّرٙا إٌغثح ذٛافك ذٕالض اٌمذسجلذسج ِرٕاعثح ِغ ِشتغ اٌغؼح، ٘زٖ ٚتّا أْ اي
1

2Max

P

P
 

 

 2.6اٌشىً 

2، اٌفاطً 2.6فٟ اٌشىً  1e e e    
 

شا٘ذ ) ٌم١ّح وث١شج ٌؼاًِ إٌٛػ١ح ، ٔث١ٓ أْ . شش٠ؾ اٌؼثٛس ػشع ٠ّصً

اٌذ١ًٌ فٟ ِا
 

٠ؼطٝ تاٌؼلالح شش٠ؾ اٌؼثٛس، (٠أذٟ
 

 : 

0
e

Q


 

                                                                                                                      

2.25 
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فٟ ٘زٖ . ؽش٠مح شش٠ؾ اٌؼثٛس، اٌّغّاج أؼ١أا ؽش٠مح ٔظف اٌمذسج، ٟ٘ أؼذ اٌرم١ٕاخ اٌؼ١ٍّح ٌرؽذ٠ذ و١ّح اٌرخاِذ فٟ إٌظاَ

.e1    ٚe2اٌمطغ   اٌرخاِذ إٔطلالا ِٓ اٌرٛاذشاخ اٌرم١ٕح، ٠رُ ذؽذ٠ذ ػاًِ

 

 

 

 اٌذ١ًٌ

 

 :تاٌشىً اٌراٌٟ ٠13.2ّىٕٕا وراتح اٌغؼح 

 

 
0 0 0

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22

4 4 20
0 0 02 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

4 4 1
1 1

m

e e e e e e

f f f
S

Q

       
  

    

  

    
      

   

 

 

: rترؼش٠ف إٌثغ اٌّظغش  ٚ
0

er



 

   

   

0 0

2 2
2 2 2 2 2

0 2 2

1

1 1
1 1

m

f F
S

k
r r r r

Q Q


 

   

                                          2.26 

 

max: ، ٌذ٠ٕا [] شش٠ؾ اٌؼثٛسفٟ فاطً 

2

S
S 

                                                              

 

 : ذؼطٟ 24.2ػاي تظفح واف١ح، اٌّؼادٌح  Qٌؼاًِ 

 

       0
max

F
S Q

k


                                   2.27 

 

: ، ٔؽظً ػٍٝ 2.27ٚ  2.26  ٚ 2.25اٌّؼادلاخ  ٚتاعرؼّاي
 

 

                    2.28 

 
2

2 2

2

1

1 2
1

Q

r r
Q



 
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4 2

2 2

1 2
0 2 1r r

Q Q

 
     

  2.29

 

 

 : اٌّٛافم١ٓ  r1 ٚ  r2إٌثؼ١ٓ اٌّخرظش٠ٓ 

4 2

2 2

1 2
2 1 0 r r

Q Q

 
     
                                    30-2 

ِٕٗٚ 

2

1,2

1
1r

Q
 

                                                                     31-2

 

1 1

2 2

1 2

1 1
1 ,     1r r

Q Q

   
      
                                                32-2

 

 

 :ٌذ٠ٕا وزٌه

 

1 2

1 1
     1       1

2 2
Q r r

Q Q

   
       

                                 33-2 

 :ٌذ٠ٕا

2 1

1
r r

Q
 

                                                          34-2 

 :تّا أْ

1 2
1 2

0 0

,    e er r
 

 
               

 

2 1
2 1

0 0

e e er r
  

 


                                     35-2 

 :، ٔغرخشض ل١ّح شش٠ؾ اٌؼثٛس 2.35ٚ 2.34ِٓ اٌّؼادٌر١ٓ 

                

 

0              e
Q


 

                                                                  36-2 

4.2.2 

 :أمثلت عمليت 
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 (أكسيليرومتر)وجهاز قياش التسارع ( سيسمىمتر)جهاز قياش حركت الأرض : جهاز القياش( 1

تاٌّرغ١ش إٌغثٟ  إٔرماي اٌىرٍح ٠ماط تإٌغثح ٌٍماػذج ، ؼ١س2.7ٞ اٌشىً ِصً فَ( اٌف١ثشِٚرش)ّٔٛرض ظٙاص ل١اط الا٘رضاصاخ 

X(t). 

 

 

 2.7اٌشىً 

 

 :، ِؼادٌح ١ٔٛذٓ ذىرة ػٍٝ اٌشىOxً تإٌغثح ٌٍّشظغ اٌصاتد 

: 

  2.37    1 1 1e ek x x x x mx      

 X تاٌّرغ١ش x1ٔمَٛ تاعرثذاي اٌّرغ١ش 

1 eX x x 
   

 

 .ٚ٘ٛ اٌّرغ١ش اٌماتً ٌٍم١اط لأْ وً ظٙاص ل١اط ِشذثؾ تالأسع ذّصً اٌؽشوح إٌغث١ح ٌٍىرٍح تإٌغثح ٌلأسع Xؼ١س 

 :، ٔغرخشض ِا ٠ٍٟ 2.38ِٓ اٌّؼادٌح 

1 ex X x 
                          2.39 

 

   

 :، ذىرة ؼ١ٕزان2.37ٚاٌّؼادٌح 

 ekX X m X x   
                                                                                      2.40 

e

k
X X X x

m m


   

                                                                                          2.41 

 : لأرماي ظ١ثٟ

sine e ex A t 

 :طً ػٍٝٔػ
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2 sine e e

k
X X X A t

m m


   

                                                                               2.42
 

   

2

02 sine e eX X X A t     
                                                                                2.43 

 

 (: 2.10اٌّؼادٌح )، ٚؼٍٙا 2.5اٌّؼادٌح إٌاذعح ِٓ إٌٛع 

                                                                                                                      

( ) cos( )m e eX t C t  
                                                                                             

2.44 

   

 :(2.15ٚ 2.14أٔظش اٌّؼادٌر١ٓ ) ؼ١س اٌغؼح ٚاٌطٛس ّ٘ا 

 

 

2

2
2 2 2 2

0 4

e e
m

e e

A
C



   



 
     

ٚ                 2.45 

  
2 2

0

2
( )e

e

e

arctg



 

 


 

  

 

 : ٔىرة ٘اذاْ اٌّؼادٌر١ٓ تذلاٌح إٌثغ اٌّخرظش، فٕؽظً ػٍٝ

                                             

2.46     

  

2

2
2 2

2 0

2 2

4
1

e e
m

e

e e

A
C



 


 



 
  

 

 

2

0

2

2

1

e

e

e

arctg








 
 
 
  

   
                                                                               

      2.47  
      

 

         :                                    ٚتاخر١اس ِٕاعة ٌم١ّح وً ِٓ اٌىرٍح ٚاٌظلاتح إٌاتغ، تؽ١س   

 

0 e  (
2

0

2
1

e




ٚوزٌه  (

2

2

4
1

e



 
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m: ٔؽظً ػٍٝ  eC A
    2.48

 

eAذّصً عؼح اٌٙضج  Cmاٌّماعح ٚتزٌه اٌم١ّح 
 

ع١غِّٛرش، ٚاعرؼّاٌٗ وزٌه، ِغ اخر١اسِٕاعة ٌٍىرٍح : ٌم١اط عؼح ٘ضج أسػ١حظٙاص ٘زا اي٠ّىٕٕا إرا اعرؼّاي 

.أوغ١ٍ١شِٚرش: ٌٚظلاتح إٌاتغ، ٌم١اط ذغاسع إٌظاَ
 

 :ٔزوش أْ ل١ّح اٌرغاسع ٟ٘

2 sine e e ex A t 
                                                                                                2.49                 

 

 

0: تؽ١س k ٚmإرا ذُ اخر١اس اٌّشوثاخ  e 
 

:ذظثػ وّا ٠ٍٟ 2.46اٌّؼادٌح  
    

2

2

0

e e
m

A
C






                                                               2.50

 

 

mCل١اط 
  

2 ٠غّػ تاعرٕراض عؼح اٌرغاسع

e eA 

2 2

0e e mA C 
                                                                                                       2.51 

 

 :أوظمت راث كتل دوارة لا متىازوت( 2

 

أِصٍح شائؼح، ِٕٙا ِصلا آٌح غغ١ً . ٞ ؼاٌح لا ذٛاصْ ف دٚاسج ٕ٘ذع١ح ذخؼغ ٌرؽش٠ؼاخ ذٛافم١ح، ِٓ خلاي ورًػذج أٔظّح 

ز اٌص١اب ِٛصػح تطش٠مح غ١ش ِٕرظّح ، ِغ ِفؼٛي اٌىرٍح اٌذٚاسج غ١ش اٌّرٛاصٔح اٌرٟ ذطثك لٛج ذٛافم١ح ذؤدٞ إٌٝ ا٘رضاص ؼٟ

  . ظغُ ا٢ٌح

 

 2.8اٌشىً 

 

 .mٌٍىرٍح   eلٛج اٌرؽش٠غ ٟ٘ لٛج ؽاسدج ٔاذعح ػٓ اٌذٚساْ، ِغ عشػح صا٠ٚح 

 

2

e e NF m re
                                                                                                  2.52 
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 :ٟ٘ Oyاٌّشوثح إٌشطح ذثؼا ٌّؽٛس 

2 siney eF m r 
                                                                                             

2.53
 

tتّا أْ  إرا ، :  

  
2 siney eF m r t 

                                                                                     
    2.54 

  

 ترطث١ك لأْٛ ١ٔٛذٓ ػٍٝ ظغُ ا٢ٌح

2 2
ey

k k
My y y y F    

                                                                   2.55
 

 

2 sin
2 2

e e

k k
My y y y m r t      

                                                      
  2.56  

     
 

 

2 2

02 sine e ey y y C t     
                                                                    

     2.57 
  
 

 

2 2

02 sine e ey y y C t     
                                                                          2.58

 

 

 :ذماي ا٢ٌح ٘ٛ إراإْ

 sinm ey Y t  
                                                                                         2.59 

                                                                         2.60 

 

2

2
2 2 2 2

0 4

e e
m

e e

C
Y



   



 

 

 : ِغ

 2.61 
2 2

0

2
( )e

e

arctg



 

 


 

  

 :مركبت على طريق ممىجحركت ( 3

 ١٘ىٍٙا  ٔش٠ذ دساعح ا٘رضاص . ٠ّصً ّٔٛرض تغ١ؾ ٌؽشوح ِشوثح ػٍٝ ؽش٠ك ِّٛض 2.9اٌشىً 
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 2.9اٌشىً 

 

0kFػٕذ اٌرٛاصْ، ٌذ٠ٕا  P  

Oy:0تالإعماؽ ػٍٝ اٌّؽٛس  0kx mg  

x0   :0 إٌاتغ ِٕؼغؾ تطٛي

mg
x

k
 

 : ترطث١ك لأْٛ ١ٔٛذٓ ػٍٝ ١٘ىً اٌغ١اسج، ٌذ٠ٕا: اٌذساعح اٌذ٠ٕا١ِى١ح

 

kF F P m   
                                                                                                          2.62

 

     

      2.63     0 e ek x x x x x mg mx        

 

 : فٟ ؼاٌح اٌرٛاصْ

      2.64    e ek x x x x mx      

 

ِٕٗٚ : 

e e

k k
x x x x x

m m m m

 
   

     2.65
 

   : ِؼادٌح ذّٛض اٌطش٠ك ٟ٘  

  

2
sinex C x

L

 
  

                                                                                                        2.66
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v :ٚxػٍّا تأْ اٌّشوثح ذرؽشن تغشػح شاترح  vtٌذ٠ٕا إرا ،: 

 

2 2 2
sin cos

k k v v v
x x x C t C t

m m m L m L L

       
      

                                            2.67

 

   

 :٠ّىٓ وراترٙا تاٌشىً اٌراٌٟػثاسج  اٌطشف اٌصأٟ 

2 2 2 2
sin cos sine

k v v v v
C t C t A t

m L m L L L

    


     
       

                                                                        

 

 

: ِغ

2

2 2
e

C v
A k

m L

  
   

                                                                2.68                 

 

  ٚ
2 v

tg
kL

 


 
  
 

  

 

:٠ظثػ 2.67ٚشىً اٌّؼادٌح  
 

 

  2

02 sine ex x x A t      
                                                    

2.69
   

 

 ؼ١س 

 

 :٘ٛ إٌظش٠ح ٌٍذساعح 2.15ٚ  2.14 2.10ؽثما ٌّؼادلاخ  2.65اٌّؼادٌح اٌؽً اٌذائُ 

     sinm e ex X t  
 

 :ِغ

 

2

2
2 2 2 2

0 4

e e
m

e e

C
X



   



 
        

2 2

0

2
( )e

e

e

arctg


  
 

    


                            2.70 

0آداج ذؼ١ٍك اٌغ١اسج، ٌرفادٞ اٌرأسظػ، ٠رُ اخر١اس٘ا تؽ١س ٠ىْٛ ػاًِ إٌٛػ١ح 

2

km
Q



 
 

  

 
ألً ِٓ 

1

2
 

 

2m


  , 

2

0

k

m
   , 

2
e

v

L


  
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 :الاهتسازاث القسريت غير المتخامذة 3.2 

 :،ٚتئّ٘اي اٌرخاِذ ٔؽظً ػٍٝ 2.1ٔاتغ اٌزٞ فٟ اٌشىً  -ٌٕؼذ إٌٝ إٌظاَ ورٍح 

 

 eF t kx mx                                                             2.71 

            
1

e

k
x x F t

m m
      2.72 

       2 0
0 sin e

F
x x t

m
      2.73 

0
eF

f
m

 

          2

0 0 sin ex x f t  
    2.74

 

:اٌؽً اٌؼاَ ػثاسج ػٓ ذطاتك ٌٍؽً اٌّرعأظ ٚاٌؽً اٌخاص  

          h px t x t x t 
 2.75 

 

 :اٌؽً اٌّرعأظ ٘ٛ اٌؽً فٟ ؼاٌح ٔظاَ ؼش

 
   0 0 0sinhx t X t  

 2.76 

 

0eعىذما يكىن الحل الخاص    

   sinp m ex t X t  
                                                                               2.77

 

 :تاعرؼّاي اٌرش١ِض اٌّشوة   

 

         avec ei t i

m m mx t X e X X e
  

 2.78
 

 : ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ اٌّؼادٌح

  

        2 2

0 0
e e ei t i t i t

e m mX e X e f e
     

 2.79
 

 ِٕٗٚ 

       0

2 2

0

m

e

f
X

 



   2.80

 

:ٔغرٕرط أْ  

0
02 2

0

  et =0  pour m e

e

f
X   

 
 


                                                       2.81
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    0
02 2

0

  et =   pour m e

e

f
X    

 
 


   

 

       

                        a                                                                               b                   

 eاٌطٛس الاترذائٟ   Xm   (b)اٌغؼح ( a) 2.10اٌشىً 

 

 :ٚتٙزا اٌؽً اٌؼاَ ٠ىرة تاٌشىً

     0
0 0 0 2 2

0

sin sin e

e

f
x t X t t  

 
  


   

2.82 

.٠رُ ذؽذ٠ذ٘ا ِٓ اٌششٚؽ الاترذائ١ح X0 ٚ 0 φػٍّا تأْ 

  

 

ػٕذ ذٛاذش ػاي، عؼح اٌؽً . شىً اٌؽً اٌؼاَ ٠رٛلف ػٍٝ اٌم١ُ إٌغث١ح ٌرٛاذش ٚعؼح وً ِٓ اٌؽ١ٍٓ  اٌّرعأظ ٚاٌخاص

 . اٌخاص ذظثػ ٍِّٙح ٚاٌؽً ٠رُ اخرظاسٖ إٌٝ اٌؽً اٌّرعأظ، ٚٔغرؼ١ذ تزٌه إٌظاَ اٌؽش

0e جإرا وأد اٌرٛاذشاخ اٌزاذ١ح ٚاٌّؽشػح ِرماسب ي ػٍٝ ظا٘شج إٌثؼاخٔؽض: 

     
 : ا٢ذ١حاٌششٚؽ الاترذائ١ح  فٟ  ؼاٌح 0 0x   ٚ

     0 0x 
  
 

:، فاٌؽً  اٌؼاَ ٠ظثػ
     

   0 00 sin 0x X  
 

0: ٌذ٠ٕا إرا 0  

 

    0
0 0 0 2 2

0

0 cos e

e

f
x X  

 
 


                   2.83 

 0 0x 
 

0
0 2 2

0 0

     e

e

f
X



  



                                                                                     2.84
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0eِغ    
 

0
0 2 2

0

     
e

f
X

 



                                                                                          2.85

 

 :ٚاٌؽً ٘ٛ 

      0
02 2

0

sin sin       e

e

f
x t t t 

 
 


                                                      2.86

 

 

  0 0 0

2 2

0

2
cos sin      

2 2

e e

e

f
x t t t

   

 

    
    

                                             2.87

 

 

 2.11اٌشىً 

 

 :ّ٘ا ػٍٝ اٌرٛاٌٟ    Tmvٚ اٌؽشوح   Tbدٚس وً ِٓ اٌخفماْ 

 

0 0

2 4
,        b mv

e e

T T
 

   
 

 
                                                               2.88 

 

0eالحل الخاص مه أجل  
 

0eاٌؽً اٌغاتك لا ٠ظٍػ إلا إرا واْ    ِا إرا واْ ٔثغ اٌرؽش٠غ ٠ٛافك اٌرٛاذش اٌطث١ؼٟ ٌٍٕظاَ، ، فٟ ؼاٌح

ذظثػ عؼح اٌؽً اٌخاص وث١شج تغ١ش ذؽذ٠ذ، ٌذ٠ٕا إرا ظا٘شج اٌش١ٔٓ ِٓ أظً 
0e    

: ٔث١ٓ فٟ ٘زٖ اٌؽاٌح تأْ اٌؽً ٠أخز اٌشىً   0sinp mx t X t t  
 

 :اٌزٞ ٠ىرة تاٌرش١ِض اٌّشوة

  0   avec 
i t i

m m mx t X te X X e
  

 

:ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ اٌّؼادٌح
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0 0 0 02 2

0 0 0 02
i t i t i t i t

m m mX te i X e X te f e
        

                                           2.89 

0 0

0 02 2
m

f f
X i

i 
  

 

 :اٌغؼح ٚاٌطٛس ّ٘ا إرا

0

0

  et   =-      
2 2

m

f
X







                                                                                     2.90 

 :ٚاٌؽً اٌخاص ٘ٛ

   0 0
0 0

0 0

sin - cos      
2 2 2

p

f f
x t t t t t


 

 

 
   

                                                  2.91 

 (2.11اٌشىً ) ذٛافم١ح عؼرٙا ِرضا٠ذج خط١ا  شثٗ اٌؽً اٌخاص ٘ٛ داٌح

 

 

 .اٌغؼح ذرضا٠ذ تغ١ش ذؽذ٠ذ، إٔٙا ظا٘شج اٌش١ٔٓ.  xpاٌؽً اٌخاص : 2.11اٌشىً

 

 :ٚاٌؽً اٌؼاَ ٘ٛ 

     0
0 0 0 0

0

sin cos      
2

f
x t X t t t  


  

                                                     2.92 

 

 

 :مفهىم المماوعت 4.2

 

ٟٚ٘ ذغّػ تشتؾ اٌرٛذشاخ ٚاٌر١اساخ فٟ . اٌّّأؼح ٟ٘ ل١اط اعرعاتح أٞ ت١ٕح أٚ داسج ػٕذ خؼٛػٙا ٌرؽش٠غ ذٛافمٟ

 .اٌذاساخ اٌىٙشتائ١ح ٚاٌمٜٛ تاٌغشػاخ فٟ الأٔظّح ا١ٌّىا١ٔى١ح

 :فٟ داسج وٙشتائ١ح، اٌّّأؼح ذؼشف ػٍٝ أٔٙا ٔغثح اٌرٛذش اٌخاػغ ٌّشوة ِٓ اٌذاسج تاٌر١اس اٌّاس تٗ

 
U

Z
I


                                                                                                               2.93 
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.ٚ٘ٛ شىً ِٓ لأْٛ أَٚ ٌىٕٗ ِؼُّ ػٍٝ ِخرٍف اٌّشوثاخ
.  

sinmuاٌّشوة اٌخاػغ ٌرٛذش ظ١ثٟ  U t  ٌٗ  ٟ٘ اعرعاتح دائّح ِٓ اٌر١اس   sinmi t I t  
 

 :تاٌرش١ِض اٌّشوة
i t

me E e 
  ٚ 

 i t

mi I e
 

   

Ru: ِماِٚح، ٌذ٠ٕا إرا فٟ ؼاٌح Ri
 

R  : ٟ٘ إراِّأؼح اٌّماِٚح 
R

u
Z R

i
 

                                                                                             2.94
 

ٚش١ؼح  فٟ ؼاٌح
L L

di
u L iL i

dt
  

L: اٌّّأؼح اٌّشوثح ٌٍٛش١ؼح ٟ٘
L

L

u
Z iL

i
 

                                                             2.95 

Cفٟ ؼاٌح عؼح ِىصفح، ٌذ٠ٕا 
c c

du
i C iC u

dt
 

 

: ِّأؼح اٌغؼح ٟ٘
1c

C

c

u
Z

i iC
 

                                                                            2.96

 

 : ػٍٝ اٌرغٍغً، ٌذ٠ٕا RLCفٟ ؼاٌح داسج 

 
di q

e Ri L
dt C

  
                                                                                               2.97

 

i t i t i t

m m m

i
e RI e iL I e I e

C

  


  
                                                                     2.98

 

i t

m

i
e R iL I e

C




 
   
                                                                                   2.99

 

i
e R iL i

C




 
   
 

,  
Te Z i

 

 

 : تّا أْ اٌّشوثاخ ػٍٝ اٌرغٍغً، فاٌّّأؼح اٌى١ٍح ٟ٘ ِعّٛع اٌّّأؼاخ

 T R L C

i
Z R iL Z Z Z

C




 
      
                                                               2.100 

 

 

 :تاٌرٕاظش ِغ اٌّصاي اٌىٙشتائٟ، اٌّّأؼح ا١ٌّىا١ٔى١ح ذؼشف ػٍٝ أٔٙا اٌمٛج اٌلاصِح لإٔراض عشػح ٚؼذج فٟ اٌٙضاص

mec

F
Z

v


                                                                                                              2.101 
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 ِٓ أظً ؼشوح ذٛافم١ح  

 
1

     i t i t

m m

dx
v x vdt V e dt V e

dt i

 


                 

1
x v

i
                                                                                                               2.102      

 ػثاسج اٌرغاسع ٟ٘:  

i t

m

dv
i V e

dt

                                                                                                   2.103 

i v                                                                                                                 2.104 

 ٔؼشف اٌّّأؼح اٌّشٔح ٌٕاتغ:  

k
k

F kx k
Z

v v i
                                                                                                 52-10 

اٌّّأؼح ٌىرٍح    ٚ 

m
m

F m mi v
Z i m

v v v

 
                                                                                62-10 

 ٚ ِّأؼح ظٙاص اٌرخاِذ:      

 
F v

Z
v v





                                                                                                72-10 

 

 :2.1ٌٍشىً   ١ٌىٓ اٌٙضاص ا١ٌّىا١ٔىٟ 

 

 

 

 

 : 2.2ذفاػ١ٍح  ايِؼادٌح اي  ٚ

  emx x kx F  
 

 : ٠ّىٕٕا إػادج وراتح ٘زٖ اٌؼلالح تاػرثاس اٌغشػح وّرغ١ش، ػٍٝ اٌشىً

 
e

dv
F m v k vdt

dt
   

                                                                                           2.108
 

i: فٟ ؼاٌح ذؽش٠غ ذٛافمٟ t

e mF F e  ذىْٛ الاعرعاتح اٌذائّح ذٛافم١ح ، :i t

mv V e 
 

: ٌذ٠ٕا إرا
dv

i v
dt


   

ٚ
  

1
vdt v

i


 

 

   

Fe k 

 

 

m 
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1
e

k
F mi v v k v i m v

i i
   

 

 
      

                                                              2.109 

: ػٍّا تأْ
mec

F
Z

v


  

 :ٌٍٕظاَإرا اٌّّأؼح ا١ٌّىا١ٔى١ح اٌى١ٍح  ٔؽذد

 
 

T

k
Z i m

i
 


                                                                                            2.110 

.اٌرخاِذ ٚ إٌاتغظٙاص  ، ٟ٘ ِعّٛع ِّأؼاخ اٌىرٍح
  

 

 


