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 عامة: مقدمة
 

 النواس و الساعة، رقاص و رنانة وشوكة ،نابض نهاية عند متصل جسم مثل تهتز أو يدةعد أشياء تتذبذب

 أو يتارقال أوتار و برشاقة، ضربها ويتم طاولة حافة عبر من بقوة تمسك عندما البلاستيكية والمسطرة ،البسيط

 تمر عندما الأسفلو للأعلى تهتز والسيارات شبكته، اهتزازات بوساطة فريسته يتحسس والعنكبوت البيانو،

 الصلبة المواد لأن الحقيقة في الشاحنات. عليها أو منها بالقرب تمر عندما تهتز والجسور والبنايات ،ممهل على

 الراديو أنظمة في الكهربائية الاهتزازات وتحدث .ةنبض أو بقوة تزود عندما تهتز الاشياء معظم فإن مرنة

 مواضع حول الصلبة المادة ذرات تهتز و الجزيئة ضمن راتالذ تهتز الذري المستوى وعلى والتلفزيون.

 نسبيا. الثابتة اتزانها

 وتر، على أمواج البحر، أمواج ،كانت سواء فالأمواج ،بالبعض بعضها الموجية والحركة الاهتزازات ترتبط

 المصدر فقط ليس الصوت حالة في للاهتزاز. مصدرها لها يكون الهواء في الصوت أمواج او الزلازل أمواج

 تتقدم الذي الوسط الامر حقيقة وفي (.نالمايكروفو أو الأذن )طبلة المتحسس كذلك ولكن المهتز الشيء هو

 في زازيةالاهت الحركة الأول المحور في سندرس الصوت(. لأمواج بالنسبة الهواء )مثل يهتز الموجة خلاله

 ونستعرض الدائرية، والحركة البسيطة التوافقية ركةالح بين ونقارن ،الكهربائية الأنظمة و الميكانيكية الأنظمة

 كالتالي: هي و فصول ستة في الاهتزازات

 الفصل الأول: عموميات حول الحركة الاهتزازية

 .الفصل الثاني: تحليل فورييه للحركة الاهتزازية

 .الفصل الثالث: الاهتزازات الحرة الغير المخمدة ذات درجة واحدة من الحرية

 .ث: الاهتزازات الحرة الغير المخمدة ذات درجة واحدة من الحريةالفصل الثال

 .الفصل الرابع: الاهتزازات الحرة المتخامدة للأنظمة ذات درجة واحدة من الحرية

  .الفصل الخامس: الاهتزازات القسرية لنظام ذي درجة حرية واحدة

 .متعددة درجات الحرية لأنظمةالفصل السادس: الحركة الاهتزازية 

 وندرس ،وتر في العرضية الامواج بدراسة مونقو ج،اموالا حركة على نركز فسوف الثاني المحور في أما 

 الصوتية الامواج انطلاق نحسب لكي الصوت امواج نتناولس و ،التجاوب الانعكاس، ظاهرة الامواج، تراكب

 .دوبلر تأثير على ونطلع الخفقان، ،المستقرة الصوتية الأمواج ندرس و ،الصوت أمواج وشدة

السنة ثانية علوم دقيقة بالمدارس العليا للأساتذة، و التي يتضمن موضوعها  مخصصة لطلاب المطبوعةهذه 

 :يلي كما الأسبوعي الزمني الحجم يتوزعالاهتزازات و الأمواج، 

 .سوالدر (Cours): د 30 و سا1

 .موجهة أعمال (Travaux Dirigés): د 30 و سا1

 .التطبيقية الأعمال (Travaux Pratiques): د  45

https://www.massira.jo/content/%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%87%D8%AA%D8%B2%D8%A7%D8%B2%D8%A7%D8%AA-%D9%88%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%85%D9%88%D8%A7%D8%AC-%D9%88%D8%A7%D9%84%D8%B5%D9%88%D8%AA#tab2
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 المحور الأول: الاهتزازات الميكانية

 الفصل الأول: عموميات حول الحركة الاهتزازية
 الحركة الاهتزازية 1

 مقدمة 

( عندما Tuning Forkفي هذا الفصل سنحاول دراسة نوع من أنواع الحركة، مثل حركة الشوكة الرنانة )

 Violinالة الكمان )او حركة اوتار ( Pendulumنواس البسيط )نجري تجربة معامل الرنين، حركة ال

String .)ونتعرف، وتسارع الجسيمعن حركة توافقية بسيطة، يتم من خلالها التعرف على سرعة  وهي عبارة 

على ما يدعى زاوية  ونتعرف كذلك( Frequensy) (التواتر) (، الترددAmplitudeما يسمى السعة ) على

الخواص التي تلازم (. وغيرها من الصفات وPeriodic Time(، الزمن الدوري )Phase Angleالطور )

 الحركة التوافقية البسيطة.

 

 الحركة الدورية  1.1

الأرض  حركة، حركة القمر حول الأرض ثابتة، مثل ى موقع محدد بعد فترة زمنيةهي حركة يعود فيها الجسم إل

 تتذبذب حول موضع اتزانها في حركة دورية مستمرة. ، حركة الجزيئات في المواد الصلبةحول الشمس

 دورها. Tحيث  F(t) = F(t+T)أنها دورية إذا كانت تحقق المعادلة التالية  (I.1)الشكل  F(t)نقول عن دالة  -

 

 

 

 

 

 

 

 دالة دورية  F(t):1.1الشكل

 

 الحركة التوافقية البسيطة:  2.1

معطاة بدلالة الزمن بالعلاقة التالية:   xذا كانت إزاحته نقول عن جسم ما انه يؤدي حركة توافقية بسيطة إ

𝑥(𝑡) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑) 

  لعلاقة:و يمكن تعريفها أيضا با

F(t) 

t 
T 
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𝑥(𝑡) = 𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑) 

 :حيث 

- A سعة الحركةAmplitude .  

- (ωt+φ) طور زاوية الPhase Angle . 

- φ  الطور في اللحظة  قيمة زاوية أيالطور الابتدائيt=0. 

- ω .نبض الحركة 

و النبض  T=2π [s]و منه الدور هو  π2كلما ازدادت الزاوية بمقدار  (sinدالة الـ  أو) cosتتكرر دالة الـ  -

=1[rad/s]ω. 

 

 

 .(sin)او دالة الـ   cosالـ : دالة  2.1الشكل

 

  الزمن الدوري 1.2.1

   x=-Aإلى النقطة x=Aمن النقطة يعرف الزمن الدوري على انه الزمن الذي يستغرقه الجسيم عندما يتحرك 

ويمكن ملاحظة أن الجسيم عمل دورة كاملة.  أن. و عندئذ نقول x=Aثم يعود مرة أخرى إلى نفس النقطة 

يساوي الزمن الذي يستغرقه في  x=0إلى النقطة  x=Aالنقطة الزمن الذي يستغرقه الجسيم في الحركة من 

    .x=-A إلى x=0الحركة من 

𝑇 =
2𝜋

𝜔
 [𝑠] 

 سعة الاهتزاز  2.2.1

 مسار في نقطتين بين هي المسافة ، أو(x=±Aالاتزان ) موضع من المهتز الجسم إليها يصل إزاحة أقصى هي

 .m بـ وتقاس منعدمة الأخرى وفي أقصاها إحداهما في سرعته تكون الجسم حركة



 

 8 

 

 : دالة جيبية بسيطة3.1الشكل

 

 الزاوي( التواترالنبض ) 3.2.1

  (rad/s)   بوحدة يقاس و ثانية 2π مقداره زمن الجسيم المهتز خلال بها يقوم التي الكلية هتزازاتالا عدد هو

 حيث:

𝜔 =
2𝜋

𝑇
= 2𝜋𝑓 [

𝑟𝑎𝑑

𝑠
] 

 التردد  4.2.1

، على انه عدد الدورات الكاملة المنجزة من طرف الجسيم خلال وحدة 𝑓يعرف التردد، و يرمز له بالرمز 

 الزمن أي أن:

𝑓 =
1

𝑇
=
𝜔

2𝜋
 [𝐻𝑧] 

  الطور الابتدائي 5.2.1

 ( وتحدّد قيمة الطور(Phase Angle طورال زاوية (ωt+φ)، وتسمى الزاوية φ بالرمز الابتدائي طوريرمز لل

اتجاه تتغيرّ إذا تغيرّ  φ ، فقيمة الثابتبدء الحركة نسبة إلى محور القياسمن موقع وسرعة الجسم عند  الابتدائي

 .محور القياس تجاهاكميات متجهة تعتمد إشارتها على  لأن موقع وسرعة الجسم هي القياسمحور 

 سرعة الحركة التوافقية 6.2.1

𝑥(𝑡):  بالشكل الجسيم المتحرك تكتب إزاحةإذا كانت  = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑) :فان 

𝑣(𝑡) = 𝑥̇ =
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 

𝑥̇ = −𝜔𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑) = 𝜔𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑 +
𝜋

2
) 

 .x(t)على تربيع في الطور مع الإزاحة  الجسيم المتحرك سرعةو هذا يعني أن  -
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 تسارع الحركة التوافقية 7.2.1

 التالية:يكتب تارع الجسيم المتحرك وفق المعادلة 

𝛾(𝑡) = 𝑥̈ =
𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡2
 

𝑥̈ = −𝜔2𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑) = 𝜔2𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑 + 𝜋) 

 

 .يعاكسهاو x(t) الإزاحة تسارع الحركة الجيبية يتناسب معنلاحظ أن  من خلال ما سبق -

و نفس الدور  ωسرعة و تسارع الحركة التوافقية البسيطة عبارة عن دالتين جيبيتين لهما نفس النبض  :ملاحظة

T. 

 

 : إزاحة، سرعة و تسارع الحركة التوافقية بسيطة4.1الشكل

 ةالتمثيل الشعاعي للحركة التوافقي 3.1
  )الشعاع الدوار( تمثيل فرينل 1.3.1

 بحيث. θثم نمثل الحركة الجيبية بشعاع طويلته تساوي سعة الحركة و زاويته  ،(oxy)نقوم باختيار معلم 

t=0      →       θ=φ        و     →     θ=ωt+φθ≠t 

 عكس عقارب الساعة. ωهذا الشعاع يدور بسرعة و

 

 

 

 

 

 

 حركة التوافقية: تمثيل فرينل لل5.1الشكل

A 

t=0 
𝒓ሬԦ 

x 

φ 

y 

A 

t≠0 
𝒓ሬԦ 

x 

ωt+φ 

y 
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 المركبة( الأعدادالتمثيل العقدي للحركة التوافقية ) 2.3.1

 .i 12 =مع  Z = x+iy حيث:  Zيمكن تمثيلها في المستوي العقدي بعدد عقدي  M(x,y(النقطة 

x(t) = A cos(ωt+φ)   و   y(t) = A sin(ωt+φ)    ومنه: 

Z = Acos(ωt+φ) + i Asin(ωt+φ) 

– cosθ}لر: باستعمال معادلة اوي  i sinθ =  e−iθ

cosθ +  i sinθ =  eiθ 
 نحصل على    

)φt+ωi(e A=  Z = x+iy    طويلته         ∣ Z ∣ = A = √x2 + y2  

 = Z      :cosθو عمدة 
x

A
 = sinθو          

y

A
 

tωi.e φie  A= )i(ωt+φe A=  Z = x+iy   يسمىAφie  =Ʌ  سعة عقدية وtωie د الاهتزاز.يسمى ح 

 

 الحركة التوافقية البسيطة القوى في 3.3.1

𝐹Ԧ∑                               ك:المبدأ الأساسي للتحريباستعمال  = 𝑚𝛾Ԧ    

𝐹(𝑥)   :                       في حالة جملة لها بعد واحد = 𝑚 
𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡2
 

بالنسبة للحركة الجيبية   
𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝜔2 𝑥(𝑡)     

𝐹(𝑥)و منه       = −𝑚𝜔2 𝑥(𝑡)     نضع   𝐹(𝑥) = −𝑘 𝑥(𝑡)   

  .]N/m[يسمى ثابت المرونة وحدته  2ωk=mحيث 

 (Restoring force)فهي تمثل قوة إرجاع  ومعاكسة لهنلاحظ أن القوة متناسبة مع الانتقال )الإزاحة( 

 

 التوافقية البسيطة الحركة الطاقة في 4.3.1
 الطاقة الحركية 1.4.3.1

         بالعلاقة: vتعرف الطاقة الحركية لجسيم يخضع لحركة سرعتها 

𝑇 = 𝐸𝐶 =
1

2
𝑚𝑣2 

  تكتب على الشكل: الإزاحةلدينا عبارة في الحركة التوافقية 

x(t) = A cos(ωt+φ) 

𝑥̇                                        :و منه = −𝜔𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑) 

  العلاقة السابقة للطاقة الحركية نحصل على:نعوض قيمة السرعة في 
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𝑇 = 𝐸𝐶 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2𝑠𝑖𝑛2(𝜔𝑡 + 𝜑) =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2[1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡 + 𝜑)] 

𝑇 =
1

2
𝑚𝜔2[𝐴2 − 𝐴2𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡 + 𝜑)] 

𝑇 =
1

2
𝑚𝜔2[𝐴2 − 𝑥2(𝑡)] 

  .x(t) = 0تكون عظمى عندما يكون  Tالطاقة الحركية  -

𝑇 = 𝑇𝑚𝑎𝑥 =
1

2
𝑚𝐴2𝜔2  → 𝑥(𝑡) = 0 

       .x(t)= ±A)و تكون الطاقة الحركية معدومة عند نهايتي الاهتزاز ) -

𝑇 = 0 → 𝑥(𝑡) = ±𝐴 

 

  

 

 

 

 

 : الطاقة الحركية للحركة التوافقية6.1الشكل

 

 امنةالطاقة الك 2.4.3.1

 :للوصول إلى عبارة الطاقة الكامنة نستعمل العلاقة التالية

𝐹 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑥
 

F(x)في الحركة الجيبية  = −k x(t) و منه بعد التعويض 

dU

dx
= k. x  →  U = ∫ k. x dx  →   U =

1

2

x

0

k. x2 

 U =
1

2
k. x2 = 

1

2
mω2x2 

    x(t) = 0   → U = 0 : عندما تكون -

x(t) = ±A  →  U :نو عندما تكو - = Umax =
1

2
mA2ω

2
  

 

 

T 

x

x +A 0 x1 -A 

Tx1 

 

𝑇 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2 
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 الطاقة الكلية 3.4.3.1

 التالية: تعطى بالعلاقة للحركة نعلم ان الطاقة الكلية

E = T + U 

 :و منه

E =
1

2
mω2[A2 − x2(t)] + 

1

2
mω2x2 =

1

2
mω2A2 = cte 

 

 

 

 

 

 : الطاقة الكلية للحركة التوافقية7.1الشكل

 

، فعندما يبتعد الجسم عن والطاقة الحركية: أثناء اهتزازة واحدة يوجد تبادل بين الطاقة الكامنة لاحظة هامةم

عندما يعود الجسم إلى وضع  ويحصل العكسوضع التوازن تزداد الطاقة الكامنة على حساب الطاقة الحركية 

 التوازن.

 

 تداخل الحركات التوافقية 4.1
 لهما نفس الاتجاه و نفس التواتر نجيبيتا حركتانجمع  1.4.1

 

  ليكن لدينا حركتان من الشكل:

𝑥1(t) = A1 cos(ωt + φ1) → 𝑟1ሬሬሬԦ 

𝑥2(t) = A2 cos(ωt + φ2) → 𝑟2ሬሬሬԦ 

 تداخل حركتين:

𝑥(𝑡) = 𝑥1(t) + 𝑥2(t) →  𝑟Ԧ 

 استعمال تمثيل فرينل 2.4.1

 هي: 𝑟2ሬሬሬԦمع  𝑟1ሬሬሬԦالزاوية التي يصنعها 

(ωt + φ2) − (ωt + φ1) = φ2 −φ1 

ينشئ حركة  𝑟Ԧ. و منه فان الشعاع ωيبقى ثابتا، و يدور بسرعة زاوية ثابتة   𝑟Ԧ و بالتالي فطول شعاع المحصلة

 و منه: ω(، و تواترها الزاوي 𝑟Ԧ)طويلة  Aتوافقية جديدة سعتها 

E 

x

x +A 0 

T 

-A 

U 

 

𝐸 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2 
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𝑥(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑) 

 العلاقة التي تعطي محصلة شعاعين:نستعمل  Aلإيجاد السعة  -

𝑟Ԧ = 𝑟1ሬሬሬԦ + 𝑟2ሬሬሬԦ 

𝑜𝑦نقوم بالإسقاط على المحورين  𝑜𝑦و  ,  حيث: فنحصل على المعادلات التالية ,

{
𝐴𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝐴1𝑐𝑜𝑠𝜑1 + 𝐴2𝑐𝑜𝑠𝜑2……1
𝐴𝑠𝑖𝑛𝜑 = 𝐴1𝑠𝑖𝑛𝜑1 + 𝐴2𝑠𝑖𝑛𝜑2……2

} 

 :نجد طرف إلىالجمع طرف  و 2و 1بتربيع 

𝐴 = √𝐴1
2 + 𝐴2

2 + 2𝐴1𝐴2 cos(𝜑2 − 𝜑1) 

 فنجد: 1السابقة على المعادلة  2المعادلة  بقسمة ، نقومφالطور )الطور الابتدائي(  ولإيجاد زاوية -

𝑡𝑔𝜑 =
𝐴1𝑠𝑖𝑛𝜑1 + 𝐴2𝑠𝑖𝑛𝜑2
𝐴1𝑐𝑜𝑠𝜑1 + 𝐴2𝑐𝑜𝑠𝜑2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تمثيل فرينل لحركتين لهما نفس الاتجاه و التواتر الزاوي: 8.1الشكل

 

 الطريقة المثلثية 3.4.1

𝑥1(t) = A1 cos(ωt + φ1) 

𝑥2(t) = A2 cos(ωt + φ2) 

𝑥(𝑡) = 𝑥1(t) + 𝑥2(t) = A1 cos(ωt + φ1) + A2 cos(ωt + φ2) 

= Acos(ωt + φ) 

x 

x, 

y, y 

rԦ (A) 

r1ሬሬሬԦ(A1) 

ωt 

r2ሬሬሬԦ(A2) 

φ1 

φ2 

φ 

o 
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 لنشر و التبسيط نجد:بعد ا

 :Aالسعة 

𝐴 = √𝐴1
2 + 𝐴2

2 + 2𝐴1𝐴2 cos(𝜑2 − 𝜑1) 

 : φزاوية الطور 

𝑡𝑔𝜑 =
𝐴1𝑠𝑖𝑛𝜑1 + 𝐴2𝑠𝑖𝑛𝜑2
𝐴1𝑐𝑜𝑠𝜑1 + 𝐴2𝑐𝑜𝑠𝜑2

 

 :حالات خاصة

φ2حركتان على توافق في الطور ) - −φ1 = 0:)               𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2. 

φ2في الطور ) حركتان على تعاكس - −φ1 = π:)             𝐴 = |𝐴1 − 𝐴2|. 

φ2حركتان على ترابع في الطور )  - −φ1 =
π

2
                     :) 𝐴 = √𝐴1

2 + 𝐴2
2 

 

 

 

 

 

 

 

 )على توافق، على تعاكس( اويتمثيل فرينل لحركتين لهما نفس الاتجاه و التواتر الز: 9.1الشكل

 

مجموعة من الحركات الجيبية لها نفس الاتجاه و نفس التواتر الزاوي هو عبارة عن  أوجمع حركتين  خلاصة:

 واتر.حركة جيبية لها نفس الت

 تواتران مختلفانكتان جيبيتان لهما نفس الاتجاه وجمع حر 4.4.1

 ليكن لدينا حركتان من الشكل:

𝑥1(t) = A1 cos(ωt + φ1) → 𝑟1ሬሬሬԦ 

𝑥2(t) = A2 cos(ωt + φ2) → 𝑟2ሬሬሬԦ 

ليست له  𝑟Ԧهي دالة للزمن ليست ثابتة، و بالتالي فشعاع المحصلة  𝑟2ሬሬሬԦو   𝑟1ሬሬሬԦالزوايا التي يصنعها كل من  -

 طويلة ثابتة ولا يدور بسرعة زاوية ثابتة.

 مع ذلك حساب طويلة شعاع المحصلة الذي يساوي: فالحركة الناتجة إذن ليست توافقية لكن يمكن -

x 

y 

rԦ (A) 

r1ሬሬሬԦ(A1) 

 حركتان على توافق
r2ሬሬሬԦ(A2) 

o 
o 

x 

y 

rԦ (A) 

r1ሬሬሬԦ(A1) 

r2ሬሬሬԦ(A2) 

 حركتان على تعاكس
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𝐴(𝑡) = √𝐴1
2 + 𝐴2

2 + 2𝐴1𝐴2 cos[(𝜔2 −𝜔1)𝑡 + (𝜑2 − 𝜑1)] 

 محصورة بين قيمتين:  A(t)فان السعة  1و + 1-محصورة بين  cosبما أن دالة الـ  -

|𝐴1 − 𝐴2| < 𝐴(𝑡) < |𝐴1 + 𝐴2| 

𝐴1|عة بين ظاهرة اهتزاز الس - + 𝐴2|  و|𝐴1 − 𝐴2| .)تسمى ظاهرة تعديل السعة )تكييف السعة 

 

 

 

 

 

 

 

 : ظاهرة تعديل السعة10.1الشكل

 

           لتعديل السعة نفرض الحركات الاهتزازية التالية: حالة خاصة:

𝑥1(t) = A cos(ω1t) 

           ω1 = ω   

𝑥2(t) = B cos(ω2t) 

        ω2 = ω+ ∆ω 

𝑥3(t) = B cos(ω3t) 

         ω3 = ω− ∆ω 

 باستعمال التمثيل العقدي

𝑥(𝑡) = 𝑥1(t) + 𝑥2(t) + 𝑥3(t) 

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝐵𝑒𝑖(𝜔+∆𝜔)𝑡 + 𝐵𝑒𝑖(𝜔−∆𝜔)𝑡 

𝑥(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔𝑡[𝐴 + 𝐵(𝑒𝑖∆𝜔𝑡 + 𝑒𝑖(−∆𝜔)𝑡)] 

𝑥(𝑡) = 𝐴 [1 +
2𝐵

𝐴
cos(∆𝜔𝑡)] 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 بالرجوع إلى التمثيل المثلثي

𝑥(𝑡) = 𝐴 [1 +
2𝐵

𝐴
cos(∆𝜔𝑡)] cos(𝜔𝑡) = 𝐴(𝑡) cos(𝜔𝑡) 

 في هذه الحالة أيضا لدينا ظاهرة تعديل السعة حيث:

t 

|𝐴1 − 𝐴2| 

|𝐴1 + 𝐴2| 

x(t) 

−|𝐴1 − 𝐴2| 

−|𝐴1 + 𝐴2| 
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-  
2𝐵

A
 درجة تعديل السعة. 

- ω∆ .نبض التعديل 

- ω .نبض الحركة الحاملة 

في اهتزازة تواترها عال "كبير"  ∆ωية تقنية لعلم الإرسال يتم بتأثير اهتزازة تواترها صغير التعديل: هو عمل

ω.و يؤدي ذلك الى تغير في عبارة السعة ، 

 

 ظاهرة النبضات )الخفقان( 1.4.4.1

ة توافقيتين متساويتين في السعهي ظاهرة تغير سعة الدالة بصورة توافقية، وتنتج عن تداخل حركتين جيبيتين 

مختلفتين قليلا في التواتر الزاوي. تظهر النبضات مثلا عند إطلاق إشارتين صوتيتين من منبع واحد. ندرس و

 فيمايلي حالة مبسطة تتساوى فيها زاويتا الطور.

𝑥1(t) = A cos(ω1t)            

𝑥2(t) = A cos(ω2t)  

ω2                 حيث: −ω1 = ∆ω  ايω1 ≅ ω2 

 هي: محصله هاتين الحركتين

𝑥(𝑡) =  𝑥1(t) + 𝑥2(t) = A[cos(ω1t) + cos(ω2t)] 

 باستعمال العلاقة الرياضية:

cos α + cos β = 2 cos
α + β

2
cos

α − β

2
 

 ومنه:

𝑥(𝑡) = 2Acos
ω1 +ω2

2
𝑡 cos

ω1 −ω2
2

𝑡 

𝜔̅نضع:  =
𝜔1+𝜔2

2
𝜔1حيث           −𝜔2 = ∆𝜔 

 فتصبح معادلة الحركة من الشكل: 

𝑥(𝑡) = 2A cos 𝜔̅𝑡 cos
∆𝜔

2
𝑡 

و   𝜔̅. الدالة الأولى تواترها 𝑥2(t)و  𝑥1(t)رياضيا المحصلة هي حاصل ضرب دالتين جيبيتين  -

𝑇1دورها  =
2𝜋

𝜔
=

4𝜋

𝜔1−𝜔2
𝑇2نية تواترها )دور الحركة(. الدالة الثا   =

2𝜋

∆𝜔/2
. 

  نسميه دور الخفقان )النبضات(  𝑇𝑏الفاصل الزمني الذي يوصل مرور السعة بقيمتين عظيمتين  -

𝑇𝑏 =
𝑇2
2
=
2𝜋

∆𝜔
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 الخفقان : ظاهرة11.1الشكل

 

 تداخل حركتين متعامدتين لهما نفس التواتر 5.4.1

 لى على المحور الافقي كمايلي:لتكن لدينا الحركة الأو

𝑥(t) = A cos(ωt)    

 والحركة الثانية على المحور العمودي:

𝑦(t) = B cos(ωt + φ)   

 

 

 

 

 

 

 

 : تداخل حركتين متعامدتين12.1الشكل 

 

 فتكون الحركة المحصلة كمايلي: 𝑦(t)و  𝑥(t)فرق الطور بين  φحيث 

 
T1 

x(t) 

t 

K m 

K 
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{
𝑥 = A cos𝜔𝑡

𝑦 = 𝐵 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜔 − 𝐵 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜑
 

{

cos𝜔𝑡 =
𝑥

𝐴

𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 =  
𝐵 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑦

𝐵 𝑠𝑖𝑛𝜑

 

{
 

 cos𝜔𝑡 =
𝑥

𝐴

𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 =  
𝐵
𝑥

𝐴
 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑦

𝐵 𝑠𝑖𝑛𝜑

 

{

cos𝜔𝑡 =
𝑥

𝐴
  …… .1

𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 =  
𝐵 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝐴𝑦

𝐴𝐵 𝑠𝑖𝑛𝜑
…… .2

 

12 + 22 = 1→ 
𝑥2

𝐴2
+
𝐵2𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝜑 + 𝐴2𝑦2 − 2𝐴𝐵𝑥𝑦 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝐴2𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝜑
 

 بعد النشر والتبسيط نحصل على:

𝑥2

𝐴2
+
𝑦2

𝐵2
− 2

𝑥𝑦

𝐴𝐵
𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑠𝑖𝑛2𝜑…………∗ 

 (.2B ,2Aمستطيل ابعاده )هي معادلة قطع ناقص يقع داخل  *المعادلة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 )حلقة لوساجو( ركتين متعامدتين: تداخل ح 13.1الشكل 

 

 حالات خاصة:

φ         فرق الطور: - = 0 

O 

-A x(t) 

y(t) 

A 

B 

-B 
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)تصبح المعادلة :   
𝑥

𝐴
−

𝑌

𝐵
)
2
= 0 ↔ 𝑦 =

𝐵

𝐴
𝑥 

وهي معادلة مستقيم ميله 
𝐵

𝐴
 موجب. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0         فرق الطور: - < φ <
𝜋

2
 

 معادلة قطع ناقص ميله موجب. * بح المعادلةتص

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

φ         فرق الطور: - =
𝜋

2
 

كمايلي :     *تصبح المعادلة
𝑥2

𝐴2
+

𝑦2

𝐵2
= 1 

 وهي معادلة قطع ناقص قائم.

𝐴اذا كان  = 𝐵 .يتحول القطع الناقص الى دائرة 

O 

-A x(t) 

y(t) 

A 

B 

-B 

-A x(t) 

y(t) 

A 

B 

-B 
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         فرق الطور: -
𝜋

2
< φ < 𝜋 

 .معادلة قطع ناقص ميله سالب * المعادلة تصبح

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

φ         فرق الطور: - = 𝜋 

)تصبح المعادلة :   
𝑥

𝐴
+

𝑌

𝐵
)
2
= 0 ↔ 𝑦 = −

𝐵

𝐴
𝑥 

وهي معادلة مستقيم ميله 
−𝐵

𝐴
 سالب. 

 

 

 

x(t) 

y(t) 

A 

O 

B 

-B 

-A 

x(t) 

A 

B 

-B 

-A 
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 تمارين الفصل الأول: 

  : الأولالتمرين 

 sinusو  cosinusلدوال  اكتب الدوال التالية كعبارة او مجموع

1- x =2cos(5t+π/6) 

2- x =3sin4π(t-0.125) 

 :الثانيالتمرين 

 بالدوال التالية: مانقطة مادية تحركات  عرفت

1- x =-2cos5πt+3sin5πt 

2- x =3cos10t-2sin10t 

 cosinusاكتب كل معادلة على شكل دالة 

 :الثالثالتمرين 

 ال التالية:                     يعرف موضع نقطة مادية على مستقيم موجه بدلالة الدو

1- x =5cos(25t+π/6) 

2- x =2cos5π(t-0.05) 

3- x=5cos3πt 

4- x=3sin(10t-π/4) 

5- x=-4sinπ(2t+0.25) 

  Radو الطور ب  Sوحدتها  tو  Cmوحدتها  xحيث 

-A x(t) 

y(t) 

A 

B 

-B 
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 احسب:

 السعة -1

 الطور الابتدائي، التواتر الزاوي، التردد و الدور الزمني. -2

 زمن.عبارة السرعة و التسارع بدلالة ال -3

 القيم القصوى للسرعة و التسارع. -4

 ( في التمثيل الكارتيزي.x)tارسم الدوال  -5

 : الرابعالتمرين 

 ـ متأخرالنظام  أنافترضنا  إذا، A=1mmو سعة  f=500Hzنظام له حركة توافقية جيبية ذات تردد   1/4000ب

s  معلم متحرك )له نفس  إلىبالنسبةA  وT 

 cosinusدلالة ب a(t), v(t), x(t)اكتب معادلة  -1

 تمثيل شعاعي -ا        a(t), v(t), x(t)مثل كل من  -2

                                                                    تمثيل كارتيزي -ب                                                      

 :الخامسالتمرين 

، مع العلم انه في اللحظة A=3cmوسعة حركته  f=10Hzتردد  جيبية ذات بصيغة حركيتنظام لنفترض لدينا 

 والسرعة سالبة. x=2cmكانت الإزاحة  t=0الابتدائية 

 ماهي معادلة الحركة لهذا النظام؟ -

 :السادسالتمرين 

دورة في الثانية مما يؤدي إلى اهتزاز قاعدته بحركة توافقية بسيطة ذات  3600محرك كهربائي يدور بسرعة 

 ناتجة عن عدم تمركز محور دورانها. 0.5mها سعة مقدار

 احسب القيمة العظمى لتسارع قاعدة المحرك. -1

، فاحسب القيمة العظمى للقوة التي يطبقها المحرك على 100kgكانت كتلة المحرك تساوي  إذا -2

 الأرضية

 :السابعالتمرين 

في حالة  Tاوجد الطاقة الحركية  اوجد صيغة عامة لدور الحركة الاهتزازية باستخدام مبدأ انحفاظ الطاقة ثم

 الحركة الجيبية، وبرهن أن القيمتين الوسطيتين للطاقة الحركية والطاقة الكامنة بالنسبة لهزاز توافقي متساويتان.
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 الفصل الثاني: تحليل فورييه للحركة الاهتزازية
 تحليل فورييه 2

 سلاسل فورييه 1.2

+، تمتلك عدد محدود من النقاط الصغرى و العظمى، و πالى  π–دالة دورية في المجال  f(x)لتكن الدالة 

∫للتكامل  |𝑓(𝑥)|dx
+π

−π
 قيمة منتهية. تحت هذه الشروط يمكن كتابة: 

𝑓(𝑥) =  
𝑎0
2
+ ∑(𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥)…… .1

𝑛=∞

𝑛=1

 

 تسمى معاملات فورييه. 𝑏𝑛و  𝑎0 ،𝑎𝑛حيث 

 

 𝒃𝒏و  𝒂𝟎 ،𝒂𝒏المعاملات حساب  2.2

 [π, +π-]و نجري التكامل في المجال  cosmxفي  1نضرب المعادلة  𝑎𝑛لإيجاد المعامل 

∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥𝑑𝑥
+𝜋

−𝜋

= ∫
𝑎0
2
𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥𝑑𝑥

+𝜋

−𝜋

 

+∫ ∑ 𝑎𝑛

𝑛=∞

𝑛=1

+𝜋

−𝜋

𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥 𝑑𝑥 + ∫ ∑ 𝑏𝑛

𝑛=∞

𝑛=1

+𝜋

−𝜋

𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥 𝑑𝑥 

 (0فان كل التكاملات تساوي الصفر ) n≠mإذا كان 

 فان: n=mإذا كان 

∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥𝑑𝑥
+𝜋

−𝜋

= ∫
𝑎0
2
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥

+𝜋

−𝜋

 

+∫ ∑ 𝑎𝑛

𝑛=∞

𝑛=1

+𝜋

−𝜋

𝑐𝑜𝑠2 𝑛𝑥 + ∫ ∑ 𝑏𝑛

𝑛=∞

𝑛=1

+𝜋

−𝜋

𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑑𝑥 

}لدينا 

cos 2𝑛𝑥 = 𝑐𝑜𝑥2 𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥
cos 2𝑛𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥 − 1

𝑐𝑜𝑥2𝑛𝑥 =
𝑐𝑜𝑥2𝑛𝑥+1

2

  

∫ 𝑎𝑛

+𝜋

−𝜋

𝑐𝑜𝑠2 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎𝑛∫
𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥 + 1

2

+𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 = 𝑎𝑛𝜋 

 كمايلي:  و منه النتيجة تصبح

∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥 =  𝑎𝑛𝜋
+𝜋

−𝜋
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 إذا تصبح: 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥). 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥. 𝑑𝑥
+𝜋

−𝜋

 

، نجد في الأخير.[π, +π-]و نجري التكامل في المجال  sinnxفي  1نضرب المعادلة  𝑏𝑛المعاملات  ولإيجاد

  

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥). 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥. 𝑑𝑥
+𝜋

−𝜋

 

 [π, +π-]في المجال    نجري التكامل مباشرة 𝑎0و لإيجاد المعامل 

∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥 = ∫
𝑎0
2
𝑑𝑥

+𝜋

−𝜋

= 𝑎0𝜋
+𝜋

−𝜋

 

𝑎0ومنه        =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
+𝜋

−𝜋
 

 

 ملاحظات:

-  
𝑎0

2
 خلال الدور. f(x)تمثل القيمة الوسطى للدالة للدالة   

 . 𝑎0( بما في ذلك 0تساوي الصفر )   𝑎nدالة فردية كل معاملات   f(x)ذا كانت الدالة إ -

                               f(x) =  ∑  (bn sin nx)
n=∞
n=1 

  .(0تساوي الصفر )   bnدالة زوجية كل معاملات   f(x)إذا كانت الدالة  -

                         f(x) =  
a0

2
+ ∑  (an cos nx)

n=∞
n=1  

 

  عبارة معاملات فورييه في حالة الزمن المتحول 3.2

 نضع:

{
 
 

 
 

𝑥 →  𝜔𝑡
𝑓(𝑥) → 𝑓(𝑡)

−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ +𝜋,     

−
𝜋

𝜔
≤ 𝑡 ≤ +

𝜋

𝜔
 ,   −

𝑇

2
≤ 𝑡 ≤

𝑇

2
  ,   𝑇 =

2𝜋

𝜔

 

𝑎n =
1

π
∫ 𝑓(𝑥). 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥. 𝑑𝑥
+𝜋

−𝜋

 

𝑎n =
1

π
∫ 𝑓(𝑡). 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑡. 𝑑𝜔𝑡
+
𝑇

2

−
𝑇

2

=
𝜔

𝜋
 ∫ 𝑓(𝑡). 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑡. 𝑑𝑡

+
𝑇

2

−
𝑇

2
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𝑎𝑛 =
2

𝑇
 ∫ 𝑓(𝑡). 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑡. 𝑑𝑡

+
𝑇

2

−
𝑇

2

 

𝑏𝑛 =
2

𝑇
 ∫ 𝑓(𝑡). 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑡. 𝑑𝑡

+
𝑇

2

–
𝑇

2

 

𝑎0 =
2

𝑇
 ∫ 𝑓(𝑡). 𝑑𝑡

+
𝑇

2

–
𝑇

2

 

 

خلال نصف الدور الأخر.  -1+ خلال نصف الدور و1تقرة قيمتها الة المربعة: هي دالة غير مسالد

 𝑓(𝑡) {
−1 , −

𝑇

2
≤ 𝑡 ≤ 0

+1 , 0 ≤ 𝑡 ≤
𝑇

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : الدالة المربعة1.2 الشكل

 

 (.0تساوي الصفر )   𝑎0و  𝑎𝑛 دالة فردية إذن معاملات  𝑓(𝑥) يلاحظ من البيان أن الدالة

 𝑏𝑛حساب معاملات 

 𝑏n =
2

𝑇
 ∫ 𝑓(𝑡). 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑡. 𝑑𝑡 =

2

𝑇
[∫ −𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑡 𝑑𝑡 + ∫ sin 𝑛𝜔𝑡 𝑑𝑡

𝑇

2
0

0

−
𝑇

2

]
+
𝑇

2

–
𝑇

2

 

=
1

𝜋
∫ −𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡 𝑑𝑡 +
0

−𝜋

1

𝜋
∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡 𝑑𝑡 =

1

𝑛𝜋

𝜋

0

[𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡]−𝜋
0 −

1

𝑛𝜋
[𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡]0

𝜋

=
1

𝑛𝜋
[2 − 2𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋] 

𝑏n =
2

𝑛𝜋
[1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋] 

-π 

t 

-1 

+1 

f(t) 

+π 
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𝑏n = {
0 ,   𝑠𝑖 𝑛 = 2𝑝  زوجي

4

𝑛𝜋
 ,   𝑠𝑖 𝑛 = 2𝑝 + فردي  1

 

𝑓(𝑡) =  ∑ (
4

(2𝑝 + 1)𝜋
sin(2𝑝 + 1))

𝑛=∞

𝑝=0

 

 الصيغة العقدية لسلاسل فورييه 4.2

}:            باستعمال معادلات اويلر cosθ –  i sinθ =  e−iθ

 cosθ +  i sinθ =  eiθ 
 

𝑓(𝑡)                           في نشر فورييه: =  
𝑎0

2
+ ∑ (𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡)

𝑛=∞
𝑛=1 

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡 = 𝑎𝑛 (
𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡

2
) + 𝑏𝑛 (

𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡 − 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡

2𝑖
)

=
𝑎𝑛
2
(𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡) +

𝑏𝑛
2𝑖
(𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡 − 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡)

= 𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡 (
𝑎𝑛
2
+
𝑏𝑛
2𝑖
) + 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡 (

𝑎𝑛
2
−
𝑏𝑛
2𝑖
) 

= 𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡 (
𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛

2
) + 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡 (

𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛
2

) 

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡 = 𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑐−𝑛𝑒

−𝑖𝑛𝜔𝑡 

 عددان مركبان مترافقان و بالتالي الصيغة العقدية لنشر فورييه  𝑐−𝑛و    𝑐𝑛حيث 

 𝑓(𝑡) =  
𝑎0

2
+ ∑ (𝑐𝑛𝑒

𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑐−𝑛𝑒
−𝑖𝑛𝜔𝑡)𝑛=∞

𝑛=1 

𝑐0  :   بوضع =
𝑎0

2
 .        𝑓(𝑡)   القيمة الوسطية لـ 

                       𝑓(𝑡) = ∑ (𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜔𝑡)𝑛=+∞

𝑛=−∞ 

 𝐶𝑛حساب معاملات  -

𝐶𝑛 =
1

2
(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛) 

𝐶𝑛 =
1

2
[
2

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

−
2

𝑇
∫ 𝑖𝑓(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

] 

𝐶𝑛 =
1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑡 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

 

𝐶𝑛 =
1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡𝑑𝑡
𝑇

0
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 نظرية باسوفال أو نظرية الطاقة -

 )تيار متناوب مثلا(  𝑓(𝑡)لتكن لدينا ظاهرة فيزيائية معينة

𝑓𝑒𝑓𝑓                   القيمة الفعالة هي:           
2 =

1

𝑇
∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
 

 حيث القيمة المتوسطة لهذه الدالة هي:

𝑓𝑚𝑜𝑦 =
1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

 

 :ثانيتمارين الفصل ال

 :الاولالتمرين 

 نشر بواسطة فورييه للدوال التالية:اوجد الرسم البياني و

1- F(t) =    -t ; -2≤t≤0                                          3-   F(t) = t2 ; -π≤t≤π 

                       +t ; 0≤t≤2                                               

2- F(t) =    +t ; 0≤t≤2                                          4-   F(t) = t2 ; 0≤t≤2π 

                         -t+4 ; 0≤t≤4 

 :ثانيالتمرين ال

 يخضع إلى القوة المبينة في الشكل ادناه. mجسم كتلته 

 اكتب معادلة حركة الجسم باستعمال متسلسلات فورييه. -1

 تأكد أن حلها يكتب كمايلي: -2

x(t) = a + bt +Asinwt + bsin3wt + …………………. 

 ثابتان اختياريان. bو aحيث 

 

 

 

 

 

 

 

 

2π/w 

3π/w 

4π/w 

5π/w 

6π/w 

π/w t 

F(t) 

F0 

-F0 
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 :ثالثالتمرين ال

 رة دورية مثلثية )الشكل المقابل(.فرق جهد بهيئة إشا

 المار عبر المكثفة باستعمال نشر فورييه في صيغته الحقيقية و العقدية.اوجد عبارة التيار  -

-  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

π/2 -π/4 

-π/2 π/4 t 

V(t) 

V0 

-V0 
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 الاهتزازات الحرة الغير المخمدة ذات درجة واحدة من الحرية :لثالثا الفصل
 . الاهتزازات الحرة الغير المخمدة3

 حداثيات المعممةالإ 1.3

  يمكن تعيين موضع نقطة ماديةm قد تكون هذه الإحداثيات املا في الفضاء بثلاث إحداثيات وتعيينا ك

نحتاج إلى إحداثيتان فقط إذا كانت النقطة المادية مقيدة الحركة في مستو ارتيزية أو اسطوانية أو كروية، وك

 أو منحني فعندئذ يكفي إحداثي معمم واحد.أو سطح ثابت. بينما إذا كانت تتحرك على خط مستقيم 

  في حالة منظومة متكونة منN  3إلى جسيم نحتاج بصورة عامةN من الإحداثيات لتعيين مواضع جميع 

 .3Nالجسيمات في أن، أما إذا فرضت قيود على المنظومة فنحتاج إلى عدد من الإحداثيات اقل من 

 إحداثيات معممة لتحديد موضعه تحديدا كاملا. 6من توفر مثلا إذا كان الجسيم عبارة عن جسم صلب لابد 

 إحداثيات لمركز ثقله 3 -

 أخرى تتمثل في زوايا اويلر للميلان. 3بالإضافة إلى  -

 سوف نرمز لهذه الإحداثيات بالرموزلتعيين الشكل العام للمنظومة و nعدد معين  أصغريتطلب بصورة عامة و

𝑞1(𝑡), 𝑞2(𝑡), 𝑞3(𝑡), ………… . . 𝑞𝑛(𝑡) 

 التي تسمى الإحداثيات معممة.و

 

 درجة الحرية 2.3

 هي عدد الإحداثيات المعممة المستقلة " التي لا تشمل الزمن". 

𝑀1 إحداثيات معممة  6الإحداثيات المعممة لهذا النظام هي  → (x1, y1, z1) و𝑀2 → (x2, y2, z2)  و

 المعممة داثياتالعلاقة التي تربط بين الإح

𝑒 = √(𝑥2 − 𝑥1)
2+(𝑦2 − 𝑦1)

2 + (𝑧2 − 𝑧1)
2 

 حيث: d=N-nفعدد درجات الحرية 

n .هو عدد العلاقات )المعادلات( التي تربط بين الإحداثيات المعممة : 

N .هو عدد الإحداثيات المعممة : 

 d=6-1=5  :في هذه الحالة عدد درجات الحرية هو

 ات الاحداثيات المعممة تسمى السرعات المعممة.مشتق -

,𝑞1(𝑡)الإحداثيات                 𝑞2(𝑡), 𝑞3(𝑡),………… . . 𝑞𝑛(𝑡) 

𝑞1        السرعات                      
. (𝑡), 𝑞2

. (𝑡), 𝑞3
. (𝑡),………… . . 𝑞𝑛

. (𝑡) 

 

M1 
e 

M2 
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                 الحرة غير المخمدة الاهتزازات  3.3

 مقدمة: 

هي تلك الاهتزازات الناتجة عن إزاحة النظام عن وضع توازنه، أو اكتساب الاهتزازات الحرة غير المخمدة 

إحدى نقاطه المادية سرعة ابتدائية ثم نتركه يهتز بحرية دون أي قوة خارجية. نهتم في هذا الفصل بدراسة 

التخامد الضعيف )غير المخمد( أثناء الاهتزاز بحيث يمكن اعتبارها الأنظمة التي يكون فيها فقدان الطاقة بسبب 

 أنظمة محافظة بصورة تقريبية.

 

 الحرة غير المخمدةاشتقاق المعادلة التفاضلية للحركة  1.3.3

 لاشتقاق المعادلة التفاضلية لحركة هنالك عدة طرق أهمها:

 طريقة الاتزان. -

 طريقة لاغرانج. -

 طريقة انحفاظ الطاقة. -

 ريقة الاتزان:ط -

 نعتمد على استخدام قانون نيوتن الثاني للحركة لاشتقاق 

 المعادلة التفاضلية للنظام. 

 ( )قوى الاحتكاك مهملة(.mكتلة )-: نظام ميكانيكي: نابض1مثال

m مقدار الكتلة :kg 

k ثابت مرونة النابض :N/m 

0L الطول الابتدائي للنابض :m 

ΔL حركة كتلة معلقة بنابض1.3الشكل                                    الكتلة.: استطالة النابض تحت تأثير : 

 

 نحدد هو في حالة سكون ومستوي نهاية النابض و بعد تعليق الكتلة نختار موضع الاتزان الذي يكون في

 اتجاها موجبا للحركة.

 طريقة نيوتن "المبدأ الأساسي للتحريك يعطى بالعلاقة التالية:

𝐹extሬሬሬሬሬሬሬԦ∑             ابيةحركة انسح - = 𝑚𝛾Ԧ 

μ(𝐹)∑حركة دورانية              - = 𝐽𝜃̈ 

 منه.قوة شد الخيط وقوة الثقل و في حالة السكون: تؤثر على الكتلة قوتان هما 

k 

ΔL 

m 

x(t) 

k k 

m 

 موضع الاتزان

 الحركة
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∑𝐹extሬሬሬሬሬሬሬԦ = 0 ሬሬሬԦ → 𝑚𝑔Ԧ + 𝑘. ∆𝐿ሬሬሬሬԦ = 0ሬԦ 

𝑚𝑔                                      الإسقاط على محور الحركة نجد: + 𝑘. ∆𝐿 = 0 

  :في حالة الحركة 

∑𝐹extሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝑚𝛾 ሬሬሬԦ = 𝑚𝑥̈ → 𝑚𝑔 − 𝑘. (∆𝐿 + 𝑥) = 𝑚𝑥̈ 

𝑚𝑔 − 𝑘. ∆𝐿 − 𝑘𝑥 = 𝑚𝑥̈  →  𝑥̈(𝑡) +
𝑘

𝑚
𝑥(𝑡) = 0 

التفاضلية لحركة غير متخامدة لنظام لها درجة واحدة من الحرية، تكتب على الشكل التالي بدلالة هي المعادلة و

 ممة.الإحداثيات المع

 𝑞̈(𝑡) + 𝜔0
2𝑞(𝑡) = 0 

 q(t)أو اهتزاز شحنة كهربائية θ(t) أو حركة دورانية  x(t)يمكن أن تكون إزاحة حركة انسحابية  q(t)حيث 

 ........ p(t)أو ضغط هوائي 

ω0يسمى النبض الطبيعي للحركة     
2 =

𝑘

m
 →  ω0 = √

k

m
𝑇0و دورها              =

2𝜋

𝜔0
= 2π√

k

m
 

 

 .مهملة L، في هذه الحالة نفرض أن المقاومة الداخلية للوشيعة L,C): نظام كهربائي: دارة )2مثال

هي طريقة كيرشوف )مجموع فروق الجهد في الطريقة المكافئة لقانون نيوتن وفي النظام الكهربائي نستعمل 

 دارة مغلقة يساوي الصفر(.

𝑉𝐿                  ارة فان:إذا كان هناك شحنة ابتدائية في الد - + VC =  0 

 𝐿
𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+

1

𝐶
∫ 𝑖(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 

t:        𝐿نشتق بالنسبة إلى 
𝑑2𝑖(𝑡)

𝑑𝑡2
+

1

𝐶
𝑖(𝑡) = 0 

و منه:         
𝑑2𝑖(𝑡)

𝑑𝑡2
+

1

𝐿𝐶
𝑖(𝑡) = 0 

 ة حيث:التفاضلية للحركة الحرة غير المخمدوهي المعادلة 

ω0النبض الطبيعي:  
2 =

1

LC
 →  ω0 = √

1

LC
𝑇0    و الدور الطبيعي في هذه الحالة هو    = 2π√𝐿𝐶 

𝑖(𝑡)                      ملاحظة: يمكن التعبير عن المعادلة السابقة بواسطة الشحنة الكهربائية. =
𝑑𝑞(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑞̇ 

𝐿
𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+

1

𝐶
∫ 𝑖(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 → 𝐿

𝑑2𝑞(𝑡)

𝑑𝑡2
+

1

𝐶
𝑞(𝑡) = 0 →

𝑑2𝑞(𝑡)

𝑑𝑡2
+

1

𝐿𝐶
𝑞(𝑡) = 0  

هما دالتان لخصائص النظام لا يتعلقان  𝑇0و  ω0ملاحظة: في كلا النظامين الكهربائي و الميكانيكي نلاحظ أن 

 بمقدار سعة الاهتزاز و لا بالشروط الابتدائية.

i(t) 

L 

C 
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 لاغرانج:طريقة  -

بالنسبة لنظام يخضع لحركة  الطاقة الكامنة.اقة الحركية وطريقة معممة طورها لاغرانج بالاعتماد على الط

 حرة غير مخمدة تأخذ معادلة لاغرانج الشكل التالي:  

             
𝑑

dt
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 0 

qi   إحداثي معمم وL  ث :            دالة لاغرانج حي             𝐿 =  𝑇 − 𝑈 

 ( )قوى الاحتكاك مهملة(.mكتلة ) -: نظام ميكانيكي: نابض1مثال

 يعبر عن حركة النظام. x(t)لدينا إحداثي معمم واحد 

𝑇       الطاقة الحركية : =
1

2
 𝑚 𝑥̇2 

𝑈الطاقة الكامنة:           =
1

2
  𝑥2 

𝐿دالة لاغرانج :  = 𝑇 − 𝑈 =  
1

2
 𝑚 𝑥̇2 −

1

2
 𝑘 𝑥2  

 
𝑑

dt
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 → 𝑚𝑥 + 𝑘𝑥 = 0 →̈  𝑥̈ +

𝑘

𝑚
𝑥 = 0 

 هي المعادلة التفاضلية للحركة.و

 نهمل المقاومة الداخلية للنظام. (L,C): نظام كهربائي 2مثال

T                                   الطاقة الحركية:   =
1

2
  i̇2 =

1

2
𝐿𝑞̇2 

U                               الطاقة الكامنة :  =
1

2
 
1

𝐶
 q2 

𝐿دالة لاغرانج :         = 𝑇 − 𝑈 =  
1

2
Lq̇2 −

1

2𝐶
 q2  

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 → 𝐿 𝑞̈ +

1

𝑐
𝑞 = 0 →  𝑞̈ +

1

𝐿𝐶
𝑞 = 0 

 ية للحركة.هي المعادلة التفاضلو

 : نظام ميكانيكي )نواس بسيط(3مثال

 مهمل الكتلة و غير قابل للامتطاط. lخيط طوله و mيتكون النواس من كتلة نقطية 

𝑇       الطاقة الحركية:   =
1

2
  𝑣̇2 =

1

2
𝑚𝑙2𝜃̇2 

𝑈الطاقة الكامنة :          = 𝑚𝑔𝑙 (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

𝐿دالة لاغرانج :        = 𝑇 − 𝑈 =  
1

2
𝑚𝑙2𝜃̇2 −𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 → 𝑚𝑙2𝜃̈ + 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0  

 :منهو sinθ≈θعند الاهتزاز بزوايا صغيرة يكون 

l 

m 

θ(t) 

l(1-cosθ) 

k 

m 

x(t) 

i(t) 

L 

C 
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𝑚𝑙2𝜃̈ + 𝑚𝑔𝑙𝜃 = 0 → 𝜃̈ +
𝑔

𝑙
𝜃 = 0 

 هي المعادلة التفاضلية للحركة حيث:وهي و

𝜔0ي:  النبض الطبيع
2 =

𝑔

𝑙
 →  𝜔0 = √

𝑔

𝑙
𝑇0    و الدور الطبيعي في هذه الحالة هو    = 2π√

𝑙

𝑔
 

 

  طريقة انحفاظ الطاقة: -

تعتمد هذه الطريقة على مبدأ انحفاظ الطاقة، إذ يبقى مقدار الطاقة الكلية للنظام محافظ أي ثابتا في أي لحظة 

 الطاقة الكامنة يكون. لكلية بدلالة الطاقة الحركية وا زمنية، فإذا عبرنا عن الطاقة

E = T + U   

 حيث: 

E                الطاقة الكلية للنظام :T                  الطاقة الحركية :Uالطاقة الكامنة : 

نأخذ المشتقة الأولى للمعادلة السابقة بالنسبة للزمن.         
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0 →  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+
𝑑𝑈

𝑑𝑡
= 0 

 منها يتم إيجاد المعادلة التفاضلية للحركة.و

 نابض( -مثال: نظام ميكانيكي )كتلة

 الطاقة الكامنة للنظام مقارنة مع وضع الاتزان.نجد الطاقة الحركية و

𝑇       لطاقة الحركية :ا =
1

2
 𝑚 𝑥̇2 

𝑈الطاقة الكامنة:           =
1

2
  𝑥2 

𝐸: الطاقة الكلية للنظام  = 𝑇 + 𝑈 =  
1

2
 m ẋ2 +

1

2
 𝑘 x2 

 المشتقة الأولى للطاقة الكلية:

   
dE

dt
= 0 → 𝑚𝑥̇𝑥̈ + 𝑘𝑥𝑥̇ = 0 → 𝑚𝑥̈ + 𝑘𝑥 = 0 → 𝑥̈ +

𝑘

𝑚
𝑥 = 0 

 هي المعادلة التفاضلية للحركة.و 

 نهمل المقاومة الداخلية للنظام. (L,C): نظام كهربائي مثال

T                الطاقة الحركية:   =
1

2
 𝐿 i̇2 =

1

2
𝐿𝑞̇2 

U                      الطاقة الكامنة :  =
1

2
 
1

𝐶
 q2 

𝐸دالة الكلية للنظام :         = 𝑇 + 𝑈 =  
1

2
Lq̇2 −

1

2𝐶
 q2  

نشتق بالنسبة للزمن.   
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0 → 𝐿𝑞̇ 𝑞̈ +

1

𝑐
𝑞𝑞̇ = 0 →  𝑞̈ +

1

𝐿𝐶
𝑞 = 0 

 المعادلة التفاضلية للحركة.هي و

i(t) 

L 

C 

𝐱̇(𝐭) 

k 

m 

𝐱(𝐭) 
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 حل المعادلة التفاضلية 2.3.3

 لتكن لدينا المعادلة التفاضلية التالية:   

𝑞̈ + 𝜔0
2𝑞 = 0… . .∗ 

بدون طرف ثان. لغرض حل هذه المعادلة نفرض أن الدرجة الثانية بمعاملات ثابتة ووهي معادلة تفاضلية من 

        الحل يكون على الشكل التالي:

𝑞(𝑡) = 𝐴𝑒𝑟𝑡 → 𝑞̈ = 𝐴𝑟2𝑒𝑟𝑡 

 السابقة نجد:* نعوض في المعادلة 

  𝐴𝑟2𝑒𝑟𝑡 +𝜔0
2𝐴𝑟𝑒𝑟𝑡 = 0 → 𝑟2 +𝜔0

2 = 0 → 𝑟2 = −𝜔0
2 → 𝑟1,2 = ±𝑖𝜔0 

𝑞(𝑡)و منه:             = 𝐴1𝑒
𝑖𝜔0𝑡 + 𝐴2𝑒

−𝑖𝜔0𝑡 

 كتب على الشكل التالي: هذا الحل يمكن أن يو

𝑞(𝑡) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠𝜔0𝑡 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛𝜔0𝑡 

𝑞(𝑡)أو على الشكل:    = 𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡 + 𝜑)     

𝐶حيث       = √𝐴2 + 𝐵2 

  يتم تحديدها من الشروط الابتدائية. φو  Cاو   Bو 1B ،Aو 1Aملاحظة: الثوابت 

 :ثالثتمارين الفصل ال

 : الأولالتمرين 

. الكتلة الموجودة 0.1mفي نابض شاقولي، فنلاحظ انه يستطيل في حالة السكون بمقدار  m=1kgنعلق كتلة 

 ، بإهمال قوى الاحتكاك.0.005mفي حالة الاتزان نعطيها حركة نحو الأعلى، فتبدأ تهتز بسعة 

 .Kاوجد ثابت مرونة النابص  -1

 احسب دورها.اوجد معادلة الحركة، و -2

 بدلالة الزمن؟ x(t) ماهي عبارة الإزاحة -3

 التسارع في هذه الحالة.بارة السرعة واوجد ع -4

 :الثانيالتمرين 

أربعة نوابض كما في الشكل المقابل، فإذا افترضنا أن الكتلة متصلة بذراعين و mيتكون من كتلة نظام مهتز 

 تتحرك باتجاه عمودي فقط، مع إهمال كتلة الذراعين.

 بض(.اوجد التواتر الطبيعي للنظام )الن -
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 :الثالثالتمرين 

 بدون احتكاك. Oتدور حول محور يمر بالنقطة  L4طولها و mام مهتز يتكون من ساق كتلتها نظ

النابض في حالة راحة(، نزيح الساق عن وضع ية )وعند وضع التوازن تكون الساق في الوضعية الشاقول -

 ثم نتركها حرة لحالها. θتوازنها بزاوية 

 فاضلية للحركة مستعملا المبدأ الأساسي للتحريك في الحركة الدورانية.اوجد المعادلة الت -1

 ماهي الشروط الواجب توفرها حتى يخضع النظام إلى حركة اهتزازية توافقية. -2

 

 

 

 : الرابعالتمرين 

 ، 3Kنابض ثابت مرونته و 2Lالنظام المهتز يتكون من ساق مهملة الكتلة طولها 

 افتي الساق كما يوضحه الشكل المقابل. عند وضع التوازنكتلتين نقطيتين مثبتتين في حو

 تكون الساق في الوضعية الأفقية. 

 

 

 

 

 

 

 

x(t) 

m 
L L 

L L 

K1 K2 

K3 

K4 

O 
L 

L 

3K 

(m) 

O 

2L 

L 

K 

P 

T 
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 ثم نتركها حرة لحالها. θنزيح الجملة عن وضع توازنها بزاوية 

 .θبدلالة  Uعبر عن قيمة الطاقة الكامنة  -1

 ماهي الشروط الواجب توفرها في وضع التوازن. -2

 في هذه الحالة. Uبسط عبارة الطاقة الكامنة  -3

 .Tاوجد عبارة الطاقة الحركية  -4

 استنتج عبارة دالة لاغرانج. -5

 اوجد المعادلة التفاضلية للحركة بتطبيق طريقة لاغرانج. -6

 :الخامسالتمرين 

ة كتلة نقطية ثالثة معلقة في ساق قصيرن معلقتين في نهايتي ساق طويلة ويتكون النظام المهتز من كتلتين نقطيتي

ثلاثة نوابض مرنة كما يوضحه الشكل المقابل. تأخذ الساق الطويلة الوضعية ا بالساق الطويلة ومعلقة عمودي

 ثم نتركها حرة لحالها. θالشاقولية عند التوازن. نزيح الجملة عن وضع توازنها بزاوية 

 .θبدلالة  Uاوجد عبارة الطاقة الكامنة  -1

 ماهو الشرط الواجب توفرها عند وضع التوازن. -2

 .Uة الطاقة الكامنة بسط عبار -3

 .Tاوجد عبارة الطاقة الحركية  -4

 اوجد المعادلة التفاضلية للحركة بتطبيق مبدأ انحفاظ الطاقة. -5

 احسب التواتر الزاوي للحركة. -6
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 الاهتزازات الحرة المتخامدة للأنظمة ذات درجة واحدة من الحرية :لرابعا الفصل

 الاهتزازات الحرة المخمدة. 4

 تمهيد:

ذلك بسبب تبدد طاقتها نتيجة تأثير قوى سعتها مع مرور الزمن حتى تنعدم وي تلك الاهتزازات التي تتناقص ه

 هناك أنواع من التخامد نذكر منها:و عليها. التخامد أو الاحتكاك

مقاومة يتناسب مقدار القوة الالأجسام بسرعة معتدلة في مائع، و: يظهر عند حركة التخامد اللزوجي -1

 كثافته.د قيمتها بازدياد لزوجة المائع وتزدارديا مع السرعة وللحركة ط

بين على بعضهما : يظهر عند انزلاق سطحين جافين او جسمين صلالتخامد الصلب )تخامد كولومب( -2

 مقداره ثابت في اغلب الأحيان.  البعض و

في التحليل الرياضي و يتم التخامد اللزوجي أكثر الأنواع بساطة  يعتبر: التخامد اللزوجي للاهتزازات الحرة

𝐹Ԧتمثيل قوة التخامد كدالة للسرعة وفق العلاقة التالية:    = −𝛼𝑣Ԧ 

 .[Ns/m]التخامد اللزوجي  ثابت αحيث: 

 :( يتحرك داخل مائع معين بحيث تولد لزوجة هذا المائع قوة احتكاك تساويK.mنعتبر أن الهزاز التوافقي )

𝐹 = −𝛼𝑥̇ 

 

 

 

 

 

 ة كتلة معلقة بنابض تخضع الى تخامد لزوجي.حرك: 1.4الشكل 

 

 طريقة نيوتن: -

 هناك ثلاثة قوى تؤثر على الكتلة المتحركة اثناء الاهتزاز:

 )قوة العطالة(. قوة القصور -

 قوة التخامد وهي دالة للسرعة. -

 قوة النابض وهي دالة للإزاحة. -

 انفي المعادلة التفاضلية للحركة وفق طريقة الاتزتظهر هذه القوى 

𝑚𝑥̈(𝑡) = −𝛼𝑥̇(𝑡) − 𝑘𝑥(𝑡) ⇒ 𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 0………(1) 

m 

α k 

m 

𝜶𝒙̇ 𝒌𝒙 

𝒎𝒙̈ 
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 طريقة لاغرانج: -

 يمكن اشتقاق المعادلة التفاضلية للحركة وفق طريقة لاغرانج بتطبيق المعادلة: 

d

d𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 𝐹(𝑡) 

 نابض.نظام الميكانيكي يتكون من كتلة ومخمد وال

       𝐹 = −𝛼𝑥̇/ 𝐿 = 𝑇 − 𝑈 =
1

2
𝑚𝑥̇ −

1

2
𝑘𝑥2 

 :نجد منه بعد التعويضو

                      𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = −𝛼𝑥̇(𝑡) ⇒ 𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 0 

  و يمكن ان نكتب معادلة لاغرانج كالتالي: 

d

d𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= −

𝜕𝐷

𝜕𝑞̇
 

 fonction de dissipation) دالة التبدد ) Dحيث 

𝐷 =
1

2
𝛼𝑞̇2 

𝐹 = −
𝜕𝐷

𝜕𝑞̇
= −𝛼𝑞̇ 

𝑥̈(𝑡)        ( على الشكل:1يمكن كتابة المعادلة ) +
𝛼

𝑚
𝑥̇(𝑡) +

𝑘

𝑚
𝑥(𝑡) = 0 

𝑞̈(𝑡)او على الشكل المعمم التالي:           + 2𝜆 𝑞̇(𝑡) + 𝜔0
2𝑞(𝑡) = 0 

عند مقارنة لنظام المهتز بصورة حرة مخمدة، والتفاضلية من الدرجة الثانية تعبر عن حركة اهذه المعادلة 

 المعادلتين الاخيرتين نجد:

λ =
α

2𝑚
[s]  معامل التخامد. 

ω 0 = √
k

𝑚
 .النبض الذاتي )الطبيعي(  

ξ =
λ

ω0
 .نسبة التخامد  

 

 :حل المعادلة التفاضلية للحركة1.1.4

𝑞̈ + 2𝜆 𝑞̇ + 𝜔0
2𝑞 = 0 

بدون طرف ثان. نفرض ان الحل الرياضي لهذه الدرجة الثانية بمعاملات ثابتة وهي معادلة تفاضلية خطية من 

 المعادلة يكون على الشكل التالي:
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𝑞(𝑡) = 𝐴𝑒𝑟𝑡 ⇒ 𝑞̇ = 𝑟𝐴𝑒𝑟𝑡 ⇒ 𝑞̈ = 𝑟2𝐴𝑒𝑟𝑡 

 نعوض في المعادلة التفاضلية فنجد: 

𝑟2 + 2λr + ω0
2 = 0 

 وهي المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية مميزها يكون على الشكل التالي:

∆′= λ2 −ω0
2 = −(ω0

2 − λ2) = i2(ω0
2 − λ2) 

 هناك ثلاث حالات:و  0ωو  λيعتمد الحل الناتج على العلاقة بين قيمتي 

 

>′∆ الحالة الاولى: تخامد ضعيف    0 → 𝜆 < ω0   

 ذه الحالة حلين مركبين: ينتج في ه

𝑟2 = −λ − i√ω0
2 − λ2 = −λ − iω𝑎 

  𝑟1 = −λ + i√ω0
2 − λ2 = −λ + iω𝑎 

ω𝑎حيث:  = √ω0
2 − λ2  هو التواتر الطبيعي الزاوي للاهتزازات المتخامدة، و منه دور الحركة المخمدة

 )شبه الدور( يكون على الشكل:       

T𝑎 =
2π

ω𝑎
=

2π

√ω0
2 − λ2

=
2π

ω0
2√1 −

λ2

ω0
2

=
T0

√1 − ξ
2

 

𝑞(𝑡)يعطى حل المعادلة التفاضلية على الشكل:     = 𝐴1𝑒
𝑟1𝑡 + 𝐴2𝑒

𝑟2𝑡 

𝑞(𝑡) = 𝐴1𝑒
(−λ+iω𝑎)𝑡 + 𝐴2𝑒

(−λ−iω𝑎)𝑡 = 𝐴1𝑒
−λ𝑡𝑒iω𝑎𝑡 + 𝐴2𝑒

−λ𝑡𝑒−iω𝑎𝑡 

𝑞(𝑡) = 𝑒−λ𝑡(𝐴1𝑒
iω𝑎𝑡 + 𝐴2𝑒

−iω𝑎𝑡) 

𝑞(𝑡) = 𝐴𝑒−λ𝑡(السعة تناقص)  cos(ω𝑎t + φ)  حدالاهتزاز

 يمثل الشكل التالي الشكل البياني للحركة المتخامدة بدلالة الزمن.

 (pseudo periodiqueنوع الحركة: حركة شبه دورية )

 

 

 

 

 

 

𝐴𝑒−λ𝑡 

𝑻𝒂 

𝑨
𝒄
𝒐
𝒔
𝝋

 

t 

q(t) 
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=′∆    الحالة الثانية: تخامد حرج 0 → λ = ω0   

                         𝜆 =  λc = ω0 = √
k

m
→ 𝜆c =

αC

2m
= √

k

m
⇒ αc = 2√km 

𝑟1 ينتج في هذه الحالة حلا مضاعف: = 𝑟2 = −λ 

𝑞(𝑡)               و منه يصبح حل المعادلة التفاضلية: = (1+ 𝐴2𝑡)𝑒
−λ𝑡 

انما الى تناقص سعة حركة اهتزازية و دي الىلا تؤ mبالتالي فالكتلة لا تتضمن حدا اهتزازيا و q(t)الدالة 

 الحركة حتى تنعدم دون اي اهتزاز.

 .(mouvement critiqueنوع الحركة: حركة حرجة )

 

 

 

 

 

<′∆    الحالة الثالثة: تخامد ثقيل 0 → 𝜆 > ω0   

 ينتج في هذه الحالة حلين حقيقيين: 

𝑟2 = −λ − √λ
2 −ω0

2 

  𝑟1 = −λ + √λ
2 −ω0

2 

 منه حل المعادلة التفاضلية يكون على الشكل:    و

𝑞(𝑡) = 𝑒−λ𝑡(𝐴1𝑒
√λ2−ω0

2 𝑡
+ 𝐴2𝑒

−√λ2−ω0
2 𝑡
) 

 الي فالحركة هي حركةالتبا كذلك ليس لدينا حدا اهتزازيا وهن

 تعود الكتلة الى موضع الاتزان.لا دورية تتناقص مع الزمن و 

 

 

 

 

 

 

𝒙̇(𝟎) < 0 

t 

q(t) 

𝒙̇(𝟎) = 𝟎 

𝒙̇(𝟎) > 0 

 حركة شبه دورية

t 

q(t) 

 حركة حرجة

 حركة لا دورية
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 التناقص اللوغارتمي: 2.4.1

من خلال تحديد نسبة تناقص  في النظام الديناميكي، ويتم هذابسيطة نسبيا لإيجاد التخامد هي طريق عملية و

غارتمي بأنه اللوغاريتم الطبيعي للنسبة بين اي سعتين يعرف التناقص اللوعة اهتزازاته الحرة المتخامدة، وس

 .aTمتتاليتين يفصلهما زمن دوري واحد 

 نأخذ حلا لاهتزازات النظام وفق العلاقة: 

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−λ𝑡 cos(ω𝑎t + φ) 

 تعطى قيمة التناقص اللوغارتمي وفق العلاقة التالية:

δ = 𝑙𝑖𝑛
𝑥(𝑡1)

𝑥(𝑡2)
= 𝑙𝑖𝑛

𝐴𝑒−λ𝑡1 cos(ω𝑎t1 +φ)

𝐴𝑒−λ𝑡2 cos(ω𝑎t2 + φ)
= 𝑙𝑖𝑛. 𝑒λ(𝑡2−𝑡1).

cos(ω𝑎t1 +φ)

cos(ω𝑎t2 +φ)
 

 فان قيمتي الجيب تمام متساويتان و منه: a+T1=T2T بما ان: 

                           δ = 𝑙𝑖𝑛. 𝑒λ(𝑡2−𝑡1) = 𝑙𝑖𝑛. 𝑒λT𝑎 

δ =  𝜆. 𝑇𝑎 

ξو لدينا مما سبق نسبة التخامد:                          =
λ

ω0
⇒ T𝑎 =

2π

ω𝑎
=

T0

√1−ξ
2

 

  δ =  𝜆. 𝑇𝑎 ⇒  δ =
2π

√1−ξ
2
…… . .2 

 غارتمي.من خلال التناقص اللو ξنسبة التخامد ومن خلال العلاقة الاخيرة يمكن ايجاد 

     ومنه a+nT1=T2Tيكون  an Tاما اذا اخذنا النسبة بين ازاحتين يفصل بينهما زمن يعادل عدة ازمنة دورية 

δ =
2𝑛πξ

√1−ξ
2

 

وهي تستخدم عمليا لإيجاد مقداري  مع تزايد التخامد في النظام، أكبر( ان السعة تتناقص بصورة 2تبين العلاقة )

ξ  وα في الانظمة المهتزة. 

 

 حساب الطاقة المتبددة خلال دور واحد 3.4.1

نفرض ان هذا النظام يغذى . وaTزمن دوري و aωليكن لدينا نظام يؤدي حركة اهتزازية شبه دورية بتواتر 

 ثابتة في المقدار اي:    ارجية بحيث تبقى سعة الاهتزازات بطاقة خ

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−λ𝑡 cos(ω𝑎t + φ) 

𝑥̇(𝑡)ومنه تكون السرعة:  = −𝐴𝜔𝑎 sin(ω𝑎t + φ) 

 نقوم بحساب العمل الذي تنجزه قوة التخامد خلال دورة واحدة:  ΔEلحساب الطاقة المتبددة )الضائعة( 
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δ𝑊 = ∫ 𝐹(𝑥) 𝑑𝑥
𝑡+𝑇𝑎

𝑡

= ∫ −𝛼𝑥̇ 𝑑𝑥
𝑡+𝑇𝑎

𝑡

 

𝑥̇ =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
⇒ 𝑑𝑥 = 𝑥̇𝑑𝑡 

 نجد:   dxنعوض قيمة 

δ𝑊 = ∫ −𝛼𝑥̇ 𝑑𝑥
𝑡+𝑇𝑎

𝑡

= ∫ −𝛼𝑥̇2 𝑑𝑡
𝑡+𝑇𝑎

𝑡

= ∫ −𝛼[−𝐴𝜔𝑎 sin(ω𝑎t + φ)]
2𝑑𝑡

𝑡+𝑇𝑎

𝑡

 

δ𝑊 = −𝛼𝐴2𝜔𝑎
2∫ 𝑠𝑖𝑛2(ω𝑎t + φ)𝑑𝑡

𝑡+𝑇𝑎

𝑡

= −𝛼𝐴2𝜔𝑎
2∫

1 + 𝑐𝑜𝑠2(ω𝑎t + φ)

2
𝑑𝑡

𝑡+𝑇𝑎

𝑡

 

δ𝑊 = ΔE = −𝛼𝐴2𝜋𝜔𝑎 

                                                                 ومنه يصبح:

δ𝑊 = ΔE = −2𝜋𝑚𝜆𝐴2𝜋𝜔𝑎        / 𝛼 = 2𝑚𝜆 

و يلاحظ  اللزوجي و هذا مقدار العمل الذي يوافق الطاقة المفقودة خلال دورة واحدة بسبب تأثير قوة التخامد

للنظام   2Aومربع سعة الاهتزاز  αائعة( تتناسب طرديا مع مقدار معامل التخامد ان الطاقة المتبددة )الض

 المهتز.

 

 معامل الجودة 4.4.1

            يمثل قدرة النظام على تخزين الطاقة حيث:  

𝑄 = 2π
الطاقة العظمى المخزنة

𝑇𝑎  الطاقة المتبددة خلال 
 

𝐸𝑚𝑎𝑥 = 𝑇𝑚𝑎𝑥 =
1

2
𝑚𝑥̇2 =

1

2
𝑚𝐴2𝜔𝑎

2 

𝑄 = 2π

1

2
𝑚𝐴2𝜔𝑎

2

𝛼𝐴2𝜋𝜔𝑎
=
𝑚𝜔𝑎
α

=
𝜔𝑎
2λ

 

 على التسلسل RLCمثال: دراسة الدارة الكهربائية 

VRطريقة كيرشوف:                          + 𝑉𝐿 + 𝑉𝐶 = 0 ⇒ 𝑅1𝑖 + 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐶
∫ 𝑖𝑑𝑡 + 𝑟𝑖 = 0 

𝑖ان   بما  =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
𝑅1)                       فان:      + 𝑟)

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ 𝐿

𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+

1

𝐶
𝑞 = 0 

𝑅نضع  = 𝑅1 + 𝑟 :فتصبح المعادلة السابقة كالتالي 
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𝐿
𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
+ 𝑅

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+
1

𝐶
𝑞 = 0 ⇒ 𝑞̈ +

𝐿

𝑅
𝑞̇ +

1

𝐿𝐶
𝑞 = 0 

     بالمطابقة مع المعادلة:

𝑞̈ + 2𝜆𝑞̇ + 𝜔0
2𝑞 = 0 

λنجد:   =
𝑅

2𝐿
[s]  و          معامل التخامدω 0 = √

1

𝐿𝐶
 النبض الطبيعي. 

 هو:    حل هذه المعادلة لالحل الرياضي المقترح 

𝑞(𝑡) = 𝐴𝑒𝑟𝑡 ⇒ 𝑞̇ = 𝑟𝐴𝑒𝑟𝑡 ⇒ 𝑞̈ = 𝑟2𝐴𝑒𝑟𝑡 

 التعويض نجد:   بعد الاشتقاق و

𝑟2 + 2λr + ω0
2 = 0 

λ          الحالة الاولى: تخامد ضعيف < ω0 ⇒
𝑅

2𝐿
< √

1

𝐿𝐶
⇒ R < 2√

L

C
  

𝑟1,2            في هذه الحالة:  = −λ ± i√ω0
2 − λ2 = −λ ± iω𝑎 

 الحل يكون في هذه الحالة من الشكل: 

𝑞(𝑡) = 𝑒−λ𝑡(𝐴1𝑒
iω𝑎𝑡 + 𝐴2𝑒

−iω𝑎𝑡) 

𝑞(𝑡) = 𝐶𝑒−λ𝑡cos (ω𝑎𝑡 + 𝜑) 

 

 

 

 

 

λ    الحالة الثانية: تخامد حرج = ω0 ⇒ 𝑅 = Rc = 2√
L

C
    

   هي القيمة الحرجة للمقاومةو

 

 

 

 

 

 

t 

q(t) 

𝑻𝒂 

t 

q(t) 
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𝜆    الحالة الثالثة: تخامد ثقيل > ω0 ⇒  𝑅 > 2√
L

C
    

𝑟1,2في هذه الحالة للمعادلة حلين حقيقيين:      = −λ ± √λ
2 −ω0

2 

 منه حل المعادلة التفاضلية يكون على الشكل:    و

𝑞(𝑡) = 𝑒−λ𝑡(𝐴1𝑒
√λ2−ω0

2 𝑡
+ 𝐴2𝑒

−√λ2−ω0
2 𝑡
) 

 

 

 

 

 

و التي كانت  Fμ3-C=10و  H 3-L=10و ΩR=100التسلسل لمقاومة  ىعل RLCة نحقق دارة كهربائي مثال:

 .t=0التيار الابتدائي معدوم و تغلق القاطعة عند  100Vاره مشحونة ابتدائيا بفرق جهد مقد

 هل يؤدي هذا النظام حركة اهتزازية. .1

 في حالة الاهتزاز ماهي قيمة شبه النبض. .2

 .Cماهي عبارة فرق الجهد بين طرفي المكثفة  .3

 الحل:

λلدينا مما سبق:   .1 =
𝑅

2𝐿
= 5. 104Ω/𝐻  و          معامل التخامدω 0 = √

1

𝐿𝐶
= 106rad/s 

 النبض الطبيعي.

𝜆نلاحظ ان:  < ω0 .و منه النظام يؤدي حركة اهتزازية شبه دورية 

ω𝑎شبه النبض:     .2 = √ω0
2 − λ2 ≈ ω0 = 10

6rad/s 

 لدينا مما سبق:   .3

𝑞(𝑡) = 𝐶𝑒−λ𝑡cos (ω𝑎𝑡 + 𝜑) 

 𝑉C(t) =
q(t)

C
= V0𝑒

−λ𝑡cos (ω𝑎𝑡 + 𝜑) 

𝑉C(0) = V0 cos(𝜑) = 100𝑉 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 1 ⇒ 𝑉0 = 100𝑉 

𝑉C(t) = 100 𝑒
−5.104𝑡cos (106𝑡) 

 

 

t 

q(t) 
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 رابعتمارين الفصل ال

 :الأولالتمرين 

كما   2k و k1نابضين يتصل من الاعلى بذراع و k3معلق في نهايته نابض  Rنصف قطره و m1قرص كتلته 

حول مركزه،  θ(tحركة دورانية )و t(yعمودية ) صورة انسحابيةهو موضح في الشكل. يتحرك القرص ب

 غرض تبسيط الحل:لافترضنا  مخمد. فإذاالمرتبطة بوترين و m2يلتف حول محيطه خيط يتصل بالكتلة و

 بإزاحات صغيرة. m2الكتلة حركة الذراع العلوي و -

 حركة.في كل من الوترين على مقدارها اثناء ال T0تحافظ قوة الشد الابتدائية  -

 النوابض.ال كتل الذراع، الخيط، الوترين واهم -

 اهمال تأثير الاحتكاك. -

. = (8/3)m1 = 6k.  m3 = 2k.  k2 = k.  k1 K 

= kL0 km.  T= √ = m.  α2 m  

 المطلوب:

 إيجاد علاقة الإحداثيات ببعضها.تبسيط النظام و -

 .t(x)اشتقاق معادلة الحركة بدلالة الاحداثي  -

 طبيعة الحركة.و دتحديد نوع التخام -

 :الثانيالتمرين 

في حالة السكون  مخمد كما في الشكلتحرك على سطح افقي بدون احتكاك وترتبط بنابضين وت mعربة كتلتها 

 منضغط k2بدون قوة توتر ابتدائية، في حين كان النابض الثاني لطبيعي ومحتفظا بطوله ا k1كان النابض الاول 

 .km√2=α ل التخامد معلوم. فإذا كان معامA0بمقدار ثابت 
 اشتق معادلة الحركة للعربة. -

 الذي يعبر عن حركة الكتلة بدلالة الزمن. t(x)ايجاد الحل  -

 عن الحركة. mحدد الموضع الذي تتوقف فيه الكتلة  -

 :الثالثالتمرين 

في نهايتها  في الشكل المقابل، النظام يهتز حول مهتز ثابت يمر بمركز القرص، الساق ذات كتلة مهملة معلقة

عن وضع توازنه ثم نتركه  θ، في وضع التوازن تكون الساق في الوضعية الافقية، نزيح النظام بزاوية mكتلة 

 حرا.

 .θللنظام بدلالة  Uعبر عن الطاقة الكامنة  -

θ 

α 

k1 

x(t) 
2

L 

a 

L 

y(t) 

k2 

k3 

R 

2a 

T

0 
T

0 

α 

k1 

x(t) 

m 

k2 
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 معدوم. 0xاثبت ان تشوه النابض الابتدائي ازن واوجد شرط التو -

 وازن(.في هذه الحالة )من خلال شرط الت Uبسط عبارة  -

 للنظام. Tاعط عبارة الطاقة الحركية  -

 اشتق المعادلة التفاضلية للحركة.اوجد عبارة لاغرانج، و -

 الشرط اللازم توفره حتى يخضع النظام الى حركة شبه دورية. ماهو -

 احسب القيمة العظمى التي من اجلها تبقى الحركة شبه دورية. -

2(1/2)MR .   J=2k=4N/M.   m=0,1Kg.   L=0,5m.   g=10m/s 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

α 

L 

L 

k 
m 

2

m 

h 

θ 

x 
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 الفصل الخامس: الاهتزازات القسرية لنظام ذي درجة حرية واحدة
 الاهتزازات القسرية. 5

  تمهيد:

هذه شارة توافقية قسرية عليها وتظهر الاهتزازات القسرية في المنظومات الديناميكية المختلفة نتيجة تسليط ا

 و ازاحة دورية.الاشارة تكون على شكل قوة خارجية دورية ا

 تكتب المعادلة التفاضلية للاهتزازات القسرية التوافقية على النحو التالي بصيغتها المعممة:

𝑎𝑞̈(𝑡) + 𝑏𝑞̇(𝑡) + 𝑐𝑞(𝑡) = 𝐹(𝑡) 

 هي قوة الاثارة الدورية )قوة خارجية دورية(. F(t)حيث: 

 قوة خارجية دورية بتأثيرالاهتزازات القسرية  1.5

 درجة حرية واحدة كما في الشكل.  على كتلة نظام ميكانيكي ذو F(t)فقية اجية دورية تواثرت قوة خار إذا

 

 

 

 

 

 

 : حركة اهتزازية قسرية1.5الشكل 

 

 وكانت قوة الاثارة التوافقية كالتالي: 

𝐹(𝑡) = 𝐹0 𝑐𝑜𝑠Ω𝑡 ⇒ 𝐹(𝑡) = 𝐹0 𝑒
𝑖Ω𝑡 

 هي سعة الاثارة. 0Fحيث: 

Ω ارةللإث: هو التواتر الزاوي. 

 تكون المعادلة التفاضلية لحركة النظام كمايلي:

𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑡) 

𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 𝐹0 𝑒
𝑖Ω𝑡 

 معاملات ثابتة.فاضلية خطية من الدرجة الثانية وبطرف ثان غير منعدم ووهي معادلة ت

 

 

x(t) 

F(t) 

m 

α k 

m 

𝜶𝒙̇ 𝒌𝒙 

𝑭(𝒕) 
𝒙(𝒕) 
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 حل المعادلة التفاضلية 2.5

 شقين هما: حلها يتكون من

 حل المعادلة بدون طرف ثان اي:   hxالحل العام  

𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 0 

 p+xhx(t)=x    :ومنه الحل يكون حل المعادلة بوجود الطرف الثان. pxالحل الخاص 

 hxايجاد الحل العام 

 لدينا المعادلة التفاضلية التالية:

𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 0 ⇒ 𝑥̈(𝑡) +
𝛼

𝑚
𝑥̇(𝑡) +

𝑘

𝑚
𝑥(𝑡) = 0 

 حلها يتضمن ثلاث حالات: و

𝝀تخامد خفيف:  < 𝛚𝟎         حركة اهتزازية شبه دورية      

𝑥ℎ(𝑡) = 𝐴𝑒
−λ𝑡  cos(ω𝑎t + φ) 

𝛌تخامد حرج:  = 𝛚𝟎         حركة حرجة لا دورية 

𝑥ℎ(𝑡) = (𝐴1 + 𝐴2𝑡)𝑒
−λ𝑡 

𝝀ثقيل:  تخامد > 𝛚𝟎           حركة لا دورية 

𝑞(𝑡) = 𝑒−λ𝑡(𝐴1𝑒
√λ2−ω0

2 𝑡
+ 𝐴2𝑒

−√λ2−ω0
2 𝑡

 

 pxايجاد الحل الخاص 

𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝛼𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 𝐹0 𝑒
𝑖Ω𝑡………1 

    الشكل التالي: يأخذالحل الخاص نفرض ان الحل الرياضي  لإيجاد

𝑥p = A. e
i(Ωt+φ) ⇒ ẋ = 𝑖𝐴ei(Ωt+φ) ⇒ ẍ = −A2ei(Ωt+φ) 

𝑚Ω2−)              و التعويض في المعادلة السابقة: + iαΩ + k)Aei(Ωt+φ) = 𝐹0 𝑒
𝑖Ω𝑡 

𝑚Ω2−)نجد:  𝑒𝑖(Ω𝑡+𝜑) على  بالقسمة + iαΩ + k)A = 𝐹0 𝑒
−𝑖φ ⇒ (−𝑚Ω2 + iαΩ +

k)A = 𝐹0(𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑) 

        بعد المطابقة نجد:

{
 

 𝑐𝑜𝑠𝜑 =
𝐴

𝐹0
(𝑘 − 𝑚Ω2)

sinφ = −
A

F0
(αΩ)
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𝑠𝑖𝑛2         نستعمل العلاقة الرياضية التالية: + 𝑐𝑜𝑠2 = 1 

     منه:و

𝐴2

F2
(k − mΩ2)2 +

A2

F0
(αΩ)2 = 1 

𝐴(𝛺) = √
𝐹0
2

(k − mΩ2)2 + (αΩ)2
 

 A.هي سعة الحركة القسرية : 

                :φفرق الطور 

𝑡𝑔𝜑 =
−𝛼Ω

𝑘 −𝑚Ω2
⇒  𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(

−𝛼Ω

𝑘 −𝑚Ω2
) 

بزاوية  F(t)سالبة بمعنى ان الحركة القسرية للنظام متأخرة عن الاثارة الخارجية  φملاحظة: نلاحظ ان اشارة 

 .φطور مقدارها 

 كمايلي:  pxاص يصبح الحل الخ

𝑥𝑝 = √
𝐹0
2

(k − mΩ2)2 + (αΩ)2
𝑒𝑖(Ω𝑡+𝜑) 

 كانت الاثارة الخارجية التوافقية لها الشكل التالي: إذافي حالة ما  ملاحظة:

𝐹(𝑡) = 𝐹0 𝑐𝑜𝑠Ω𝑡         او        𝐹(𝑡) = 𝐹0 𝑠𝑖𝑛Ω𝑡 

  :فان الحل الخاص يكون

𝑥𝑝 = √
𝐹0
2

(k − mΩ2)2 + (αΩ)2
cos(Ω𝑡 + 𝜑) 

𝑥𝑝 او   = √
𝐹0
2

(k−mΩ2)2+(αΩ)2
𝑠𝑖𝑛(Ω𝑡 + 𝜑) 

 على الترتيب.

الناتجة  ω𝑎يمثل الاهتزازات الحرة المتخامدة للنظام بتواتر hxمن جزأين الاول  x(t (يتكون الحل  -

. وهي التي تتناقص مع الزمن حتى تتلاشى  t=0عن وضعية النظام من ازاحة و سرعة في اللحظة 

وهو النظام  )ΩA(وسعة ثابتة  Ωيمثل الاهتزاز القسري بتواتر  pxبعد انقضاء زمن كاف. والثاني 

 الدائم.

 :تصبح الحركة الكليةبعد زمن معين يزول الاهتزاز العابر و -

𝑥(𝑡) = 𝑥𝑝(𝑡) 
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 حركة الاهتزازية القسرية: المنحنى البياني لل2.5الشكل 

 

  العوامل المؤثرة على سعة الاهتزاز القسريمناقشة  3.5

، mتؤثر على الكتلة  Fمت القوة مادا Ωتواتر و Aوجدنا ان الحركة الاهتزازية التوافقية تتواصل بسعة ثابتة 

 .Ωو  0F ،m، kان مقدار السعة يتغير بدلالة  Aنلاحظ من خلال معادلة السعة و

𝐴(𝛺) = √
𝐹0
2

(k − mΩ2)2 + (αΩ)2
⇒  𝐴(𝛺) =

𝐹0

√(1 −
𝑚

𝑘
Ω2)2 + (

𝛼

𝑘
Ω)2

 

𝐴0                نضع : =
F0

k
 ،              𝜔0 =

𝑘

m
 ،     

α

𝑘
=
α

m
.
m

k
= 2λ

1

ω0
2 = 2ξ

1

ω0
 

 يصبح لدينا: 

                                   
𝐴(𝛺)

𝐹0/𝑘
= 

𝐴

𝐴0

1

√(1−(
Ω

ω0
)2)2+(2𝜉

Ω

𝜔
)2

 

 : φبالنسبة الى الطور  ئنفس الشو

t 

x(t) 

 اهتزاز عابر
اهتزاز 

 قسري

Δt 

t 

x(t) 
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𝑡𝑔𝜑 =
−2𝜉

Ω

𝜔0

1 − (
Ω

ω0
)2

 

)اي مع سعة القوة  A0اصبحت تتناسب طرديا مع  Aالسابقة ان السعة  Aنلاحظ من خلال معادلة السعة 

 .ξتتناقص بزيادة نسبة التخامد و Ωدة مقدار بزيا( وتتغير لاخطيا F0الخارجية 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : علاقة 3.5الشكل 
𝑨

𝐀𝟎
بدلالة 

𝝎𝟎

𝛀
 

 
 

 الاهتزازات القسرية لنظام كهربائي 4.5

ما هو ك e(t)على التسلسل مربوطة بمولد للذبذبات  Cمكثفة و Rومقاومة  Lارة كهربائية تتكون من وشيعة د

 موضح في الشكل:

 

 

 

 

𝑒(𝑡)قيمة ذبذبة توافقية لفارق جهد الاثارة :  نأخذ = 𝐸0 𝑒
𝑖Ω𝑡   تكون معادلة فروق الجهد للدارة وفق قانون

 كيرشوف.

VR + 𝑉𝐿 + 𝑉𝐶 = 𝑒(𝑡)  ……∗ 

* ⇒ 𝑅𝑖 + 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐶
∫ 𝑖𝑑𝑡 = 𝑒(𝑡) 

𝐴

A0
 

𝜔0
Ω

 

1 2 

1 

𝜉 = 0 

𝜉
= 0.15 
𝜉
= 0.25 
𝜉 = 0.5 

𝜉 = √0.5 𝜉 = 1 

e(t) R i(t) 

L 

C 
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⇒  𝑅𝑖 + 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
1

𝐶
∫ 𝑖𝑑𝑡 = 𝑒(𝑡) 

⇒ 𝐿
𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
+ 𝑅

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+
1

𝐶
𝑞 = 𝑒(𝑡) 

⇒ 𝐿𝑞̈ + 𝑅𝑞̇ +
1

𝐶
𝑞 = 𝑒(𝑡) 

 p+qhq(t) = qيتم حل هذه المعادلة بنفس الطريق السابقة: و

𝐿𝑞̈ + 𝑅𝑞̇ +
1

𝐶
𝑞 = 0 

𝑞(𝑡):  نأخذ = 𝐴 𝑒𝑖(Ω𝑡+𝜑) .لإيجاد الحل الخاص 

 لة السابقة تنتج سعة الذبذبات القسرية.التعويض في المعادبالاشتقاق و

𝐴 =
𝐸0

(
1

𝐶
− 𝐿Ω2)2 + (𝑅Ω)2

 

 المعادلة السابقة على الشكل التالي:واعادة كتابتها تصبح  Cمقام في البسط وبضرب ال

𝐴

𝐴0
=

1

(1 − (
Ω

ω0
)2)2 + (2𝜉

Ω

ω0
)2

 

𝐴0حيث :         = CE0       ،ω0 =
1

√LC
ξو        =

𝑅

2
√
C

L
 

𝑉Cفي التطبيقات العملية قياس فارق الجهد بين طرفي المكثف في دارة كهربائية يعطى بالشكل:   =

1

C
 q(t) ⇒  𝑉C = 𝑉 𝑒

𝑖(Ω𝑡+𝜑)    منه تصبح العلاقة:  و                   

𝑉

𝐸0
=

1

(1−(
Ω

ω0
)2)2+(2𝜉

Ω

ω0
)2

       

𝑡𝑔𝜑 = −
𝑅Ω

1

𝐶
− 𝐿Ω2

= −
2𝜉

Ω

𝜔0

1 − (
Ω

𝜔0
)2

 

 زاوية الطور الابتدائي:في موقع الرنين تكون السعة و

𝐴𝑟 =
𝐸0
𝜔0

= 
𝐶𝐸0
2𝜉

 

𝑉𝑟
𝐸0
=
1

2𝜉
= −

𝜋

2
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 معامل الجودةظاهرة الرنين و 5.5

هذه النظرية ذات اهمية نظرية  ω0مع التواتر الطبيعي للنظام  Ωيتطابق تواتر الاثارة يحصل الرنين عندما 

لحالات الى تجاوز حدود تطبيقية كبيرة، اذ تزداد سعة الاهتزازات القسرية للنظام بشكل حاد يؤدي في بعض او

 تحطم النظام المهتز.المرونة و

Ωا يكون يتبين من خلال السعة ان السعة تكون قيمة عظمى عندم = 𝜔0√1 − 2𝜉
، عندما تصبح قيم  2

ξالتخامد  ≥  )المنحنى البياني( تتناقص السعة و منه يكون: 0.5√

𝑉𝑅

𝐸0
=

1

2𝜉√1−𝜉2
           .

𝐴

𝐹0/𝐾
=

1

2𝜉√1−𝜉2
 

 منه:  لسابقتين وفي العلاقتين ا 2ξالحالات التي تكون فيها قيم التخامد صغيرة، يمكن اهمال 

𝐴

𝐹0/𝐾
=

1

2𝜉
و          

𝑉𝑅

𝐸0
=

1

2𝜉
 

ة تكبير السعة في موقع الرنين، ، حيث تعبر عن ظاهرQمعامل الجودة  لإيجادهذه القيمة التقريبية تستخدم 

 تزداد قيمة معامل الجودة بازدياد مقدار السعة العظمى.و

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝛀بدلالة  Vو  φمن : علاقة كل 4.5الشكل 

 

 

 Qبذلك تعبر ، و0Eعلى فارق جهد المدخل  rVبقسمة فارق الجهد في موقع الرنين  Qيتم ايجاد معامل الجودة 

 على تضخيم الدارة الكهربائية لإشارة الدخول:

𝑄 =
𝑉𝑟
𝐸0
=
1

2𝜉
 

φ 

-π 

-π/2 

Ω 

Ω1 Ω2 ω 

V 

Vr 

VΔ 

Ω 

Ω1 Ω2 ω 

E0 
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) ΔVللسعة ينتج قيمة  √2على  rVبقسمة  نبدأمعامل الجودة  لإيجادالطريق الثانية و
𝑉𝑟

√2
= 𝑉∆  ) تعطي تواترين

  ومنه: 2Ωو 1Ωعلى المنحنى البياني هما 

𝑄 =
𝜔0

𝛺2 − 𝛺1
=
𝜔0
𝛥𝛺

 

ξ =
ΔΩ

2𝜔0
=
1

2Q
 

 𝛥𝛺 = 𝛺2 − 𝛺1 "تسمى "مدى الامرار 

 

 الاهتزازات القسرية بتأثير حركة المسند 6.5

الزلازل  بتأثيرذبذبية الدورية لمسنده او احدى نقاطه مثال ذلك اهتزاز البنايات حركة ال بتأثيريهتز النظام 

هذا النوع من  ولغرض دراسةيحس بها ركاب السيارات اثناء تحركها على الطرق،  والذبذبات التيالارضية 

ركة ذبذبية على سطح مستو يتحرك ح ومخمد مثبتيننوعا مبسط يتمثل بكتلة تستند الى نابض  نأخذالاهتزازات 

 كما يبين الشكل. Ωبتواتر اثارة 

 

 

 

 

 قسرية بتأثير حركة المسنداهتزازات : 4.5الشكل 

 

 المسند باتجاه عمودي. اهتزازات y(t)والاحداثي  ،الحركة الانسحابية الاهتزازية لكتلة النظام x(t)يمثل 

 .mة الكتلة التفاضلية لحرك ونشتق المعادلة x(t)>y(t) ان:لغرض الحل الرياضي نفرض 

𝑚𝑥̈ + 𝛼(𝑥̇ − 𝑦̇) + 𝑘(𝑥 − 𝑦) = 0 

 بإعادة ترتيب الحدود تصبح المعادلة على الشكل التالي: 

𝑚𝑥̈ + 𝛼𝑥̇ + 𝑘𝑥 = 𝛼𝑦̇ + 𝑘𝑦 

 النابض.تنتقل لها من خلال المخمد و mاز يتضح من هذه المعادلة ان قوى الاثارة المسببة لاهتز

𝑦(𝑡)                                                     نضع : = 𝐵 𝑒𝑖Ω𝑡    

 منه تصبح المعادلة السابقة كمايلي:و

𝑚𝑥̈ + 𝛼𝑥̇ + 𝑘𝑥 = (𝑖𝛺𝛼 + 𝑘)𝐵𝑒𝑖Ω𝑡 

 p+xhx(t)=x: جزأينمنه الحل يتكون من غير منعدم، و خطية من الدرجة الثانية بطرف ثانمعادلة تفاضلية 

𝑥𝑃(𝑡): نأخذالحل الخاص  لإيجاد = 𝐴 𝑒
𝑖(Ω𝑡+𝜑)  .بعد الاشتقاق نعوض في المعادلة الرئيسية 

y(t) 

x(t) 

α 
k/2 k/2 

𝒎𝒙̈ 
𝜶(𝒙̇ − 𝑦)̇ 

x(t) 

𝒌

𝟐
(𝒙 − 𝒚) 

𝒌

𝟐
(𝒙 − 𝒚) 

m m 
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[(𝑘 − 𝑚Ω2)𝐴 + 𝑖(𝛼Ω)𝐴]𝑒𝑖(Ω𝑡+𝜑) = [𝑘𝐵 + 𝑖(𝛼Ω)𝐵]𝑒𝑖(Ω𝑡) 

 نجد:𝑒𝑖(Ω𝑡+𝜑) بالقسمة على 

[(𝑘 − 𝑚Ω2) + 𝑖(𝛼Ω)]𝐴 = [𝑘𝐵 + 𝑖(𝛼Ω)𝐵](𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑) 

 ومنه ينتج لدينا:

{
(𝑘 − 𝑚Ω2)𝐴 = [𝑘𝑐𝑜𝑠𝜑 − (𝛼Ω)𝑠𝑖𝑛𝜑]𝐵

(𝛼Ω)𝐴 = [(𝛼Ω)𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑘𝑠𝑖𝑛𝜑]𝐵
 

(
𝐴

𝐵
)
2

=
𝑘2 + (𝛼Ω)2

(𝑘 − 𝑚Ω2)2 + (𝛼Ω)2
 

|
𝐴

𝐵
| = √

𝑘2 + (𝛼Ω)2

(𝑘 − 𝑚Ω2)2 + (𝛼Ω)2
 

 وهي سعة الاهتزاز القسري.

 اما زاوية الطور فهي تنتج كمايلي:

𝑡𝑎𝑔 𝜑 =
−𝛼𝑚Ω2

𝑘(𝑘 −𝑚Ω2)2 + (𝛼Ω)2
 

 

 المؤثرة على سعة الاهتزاز القسريالعوامل  7.5

 من خلال المعادلة السابقة لسعة الاهتزاز القسري تصبح المعادلة:

 

|
𝐴

𝐵
| = √

1 + (2𝜉
Ω

𝜔0
)2

(1 − (
Ω

𝜔0
)
2

)
2

+ (2𝜉
Ω

𝜔0
)
2
 

 

𝑡𝑎𝑔 𝜑 =
−2𝜉 (

Ω

𝜔0
)
2

(1 − (
Ω

𝜔0
)
2

)
2

+ (2𝜉
Ω

𝜔0
)
2
 

عند دراسة هاتين  Ωبدلالة تواتر الاثارة  φوزاوية الطور  Aيبين الشكل البياني التالي سعة الاهتزاز القسري 

المعادلتين بالارتباط مع الشكل نجد ان سعة الاهتزاز القسري تتساوى مع سعة اهتزاز المسند، وتكون بنفس 

 اهها.اتج
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Ω  بالنسبة للتواترات الصغيرة: - → 0,     |
𝐴

𝐵
| → 1            . 

Ωالعالية:   بالنسبة للتواترات - → ∞,     |
𝐴

𝐵
| → 0            . 

Ωعندما يكون:  - = 𝜔0 

|
𝐴

𝐵
| = √

1 + 4𝜉2

4𝜉2
 

Ωعند الرنين:  - = 𝜔0 

𝑡𝑎𝑔 𝜑 =
−1

2𝜉
 

  

|
𝐴

𝐵
| = √

1 + 4𝜉2

4𝜉2
 

|من خلال الرسم نلاحظ انه عندما يكون 
𝐴

𝐵
| =  :Ωتوجد قيمتين لـ  1

1 + (2𝜉
Ω

𝜔0
)2

(1 − (
Ω

𝜔0
)
2

)
2

+ (2𝜉
Ω

𝜔0
)
2
= 1 ⇒ {

Ω = 0

Ω = √2 𝜔0
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 علاقة السعة بالنبض :5.5الشكل 

1 

√2 

|
𝑨

𝑩
| 

𝜉 = 0 

𝛀

𝝎𝟎
 

𝜉 = 0.15 

𝜉 = 0.25 

𝜉 = 0.5 
𝜉 = 1 

Ω = 𝜔0 = Ω𝑟 

2 

3 

4 

5 

6 



 

 57 

 :خامستمارين الفصل ال

  :الأولالتمرين 

فإذا  F(t)= 10sinΩtيتكون من كتلة و نابض و مخمد تؤثر عليه قوة خارجية توافقية مقدارها نظام ميكانيكي 

 بيانيا كما هو موضح في الشكل المقابل. Ωللكتلة و تواتر الاثارة الخارجية  Aاعطيت سعة الاهتزاز القسري 

 (αو  0A ،m، kجد مستعينا بالرسم البياني قيم عناصر النظام الميكانيكي ) -

 

 

 

 

 

 

 

 :الثانيالتمرين 

كما هو موضح في الشكل، مكن اعتباره مخمدا  t(x2مكبس يتحرك داخل اسطوانة حركة انسحابية توافقية )

 .t(x1و احداثي حركتها الاهتزازية الانسحابية ) m، فإذا كانت الكتلة الكلية المهتزة توافق αمعامله 

 اوجد النموذج الاهتزازي المبسط للنظام. -

 للكتلة الكلية اذا كان: Aالاهتزاز القسري اشتقاق سعة  -

 )i(Ωt+φ(t) = B e2.          x i(Ωt+φ)(t) = A e1x 

 

 

 

 

 

  :الثالثالتمرين 

 tΩsin0F(t)= Fنظام ميكانيكي يتكون من كتلة و نابض و مخمد و تؤثر عليه قوة خارجية توافقية افقية مقدارها 

 نبض الاثارة كما هو موضح في الشكل. Ωحيث 

 .xللنظام بدلالة  Uبر عن الطاقة الكامنة ع -

A 

(cm) 

1 

0.5 

1

0 

5 0 

Ω (s-

1) 

m 

F(t) 

α k 

m 

k 

x1 

x2 
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 في هذه الحالة )من خلال شرط التوازن(. Uاوجد شرط التوازن، ثم بسط عبارة  -

 للنظام. Tاعط عبارة الطاقة الحركية  -

 اوجد المعادلة التفاضلية للحركة بتطبيق معادلة لاغرانج. -

 ية.ماهو الشرط اللازم توفره حتى يخضع النظام الى حركة شبه دور -

 .φو الطور الابتدائي  Aاحسب السعة  -

 :الرابعالتمرين 

، و نابض و مخمد تؤثر L3نظام ميكانيكي يتكون من كتلتين تفصل بينهما ساق مهملة الكتلة طولها )الساق( 

 كما هو موضح في الشكل ادناه. tΩsin0F(t)= Fعلى احدى الكتلتين قوة خارجية توافقية مقدارها 

 للنظام. Uالكامنة اوجد عبارة الطاقة  -

 .Uاوجد شرط التوازن، ثم بسط عبارة  -

 للنظام. Tاعط عبارة الطاقة الحركية  -

 اوجد المعادلة التفاضلية للحركة بتطبيق معادلة لاغرانج. -

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

m 

F(t) 

α k 

m 

θ 

α 

k 
m 

F 

L 

O 

L 

L 
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 الفصل السادس: الحركة الاهتزازية لانظمة متعددة درجات الحرية
 . الأنظمة ذات درجتين من الحرية6

 .2qو  1qمة التي تمكن من وصف تطورها في الزمن بواسطة احداثيين هي الأنظ

 . دراسة الاهتزازات الحرة لنواسين مترابطين1.6

a  :البعد بين محور الدوران و نقطة تعليق النابض. 

𝜃1(𝑡)حيث:  𝜃2(𝑡)و  𝜃1(𝑡)درجتا الحرية:  > 𝜃2(𝑡). 

 

 

 

 

 
 

 نالنواسان المترابطا :1.6الشكل 
 

 طريقة لاغرانج

 :الطاقة الحركية للنظام

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑙1

2𝜃̇1
2 +

1

2
𝑚2𝑙2

2𝜃̇2
2 

 الطاقة الكامنة:

𝑈 =
1

2
𝐾𝑎2(𝑠𝑖𝑛𝜃1 − 𝑠𝑖𝑛𝜃2)

2 +𝑚1𝑔(𝑙1 − 𝑙1𝑐𝑜𝑠𝜃) + 𝑚2𝑔(𝑙2 − 𝑙2𝑐𝑜𝑠𝜃) 

𝑠𝑖𝑛𝜃2و تجب تمام:     و بالتعويض عن الجيب تمام  ≈ 𝜃2    . 𝑠𝑖𝑛𝜃1 ≈ 𝜃1        .𝑐𝑜𝑠𝜃2 ≈ 1 −
𝜃2

2
 .

𝑐𝑜𝑠𝜃1 ≈ 1 −
𝜃1

2
 نجد: 

𝑈 =
1

2
𝐾𝑎2(𝜃1 − 𝜃2)

2 +
1

2
𝑚1𝑔𝑙1𝜃1

2 +
1

2
𝑚2𝑔𝑙2𝜃2

2 

ℒدالة لاغرانج:  = 𝑇 − 𝑈  ن التفاضليتان للحركة وفق طريق لاغرانج هما:ومنه المعادلتا 

𝑘𝑎(𝜃1 − 𝜃2) 

m1 

k 

a θ1 θ2 θ2 θ1 

m1g m2 m2g 

l1 l2 l2 l1 
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{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕𝜃̇1
) − (

𝜕ℒ

𝜕𝜃1
) = 0

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕𝜃̇2
) − (

𝜕ℒ

𝜕𝜃2
) = 0

 

 بعد الاشتقاق و التعويض في المعادلات السابقة نحصل على:

{
𝑚1𝑙1

2𝜃̈1 +𝑚1𝑔𝑙1𝜃1 + 𝐾𝑎
2(𝜃1 − 𝜃2) = 0

𝑚2𝑙2
2𝜃̈2 +𝑚2𝑔𝑙2𝜃2 + 𝐾𝑎

2(𝜃2 − 𝜃1) = 0
 

 او على الشكل:

{
𝑚1𝑙1

2𝜃̈1 + (𝑚1𝑔𝑙1 + 𝐾𝑎
2)𝜃1 − 𝐾𝑎

2𝜃2 = 0

𝑚2𝑙2
2𝜃̈2 + (𝑚2𝑔𝑙2 + 𝐾𝑎

2)𝜃2 − 𝐾𝑎
2𝜃1 = 0

 

 

 التواترين الطبيعيينإيجاد  2.6

 لغرض التبسيط نعتمد نواسين متماثلين و منه:

.           𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚                                 𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙 

 نعوض هذه القيم في المعادلتين التفاضليتين للحركة )المعادلتين السابقتين(.

{
𝑚𝑙2𝜃̈1 +𝑚𝑔𝑙𝜃1 + 𝐾𝑎

2(𝜃1 − 𝜃2) = 0

𝑚𝑙2𝜃̈2 +𝑚𝑔𝑙𝜃2 + 𝐾𝑎
2(𝜃2 − 𝜃1) = 0

 

 نقترح الحل الرياضي التالي. ω2و  ω1لايجاد التواترين الطبيعيين 

.................* {
𝜃1(𝑡) = 𝐴1 sin(𝜔𝑡 + 𝜑1) ⇒ 𝜃̈1 = −𝜔

2𝜃1
𝜃2(𝑡) = 𝐴2 sin(𝜔𝑡 + 𝜑2) ⇒ 𝜃̈2 = −𝜔

2𝜃2
 

 بالتعويض في المعادلتين السابقتين نجد:

{
(−𝜔2𝑙2𝑚+𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2)𝐴1 sin(𝜔𝑡 + 𝜑1) − 𝑘𝑎

2𝐴2 sin(𝜔𝑡 + 𝜑2) = 0

(−𝜔2𝑙2𝑚+𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2)𝐴2 sin(𝜔𝑡 + 𝜑2) − 𝑘𝑎
2𝐴1 sin(𝜔𝑡 + 𝜑1) = 0

 

𝜑1حالة اهتزاز النظام بأحد تواتريه الطبيعيين تتساوى زاويتا الطور  في  = 𝜑2 .لهذا النظام 

 ومنه تصبح المعادلات السابقة كمايلي:

{
(−𝜔2𝑙2𝑚+𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2)𝐴1 − 𝑘𝑎

2𝐴2 = 0………1

−𝑘𝑎2𝐴1 + (−𝜔
2𝑙2𝑚+𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2)𝐴2 = 0…… .2

 

 ن كتابة المعادلتين السابقتين على النحو التالي:يمك

[
−𝜔2𝑙2𝑚+𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2 −𝑘𝑎2

−𝑘𝑎2 −𝜔2𝑙2𝑚+𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2
] [
𝐴1
𝐴2
] = 0 
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يلاحظ من خلال ما سبق تماثل المصفوفة حول محوريها، و هذه الصفة تنتج من تشابه النواسين المترابطين  

 النظام الميكانيكي المهتز حول محوره العمودي(. )تماثل

(−𝜔2𝑙2𝑚+𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2)2 − ( 𝑘𝑎2)2 = 0 

 ومنها نحصل على مقداري التواترين:

ω1التواتر الزاوي الأول:            = √
𝑔

𝑙
 

ω2التواتر الزاوي الثاني:            = √
𝑔

𝑙
+
2𝑘𝑎2

𝑚𝑙2
 

 

 إيجاد النمطين الأساسيين للحركة 3.6

 :تعريف

يعرف النمط لكونه الحالة التي تؤدي فيها عناصر النظام اهتزازات توافقية بسيطة بتواتر موحد، و هو يساوي 

 احد التوترين الطبيعيين.

 1 السابقة و نعوض  2و  1المعادلة  نأخذالنمط الأساسي الأول للحركة  لإيجادω=ω  :فينتج لدينا 

1 ⇒ (−𝑚𝑔𝑙 +𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑎2)𝐴1 − 𝑘𝑎
2𝐴2 = 0 

1 ⇒ 𝐴1 = 𝐴2 = 𝐵1 

ولا يحدث للنابض أي تغير اثناء  1Bو بنفس السعة  ω0ω=1في هذه الحالة النواسان يهتزان بنفس التواتر 

 الحركة.

 

 

 

 

 

 

 

 

 2 ض يعوفيتم ايجاده بتللحركة  الثانيالنمط الأساسي  اماω=ω  2او  1لتين السابقتين احدى المعاد في 

1:               فنجد ⇒ 𝐴1 = −𝐴2 = 𝐵2 

𝐴1و بسعتين متعاكستين  φو بنفس فرق الطور  ω2في هذا النمط يهتز النواسان بنفس التواتر  = −𝐴2 

B1 B1 
k 

m m 

l l 
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 حل معادلتي الحركة 4.6

تين جيبيتين كل منهما تعبر عن أحد يتكون الحل الذي يعبر عن حركة النظام للحالة العامة من تداخل حرك

 :النمطين الأساسيين و منه

 {
𝜃1 = 𝐴11 sin(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐴12 sin(𝜔2𝑡 + 𝜑2)

𝜃2 = 𝐴21 sin(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐴22 sin(𝜔2𝑡 + 𝜑2)
 

 حيث:

  𝜑1  ،𝐴11  و𝐴12 تزاز في التواتر الطبيعي الأول، و تمثل الطور و سعة الاه𝜑2 ،𝐴21  و𝐴22  تمثل الطور

 و سعة الاهتزاز في التواتر الطبيعي الثاني.

𝐴11النمط الأول :  = 𝐴21 = 𝐵1 

𝐴12النمط الثاني :  = −𝐴22 = 𝐵2 

 نعوض في المعادلة السابقة فنجد:

Δ............. {
𝜃1 = 𝐵1 sin(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐵2 sin(𝜔2𝑡 + 𝜑2)

𝜃2 = 𝐵1 sin(𝜔1𝑡 + 𝜑1) − 𝐵2 sin(𝜔2𝑡 + 𝜑2)
 

 يتم إيجاد مقاديرها من تطبيق الشروط الابتدائية. 1φ ،2φو  1B ،2Bالثوابت 

{
𝜃1̇ = 𝐵1𝜔1 𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜑1) + 𝐵2𝜔2cos(𝜔2𝑡 + 𝜑2)

𝜃2̇ = 𝐵1𝜔1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜑1) − 𝐵2𝜔2cos(𝜔2𝑡 + 𝜑2)
 

𝑡تطبيق الشروط الابتدائية، نأخذ مثلا:  = 0 ⇒ {
𝜃1 = 𝜃0.      𝜃2 = 0

𝜃1̇ = 𝜃2 = 0̇
 

{
𝜃1 = 𝜃0 ⇒ 𝐵1 sin(𝜑1) + 𝐵2 sin(𝜑2) =𝜃0
𝜃2 = 0 ⇒ 𝐵1 sin(𝜑1) − 𝐵2 sin(𝜑2) = 0

 

 

B2 -B2 
k 

l l 

m m 

B2 -B2 

l l 

m m 

k 
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{
𝜃1̇ = 0 ⇒ 𝐵1𝜔1 𝑐𝑜𝑠(𝜑1) + 𝐵2𝜔2cos(𝜑2) = 0

𝜃2̇ = 0 ⇒ 𝐵1𝜔1 cos(𝜑1) − 𝐵2𝜔2cos(𝜑2) = 0
 

 من خلال هذه المعادلات الأربعة ينتج لدينا:

{
𝐵1 = 𝐵2 =

𝜃0
2

𝜑1 = 𝜑2 =
𝜋

2

 

 ( نجد الحل الذي يعبر عن حركة النواسين بدلالة الزمن.Δبالتعويض في المعادلتين السابقتين )

sin (𝜔𝑡 +
𝜋

2
) = cos (𝜔𝑡) 

{
𝜃1 =

𝜃0
2
cos(𝜔1𝑡) +

𝜃0
2
cos(𝜔2𝑡)

𝜃2 =
𝜃0
2
cos(𝜔1𝑡) −

𝜃0
2
cos(𝜔2𝑡)

 

{
𝜃1 =

𝜃0
2
[cos(𝜔1𝑡) + cos(𝜔2𝑡)]

𝜃2 =
𝜃0
2
[cos(𝜔1𝑡) − cos(𝜔2𝑡)]

 

{
𝜃1 = 𝜃0 𝑐𝑜𝑠 (

𝜔2 +𝜔1
2

) 𝑡. 𝑐𝑜𝑠 (
𝜔2 −𝜔1

2
) 𝑡

𝜃2 = 𝜃0 𝑠𝑖𝑛 (
𝜔2 +𝜔1

2
) 𝑡. 𝑠𝑖𝑛 (

𝜔2 −𝜔1
2

) 𝑡
 

 في الحالة التي يكون فيها التواترات الزاويان مختلفين قليلا يكون:

Δ𝜔 = 𝜔2 −𝜔1 

يكون صغيرا أيضا و ينتج عن الدالتين ظاهرة الخفقان )النبضات( كما يبين الشكل المقابل. حيث يتم تبادل 

مساو الى معدل  ωالى اخر و يهتز كل نواس بتواتر الطاقة بين النواسين و انتقالهما اثناء الحركة من نواس 

 .Tالتواترين الطبيعيين و بزمن دوري مقداره 

ω =
1

2
(𝜔2 +𝜔1) 

𝑇 =
4𝜋

𝜔2 +𝜔1
 

 و مقدارهما: bT، و الزمن الدوري Ωاما تواتر الخفقان فهو 

Ω =
1

2
(𝜔2 −𝜔1) 

𝑇𝑏 =
4𝜋

𝜔2 −𝜔1
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 :ادسستمارين الفصل ال

 :الأولالتمرين 

 2mو  1mليكن لدينا الاهتزاز الحر لنظام ذو درجتي حرية الموضح في الشكل المقابل. الذي يتكون من كتلتين 

 .2kو  1kو نابضين ثابت مرونتيهما 

 اوجدعبارة الطاقة الحركية لهذا النظام. -1

 .Uاوجد عبارة الطاقة الكامنة  -2

 استنتج عبارة دالة لاغرانج. -3

𝑘1تي الحركة حيث: اوجد معادل -4 = 𝑘2 = 𝑘 ،𝑚1 =
𝑚2

2
= 𝑚. 

 اوجد التواترين الطبيعيين للحركة. -5

 

 

 

 

 

 :الثانيالتمرين 

مربوطة بواسطة  LCليكن لدينا التركيب التجريبي الموضح في الشكل المقابل. الذي يتكون من دارة كهربائية 

𝐶1حيث:  LC مع دارة أخرى Cمكثفة  = 𝐶2 = 𝐶 ،𝐿1 = 𝐿2 = 𝐿. 

 .𝑞2(𝑡)و   𝑞1(𝑡)اوجد معادلتي الاهتزاز لكل من  -1

 C1كانت فقط   t = 0اوجد التواترين الطبيعيين للحركة، ثم اعط الحل العام علما ان في اللحظة  -2

 .qمشحونة بـ 

 

 

 

 :الثالثالتمرين 

(، يدوران R، نصف القطر Mلان )كتلة الموضح في الشكل. الذي يتكون من دولابان متماث ليكن لدينا التركيب

زاويتا الازاحة عن وضع التوازن للدولابين. في حالة الراحة  2θو  1θبدون احتكاك على المستوي الافقي. 

(𝜃1 = 𝜃2 =  لا يحدث تشوه للنابضين. (0

x1 

k1 

x2 

k2 

m2 m1 

L1 I1 
C I2 L2 

C2 

C1 
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 .Tاوجدعبارة الطاقة الحركية لهذا النظام  -1

 .Uاوجد عبارة الطاقة الكامنة  -2

 .2xو  1x، بدلالة ℒة لاغرانج استنتج عبارة دال -3

𝑘1اوجد عبارة معادلتي الحركة، و استنتج التواترين الطبيعيين حيث:  -4 = 𝑘2 = 𝑘́ ≠ 𝑘. 

 اكتب دالة لاغرانج على الشكل: -5

ℒ =
3

4
𝑀[𝑥̇1

2 + 𝑥̇2
2 −𝜔0

2(𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 2𝑘𝑥1𝑥2)] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

k 

B 

k1 

x1 

k2 

x2 

 

θ1 θ2 
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 ي: الأمواج الميكانيكيةالمحور الثان
 واج ـــ. الام1

 عموميات 1.1

 للأمواج وواضحا بسيطا لاامث ساكنة ماء بركة في أي جسم صلب سقوط عند تتشكل التي الماء أمواج تعتبر

 عندما للإنسان الصوتية الأوتار في تبدأ التي الصوتية الأمواج فهناك .الطبيعة في شتى مجالات في تظهر التي

 وهناك ،المستمع او شخص يضرب على وتر العود لأذن المجاورة لتصل الهواء ذرات بواسطة رفتنتش يتكلم

 ،والتلفاز الإذاعة برامج ناقلة إرسال محطة هوائي عن تصدر كالتيالضوء( ) مغناطيسيةوالأمواج الكهر

 وتر مادة أو الهواء ذرات) ناقل وجود وسط ضرورة أماة. للموج مصدر فهناك الحالات وفي كل  .وغيرها

 أمواجا وتدعى يحملها من وجد إذا إلا نقطة لأخرى من ينتقل لا فبعضها الموجة، نوع على فتعتمد ود(الع

 مغناطيسيةوالكهر الأمواج هي ناقل لوسط تحتاج لاأمواج  وهناك،  (mechanical waves) ميكانيكية

(electromagnetic waves)   ناطيسيمغ وآخر كهربائي مجال اهتزاز عن وتنتج. 

 تعريف الموجة 2.1

هي الحركة التي يصنعها الجسم المهتز على جانبي موضع سكونه او اتزانه الأصلي، مثل  :الحركة الموجية

أو هي الاضطراب أو الحركة التي تحدث في الوسط عندما يتحرك كل جزء من أجزائه  .حركة البندول البسيط

وتسمى الحركة الاهتزازية في أنقى صورها بالحركة  ى.أخرحركة اهتزازية تسري بالتتابع من نقطة إلى 

 .التوافقية البسيطة
، للمادة انتقال حدوث دون للطاقة بانتقال مصحوب مرن مادي وسط في هتشو أو لاضطراب انتشار هي موجة:ال

بعد واحد ، نسميها سرعة الانتشار. قد تكون الامواج ذات Vينتقل من نقطة الى بقية نقاط الوسط بسرعة ثابتة  و

 مثل موجة تنتشر في حبل، او ذات بعدين كالأمواج المائية، او ثلاثة ابعاد كالأمواج الصوتية. و تنقسم الى:

 

 موجات مثل الموجة انتشار منحى مع متعامدا التموج منحى فيها يكون التي الأمواج هي :العرضية الأمواج -

 الوسط في )المستعرضة( العرضية الموجات تنتقل وقاع. قمه شكل على وتكون ،الحبل اهتزاز موجة او الماء

 الجزيء ليتمكن كافية تماسك قوى جزيئاته بين تتوافر الذي للسائل( الحر والسطح الصلب الجسم )مثل المرن

 الموجة. انتشار اتجاه على عمودي باتجاه هل المجاورة الجزيئات تحريك من المهتز

 

 وامواج النابض امواج مثل ةالطولي الأمواج في الانتشار لمنحى اموافق التموج منحى يكون :الطولية الأمواج -

 .الجزيئات بين كبيرة تماسك قوى إلى تحتاج لا لأنها وغاز( وسائل )صلب المختلفة الأوساط في تنتقل .الصوت
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 الموجة خصائص 2.2
 الموجة انتشار سرعة 1.2.2

 في المستعمل الحبل مستوى على نقاط ثلاثة اأخذن لو مثلا، ثابتة بسرعة للموجة المكون الاضطراب ينتشر

  الاضطراب الى هاته النقاط هي  فيها يصل التيو الزمنة  M2M ,1M ,3 هي والتيالمقابل(  شكل (التجربة

 1, t2t ,1t ان:  فنجد 

𝑀1𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑡2 − 𝑡1
=
𝑀2𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑡3 − 𝑡2
= 𝑐𝑜𝑛𝑡 = 𝑣 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 لأمواج المنتشرة على مستوى الحبلا :1.7الشكل 

 

 اللازمة لقطع الزمنية المدة تقطعها الموجة و التي dالمسافة  بين النسبة هي 𝑣موجة  انتشار سرعة أن نستنتج

 :المسافة، ونعبر عنها كمايلي هذه

𝑣 =
𝑑

∆𝑡
 

d :الموجة. مقدمة اليها وصلت التي المسافة هي 

Δt :المستغرقة. الزمنية المدة هي 

𝑣 :تحسب بـ  و الانتشار سرعةm/s. 

 : ملاحظات

 .الوسط باختلاف للموجة المنتج الاضطراب انتشار سرعة تختلف -

 في الوسط الطولي الاضطراب بها ينتشر التي الثابتة السرعة ما، بغير وسط في العرضي الاضطراب ينتشر -

 .نفسه

M1 

A 

A 

A 

A 

M2 

M3 
t=t3 

t=t1 

t=t2 

t=0 
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 جدا، وبالعكس فإن التشوه كبير يكون لا ان بشرط الاضطراب بسعة ولا بشكل تتعلق، لا لا الانتشار سرعة -

 .كتلةلل الطولية كثافةو ال الشد قوة بدلالة عنها ويعبر المادي الوسط وحالة بطبيعة تتعلق الانتشار سرعة

𝑣 = √
𝐹

𝜌
 

F :بالنيوتن عنها ويعبر الشد قوة N. 

ρ :وحدتها الطولية الكتلة Kg/m.  

 m=ρΔLحيث:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 : التالية بالعلاقة غاز في( مثلا صوتية) ميكانيكية موجة انتشار سرعة عن التعبير كما يمكن -

𝑣 = √
𝛾𝑃

𝜌
 

P :الباسكال. وحدته الغاز ضغط 

γثابت وحدة : بدونγ =1.4 . 

ρوحدتها للغاز الحجمية : الكتلة ρ =
𝑚

𝑉
 [𝐾𝑔/𝑚3]. 

 السرعة: تصبح صلبا الوسط كان وإذا

𝑣 = √
𝑌

𝜌
 

 للمرونة. يانغ لمعاميمثل  Yحيث 

 .فقط خواصه على تعتمد وسط أي في الصوت انتشار سرعة أن السابقة العلاقات من ونلاحظ

 .مختلفة أوساط في الصوت انتشار سرعةالتالي  الجدول في ونعطي

 

F F 

ΔL 

t t 
t t 

r 



 

 69 

 (m/sالسرعة ) الملدة (m/sالسرعة ) المادة

 1190 الرصاص 331 (°0الهواء )

 (2°0الهواء )

 الهيدروجين

343 

 

1330 

 النحاس

 الالمنيوم

3810 

5000 

 الماء المقطر

 ماء البحر

1486 

1519 

 الفولاذ

 زجاج بايركس

5170 

5200 

 

 الموجة طول 2.2.2

 متوافقتين نقطتين بين تربط مسافة أقصر وتعتبر واحد دور في الاهتزازية الحركة تقطعها التي المسافة هو

 المقابل. شكل انظر

 

 

 

 

 

 :التالية قةبالعلا الموجي الطول نحسب

𝜆 = 𝑣. 𝑇 =
𝑣

𝑓
 

او التردد  Tبالدور  واحد آن في يرتبط اهتزازية ظاهرة انتشار يميز الذي λالموجة  طول أن تبين العلاقة هذه

𝑓 الثابت  و لوحده الاهتزاز يميز ثابت𝑣 الانتشار فيه ينشأ الذي الوسط يميز الذي. 

 

 العرضية في وتر للأمواجالانتشار الحر  3.2

المخمدة في وتر متجانس مشدود من طرفيه بقوة شد  وذج انتشار الاهتزازات الحرة غيرذا الغرض نمله نأخذ

 أولا معادلة نكتب ما موجة فيه تنتشر وسط من نقطة أي اهتزازات تصف التي المعادلة على ابتدائية. للحصول

  ق العلاقة التالية:وف بسيط بشكل يهتز أنه نفترض الذي Sع للمنب الاهتزازات

𝑦𝑠 = 𝐴 sin(𝜔𝑡) 

𝝀 = 𝒗 𝑻 

x 

y 

0 

A 
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 :المعروفتين بالعلاقتين fترددها   و T الحركة بدور ωالزاوية  السرعة ترتبط حيث

ω =
2𝜋

𝑇
= 2𝜋𝑓 

 المنبع، عن xمسافة  تبعد الشكل التالي. التي في p مثل الوسط من نقطة أي اهتزازات معادلة نكتب ثم ومن

 اللازمة المدة يساوي عنها بزمن متأخرة لكن بسيطة، تزازيةاه حركة تماما. أي Sمثل  ستتحرك أنها بملاحظة

 :أن أي هناك، من إليها لتصل للحركة

𝑦𝑝 = 𝐴 sin [𝜔(𝑡 − 𝑡́)] 

 هو: pالى  S من لتنتقل لها اللازم الزمن يكون عندئذ

t́ =
𝑥

𝑣
 

 أي ان: 

𝑦𝑝 = 𝐴 sin [𝜔 (𝑡 −
𝑥

𝑣
)] 

𝑦𝑝 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 −
2𝜋𝑥

𝑣. 𝑇
) 

𝑣. 𝑇 المسافة هذه ونسمي .الوسط من نقطة أي لاهتزازة كامل دور خلال الموجة تقطعها التي المسافة هي 

 و منه:   λ الموجة طول

λ = 𝑣. 𝑇 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تتحركان متتاليتين نقطتين أي بين الفاصلة المسافة يساوي الموجة طولنلاحظ من خلال الشكل السابق ان 

 .لحظة كل في والاتجاه الشكل بنفس

المقدار  نسمي
2𝜋

𝜆
 حيث: κالعدد الموجي، و نرمز له بالرمز  

𝜅 =
2𝜋

𝜆
 

 المعادلة السابقة نجد:نعوض في 

𝝀 = 𝒗 𝑻 

x 

y 

0 

A 
ys 

yp 

p 

𝝀 
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𝑦𝑝 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥) 

 

 من لحظة أي في منه ذرة أي حركة تصف أنها أي الوسط، في المنتشرة الموجية بالمعادلة تسمى هذه العلاقة

 .الزمن

 هو:  بسيطة اهتزازية لحركة لعاما بما ان الشكل

𝑦 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 + 𝜑) 

 

يمثل فرق الطور بين نقطتين. و يمكن الاستفادة من هاته  κxبالمقارنة بين المعادلتين الأخيرتين نلاحظ ان، 

. الوسط( أخرى من نقطة أي )أو الاهتزازات منبع مع بمقارنتها مهتز وسط من نقطة حركة لمعرفة النتيجة

 أنه أي تماما، متكافئتينو النقطة  المنبع معادلة تصير عندئذ π من زوجيا عددا يساوي الطور رقف كان فإذا

 مثلها، الثانية تكون معدومة الأولى سعة كانت وإذا كذلك، الثانية فستكون يمكن ما أكبر واحدة سعة كانت إذا

فرديا  عددا يساوي الطور كان فرق إذا أما بالطور. متوافقتين الحركتين إن الحالة هذه في ونقول دواليك وهكذا

 لحظة في إحداهما الطور. فاذا كانت في متعاكستين إنهما ونقول دوما متعاكستين سعتاهما تكون عندئذ πمن 

 بمعادلة الطور فرق مفهوم ولربط .دوما الأخرى بعكس واحدة كل وتتحرك، 2Aالثانية  سعة تكون 1A ما

و  1xالموضعين  في تقعان لنقطتين وتصل وسط متجانس في تنتشر واجاأم أن نفترض لنقطة الموجية الحركة

2xبالشكل: الموجية المعادلة نكتب . عندئذ 

𝑦1 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥1) 

𝑦2 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥2) 

 فيكون فرق الطور بينهما كمايلي:

Δφ = κ(𝑥2 − 𝑥1) = 𝜅Δ𝑥 =
2𝜋

𝜆
Δ𝑥 

 :يكون أن يجب طورال في متوافقتين تكونا فحتى

Δφ = 2nπ                    n = 1, 2, 3, … 

 :يكون أن يجب أي

Δ𝑥 = nλ 

 

 ة.الموج طول من صحيحا عددا تساوي النقطتين بين المسافة تكون عندما أي

 :أن أي الطور، في متعاكستين النقطتان تكون عندما أما

Δφ = (2n + 1)π                    n = 1, 2, 3, … 

Δ𝑥 = (2n + 1)
λ

2
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 فإنهما الموجة طول نصف من فرديا عددا تساوي بينهما الفاصلة المسافة تكون عندما أنه يأ

 .دوما متعاكسين باتجاهين تتحركان

 

 (التراكب مبدأ) الأمواج تركيب 4.2

 والأسفل، فكيف به للأعلى يمسك الذي الطرف بهز واحد كل وقام بينهما مشدود بحبل شخصان أمسك لو

السؤال هو  هذا على الإجابة إن هذه الحالة؟ في المتولدتان الموجتان تصلها عندما حبلال من نقطة أي تتحرك

 )أو فقط عرضية أمواج عدة فيه تنتشر وسط لنقطة من الكلية السعة أن على وينص .التراكب مبدأ ما يسمى

 ويكتب .موجة كل من إليها الواصلة الاهتزازات لسعات الجمع هي حاصل الزمن من لحظة أي في فقط( طولية

       الكلية السعة تكون ، عندئذ2yو سعة الموجة الثانية  1yهي  أولى موجة سعة بفرض أن رياضيا المبدأ هذا

2y +1y .الخط نفس على تنتشران عرضيتان موجتان تكون هناك عندما الخاصة الحالة الفقرة هذه في وسنعتبر 

 . أي:φبالطور بمقدار  باختلاف ولكن والسعة التردد بنفس

𝑦1 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥) 

𝑦2 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥 − 𝜑) 

 :هي المعتبرة النقطة على المؤثرة الكلية الموجة تكون عندئذ

𝑦𝑇 = 𝑦1 + 𝑦2 = 𝐴 sin(𝜔𝑡 − 𝜅𝑥) + 𝐴 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥 − 𝜑) 

𝑦𝑇 = [2𝐴𝑐𝑜𝑠 (
𝜑

2
)]  sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥 −

𝜑

2
) 

 و يمكن ان نكتب: 

𝑦𝑇 = 𝐴𝑚𝑎𝑥 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥 −
𝜑

2
) 

 حيث: 

𝐴𝑚𝑎𝑥 = 2𝐴𝑐𝑜𝑠 (
𝜑

2
) 

 

 يمكن ما أكبر أن تكون فيمكن φالزاوية  على تعتمد سعتها لكن بسيطة اهتزازية هي الناتجة الحركة أن ونلاحظ

φ كانت إذا = 2nπ لنقطة لواصلتينا اهتزازتيهما أن أي بالطور، متوافقتان المتداخلتين الموجتين إن ونقول 

𝐴𝑚𝑎𝑥تكون  أن يمكن أو. دوما الاتجاه نفس وفي الشكل بنفس تتحركان ما = φكانت  إذا 0 = (2n + 1)π 

 .مختلفتين بسعتين بالطور متوافقتين بالطور. الشكل التالي يمثل موجتين متعاكستان إن الموجتين ونقول
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 تراكب الامواج :2.7الشكل 

 

 المستقرة والأمواج سالانعكا 5.2

 باليد إما متواصل بشكل الآخر طرفه من بهزه قمنا ثم ،ما بقوة ومشدود بالحائط مربوط حبل بطرف أمسكنا لو

 فتنعكس بالحائط المثبت لطرفه تصل أن إلى امتداده على موجة تنتشر عندئذ مثلا، كهربائية رنانة بواسطة أو

 في دائرية أمواج انتشار عند الظاهرة نفس وتشاهد. الأصلية الموجة مع لتتداخل المعاكس بالاتجاه وترتد عنه

ذ. وأخا جميل بشكل المرتدة مع القادمة الأمواج وتتداخل عنه فتنعكس حاجز أو لمانع تصل عندما ماء بحيرة

 اكنةس أخرى نقاط تبقى بينما كبيرة بسعة منه أجزاء تهتز إذ متميزا ثابتا شكلا الوسط يأخذ الحالتين كلا وفي

 نبضة تنتشر بمتابعة الأمواج انعكاس ظاهرة فهم مستقرة. ويمكن أمواج اسم هذا المنظر على ويطلق. تماما

 فيرد للأعلى بقوة الحبل على تؤثر للحائط النبضة تصل كما في الشكل المقابل فعندما لليمين، الحبل امتداد على

 لكنها يتغير النبضة لا شكل الشكل أن من ونلاحظ لليسار. تتحرك معاكسة نبضة يولد مما بقوة للأسفل عليها

 .الاهتزازتين بين πبمقدار  الطور في فرق فهناك. مقلوبة تصير

 

 

 

 

 

 

 

 

 مشدود انعكاس الأمواج المستقرة على الحبل :3.7الشكل 

y 

y1 

y2 

yT 

A 

A 

A 

A 
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 صولهاو أن الشكل اسفله. فنلاحظ في كما حرة، نهايته حبل امتداد على تنتشر نبضة حركة نتابع الشكل وبنفس

 لكنها مقلوبة غير مضادة يولد نبضة الأصلي لوضعه يعود وعندما معينة مسافة للأعلى يدفعه الحبل لآخر

 .النبضتين بين هاتين الطور في فرق لا يوجد أنه أي .المعاكس بالاتجاه تتحرك

 

 

  

 

 

 

 انعكاس الأمواج المستقرة على الحبل نهايته حرة :4.7الشكل 

 

 موجة عندها فتتولد بالحائط المربوطة لنهايته لتصل اليمين نحو الحبل في تنتشر موجة أن الآن لنفترض

 تصف التي المعادلة على الحصول ويمكن. مستقرة أمواجا مشكلة الأولى مع وتتداخل لليسار تتحرك منعكسة

 :بالشكل تكتب الأولى أن بفرض الأمواج هذه

𝑦1 = 𝐴 sin (𝜔𝑡 − 𝜅𝑥) 

 :بالشكل وتكتب السالب السينات محور باتجاه نعكسةالم الموجة تنتشر بينما

𝑦2 = −𝐴 sin (𝜔𝑡 + 𝜅𝑥) 

 هاتان الموجتان وصلت . فإذاπبمقدار  بالطور الأولى الموجة عن تختلف لأنها السالبة الإشارة أضفنا حيث

 :لها الحركة معادلة تصير المهتز الوسط من النقطة لنفس

𝑦𝑇 = 𝑦1 + 𝑦2 = 𝐴 sin(𝜔𝑡 − 𝜅𝑥) + 𝐴 sin (𝜔𝑡 + 𝜅𝑥) 

 بعد النشر و التبسيط نجد: 

𝑦𝑇 = −[2𝐴 sin (𝜅𝑥)]𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 

 او نكتب على الشكل: 

𝑦𝑇 = 𝐴(𝑥) 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 

 حيث: 

𝐴(𝑥) = −2𝐴 sin (𝜅𝑥) 

A 

A 

A 

A 
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 بعدها ىعل سعتها تعتمد أن إلا تماما، الأصليتين كالموجتين ωزاوية  بسرعة اهتزازية حركة ستتحرك فالنقطة

𝐴(𝑥)وتساوي  ما يمكن أكبر العظمى سعتها نقاط فهناك .الحبل بداية عن = −2𝐴 منبع عن بعدها كان إذا 

 :العلاقة يحقق الاهتزازات

sin(𝜅𝑥) = ±1 ⟹  𝜅𝑥 = (2𝑛 + 1)
𝜋

2
⟹ 

2𝜋

𝜆
𝑥 = (2𝑛 + 1)

𝜋

2
 

 أي: 

𝑥 = (2𝑛 + 1)
𝜆

4
                   𝑛 = 0, 1, 2, 3, … 

 واحدة كل وتسمى 2Aبسعة  والأسفل للأعلى ستهتزبهذا المقدار، الحبل  بداية عن تبعد التي لنقاطا كل أن أي

 ذروة.

 :العلاقة تحقق لأنها دائما معدومة سعتها نقاط هناك ستكون المنطق وبنفس

sin(𝜅𝑥) = 0 ⟹  𝜅𝑥 = 2𝑛 ⟹ 
2𝜋

𝜆
𝑥 = 2𝑛 

 :تكون عندما أي

𝑥 = 𝑛
𝜆

2
                   𝑛 = 0, 1, 2, 3, … 

عقدة.  واحدة كل تماما، وتسمى ساكنة ستبقىالأخير.  مقدارالب الحبل بداية عن تبعد التي النقاط كل أن أي

 حبل مشدود. في والعقد الذروات الشكل التالي مواضع ويوضح

 

 
 

 التجاوب 6.2

 في Fمشدود بقوة ، وμالطولية  ، وكثافتهLطوله  حبل في مستقرة أمواج تشكل شرط الفقرة هذه في سندرس

 :التاليتين الحالتين

 

 ثابتة نهاية عن الانعكاس 1.6.2

 من الموجة القادمة مع وتتداخل الثابتة نهايته عن تنعكس طرفيه، فإنها من مشدود حبل في موجة انتشرت إذا

 ة،الموج طول نصف من لعدد صحيح مساويا طوله يكون أن يجب الحبل في مستقرة أمواج تتشكل المنبع. فحتى

 :أي

 عقدة

(ذروة )بطن  
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𝐿 = (𝑛 + 1)
𝜆

2
                   𝑛 = 0, 1, 2, 3, … 

 تبدأ التي الحركة الاهتزازية تردد أن افترضنا وإذا. nلـ  قيم عدة أجل من الحبل شكلالتالي الشكل  ويوضح

 :الموجة طول نكتب عندئذ، 𝑓هي  الحبل بداية عند

𝜆 =
𝑣

𝑓
 

 نجد: Lمعادلة  في ذلك وبتعويض

𝐿 = (𝑛 + 1)
𝑣

2𝑓
                   𝑛 = 0, 1, 2, 3, … 

 ومنه: 

𝑓𝑛 = (𝑛 + 1)
𝑣

2𝐿
 

 

 
 

 مشدود الحبل في مستقرة أمواج تشكل: 5.7الشكل 

𝑳 =
𝝀

𝟐
 

𝑳 =
𝟐𝝀

𝟐
 

𝑳 =
𝟑𝝀

𝟐
 

𝑳 =
𝟒𝝀

𝟐
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 الاهتزازية تردد الحركة كان إذا إلا تتشكل لا المستقرة الأمواج فإن L طوله حبل في موجة انتشرت إذا أنه أي

المفروض.  التردد مع الانتشار ليتوافق سرعة أو الحبل طول غيرنا إذا قة، أوبيحقق المعادلة السا المنبع من

 :هو مشدود حبل في ممكن تردد أقل العلاقة السابقة أن من ونلاحظ

𝑓0 =
𝑣

2𝐿
 

 السابقة بالشكل: 𝑓معادلة  الأساس ونكتب التردد ويسمى

𝑓𝑛 = (𝑛 + 1)𝑓0 

 .(harmonics)المتوافقات  𝑓𝑛   وتدعى

 

 حرة نهاية عن الانعكاس 2.6.2

 القادمة الأمواج مع فتتداخل عنها وتنعكس لآخره لتصل حرة نهاية ذو حبل في تنتشر موجةال أن الآن نفترض

 :للعلاقة محققا الحبل طول يكون أن هو الأمواج هذه تشكل شرط أن ونلاحظ. مستقرة أمواج وتتشكل

𝐿 = (2𝑛 + 1)
𝜆

4
                   𝑛 = 0, 1, 2, 3,… 

 بما يساويها نجد: λبعد تعويض 

𝐿 = (2𝑛 + 1)
𝑣

4𝑓
  

 ومنه:

𝑓𝑛 = (2𝑛 + 1)
𝑣

2𝐿
 

 يصبح تردد الأساس في هذه الحالة هو:

𝑓0 =
𝑣

4𝐿
 

 و المتوافقات هي:

𝑓𝑛 = (2𝑛 + 1)𝑓0 

 .مشدود حبل في مستقرة أمواج الشكل التالي تشكل ويوضح
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 نهايته حرة الحبل في رةمستق أمواج تشكل: 6.7الشكل 

 

 الصوت 7.2

 الصوتية الأمواج وتنتشر. اليومية حياتنا في معها نتعامل التي الطولية الأمواج أشكال أهم من الصوت يعتبر

 فتنتقل اليسار و لليمين فتهتز مستمر بشكل ذراته وتخلخل تضاغط يسبب مما الهواء في الضغط تغير نتيجة

 سرعة وتعتمد. الصوتية الموجة فيه الذي تنتشر الاتجاه بنفس لأخرى واحدة نم طولي بشكل الذرات اهتزازات

 والكثافة:  الضغطعلى  العلاقة بحسب الهواء في الصوت

𝑣 = √
𝐹

𝜌
 

 

 :بالشكل تكتب الغازات الصوت في سرعة أن البرهان فيمكن الحرارة درجة على يعتمد الضغط لأن ونظرا

𝑣 = √
𝛾𝑅𝑇

𝑚
 

 حيث: 

γ :للغاز. النوعية الحرارة ةنسب 

Rيساوي  و العام الغازات : ثابت.R=8.314 J/mol.K 

T :بالكلفن. الغاز حرارة درجة 

mبكثافته و حجمه و عدد المولات  وترتبط للغاز الجزيئية الكتلة : فهيn.          𝜌 =
𝑛𝑚

𝑣
 

 1atmد واح جوي ضغط نم الطبيعية الشروط تحت m/s 340 حوالي   الهواء في الصوت سرعة وتساوي

 .C°20ودرجة حرارة 
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 الشدة ومستوى الصوت شدة 1.7.2

 Iشدة الموجة  ونعرف .وترددها سعتها مربع مع طردا تتناسب قدرة تحمل تنتشر موجة كل أن سابقا وجدنا

 :أن أي المساحة، واحدة عبر المنتشرة بالقدرة

𝐼 =
𝑝

𝐴
 

 .2w/mالدولي  النظام في ووحدتها

 

الشدة  مستوى نعرف حيث ببعضها لمقارنة الأصوات كأساس 0Iبـ  له ويرمز الشدة من الأدنى لحدا ويستخدم

 :بالعلاقة

𝛽 = 10𝑙𝑜𝑔10 (
𝐼

𝐼0
) 

 تعطى ولذلك الطبيعية، الأصوات مع معظم بالمقارنة كبيرة، الوحدة (، وهذهBel" )البلـ "ب وحدتها وتعطى

 بشكل متجانس وسط أي في منبع عن الصادرة شدة الصوت وتتوزع(. dBب "الديسبل" ) عادة الأصوات شدة

بالعلاقة  Iشدته  منبع عن rمسافة  تبعد نقطة عند الصوت شدة أن أي البعد عنه، مربع مع عكسي بتناسب كروي

 التالية:

𝐼𝑟 =
𝐼

4𝜋𝑟2
 

 
 المستقرة الصوتية الأمواج 2.7.2

 ما نسمعه وهذا .مشدود بحبل تتشكل التي الطريقة بنفس هوائي بوبأن أي في المستقرة الصوتية الأمواج تتشكل

( Lطوله  (مثلا ناي أنبوبا هوائيا لدينا أن افترضنا المعروفة. فإذا الهوائية الأبواق في أو ناي على العزف عند

 :حالتين هنا فيه، ونميز تتشكل أن يمكن مستقرة صوتية أمواجا فإن فيه ونفخنا

 
 الطرفين توحمف الأنبوب 1.2.7.2

 ويكون .ما يمكن أكبر سعتها ولذلك تكون الحركة حرة الطرفين عند الذرات تكون الشكل المقابل، عندئذ في كما

 :هو الأنبوب في أمواج مستقرة تكون شرط

𝐿 = (𝑛 + 1)
𝜆

2
                   𝑛 = 0, 1, 2, 3, … 

 :العلاقة من الأنبوب في الممكنة الترددات على ونحصل

𝑓𝑛 = (2𝑛 + 1)
𝑣

2𝐿
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 الصوتية في انبوب مفتوح الطرفين  أمواج تشكل: 7.7الشكل 

 
 :واحد طرف من مغلق الأنبوب 2.2.7.2

 سعتها تكون الحركة ولذلك محدودة المغلق الطرف عند الذرات تكون الشكل التالي. عندئذ هو موضح في كما

 :هو لأنبوبا في مستقرة أمواج شرط تكون ويكون .عقدة عندها أي صفر،

𝐿 = (2𝑛 + 1)
𝜆

4
                   𝑛 = 0, 1, 2, 3,… 

 :العلاقة من الأنبوب في الممكنة الترددات على ونحصل

𝑓𝑛 = (2𝑛 + 1)
𝑣

4𝐿
 

 

 
 الصوتية في انبوب مفتوح من طرف واحد  أمواج تشكل: 8.7الشكل 
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 الخفقان 8.2

 شدة تغير بوضوح سبب سماعها يصعب التي المحطات عضب هناك أن للراديو يستمع من لكل المعروف من

موجتين  بين تداخل بأنه هذه الظاهرة تعليل ويمكن .واضح دوري وبشكل باستمرار وهبوطا صعودا الصوت

 :الشكل من النقطة تصلان لنفس موجتين أن افترضنا فإذا .بالتردد متقاربتين صوتيتين

𝑦1 = 𝐴 sin (𝜔1𝑡) 

𝑦2 = 𝐴 sin (𝜔2𝑡) 

 :النقطة تلك عند الكلية الموجة وتكون

𝑦𝑇 = 𝑦1 + 𝑦2 = 𝐴 sin(𝜔2𝑡) + 𝐴 sin (𝜔1𝑡) 

𝑦𝑇 = 𝑦1 + 𝑦2 = 𝐴 sin(𝜔2𝑡) + 𝐴 sin (𝜔1𝑡) 

𝜔1 أن وبفرض ≈ 𝜔2 = 𝜔 أن  بحيث𝜔1 +𝜔2 = 2𝜔  و𝜔1 −𝜔2 = ∆𝜔 ة تؤول المعادلة السابق

 الى:

𝑦𝑇 = [2𝐴 cos (
∆𝜔

2
𝑡)] 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

 او تكتب على الشكل:  

𝑦𝑇 = 𝐴(𝑡) 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

 حيث: 

𝐴(𝑡) = 2𝐴 cos (
∆𝜔

2
𝑡) 

 

 ونلاحظالموالي.  شكللا في كما شدتها، من يغير مما الزمن مع تتغير سعتها أن إلا اهتزازية الكلية فالحركة

 أي موجة، نصف كل خلال مرتين( يمكن ما أصغر أو) يمكن أكبر ما صيرت الصوت شدة أن ايضال الشك من

والمساوي إلى  الغلاف تردد ضعف هو الخفقان تردد أن
∆𝜔

2
 (beat frequency)الخفقان  تردد نعرف ولذا 

𝜔𝑏𝑒𝑎𝑡ة:                   بالعلاق = 𝜔1 −𝜔2 

 

 منحنى بياني يوضح حالة الخفقان: 9.7الشكل 
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   دوبلر تأثير 9.2

 أن إلا. نوعه و المصدر طبيعة عن النظر بغض فيه نتشرت الذي الوسط خصائص على الصوت سرعة تعتمد

 الطائرة صوت إلى استمع من . مثلا كلواضح بشكل نسمعه ما على تؤثر المستمع أو الصوت منبع حركة

 دوبلر تأثير تسمى التي هذه الظاهرة تفسير كنويم. عنه بتعدت وعندما منه قتربت عندماا صوته شدة لتغير ينتبه

 كامل دور فخلال   𝑓تردده  صوتا مصدرا  𝑣𝑠بسرعة  ساكن مستمع من يقترب صوتيا منبعا لدينا أن بفرض

𝑥مسافة  تحرك قد المنبع يكون = 𝑣𝑠𝑇 هو عندئذ للمستمع الواصل الموجة طول ويكون: 

𝜆′ = 𝜆 − 𝑣𝑠𝑇 = 𝑣𝑇 − 𝑣𝑠𝑇 ⟹ 𝜆′ = (𝑣 − 𝑣𝑠)𝑇 

 هو: المسموع التردد يكون ثم ومن

𝑓′ =
𝑣

𝜆′
=

𝑣

𝑣 − 𝑣𝑠
𝑓 

 

 

هي  واحد دور خلال يقطعها التي المسافة لكانت المستمع عن يبتعد المصدر كان لو أنه نستنتج الطريقة وبنفس

xيصبح: للمستمع الواصل الموجة طول ، لكن 

𝜆′ = 𝜆 + 𝑣𝑠𝑇 = 𝑣𝑇 + 𝑣𝑠𝑇 ⟹ 𝜆′ = (𝑣 + 𝑣𝑠)𝑇 

 :المسموع التردد ومنه

𝑓′ =
𝑣

𝜆′
=

𝑣

𝑣 + 𝑣𝑠
𝑓 

 سرعة فإن 𝑓تردده  صوتا يصدر ساكن صوتي منبع نحو 𝑣𝐿بسرعة  المستمع تحرك إذا أخرى، جهة ومن

 تكون:  للمستمع بالنسبة الصوت

𝑣′ = 𝑣 + 𝑣𝐿 

 :بالعلاقة يعطى تردده أن إلا λ موجته طول صوتا يسمع ولذلك
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𝑓′ =
𝑣′

𝜆
=
𝑣 + 𝑣𝐿
𝜆

⇒ 𝑓′ =
𝑣 + 𝑣𝐿
𝑣

𝑓  

 :إلى السابقة العلاقة تؤول المنبع عن بعيدا المستمع تحرك وإذا

𝑓′ =
𝑣 − 𝑣𝐿
𝑣

𝑓 

 :بالشكل والمستمع المنبع من كل لحركة العامة الحالة في المسموع التردد بكتابة السابقة النتائج اختصار ويمكن

𝑓′ =
𝑣 ± 𝑣𝐿
𝑣 ∓ 𝑣𝑠

𝑓 

 أو المستمع يبتعد عندما السالبة والإشارة المنبع، يبتعد أو المستمع يقترب عندما الموجبة الإشارة نعتبر حيث

 ةحرك تؤدي بينما المسموع، الصوت موجة طول لتغيير تؤدي المنبع حركة أن إلى الانتباه جبي. المنبع يقترب

 .تردده لتغيير المستمع

 

 سابع:تمارين الفصل ال

 :الأولالتمرين 

 تعطى معادلة موجة كما يلي:

                        xttxy 01.02sin10,   

 .sبالثانية  tو  cmبالسنتيمتر xو  yحيث 

 التواتر )التردد( و سرعة انتشار الموجة. أحسب قيم طول الموجة، -1

 . s05.0tعند اللحظة  cm 2x سرعة و تسارع نقطة مادية واقعة على طريق الموجة عند -2

 :الثانيالتمرين 

  cmو السعة العظمىHz 500f . إذا كان الترددm/s 350v تنتشر موجة وفق خط مستقيم، بسرعة

5a. 

 أكتب معادلة هذه الموجة. -1

 . 60الفاصلة بين نقطتين، بينهما فرق في الطور يساوي xأحسب المسافة -2

 .310s، بينهما فارق زمني يساوي ، بين انتقالين لنفس الموقع أحسب فرق الطور -3

 :الثالثالتمرين 

12حبلان مصنوعان من نفس المادة. أوجد النسبة vv  ،بين سرعتي انتشار موجة عرضية على طولي الحبلين

 2، و يخضع لتوتر شدته نصف نظيره في الحبل2يساوي ضعف قطر الحبل  1إذا كان قطر الحبل 
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 :الرابعالتمرين 

cm 601 حبل من الألمنيوم طوله l2 و مساحة مقطعه-cm 210A يثبت في حبل من حديد له نفس مساحة

6.862وفق الشكل أدناه، حيث  kg  10Mالمقطع. يربط الحبل المركب بمكعب كتلته  lث أمواج . يتم إحدا

 عرضية بواسطة منبع خارجي ذو تردد متغير.

 

 

 

 

 

 

أوجد أصغر قيمة لتردد المنبع الخارجي، تمكن من الحصول على أمواج مستقرة، بحيث تكون نقطة اتصال  -1

 الحبلين عبارة عن عقدة.  

 أوجد عدد العقد التي تظهر عند هذا التردد. -2

 المعطيات:

 .3g/cm 60.2Al الكتلة الحجمية للألمنيوم 

 .3g/cm  80.7Fe الكتلة الحجمية للحديد 

 :الخامسالتمرين 

يتم تغيير ارتفاع عمود من الهواء، عن طريق تغيير مستوى الماء في قاع أنبوب. نضع إبرة رنانة مباشرة فوق 

      أول رنين لما يكون ارتفاع عمود الهواء النهاية المفتوحة. عندما يشرع مستوى الماء في الهبوط، يتم سماع

cm  9.181 h  ثم يليه رنين ثاني عند ،cm  5.572 h إذا كانت قيمة سرعة الصوت في الهواء . m/s 

340v. 

 أوجد تردد الإبرة الرنانة. -

 :السادسالتمرين 

 . 1Iإلى نقطة معينة من الفضاء بشدة يصل الصوت الصادر عن منبع، 

عند نفس النقطة في حالة وضع منبع صوتي ثاني مماثل للأول إلى  dBأوجد الزيادة في الشدة بالديسيبل  -

 جانبه.

 

 . 
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 :السابعالتمرين 

 اهات.، نعتبره منبع نقطي يصدر الصوت في كل الاتجW 8.0 مكبر صوت استطاعته

 .dB 85 أوجد المسافة الفاصلة بين مكبر الصوت و نقطة من الفضاء حيث تكون الشدة مقابلة للقيمة -
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