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Avant-propos

Le polycopié est un cours détaillé sur le programme officiel du module d’Analyse 3, qui est
le fruit de I'enseignement de cette matiere que j’ai eu a assumer a I’Université de Biskra.
Il s’adresse principalement aux étudiants en deuxiéme année licence mathématiques dans le
cadre du systéme £.M.D, mais peut éventuellement étre utile pour les étudiants en deuxieéme
année licence mathématiques appliquées, sciences techniques, informatique, et les étudiants
qui sont en deuxiéme année au écoles préparatoires.

Le contenu de cette matiere traite une partie importante de I’analyse mathématique et donne
aux étudiants les connaissances nécessaires concernant les différentes types de convergence
des séries et des intégrales impropres. Elle est considérée comme une extension directe des
deux matiéres Analyse 1 et Analyse 2 vues en premiére année MZ.

Ce cours comporte six chapitres ot chaque chapitre se termine par une sélection d’exercices
types avec corrigés, rédigés de maniere progressive et détaillée pour permettre aux étudiants
de comprendre les notions mathématiques introduites et de controler I’assimilation correcte
des points essentiels. On introduit dans le premier chapitre, le concept de série numérique, qui
permet I’étude du phénomeéne de sommation infini discréte. L’objectif de ce chapitre est de
savoir étudier la nature d’une série numérique, et effectuer un calcul de somme. On présente
dans le deuxiéme chapitre, les notions de convergence simple et uniforme des suites et séries de
fonctions. Le chapitre qui suit est consacré & I’étude des série entiéres, et a comme objectif,
calculer un rayon de convergence, établir un développement en série entiére des fonctions
usuelles et chercher la somme de séries numériques et les solutions de quelques équations
différentielles ordinaires. Le chapitre 4 est sur la théorie des séries de Fourier, on commence

par donner la notion de séries trigonométriques, puis les séries de Fourier des fonctions paires



avant-propos

ou impaires dans divers formes d’intervalles ainsi que les régles de convergences, la formule de
Parseval. Les chapitres 5 et 6 sont consacrés aux intégrales impropres et les fonctions définies
par une intégrale.

Ce polycopié, et comme tout produit scientifique, n’est pas exempte de lacunes, et j’espére
qu’il contribuera au développement du travail pédagogique et de la recherche scientifique.
Enfin, je ne serais pas terminer cet avant-propos sans passer un grand remerciement a mes

colléegues enseignants ayant expertisé sérieusement ce cours.



Chapitre 1

Séries numériques

Etant donnée une suite numérique (u,),.y de nombres réels, on sait alors que la
somme d’un nombre fini de ses termes est finie. Mais ce n’est pas toujours le cas
quand on passe a un nombre infini de termes. Ce chapitre a pour but de donner (si possible)
un sens a la somme d’une infinité de nombres, on a ainsi la notion de série. A de rares
exceptions prés, on ne saura pas calculer la limite éventuelle, appelée somme de la série. On
tentera cependant de préciser sa nature (convergente ou divergente) ainsi que des équivalents

asymptotiques.

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1 Soit une suite numérique (uy,), oy (0% u, € R ou C). On définit une nouvelle

suite numérique (Sy,), ey comme suit :
n
SOZU0751:u0+u17""5n:U0+U1+...+un:E Up.
k=0

e La paire de suite (uy, S,) s’appelle série numérique et se désigne par Yy u, ou Y Uy,.
n>0

o Le terme u, s’appelle le terme général de la série Y u, et la suite (S,),cy S appelle la suite

de la somme partielle d’ordre n de cette série.

Définition 1.2 Une série numérique (ZWL) est dite convergente si la suite de la somme
neN

3



Chapitre 1. Séries numériques

partielle (Sy,), ey €st convergente.

Dans ce cas la limite S de la suite (Sy),cy est appelée somme de la série et on écrit :

Une série numérique < E un) est dite divergente si elle n’est pas convergente.
neN

+o0 n
1
Exemple 1.1 Ftudions la nature de la série numérique E (5) . Ona
n=0

et

lim S, = lim

n—-400 n—-4o00 ( 1)
1— —
2

+o00o n
1
Alors : la série E <§) est convergente.
n=0

Proposition 1.1 (Cas complexe) Si le terme général est complexe u, = a, + ib,, alors

on a le résultat suivant :

U est convergente <—- ( a ) et ( b ) sont convergentes.
(Z n>n€N vers Z " neN Z " neN Vers

Remarque 1.1 On peut définir des séries dont le terme général (u,) n'est définit qu’a partir
d’un rang ng, on pose alors :

Sp = Upg + . + Uy

Exemple 1.2 Soit la série numérique (Zun) ot

n>3

1 1
nd—3n2+2n n(n-—1)(n—-2)

Up =
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Remarque 1.2 Soit p € N. Les séries (Zun> et (Zun> sont de méme nature et
n>0

n>p
en cas de convergence, elles n’ont pas nécessairement la méme somme.

Démonstration. Pour N entier > p, on a

N D N
Sy = Zuk =Upy + ..Uy + ... Uy = Zuk + Z Up.
k=0 k=0

k=p+1

et S, € R, alors par suite les séries (Zun) et <Zun> ont la méme nature si elles
n>0 nzp

convergent. -

Proposition 1.2 Si la série numérique ( g un> converge et de somme S, alors la suite
n>0

“+o0o
R, converge vers zéro telle que R, = S — S, = E Uy,
k=n+1

Proposition 1.3 Si la série numérique < g un> est convergente, alors son terme général
n>0

u, tend vers zéro quand n — +o00. Donc st lim u, # 0, alors la série diverge.
n—-+00

Démonstration. On a
Sn:u0+u1+---+un—1+un: n—1 T Un,

d’ou

Up = Sn — Snfl.

Si on suppose (Zun> est convergente alors la suite de la somme partielle est convergente,
n>0
et par suite

lim S, = lim S,.1=5= lim u, =0.

n—-+o0o n—-+o00 n—-+0o00

Exemple 1.3 La série Z n
>1

est divergente d’aprés la proposition |1.5, puisque :
2n+1

n 1
li n= li = — £0.
= lm oo =2 #
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Remarque 1.3 Sette condition est nécessaire mais pas suffisante c-a-d, on peut trouver des

séries divergentes dont les termes généraux tendent vers zéro a l'infinie.

1
Exemple 1.4 Soit la série numérique Z In (n i ) On a

n
n>1

n—-4o0o n—-+o0o n

lim u, = lim In (n—i—l) =0,

mais

Sn = Y In (%) —iln(k:—i-l)—ln(k)—ln(n—i-l).

Alors

n n—-+oo n—-+oo

+oo ﬂ/+-1
Zln( >: lim S, = lim In(n+1)=+4oc.
n=1

Donc la série diverge.

Proposition 1.4 (Série géométrique) Soit ¢ € R. La série géométrique >, q" converge si

lg| <1 et diverge si |q| > 1.

Proposition 1.5 (Série télescopique) Soit la série numarique Z (Ang1 — an), 0 (an),cn
n>0

est une suite numérique. On a

La suite (an), oy €st convergente <= La série E (Qpr1 — ap)-
n>0

Définition 1.3 Soient <Zun> et <Zvn> deux séries numériques, et soit A un sca-
neN neN

laire non nul

1. La série (Zun + vn> est appellée la série somme des deux séries (Zun> et
neN

(S0

2. La série ( E )\un) est appellée la série produit de la série ( E un) par le scalaire
neN neN
A.

neN

Cauchy des deux séries <Zun) e et (Zvn) e

n
3. La série (an) ot pour tout n entier; w, = > uxv,_j est appellée produit de
k=0
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Proposition 1.6 Soient (Zun> et (Zvn> deux séries numériques convergentes et
neN neN

de somme S, T (resp).

Sotent o et 3 deux scalaires non nuls alors la série <Z (o, + 6%)) est convergente de

eN
somme oS + BT, c-a-d

+o0o +o0 +oo
Z (au, + Pv,) = ozZun + BZUH.
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Soit w,, = au,, + fv,. On aura :

W, = Zwk = Z&Uk + Bu, = aZuk + Eka =S, + 61,.
k=0 k=0 k=0 k=0

Ainsi

lim W, = lim (aS,+ 57T,) =« hrf S, + liI_P T, =aS + pT. -

n—-+o00 n—-400

Remarque 1.4 :

1. Siles séries <Zun)

diverge.

converge et (ZU”>

diwverge alors la série (Z (o, + an)>

neN neN neN

2. Si les séries (Zun> et <ZU”> divergent alors on ne peut rien conclure sur la
neN neN

convergente de la série (Z (o, + an)>

nEN-

Exemple 1.5 :
1. Soit u, = 1,v, = —1,Vn € N.

Les séries ( un> et < vn> divergent mais la série < Up + Uy, ) converge.
D) et(Dva)  divers > (un+vn) 9

neN

1
v, =In—,Vn € N.

2. Soit u, =In ,
n+1 n
Les séries ( un> et ( Un> divergent mais la série ( Uy, — Up ) di-
Z neN Z neN y Z( ) neN
verge.
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Proposition 1.7 (Groupement des termes) Soient ( g un> une série numérique conver-
neN

gente. Si on regroupe ses termes comme suit :

(ug +ug + oo+ Uy ) + (Ungg1 + oo+ Upy) + o

N J [\ J
—~ —~

v1 v2

on obtient la série ( E Un) qut est ausst convergente.
neN

Démonstration. Construisons la suite des sommes partielles de la série ( E un>
neN

SU = Up

S1 =uwt+w

Spy =UgF UL+ oo F Uy, =y
Sny = Uy + UL F oo F Upy + Upy1 + oo+ Upy, = V1 + Vg
Sny = U+ UL+ ... + Up, = V1 + Vg + V3.
Les termes S, Sny, Sns, - sont les termes de la suite de la somme partielle de la série

( E Un) . et comme la suite (.5,), oy converge la suite (Sy,), oy qui est sous suite conver-

gente.
D’ou on déduit que la série (Zvn) converge vers la méme somme que la série (Zun> .
neN neN
+o0 1
Exemple 1.6 On considére la série —_—
p ;n (n+1)
On a
1 1 1
nn+1) n n+1’
ainst :

S, =up+us+uz+ ...+ u,

RO NI

1 1
n n+1/)"



Chapitre 1. Séries numériques

Alors, si
1
=2k= 55, =1—
" 2k %+ 1
et st
2k+1= 8. 1 1
n= =1- )
2k-+1 2

Donc lim S, = 1.

n—-4oo

Théoréme 1.1 (Critére de Cauchy) La série (Zun> est convergente $si
neN

P q
Ve>0,3dn(e) e N:Vp>qg>n(e) = Zuk—Zuk <€
k=0 k=0
Remarque 1.5 On a
P q P
Zuk—Zuk = Z U :|Sp—Sq‘.
k=0 k=0 k=q+1

Donc (Zun> est convergente ssi la suite (Sy), oy est une suite de Cauchy.
neN

1
Exemple 1.7 Soit la série harmonique ( E —)
n neN*

On a :
1 1 1 1 1 1
Son—S, =1+=-+.. +—4+—-+. . +— | —(1+=+...+ =
5 (+2+ S +2n) <+2+ +n)
U SR SN IR S
T n+1 T 2T 2n T 2n 2
—_—
nfois
Alors :
1 1
Ele:ﬁ,VrLZl,Elp:Qn,q:net |52n—5n|2§.

S|

Donc la suite (Sy,), cn nest pas suite de Cauchy et par suite la série (Z > est diver-
neN*

gente.
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1.2 Séries a termes positifs

Définition 1.4 On dit qu’une série <Zun) est a termes positifs si :
VneN:u, >0.

Remarque 1.6 Les séries ( E un) vérifiant u, > 0,Yn > ng sont aussi supposées des séries

a termes positifs.

Proposition 1.8 La série a termes positifs (Zun> est convrgente ssi la suite de la somme

partielle (S,) est majorée.

Démonstration. On a
Sn—i—l - Sn + Upr1 = Sn+1 - Sn = Up+1 2 0.
Alors la suite (5,,),,cy est croissante, ce qui prouve que

(Sn),en €st convergente <= (S,),cy est majorée.

1.2.1 Critéres de comparaison

L’étude de la nature d’une série a termes positifs peut étre faite par la comparison de la série

par des séries classiques au moyen des trois propositions de comparaison suivants :

Proposition 1.9 (Critére de comparaison) Soient (3 un), oy €t (D vn) deuz séries

neN

numériques a termes positifs.

Supposons que u, < v,,Vn € N, alors :

+o0 +o00
1. 8 (3 Un),en converge alors la série (Y un), oy converge et Y t, < Y vy,
n=0 n=0

2. 8i (D Un),en diverge alors la série (Y vy,),on diverge.

10
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Le criteére reste vrai si u, < v,,Vn > nyg.
n

Démonstration. On pose S, = > ug et T,, = > vy, les sommes partielles de Y u, et > vy,

k=0 k=0
(resp).
On a
Up <V, VREN =ug+u +...+u, <vg+uv+...+v,
= S, < T,
= lim S, < lim 7, = S<T.
n—-+00 n—-+0o
Alors :

1. Si on suppose > v, converge d’aprés la proposition , la suite (7;,) est bornée et par

suite, la suite (S,,) bornée, ce qui implique que » u,, converge.

2. C’est la contraposée du premier résultat.
. L 1
Exemple 1.8 Soit la série E —. Ona
nTL

1
— <

1
—,Vn > 2
pn = gn =S

Uy =

1 1
puisque Zg_n converge (série géométrique de raison 3 ). Alors d’aprés la proposition 1.9, la

_ 1
série E — converge.
n?’L

Proposition 1.10 (Critére d’équivalence) Soient (D uy),cn €t (D Un) ey deuz séries
numériques a termes positifs (avec v, # 0).
Supposons que HETOOZ—: =1€eRy, alors :
1. §i0 <l < +o00; alors
(D Un)pen cOnUErge <= (D Uy),cy COMVETGE.
2. 85il=0; alors
(D Vn)pen coOnverge = (3 up), oy converge.

3. Sil =400 alors

(2 Vn)pen diverge = (3 un), oy diverge.

11
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Démonstration.

Unp, e
1. Supposons que lirf — =1€]0,+0o0], alors par définition :
n— oo’Un

Ve>0,3ng e N:Vn>ng= (I —€)v, <u, < (I+€) vy,

et pour

l ) 3l
ezi,HnOEN:VnZnoiﬁvn<un<Evn.

Donc d’apres le critére de comparison :
(D Un) ey converge <= (D uy), oy converge.
. U S el
2. Supposons que lim — = 0, alors par définition :
n—-4o0o Un
Ve > 0,dng e N:Vn > ng = —ev, < u, < €v,,
et pour

e=1,dng e N:Vn > ng= —v, < u, < v,.

Donc d’apres le critére de comparison :

(2" Un) ey converge = (D Uy), o CONVerge.

u
3. Supposons que lim — = +o0, alors par définition :
n—-+oo Un

VA > 0,9ng € N:Vn > ng = u, > Av,,

et pour

A=1,9dng e N:Vn > ng = u, > v,.

Donc d’apreés le critére de comparison :

(2° Un)pen diverge = (3 uy), o diverge.

Remarque 1.7 Sil =1, on écrit u, ~ v,.

12
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n n

1
Exemple 1.9 Pour u, = In <1 + 5 et v, = on a:

1
2 )

\" \"
Et comme ) (5) converge donc » . In (1 + (5) )

Proposition 1.11 (Critére de comparaison logharithmique) Soient (3 uy), oy €t (3 vn)

deux séries numériques & termes strictement positifs.

On suppose que

AN €N, tel que Vn > N : Ynt1 o Unttl

Unp Un,

Alors :

1. (D) ey cOnverge = (3 Un), oy CONVErge.

2. (D un),en diverge = (D vy),cn diverge.

Démonstration.

1. On a

UN+1 UN+2 UN+2 Up+1
< + +< + n+

Unp

lim — =1.
n—-+o0o Un

< Unit

ceey

) [— )
UN  UN+41 UN+1 Up,

En multipliant membre & membre, on obtient :

Un+1 Un+1
n Z N - n+ S n+
un UN

Ceci implique que :

Un
Uy < —Up,.
UN

Un

u
Supposons que (3 vy,), oy converge alors (Z —an) et d’apres la proposition
neN

UN
la série (D up), oy converge.

2. C’est la contraposée du premier résultat.

Proposition 1.12 (Comparaison par une intégrale) Soit f : R, — R, une fonction

+o0o

continue, décroissante sur un intervalle [a, +oo] ot a € R,. Alors la série Y f(n) et Uinté-

+o00
grale impropre [ f(x)dx sont de méme nature.

13

n=a

neN
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Démonstration. Soit £ € N. La fonction f est décroissante donc
F+1) < fla) < fk) Voelkk+1].

En intégrant sur [k, k + 1], on obtient :

On en déduit que :

if Z/f dx—/f dx</f

k=a+1 k= a+lk 1

1. Supposons que [ f(x)dx < +oo. Alors la suite > f (k) est une suite croissante

k=a+1
+00
majorée, et par suite convergente. Donc la série > f (n) est convergente.
n=a

400
2. Supposons que Y f(n) < +oo. On a pour ¢ € [a, +00|

n=a

B+ E(t) 71 E(t)

:/tf(;c)dxg / f(z)dx

a

I
(]
—
Ay
S
&
AN
(]
~
=
N
+
g

La fonction F' est croissante, majorée, donc admet une limite finie quand ¢ — 400, et
+o0

par suite 'intégrale impropre [ f (z)dz converge.
a

Compléments :

On considére les suites définies par

n+1
vp = f(a)+..+ f(n ff r, n>a.
w,=f(a)+...+f(n ff n > a.
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J®) |11

0 kk+1

Fic. 1.1 — illustration de la comparaison série-intégrale.

Alors
n+1

0 <y < Vpy1 < Woyr <wy, et wn—vn—/f(a?)d:cﬁf(n).

Par suite si f(n) — 0, alors les suites (v,) et (w,) sont adjacentes. En particulier elles

convergent vers la méme limite ¢ € [vg, wp] .

On a

n+1

Fla)+ ot f(n)> /f(x)def(a+1)+...+f(n),

n+1
o f(a)+ ...+ f(n) est la somme des aires des rectangles grands et [ f(z)dx est laire
bornée par les droites t =aet x =n+1lety=0et y = f ().
Démonstration. On a :

Uy = i <f (k) — kflf(x) dx) donc {v, > 0et v, <wvpp1}.

k=a

k=a+1 k—1

wy, = f(a) + i (f(k)— _fk f(a:)dm) donc {w, >0 et w, > wy41} .

De plus

wn—vn= [ fla)dr< 1)

Alors la suite (vy),,o est croissante et tend vers c, et la suite (w,),, .y est décroissante et tend

vers ¢, et v, < ¢ < w,.

15



Chapitre 1. Séries numériques

Ce qui permet de calculer numériquement ¢ a la précision f (n). [

Exemple 1.10 Considérons la série harmonique »_ —

n>1"7
D’aprés la proposition [1.19 cette série diverge.
On utilise le complément :
1 1 "ldx 1 1
e e (A T | 1).
v et 1fx +5t et —In(nt1)
1 1 "dx 1 1
n=1l+-4+.+——]—=14+-+4+..+—-1 .
w tott - 1f . tott ~—In (n)

Alors

1 1
0<v, <vpp1 S Wpy1 Sw, et wn—vn:ln(l—i——) < —.
n

Ce qui donne que (v,) et (w,) sont adjacentes et

lim v, = lim w, =0,5772.
n—-+o0o n—-4o0o

Application aux séries classiques

Proposition 1.13 (Série de Riemann) Soit a € R. La série de Riemann est de la forme

1
(Z —) . Elle converge ssi o > 1 et diverge ssi o < 1.
ne neN*

+oo dx
On applique la comparaison avec l'intégrale de Riemann [ —, (Voir chapitre 5).
1

Proposition 1.14 (Série de Bertrand) Soit la série de Bertrand

Z ;,B pour (a,f3) € R%

s (Inn)
On a
1. Cette série converge si
a>1,VeR
ou bien
a=1V8>1

16
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2. Cette série diverge si

a<l,VgeR
ou bien
a=1,V3<1
. . _y o dx . .
On applique la comparaison avec 'intégrale de Bertrand f W, (Voir chapitre 5).
2 z%(Inz

Proposition 1.15 (Régle de Riemann) Soit () u,),.y une série numérique o termes
positifs.
On suppose que

JaeR etk €[0,4+00] tel que lim n%u, = k.

n—-+o0o

Alors

1. Si0 <k <400 et a>1 alors (3 up),cy converge.

2. 8i0<k<+ooeta<lalors (D uy),ey diverge.

1
Exemple 1.11 Soit la série > 5
n>2 (Inn)

1 1
On a lim n 5 = +00 donc la série ), —— diverge.
n—+oo (Inn) n>2 (Inn)

1.2.2 Critéres de D’Alembert et de Cauchy

Il s’agit de régles permettant parfoit de déterminer plus rapidement la nature d’une série &

termes positifs.

Proposition 1.16 (Régle de D’Alembert) Soit (Y uy), oy une série numérique a termes
strictement positifs, alors :

un
1. Sl existe X € ]0,1] et un rang ng a partir duquel on a 1

< A, alors la série
un

(D Un),en converge.

Un+1
Unp,

2. S’il existe un rang ng a partir duquel on a > 1, alors la série (Y un), oy diverge.

17
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Démonstration.
U U
L2 cl= " < \= u, < Muy_,.
U, Un—1

Par récurrence on obtient u,, < A"ug. Puisque A € ]0,1[, alors (> A\"ug) est une série

géométrique convergente et en vertu du critére de comparaison , la série (D un)neN

converge.
Up+1 . . N
P> 1 = Uyt > Uy > U, la suite (uy,) est alors croissante. D’out lim w,, > ug # 0
Up, n—-+o0o
et par suite la série () u,), oy diverge. -

Corollaire 1.1 (Critére de D’Alembert) Soit (> ),y une série numérique a termes

strictement positifs. Supposons que lim

Un+1

= | existe (finie ou infini).
n—-+oo U

n

1. Sil <1 alors la série (D uy), oy converge.

2. Sil > 1 alors la série (3 up), oy diverge.

3. Sil =1, on ne peut rien dire sur la convergence.

Démonstration. Si [ est finie on a :

1. Sil < 1. Pour ¢y =

I —
2. Sil>1, Pour ¢ =

Un+1 Un+1 I

Unp

<e€

lim

n—-+oo Unp,

=] <= Ve>0,InpeN,VneN:n>ny =

Un+1
Up,

<€+l

< Ve>0,dng e NNVneN:n>ny = [ —€<

1-—1

(ce qui donne [ + ¢y < 1), il existe ng € N tel que on a

n 1—1 1+1
u+1<——|—l:i<1, Vn > ng
U, 2 2

Ainsi d’aprés la proposition précédente, la série (D u,), oy converge.

(ce qui donne [ — ¢ > 1), il existe n; € N tel que on a

n -1 [+1
u+1>l——:L>1, Vn > ng
Up, 2 2

Ainsi d’aprés la proposition précédente, la série (D u,), oy diverge.

18
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3. Sil =1, on n’obtient aucune information sur la convergence de la série et pour ceci il

suffit de prendre des contre exemples :

: L
e Pour la série > — divergente, on a :
n

1
Up,
lim 2l _ i 2+l g
n—-4oo un n—-+4o0o l
n
- 1
e Pour la série Z — convergente, on a :
n
1
Uny . (n+1)
| = lim = 1.
n—-4oo Unp, n—-+oo ]_
n2

Si [ est infinie on a :

u u
lim n+1:+OO<:>VA>0,E|TLQ€N,VTLEN:TLZTLO:> s A
n—+oo Uy, Up,
Il est évident que pour A > 1 la série (D u,), oy diverge. n

Proposition 1.17 (Régle de Cauchy) Soit () uy), oy une série numérique a termes po-

sitifs, alors :

1. S’il ewiste A € ]0, 1] et un rang ng & partir duquel on a {/u, < A, alors la série (D un),,cn

converge.

2. S’il existe un rang ng a partir duquel on a {/u, > 1, alors la série (Y uy), oy diverge.

Démonstration. .

1. u, <A<1=u, <\
(37 A™) étant une série géométrique convergente (A € |0,1]) et en vertu du critére de

comparaison , la série () uy), oy converge.

2. {fup, 2 1= u, >21 = lim u, >1+# 0 et par suite la série (D u,), oy diverge. m

n—-+4o0o
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Corollaire 1.2 (Critére de Cauchy) Soit (3 un), .y une série numérique & termes posi-

tifs. Supposons que liril u, =1 existe (finie ou infini).
1. Sil <1 alors la série (D uy), oy converge.

2. Sil>1 alors la série (3 un), oy diverge.

3. Sil =1, on ne peut rien dire sur la convergence.

Démonstration. Si [ est finie on a :

hI}_l Yu, =1 <= Ve>0,Ing e N,VneN:n >ny = |:l/un—l‘<e

< Ve>0,IngeN,VneN:n>ny —= l—e< Ju, <e+1

<= Ve>0,InpeN,VneN:n>ng = (I—¢€)" <u, <(e+1)"

1—-1

1. Sil < 1. Pour ¢y = (ce qui donne 0 < [ + ¢y < 1), il existe ng € N tel que on a

IEAN
un < (60 + 1) = (%) . Vnzno
: AT L+1\" 1+
Puisque la série géométrique » 5 de raison 5 < 1 est convergente alors la

série (Y un), oy converge.

-1

2. Sil>1, Pour ¢, = (ce qui donne [ — ¢ > 1), il existe n; € N tel que on a

[+1

un>(l—61)n>( 5 > ., Vn>mn

. : : IEAN 14
Puisque la série géométrique ) | (T) de raison — > 1 est convergente alors la
série (D uy), oy diverge.

3. Sil =1, on n'obtient aucune information sur la convergence de la série et pour ceci il

suffit de prendre des contre exemples :
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: L.
e Pour la série ) | — divergente, on a :
n

lim ¢u, = lim {/— =1.
n—-+4oo n—-+4oo n

1
e Pour la série ) | — convergente, on a :
n

1
lim ¢u, = lim {/— =

n—-+0o n—-+o0o 7’L2

Si [ est infinie on a :

lim Vu, =400 <= VA >0,dng e NNVn e N:n >ny = Ju, > A.

n—-+o0o

Il est évident que pour A > 1 la série (D u,), oy diverge.

Exemple 1.12 :

1
1. La série ) —, converge d’aprés D’Alembert puisque :

n!

1
n . 1)!
limuﬂzhmmz im =0<1.
n—+00 Uy n——+o00 i n——+o0o (n + 1)

n!

1 n
2. La série ) (2 + —) , converge d’apres Cauchy puisque :
n

1\" 1
lim u, = lim ¢ <2+—> = lim <2+—>:2>1.
n n

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o

Corollaire 1.3 lim 2 — | — lim o, = L.

n—-+oo Unp, n—-+oo

Donc si on tombe sur le cas de doute en appliquant le critére de D’Alembert, il ne faut pas

appliquer le critére de Cauchy car on ne pourra rien conclure aussi.
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1.2.3 Complément sur les séries numériques a temes positifs

Proposition 1.18 (Régle de Duhamel) Soit (u,), .y une suite de nombres positifs satis-

faisant a

Untl _q g +o0 <%) , (B const)

Unp

Alors :

o Si>1, la série Y u, est convergente.

o Si <1, la série Y u, est divergente.
Exemple 1.13 Soit la série a terme général :

1.35.....(2n — 1)
2.4.6.......(2n)

Up =

On a

Uns1 20+ 1 3 3 217" 3 1
_ - 121+ 2 =12 2.
w, 2n+4 m +4 AR +o

3
Alors la série Y u, est convergente car 5 = 3 > 1.

Proposition 1.19 (Régle de Raabe) Soit (uy), .y une suite de nombres positifs satisfai-

sant a

n—-4o00 un—i—l

lim n( Un —1):Z€R, Vn > nyg.

Alors :

o Sil>1, la série > u, est convergente.
o Sil <1, la série ) u, est divergente.

e Sil =1, on ne peut rien conclure.
Exemple 1.14 On considére la série numérique de terme général donné par :

n!
(x+1)(x+2)....(x+n)

Uy = pourn > 1 etx > 0.
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Unp,

On a lim = 1, donc le critére de D’Alembert ne donne aucune information sur la

n—=+00 U 41
convergence de la série. Appliquons la régle de Raabe

. Uy, . r+1-—1 . nx
lim n —1)= Imn{——1) = lim = z.
n——400 Upt1 n—-+o0 n-+1 n—+oom + 1

Donc si x > 1, la série converge et si 0 < x < 1, la série diverge.

1.3 Séries a termes de signe quelconque

Une série ) u, est dite a termes de signe quelconque, si 'on trouve parmi ses termes aussi

bien des termes positifs que des termes négatifs.

1.3.1 Séries absolument convergente

Définition 1.5 Soit > u, une série numérique. On dit qu’elle est absolument convergente
si la série numérique & terme positif > |u,| est convergente or :
o Siu, € R, |u,| désigne la valeur absolue de u,,.

o Siu, €C, |u,| désigne le module de u,,.

Exemple 1.15 :
sin (2n)
n3

in (2
1. La série > sin (2n)

n>1 n?

1)
2. La série el
n>1/n(n+2

1 1
converge absolument, car < — et > — converge.
n

n>1 n?

ne converge pas absolument, car

et la série diverge.
n>1 N
. e sinn
3. La série >, ————— est absolument convergente, car
emsinn | | sinn 1
n(n+2) n(n+2)| ~ n?

23



Chapitre 1. Séries numériques

_ 1
et la série ) — converge.
n>11

Proposition 1.20 (Cas complexe) Si le terme général est complexe u,, = a, + ib,, alors

la série ( un) est absolument convergente ssi les séries < an> et ( bn> sont
2. g D) et(dba)

absolument convergentes.

neN

Théoréme 1.2 Toute série absolument convergente est convergente (la réciproque est fausse).

En d’autres termes :
g u, converge absolument — E Uy converge.

Démonstration. Soit ) u,, converge absolument alors par définition la série ) |u,| converge

donc elle satisfait la condition de Cauchy :

Ve>0,3n. e N*:Vn >n,Vp>0 = |un| + |tni1]| + oo + |Unip| <€

= |Up + Ung1 + oo+ Unip| <€,

ce qui implique que la série > u, satisfait la condition de Cauchy et par suite elle est conver-

gente. [ |

Théoréme 1.3 Soit Y u,, une série absolument convergente et soit y_ v, une série obtenue

a partir de la série Y u, en changeant l'ordre des ses termes, alors :

o La série > v, est absolument convergente.

e La série Y v, converge vers la méme somme que Y Uy,.

Proposition 1.21 Soient Y u, et > v, deux séries numériques convergentes absolument.

1. Ya et f deux scalaires non nuls, la série Y (au, + [v,) est convergente absolument.

2. La série produit > wy, tel que w, = Y upv,_i est absolument convergente.
k=0

Remarque 1.8 Le produit de Cauchy de deuz séries convergente n’est pas nécessairement

convergent.
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Remarque 1.9 On peut appliquer les critéres de D’Alembert et de Cauchy pour la conver-

gence absolue comme suit :

Un+1

1. lim =1,

n—-+o00

Unp

o Sil <1, la série ) u, converge absolument.

o Sil>1, la série Y u, ne converge pas absolument.

2. lim

n—-+00

\"/un‘ =1,
o Sil <1, la série ) u, converge absolument.

o Sil>1, la série Y u, ne converge pas absolument.

1.3.2 Séries semi-convergente

Définition 1.6 Soit > u, une série numérique. On dit qu’elle est semi-convergente si elle

est convergente sans étre absolument convergente.

Théoréme 1.4 Soit Y u, une série numérique semi-convergente, alors les séries Y u et

> u, sont divergentes o :
e > ul série composés des termes positifs.

e > u, série composés des termes négatifs.

Proposition 1.22 (Critére d’Abel) Soit donnée la série (3 anby), oy tel que :

1. La suite (ay),cy €st monotone et converge vers 0.

2. La suite des sommes partielles (By,), oy de la série (3 by,), . soit bornée, i.e
IM e RY ,Vn € N*: |B,| = |bg + b1 + ... + b,| < M.

Alors la série (Y anby,), oy €st convergente.

Démonstration. On a

VneN:|B,|<M et b,=DB,— B,.
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De plus si on suppose la suite (an)neN est décroissante vers zéro alors a,, > 0 et a, —a,+1 > 0.

Soit S, la somme partielle de la série (3} a,by), oy alors pour m > n, on a :

|Sm — Snl = |ans1bns1 + Gniobpio + ... + ambp|
= |ans1 (Bpns1 — Bn) + ans2 (Buie — Buy1) + oo + @ (B — Bro1))|
= |=Bnant1 + Bny1 (Gny1 — Gpio) + oo+ Bi1 (-1 — ) — B
< |Bulant1 + | Bosa| (ans1 — ans2) + o + [Bca| (@m—1 — am) + [B| am
< M lapi1 + (ant1 — apg2) + oo+ (@1 — Q) + an)

S 2]\Ian-i-L

or

lim a,=0; <— {Ve>0,§|nOEN:VnZnO — an<i}
n—-+oo 2M

par conséquent

€

Ve >0,dng e N:Vm >n>ny = |5, — Su| <2M €

oM "

d’ot la convergence de la série (Y anbn), - -
Exemple 1.16 Soit la séric 3> 222"

xemple 1. oit la série

ns1 VN
1

Posons a,, = % et b, = sin 2n.
0] ! > L .e décroissante et i ! 0

nada,=— > —— = Ay, i.¢ décroissante et lim — = 0.

\/ﬁ vn+1 + n—>+oo\/ﬁ

De plus

zn:sin%:‘ _ < 2sin1'sin2k:‘

k=1 k=1 2sin 1

1

cos (2k — 1) — cos (2k + 1)‘

9sinl =
= 53w [(cos1 —cos3) + (cos3 — cosb) + ... + (cos (2n — 1) — cos (2n + 1))]
sin
1
= 11— 2 1
Senl [cos 1 — cos (2n + 1)]
1|cosl|+|?os(2n+1)| < ‘1 Y
— 2 |sin 1| ~ |sin 1|
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in 2
Alors d’aprés Abel la série L

n>1 \/ﬁ

est convergente.

, cosn sinn : ,
Remarque 1.10 Les séries ), —— et ), —— sont convergentes si a > 0, et semi conver-
n n

gentes si « € 10,1]. D’ailleurs elles sont absolument convergentes si a > 1, et semi conver-

gentes si « € |0, 1].

Démonstration. Il suffit d’appliquer le critére d’Abel. m

1.3.3 Séries alternées

Définition 1.7 On appelle série alternée, toute série > u, dont le terme général est alter-

nativement positif puis négatif i.e :

u, = (—1)"a, ou a,>0,YneN.

Dans le cas général une série alternée sera souvent notée : > (—1)" |u,|
Corollaire 1.4 (Critére de Leibniz) Toute série alternée ) (—1)" a,, dont la suite (ay), oy

décroit vers zéro est convergente.

Démonstration. On a

(-1)f| <2 VneN.

k=0

Si de plus (ay),,cy est décroissante vers zéro alors d’aprés Abel la série ) (—1)" a,, converge. ®

(="

Exemple 1.17 (Série de Riemann alternée) La série Z— pour (a > 0) est alter-
nO[
n>1
née et vérifie les hypothéses du critére de Leibniz, et donc elle converge.

D’ailleurs la série est semi-convergente pour 0 < a < 1 et absolument convergente pour

a>1.
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Proposition 1.23 Soit (3 (—1)" ay), oy une série alternée convergente de somme S. Alors :

1. La suite du reste d’ordre n est majorée par :

+oo
Ral= | 3 (1 ] < anen
k=n+1
2. La somme S est majorée par ag :
+o00
D (=1)"an| < ag
n=0
+00
3. La somme de la série > (—1)"a, a le signe du premier terme (—1)" ay,.
n=ng

1.3.4 Meéthode du développement asymptotique

Cette méthode est la généralisation de la méthode d’équivalence dans le cas des séries a

termes de signe quelconque.

Le critére d’équivalence pour les séries a termes positifs permet de conclure la nature d’une

série en se ramenant & une série plus simple a étudier qui correspond & une approximation au
3 Y 7.0 N .

premier ordre. Malheureusement ce n’est pas le cas pour les séries a termes quelconques (voir

I'exercice |1.4)), et pour ceci on donne un développement asymptotique du terme général.

cosn
Exemple 1.18 Soit la série In (1 + ) )
On remarque que les critéres précédents (Abel et Leibniz) ne s’applique pas pour ['étude de
la nature de cette série, dans ce cas on peut utiliser le développement limité de In (1 + z) au

voisinage de 0 :

cosn  cos’n N cos®n N cos®n
Up = — ol ——
vnoo 2yn o 3n3/? 3n3/2
On a
( cosn

> cos’n diverae Duiseue cos’n 1+ cos2n
& 2vn Je Pusque o o om

3 3
cos®n cos® n
> ( +o ( )) converge absolument.

([ >1 3n3/2 3n3/2

converge d’aprés Abel.
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cosn
Alors la série In(1+ ) diverge.
7122:1 < NG g

1.4 Exercices

Exercise 1.1 Calculer la somme des séries numériques suivantes

S Ie(SH) I

n>2 n>2 n=1

“+00

Solution : Calcul de la somme des séries : la somme d’une série ) u,, est la limite de la
n=1
suite de la somme partielle (S,,).
1
1. La somme de la série ———. On a la décomposition en éléments simples
“—~mn(n+3)
1 1/1 1
nn+3) 2\n n+2/)°

21
2. La somme de la série Zln (n ) On a

n>2

2 _ —1 1
unzln(n 21)2111(” ) (n+ ):ln(n—l)—Zlnn—l—ln(n—l—l).
n
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C’une série télescopique et

n
Sn = E U
k=2

=(Inl—-2Im2+4+m3)+...+(In(n—1)—2Inn+1In(n+1))
n+1
n

=—In2+1In

et par conséquent

1
S= lim S, = lim —1n2+lnn+ =—1n2.
n—---+o0o n—---+o0o n
+o0 n
, n—(—1)
3. L de la sé E —. 0
a somme de la série 2 an na
n—(-1" n (=1)" n+1 1 "
u’I’L = = — — = —_—_— _—
3" 3" 3" 3" 3" 3
Alors
"k “k+1 1
Zs_k - 3k 3k
k=1 k=1
1 n
1_ —
1 3

Donc N N
n+1 11_(5) —11_(?)

- 1

S, — Lol 1 X3/ 2L NS
> 5 937 123 3 1
k=1 1 — 1_|_ _

et par conséquent
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Exercise 1.2 Ftudier la nature des séries numériques suivantes :

() S e gl

n>0 n>1 n>0 n>1
+oo +o0 +oo
" 1+1Inn A 9
ZE’ ZW7 Zﬁ (SlHOé) ,Voz < [0,7T/2] .
n=1 n=1 n=0
Solution :
. 2\" : e . 2
1. La série Z —3 Converge puisque c’est une série géométrique de raisons -3 et
n>0
2
——| < 1.
-
+00 5n
2. La série Z— diverge d’aprés D’Alembert puisque
n
n=1
371
Yn>1:— >0,
n
et
3n+1
L =351,

lim —

2 n
cosn
3. L série E ( ) converge d’aprés Cauchy puisque
n

n>1

et

1+1Inn 1
0< ~ ,
T onyn n3/2 (Inn) ™"
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Chapitre 1. Séries numériques

+o0
1 .
et ZW converge d’aprés Bertrand (3/2 > 1).

= Inn)

5. La série Z (4+ (=1)")"" converge par comparaison, puisque

n>0

s -y s (5)

1\" 1
et la série ) <§) converge (série géométrique de raison 3 < 1).

1
6. La série Zl — cos — converge par équivalence, puisque on utilisant le développement
n
n>1
limité de cosy en 0, on obtient

1 1 1 1 1 n 1 1 n 1 1
—cos—=1—-(l—-—=+o|=]||==—=+0|=|~—
n 2n? n? 2n? n? 2n?
1 . :
et > 5 converge (série de Riemann pour v = 2 > 1).

2
7. La série E — (sin @)” diverge d’aprés la condition nécessaire pour tout a € 0, 7/2]
n
n=0
puisque

n

lim — (sina)® = 0.
m = (sina)” = +oo #

Pour a = 0, la série nulle converge.
Exercise 1.3 FEtudier la convergence absolue et la semi-convergence des séries suivantes :

+o0

fsinZn f(—l)n . 1 Z(_l)n( 2+1_)
nzl—”‘f'n?” 2 arc anﬁ, 2 vn n),

X (=1)" K1+ (=D)"yn <= n 14 cosdn
Z \i‘s/ﬁ ! Z n-+1 ’ %(_1) \/ﬁ_

n=1 n=0

Solution :
1. On a

sin 2n 1

S i

n+nd|— nd

: 1 , sin 2n

et la série > — converge, alors la série converge absolument.
n3 n +n3

32



Chapitre 1. Séries numériques

Donc elle converge.

2. Au voisinage de 0, on a

1 1 1
= —arctan — ~ —.
n n n

1"
‘ ( ) arctan —
n n

) 1 ) -1)" 1
Comme la série ) ; — converge, alors la série =1 arctan — converge absolument.
n n n

Donc elle converge.

3. On a
B 1
T p3/2

‘(—1)”
In

(="

n

1
et la série ) —577 converge, alors la série ) converge absolument.
n

Donc elle converge.

4. On a
1

T
1+ (=)
n+1

‘1+ (=1)"vn

n+1

et la série > diverge, alors la série ) ne converge pas absolument.

ni/2
D’une autre coté :

L (- Va1 w T

= —1 .
n+1 n+1+( ) n+1

" ﬂ converge
n—+1

1
Puisque la série ) i1 diverge d’aprés Riemann et la série Y (—1)
n

d’aprés Leibniz(puisque la suite

est une suite positive décroissante qui converge

n+1

1+ (=)"Vn - :
vers 0). Alors Z— diverge(somme d’une série divergente et une série
n=0
convergente). Donc elle est semi-convergente.

5. On a

1 1 1 1
—1"(\/n2+1—n>‘: = — ~ —
‘( ) vnZ+1+1 n 1 2n
1+4/1+ —
n
1
et la et la série ) o diverge, alors la série Y (—1)" (Vn® + 1 —n) ne converge pas
n

absolument. Mais la suite —————— est une suite positive décroissante qui converge

vVn2+1+1
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Chapitre 1. Séries numériques

vers 0. Donc la série est semi-convergente.

6. On a
n 1+ cosdn

NG

1+ cos4dn 1 cos4n
_ = — 4+

v vnoovn

-1

1 cos4n
Puisque la série Y — diverge d’aprés Riemann et la série > | converge d’apreés
n

Vi Vi
§1+COS4H

Abel(voir remarque|1.10|). Alors diverge(somme d’une série divergente et

n=0

n 1+ cosdn

vn

une série convergente), alors la série > (—1) ne converge pas absolument.

D’une autre coté on a
n1+cosdn  (—1)"

(-1)" , cos4dn

Tn converge d’aprés Leibniz et la série > (—1) NG

+o00
1 4
d’apres Abel. Alors E (-1)" % converge(somme de deux séries convergentes).
n
n=0

Donc la série est semi-convergente.

Puisque la série ) converge

Exercise 1.4 Montrer que les séries de terme général

I ) P G
Tovm T

1
+ —
n

ne sont pas de mémes natures et que pourtant u, « v,.

Solution : On a

n

)
NG

2. La série ) ((:/1%
gente).

1. La série ) ( converge d’apres Leibniz (puisque c’est une série alternée).

+ —) diverge (somme d’une série convergente et une série diver-
n

3. De plus u,, v~ v,, puisque :




Chapitre 1. Séries numériques

Ce qui prouve que le critére de comparaison s’applique seulement sur les séries de terme

général positif.

Exercise 1.5 Soient > u, et > v, deuz séries positives convergentes.

Quelle est la nature des séries suivantes :

Unp,

DDRVATA T > , S w2,

1—u,

Solution :

1. On a:
(Vitn = /5)° = Ut — 2/t + 1 > 0.

On déduit que

1
UpUnp S 5 (un + Un) )

. Up TV .
et puisque Y ——" converge, alors U, U, CONVErge par comparaison.
)

2

2. Puisque ) v, converge, alors lim v, = 0, ce qui implique que
n—-4-o00

. u 1 u
lim L =1 = u, ~ -
n—+4oo] — Un Upn 1-— Un
. Un
Il en résulte que ) 1 converge.

3. Puisque > v, converge, alors lim v, =0,
n—-—+00

Ve >0,3dng e N:Vn >ny = |v,| <e.

Pour

e=1dngeN:Vn>ny = v, <1

alors v2 < v,. Donc > v? converge par comparaison.
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

S oient K 'un des corps R ou C et E une partie non vide de K. On considére I’ensemble

des fonctions définies sur E et a valeurs dans K, noté par F (F,K).

2.1 Suites de fonctions

Définition 2.1 Une application f: N — F (E,K) s’appelle suite de fonctions sur E, on la

note par (fn),cy 0U fn-

Pour tout x fixé dans F, la suite (f, (¢)),cy €st une suite numérique .

Exemple 2.1 :
o fule)= 2 vn>1¥reR.
n
e g,(x)=(-1)" ¢ , Vn>1,VxreR.
n

2.1.1 Convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 2.2 Soit (f,,), . une suite de fonctions de E dans K.
On dit que la suite (fy),cy converge simplement vers [ sur D C E si pour tout x € D, la

suite numérique (f, ()),cy converge vers f (x) et on écrit :

{fo = f} <= {Me>0,Vx € D,Ing =no(¢,2) :Yn>nyg = |fu(x) — f(x)| <¢€}.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

- La fonction f s’appelle la limite simple de la suite (fy), ey sur D.
- Le plus grand sous-ensemble D C E des points v € D tel que la suite (f,, (7)),cy converge

dans K, s’appelle domaine de convergence simple de la suite (fy), cn-

Exemple 2.2 Soit la suite de fonctions (f,),cy 0

fn: R - R
On a
0 six >0
li = 1 e — T =
. iglmfn (z) im e 1 sizx=0

+0o0 st <0

donc la suite (fy),cy converge simplement sur Ry vers la fonction f définie par

0 ssx>0
f(z)=

1 stx=0

On remarque que la fonction f n’est pas continue par contre les fonctions f, sont continues.

Exemple 2.3 Soit la suite de fonctions (gn),,cy O

g R — R
sin nx
€T —
n
On a
. . sinnx
lim ¢, (z) = lim =0,
n—-+4oo n—-+4o0o n

donc la suite (g,),cy converge simplement sur Ry vers g = 0.
On remarque que toutes fonctions g, sont continument dérivables sur R, mais la suite des
L., ’ . . N
dérivées (gn) n’a pas de limite, c-a-d :
lim g, (r) = lim cosnz n'existe pas.
n—-+00 n——+0o00
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Remarque 2.1 La convergence simple ne conserve pas les propriétés des fonctions : conti-

nuité, intégrabilité, dérivabilité.

2.1.2 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 2.3 Une suite de fonctions (fn),cn (00 fr € F (E,K)) est dite uniformément

convergente sur D C E wvers la fonction [ si :
Ve > 0,3ng =ng(€) : Vo € D,Vn >ny = |fu(x) — f(2)| <e

C-a-d :
sup [ fn () = f (2)| = 0

lim || fn = fllo =
n—+00 z€D

lim
n—-+00
et on écrit f, = f sur D.

De plus l’ensemble D sera dit le domaine de convergence uniforme de la suite de fonctions

(fn)nen-

Pour prouver la convergence uniforme d’une suite de fonctions ( f,,) sur 'ensemble D d’aprés

la définition 2.3}, on doit suivre les étapes suivants :

1. Trouver la fonction f par I’étude de la convergence simple.

2. Détermination de la suite (u,) telle que w,, = sup |f, () — f (z)|.
xeD

3. Montrer que lim u, = 0.

n—-4o0o

Ceci justifie que la convergence uniforme est plus difficile & vérifier que la convergence simple.

Remarque 2.2 Dans la définition de la convergence simple, ng dépend de x et de € par
contre dans la définition de la convergence uniforme, ng dépend seulement de € et commun
pour tous les x de D, ce qui est traduit graphiquement qu’a partir d’un certain rang ng, les

courbes des fonctions f, s’insérent dans une bande de largeur 2¢ autour de la courbe de f.

Proposition 2.1 La limite unifome (simple) d’une suite de fonctions si elle existe elle est

unique.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Proposition 2.2 Soit (f,,), .y une suite de fonctions (ou f, € F (D,K)).

1. (fn)peny converge uniformément vers f sur D ssi il existe une suite positive (W), o

convergente vers zéro vérifiant :
|fu (@) = f(x)] <W, VneNVzeD.

2. (fn)pen ne converge pas uniformément vers f sur D ssi il existe une suite (xy), oy de

D telle que lirf |fo (xn) — f (xn)] #0.

Démonstration. C’est évident car :

1. Ona lim | f, — fl|,, = lim sup|f, (z) — f(z)| < lim W, =0.
n—-4o0o n—+00,c D

n—-4o00

2. Ona 0 < nEIJPoo |fo (20) — [ (2n)] < nETooSgg |fo(2) = f(2)| = lm |f0— fll u

n—-+o0o

Exemple 2.4 Soit (fy),cy une suite de fonctions définies sur [0,2x] par :

coSNx
fo(z) = o
On a
cosnx
li n = 1i =0.
L ) = B =
De plus
cosSnxT 1
sup |fn(x) — f(x)] = sup ’_—
x€[0,27r[| n( ) ( )| z€[0,2n] n? n?
Alors
1
lim sup |f,(x)— f(x)] < lim — =0.
Jim s £, () = £ (@) < Jim o
Donc

li n — = 0.
dim 1fo - fl

Ce qui traduit la convergence uniforme de la suite (f,),,cx-
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Exemple 2.5 Soit (g,), oy une suite de fonctions définies sur [0, 1] par :

( ) 2nx
(1) = ————.
g 1+ 22n?
On a
. ) 2nx
i o (@) =t e = 0= 9 (@),

1
Posons x, = — € [0, 1], alors
n

n—-4o0o n—-+oo

Donc la suite (gn), ey ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Proposition 2.3 La convergence uniforme d’une suite de fonction (f,), oy implique sa conver-

gence simple.

L’inverse n’est pas toujours vrais.

Démonstration. Supposons que la suite de fonctions (f,), oy converge uniformément sur

D.
= fswr D <— hI_P | fn— fllo=0.

< VYe>0,3Ing=ng(€) :Yn>ny = ||fn— fll, <€
<= Ve >0,3Ing=ng(€) : Vn >ng = sup|f.(z) — f(2)] <e.
rzeD
< Ve>0,3Ing=mnp(c) :Vx € D,Vn >ng = |f,(z) — f(2)] <e.
Exemple 2.6 Soit f, (z) = 2", Vz € [0,1].

La suite de fonction (f,) converge simplement sur [0,1], puisque on a

0 sizel01]

lim f,(x)= lim 2" =
n—-4oo n—-+oo .
1 six=1

Mais

sup |f, (z) — f(x)| = sup [2"] =1,
z€[0,1] z€[0,1]
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

donc la convergence n’est pas uniforme.

Si on restreint a lintervalle [0,a] ot 0 < a <1 on aura :

Vn € N: (n fixté) sup |z"| = a",

xz€[0,a)
et comme
lim sup 2" = lim o" = 0.
n~>+oox€[07a] n—+0o0

donc f, = 0 sur [0,a],Va €0, 1].

On sait qu’une suite numérique de nombres réels ou complexes converge ssi est une suite de

cauchy, ce qui conduit au résultat suivant :

Théoréme 2.1 (Critére de Cauchy uniforme) Soit (f,,), . une suite de fonctions (o
fn € F(E,K)) et soit D C E. Alors pour que la suite (f,),cy converge uniformément vers

une fonction f sur D il faut et il suffit que :

Ve > 0,3ng =ng(e) : Ve € D,Vm >n>ny = |fm(x) — fu(2)] <€

Démonstration.

1. Supposons que f, =% f sur J alors

Ve > 0,3ng =ng(€) : Vo € D,Vn >ny = |f, (z) — f(z)] < €/2.

Par suite Vo € D,Vm >n > ng on a

[ (@) = fo (@) < | fon () = S (@) + | f () = (2)]
<€/2+€/2=c¢

2. Supposons que (f,), oy Vérifie la condition de Cauchy :

Ve > 0,3ng =ng(e) : Ve € D,Vm >n>ny = |fim (x) — fu (2)] <e,
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alors pour tout x € D, la suite (f, (x)),cy est une suite de Cauchy ce qui implique

qu’elle est convergente c-a-d lir}rl fn(z) = f(x). Comme

Vm>n>ny = |fm(x) — fu(z)| <€

Si

m — +00,Yn >ny = |fn(x) — f(2)] <e

Mais x € D est arbitraire et ng ne dépent pas de x, donc

Vn >nyg = sup|fn(z) — f ()] <e
zeJ

ie f, = fsur D. |

Proposition 2.4 Soient f,, g, € F (E,K), si les deuz suites de fonctions (fn),cn €t (9n)nen

convergent uniformément sur D C E vers f et g (resp) alors la suite (ofy, + Bgn),cn cONVErge

uniformément sur D C E wvers la fonction af + g (Yo, 5 € K).

Démonstration. C’est évident car on a :

[(efm + Bgm) = (fn + Bgn)lloo < el [[fm = Full o + 181 1gm — gnll m

Remarque 2.3 La suite du produit ( fngn), ey 1'est pas nécessairement uniformément conver-

gente.

Exemple 2.7 Soit la suite de fonctions (fy),cy telles que

1
fn(a:):x—i—ﬁ, Vo € R.
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

On a
1
lim f,(z)= lim o+ —=2=f(z), VreR

n—-+o0o n—-+4oo n

Alors f, — f sur R. En plus, on a
1
Ve e R, |f,(z) — f(2)] < ‘ﬁ‘ = fn= f surR.

Mais la suite (f?) ne converge pas uniformément vers f* sur R puisque

7 | T T

sup  20) = 2 o) = sup |22

z€R n

2.1.3 Théorémes fondamentaux sur la convergence uniforme des

suites de fonctions

Théoréme 2.2 (de continuité) Soient I C R un intervalle (ouvert, fermé ou semi ou-

vert) non réduit & un point et (f,),cy une suite de fonctions continues sur I, convergente

uniformément vers une fonction f sur I alors f est une fonction continue sur I.

De plus
Vael lim (limfn (a:)) = lim ( lim f, (:1:)) :

n—-+oo \r—a r—a \ Nn—-+00

Démonstration. Si f,, = f sur [ alors
Ve > 0,3Ing=mng(€) : Ve € I,¥n >ng = |fu(x) — f(2)| <¢€/3.
De plus si f,, est continue en xy € I alors
Ve>0,30=0(e),Ve €1 :|x—x9| <0 = |fu(x) — fn(x0)] < €/3.
De et (2.3) on déduit Vo € T : |z — x| < 0 :

[f (@) = f(zo)l < @) = F @)+ [fo (2) = fu (20)| + | fn (20) = [ (2)]
<€/3+€/3+¢€/3=¢
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

d’ott la continuité de f en tout xg € I.
Montrons I’égalité (2.1]).

1. Si a € I alors d’apres la continuité des fonctions f,, et f en a, on a

lim f («) =/ (@), mf, () = fu(a),

r—a

donc

lim ( lim f, (x)) =limf (z) = f(a) = lim f,(a) = lim (limfn (x)) :

r—a \ n—-+00 T—a n—-+o0o n—+oo \r—a

2. Sia ¢ I on pose

~ lim f, (z Siz=a
o= { =
fn (2) Sizel

c-a-d ﬁl est le prolongement par continuité de f, sur I, donc la fonction ﬁl est continue.

Montrons sa convergence uniforme sur 1. On a
Ve >0,3ng=ng(e) : Ve € I,Ym >n>ny = |fm(x) — fu(2)| <k, (2.4)
par passage a la limite quand x — a on aura
Ve >0,3ng =no () :Ym >n>ng = |fm(a) — fn(a)] <, (2.5)

on déduit que (fn (a)) est une suite de Cauchy.

De (2.4)) et (2.5) on peut écrire
Ve > 0,3ng =no(€) : Vo € [,Ym >n >ng = ’};(x)—ﬁ(m)‘ <€

ce qui veut dire que f,, converge uniformément vers f sur I, donc

Jim (1 0) = iy i 1o 0)). .
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Remarque 2.4 :

1. Si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonction discontinue

alors la convergence n’est pas uniforme. Voir l'exemple 2.6

2. 1l peut arriver que les fonctions f, étant continues ef f| soit continue, sans que la

convergence soit uniforme. Voir l'exemple 2.5

[]

Théoréme 2.3 (de Dini) Soit (f,), oy une suite de fonctions réelles continues et simple-
ment convergente vers une fonction f continue sur [a,b].

St la suite (f),cy €St croissante, alors sa convergence est uniforme sur [a,b].

Démonstration. On pose por tout z € [a,b] :

alors

Rn+1 <I> = f (I) - fn—i-l (J}) )

et comme

fu (@) < foga (@),

on aura (R, (x)) est une suite décroissante et minorée par 0 i.e

Ve >0,3ng =ng(€e) :Vn>ng = R, (x) =|f(z) — fu(z)| <€, Vzx€la,b]. u

Exemple 2.8 Soit la suite de fonctions définie sur |0, 1] par

e Les fonctions f, sont des fonctions polynomiales donc continue sur [0, 1].
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o La suite (fy),cy est décroissante

1 1
n<(n+l) = —— <= = 1_%§1_

(77,+1)3 —nd n m = f” (‘7:) < fn+1 ($)

o La suite (fy),cn converge simplement vers une fonction continue sur [0,1] :

lim f,(z)= lim 1—— =1

n—-400 n—-4o00 n3
Alors d’aprés le théoréme de Dini la convergence est uniforme.

Théoréme 2.4 (d’intégration) Soit (f,), .y une suite de fonctions intégrables sur linter-

valle [a,b] C R, convergente uniformément vers une fonction f sur [a,b]. Alors :

1. f est une fonction intégrable sur [a,b].
b b
2. ligl [ fo(x)dx = [ hrf fo(x)de = [ f(2)dz.
Démonstration. D’aprés la convergence uniforme on a :

€ €

m<f(x)<fn(x)+2

Ve > 0,3ng =ng (€) : Vo € [a,b],Yn >ng = f, (z)— So—a)

La fonction f,, étant intégrable, il existe une subdivision ¢ = {z¢ = a, 21, ..., x, = b} de [a, ]|

tel que :
L €
Z (Mm - mm) («Tz - QJifl) < 5
i=1
[2_1,24] [i—1,24]
En notant :

M;= sup f , m;= inf f

[@i—1,7;] [Zi—1,mi]

par suite pour 1 < < p:
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ce qui donne

p p
; (M; —my) (x; — 2i—1) < ; (My; = my,) (2 — 1) + % <¢,
ainsi f est intégrable sur [a, b]. De plus
b b b
[h@is= [ @] < [15,0) - f@lde <15~ £l 6-a) 0

alors
b

lim /b £ (2) dz = / f (@) da.

n—-+o00
a

Exemple 2.9 Soit (f,,), oy une suite de fonctions définies et continues sur [0, 7| par : f, (x) =
sin

, on a
sinx
De plus
sin x 1
sup |f, (z) — f (z)| = sup < -
z€[0,27] z€lo,x] | T n

Ce qui donne la convergence uniforme de la suite (f,),cy sur [0,7] vers la fonction nulle,

cependant

™ . 2
lim /fn (2)dr = lim [ 200z = lim = =0= /Oda:.
0

n—-+o00 n—-+o0 n n—+oom
0 0

Remarque 2.5 La condition de la convergence unifome est suffisante mais pas nécessaire

pour que

n—-+o0o

lim /b fo (@) dz = /b f (z) da.

Exemple 2.10 Soit (fy,),cy une suite de fonctions définies et continues ( intégrables) sur

0,1] par : fn(z) = nz (1 —22)", on a

lim f,(z)= lim nz(1—2%)"=0=f(2).

n—-+00 n—-+oo
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De plus
1

1
lim /fn (z)dz = lim [ nz(1-2%)"dz=
0

n 1

lim = —,
n—too2n +2 2

n—-+o00 n—-+00
0

alors que

/f(a:)d:v:/l()dx:()

0

Donc d’apres le théoréme d’intégration la suite de fonctions (f,),cy n'est pas convergente

uniformément sur [0, 1].

Corollaire 2.1 Sous les hypothéses du théoréme précédent, on pose
F@=[hod . F@=[fod . celal.

Alors la suite des primitives (F},), oy converge uniformément vers F' sur [a, b].

Démonstration. Pour z € [a,b] on a

Théoréme 2.5 (de dérivation) Soient I C R un intervalle non réduit a un point et (f,),cn

une suite de fonctions de I dans K. On suppose que :
1. Pour tout n, la fonctions f, est dérivable (resp. C') sur I.
2. Jug € 1, tel que la suite numérique (f, (o)), ey converge.

3. La suite des dérivées (f),), oy converge uniformément vers une fonction g sur tout in-

tervalle fermé, borné [a,b] C I.

Alors : la suite (fp), oy converge uniformément sur tout intervalle fermé, borné [a,b] C I vers

une fonction f dérivable (resp. C') sur I et l'on a f' = g.
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Autrement dit

lim f = ( lim fn>

n—-4o0o n—-—4oo

Démonstration. Comme il existe xy € I tel que lim f, (z¢) existe (noté f (xy)), on peut
n—-+00

écrire

lim |f, (w0) — f (w0)| =0

n—-4o0o
D’autre part on sait que

xT

fn () = fn (x0) +/f7’1 (t)ydt — f(x0) +/g(t) dt (convergence simple)

n—-+00
o

puisque
x

/ £ dt = / g (t)dt sur [a,b] (convergence uniforme)

o o

c-a-d ona

73&]ﬂ®ﬁ=jﬂmﬁ

x0

donc la suite (f,),cy converge uniformément vers une fonction f sur [a, b] définie par

T

ﬂ@zf@w+/g®ﬁ

o

et par dérivation on obtient

f(x)=g(x) = /g' (t)dt car g est continue sur [a,b].

zo

Remarque 2.6 :

1. La convergence uniforme sur [a,b] d’une suite de fonctions (fy),cy dérivables, n'im-

plique pas que la suite des dérivées (fy,), .y converge simplement.

2. La limite uniforme d’une suite de fonctions dérivables peut étre non dérivable.
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Exemple 2.11 Soit la suite de fonctions (f,) définie sur R par :

neN*

o) = Slf/gx Vn € N*

on a

1
sup | fn (7)) = || fulloo =—F—= — O
up | (1) = il = 7=

donc (fn),en= converge uniformément vers f =0 sur R.
Mais la suite (f},),cn+ diverge pour tout x € R puisque f, (x) = y/ncosnz n’a pas de limite

a linfinie.

Exemple 2.12 Soit la suite de fonctions (fy) définie sur R par :

neN*

/ 1
fn(x): 3324‘@ Vn € N*

. ) 1
i fu0) = i =l = 0
1 1 1 1
lz] <22+ = < p|+ - = 2P+ 5 -7 <= — 0
n n n n n——+oo

donc (fn),en- converge uniformément vers f sur R.

on a

et

Mais la fonction |z| est non dérivable au point 0.

2.2 Séries de fonctions

Dans ce qui suit, considérons la suite de fonctions (f,), o définies sur un ensemble non vide

E C K et a valeurs réelles. Associons a cette suite, la suite de fonctions (S,),,cy définie par :

Su(x) =Y fulz), VzeE.
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Définition 2.4 :

o Le couple (fy,Sy) constitué des deux suites (fy),cn €t (Sn) s’appelle série de fonctions

sur E et se désigne par > f, ou > fn.

n>0

neN’

o Le terme f, s’appelle le terme général de la série ) f, et la suite (Sy), oy s appelle la suite

de la somme partielle d’ordre n de cette série.

2.2.1 Convergence simple d’une série de fonctions
Définition 2.5 (Convergence simple) :

e La série de fonctions Y f, est dite convergente en xo € E, lorsque la série numérique

> fn (w0) est convergente, c-a-d la suite numérique (S, (70)),cy converge.

e La série de fonctions Y f, est dite simplement convergente sur une partie D C E si la
série numérique Y f, (z) est convergente en tout point x € D, ce qui est équivaut a la
convergence simple se la suite (Sy), oy sur D. et dans ce cas D s’appelle le domaine de

convergence simple.

e Si D est non vide, on définit une fonction

S: D — R
r — S(z)= lim S,(z)= > f.(2)

n—-4o00 n>0

qu’on appellera somme simple des série de fonctions > f,. On écrit :

Dofa— S <= {Ve>0,Vz € D,3Ing=ng(,2) :Vn>ng = [S, () — S (z)] <€}
£ flo|<e}

— {V€>O,Vx€D,E|ng:n0(e,x) Vn >ny =
k=n+1

< {VYe>0,Vx € D,Ing =ng (¢,2) : Yn > ny = |R, (z)] < €}.

Ou (R,,) s’appelle le reste d’e la série de fonctions Y, f,.

Remarque 2.7 Pour étudier la convergence simple des séries de fonctions, on peut utiliser

tous les critéres établis sur la convergence des séries numériques.
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Exemple 2.13 FEtudions la convergence simple de la série de fonctions

2n
Z x—g,vx e R.
n
On a
2(n+1) 3
fim @ o, s
n—-+00 fn (5{)) n——+00 (n + 1) x2n

2n
x
alors d’aprés D’Alembert la série ) , — converge simplement si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.
n

Pour |z| =1, la série devient ) — converge d’aprés Riemann.
n

Donc le domaine de convergence simple est [—1,1].

Théoréme 2.6 (Condition nécessaire de convergence simple) Sila série de fonctions
> fn est simplement convergente vers une fonction S sur D C E, alors la suite de fonction

(fa)nen converge simplement sur D wvers la fonction nulle. C-a-d
an—>5 sur D <— f, — 0 sur D.

Définition 2.6 (Convergence absolue) On dit que la série de fonctions >’ f, est abso-

lument convergente sur D si la série de fonctions > |f,| est simplement convergente sur

D.

Remarque 2.8 Il est immédiat que toute série de fonctions absolument convergente sur D

est simplement convergente sur D.

2.2.2 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 2.7 La série de fonctions > f,, est dite uniformément convergente sur une partie
D C E, lorsque la suite de fonctions (Sy,), oy est uniformément convergente vers la fonction
S sur D, et on écrit {> f, = S} sur D. Dans ce cas D s’appelle le domaine de convergence

uniforme et S s’appelle la somme uniforme de la série > f,. i.e :

S fu=S} surD < S, =S sur D
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Formellement, la convergence uniforme s’exprime par :

{3 /=S5 surD < {Ve>0,3Ing=ng(e),Yr € D:VYn>ng = |S,(x) — S (x)| < e}

<= lim sup|S, (z) —S(x)|=0

n—+00zep

[e.e]

= lirf |Sn — S|l =0.

Remarque 2.9 La convergence uniforme d’une série de fonctions > f, sur D nécessite sa

convergence simple sur D.

Exemple 2.14 Considérons la série de fonctions (3 a™), oy, qui est série géométrique de

ratson x € R, alors sa suite de sommes partielles est donnée par

1 — :L,n+1

n — siz#1
Su0) = Sat=d 1o
k=0 n—+1 six =1
Alors la série (Y a™),cn converge simplement sur D = |—1,1] vers la fonction S ou S (v) =
1
1—x

Cependant la convergence n’est pas uniforme sur |—1,1[ car

1— xn-l—l 1 xn—‘—l
Sp =8|l = sup |S,(x)—S(x)]= sup — = sup =400
H H x6]71,1[| ( ) ( )| ze]-1,1] I—x I—x ze]-1,1] -z
Par contre, pour tout a € |0,1[, on a
an+1

Vo € [~a,a): |S, () - S (2)] <

% 0
1—a n—+o

ce qui implique la convergence uniforme de (Y "), o sur [—a,al.

Proposition 2.5 Si les séries de fonctions >, f, et > gn convergent uniformément vers les
fonctions f et g sur D, alors Vo, 5 € K, la série Y (af, + Bgn) converge uniformément vers

af + Bg sur D.

Théoréme 2.7 (Critére de Cauchy pour la convergence uniforme des séries de fonctions)

Soit (fn),ey une suite de fonctions (ou f, € F (E,K)) et soit D C E. Alors pour que série
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de fonctions >, f, converge uniformément vers une fonction S sur D il faut et il suffit que :

Ve >0,3ng=mng(e) : Yz € D,VYm>n>ny = | Y. fr(z)] <e
k=n+1
Ou bien :
Ve >0,3ng=ng(e) : Vm >n>ny = sup| >, fr(z)| <e
€D |k=n+1

Proposition 2.6 (Condition nécessaire de convergence uniforme) Sila série de fonc-
tions > fn est uniformément convergente vers une fonction S sur D C E, alors le terme

général f, converge uniformément sur D vers la fonction nulle. C-a-d :
an:;S sur D <= f, =0 sur D.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le critére de Cauchy pour la convergence uniforme sur
la suite des sommes partielles (.S,,).

On a

sup | f, ()] = sup Sy, (2) — Sp-1 (2)]
zeD zeD

et d’apres le critere de Cauchy pour la convergence uniforme, ona

lim sup |Sn (CL’) - Sn—l ({L‘)| = 07

n*)+OO$ED

donc
lim sup|f, (z)] =0,
n—+00;ep
ce qui prouve la convergence uniforme de le suite (f,), oy vers zéro sur D. n

Remarque 2.10 :

1. On peut trouver des séries de fonctions qui ne converge pas uniformément sur D et son

terme général converge uniformément vers la fonction nulle sur D.

2. Si une suite de fonction (f,),cy ne converge pas uniformément vers 0 sur l’ensemble

D, alors la série Y f,, ne converge pas uniformément sur D.
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Proposition 2.7 Si les séries de fonctions >, f, et > g, convergent uniformément vers les
fonctions f et g sur D, alors Vo, B € K, la série Y (af, + Bgn) converge uniformément vers

af 4+ Bg sur D.

Théoréme 2.8 (Critére d’Abel pour la convergence uniforme) La série de fonctions

(2° fagn)nen converge uniformément sur 'ensemble D, si

1. AM >0/¥Yn e N,Vz € D : < M.

z fi ()

2. La suite de fonctions (gn)neN est monotone et converge uniformément vers 0 sur D.

Théoréme 2.9 (Critére de Leibniz pour la convergence uniforme) Soit (f,), oy une
suite de fonctions a valeurs positives sur E (c-a-dVx € E : f, (x) > 0). La série alternée de
fonctions (3 (—1)" fn),en converge uniformément sur l'ensemble D C E, si la suite (f),,cx

est décroissante et converge uniformément vers la fonction nulle sur D.

2.2.3 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 2.8 La série de fonctions (3 fn),cn €5t dite normalement convergente sur une

partie D C E, si la série numérique (Z sup | fn (3:)]) est convergente.
zeD neN

Exemple 2.15 FEtudions la convergence normale de la série de fonctions

2n
Z%,VQ]GR.
n
On a
2" 1
sup |fn (x)|= sup |—|=—,
e = =

1 x2n
et > 3 converge, donc Y —3 converge normalement sur [—1,1].

Exemple 2.16 Ftudions la convergence normale de la série de fonctions

+oo _p2,

Ze , Ve e Ry etn e N
n

n=1
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On a

sup |fn (z)| = sup
:EE]R+ $€R+

+o0 +oo
1
et — diverge alors n | converge me converge pas normalement sur R, .
n Y g ge p +

n=1 n=1

Remarque 2.11 La convergence normale nécessite la convergence absolue.

Proposition 2.8 (de Weierstrass) Soit (D f.),cn une série de fonctions sur E.

o S’il existe une série numérique a termes positifs et convergente » . u, telle que
VYn e NVe € D |f, ()| < up,

alors la série (3 fn),en converge normalement sur D.

o S’il existe une série numérique & termes positifs et divergente Y v, telle que
Vn e N,Ve € D :v, < |f, (2)],

alors la série (3 fn),en Ne converge pas normalement sur D.

Proposition 2.9 Si la série de fonctions (Y fn),cn converge normalement sur l’ensemble

D, alors elle converge uniformément sur D.

Démonstration. Supposons que la série de fonctions (3 f,,),, oy converge normalement sur
I'ensemble D, alors la série > sup | f,, (z)| converge, donc vérifie la condition de Cauchy c-a-d

zeD

Ve>0,3dng e N:Vn>m>ng = > sup|fi(z)| <e
k=m+1xeD

Et comme

< S suplfi (@),

k=m-+ 1z€eD

i Jr (2)

k=m+1

sup
zeD

donc

Xn: fr ()

k=m+1

Ve >0,dng € N:Vn >m > ng = sup
zeD

< €.
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Ce qui signifie que la série > f,, vérifie le critique de Cauchy d’ou la convergence uniforme.

Remarque 2.12 On peut trouver des séries de fonctions qui converge uniformément sans

étre normalement convergente.

Exemple 2.17 Soit la suite de fonctions constantes donnée par :

folz) = (_;)n,vn e N*

La séries de fonctions >, f,, est uniformément convergente sur R, mais elle n’est pas norma-

lement convergente car

1 1
anlslég fo ()] =) sup— = 2onz1s

n>1 zeR N
L.
et anlﬁ diverge.

2.2.4 Propriétés des sommes des séries de fonctions

Les théoréemes fondamentaux sur la convergence uniforme des suites de fonctions vus au
précédement peuvent étre appliqués aux suites des sommes partielles de séries de fonctions

et conduisent aux résultats suivants :

Théoréme 2.10 (de continuité) Soient I C R un intervalle (ouvert, fermé ou semi ou-
vert) non réduit a un point et (Y fn), ey une série de fonctions continues sur I, convergeant

uniformément sur I alors sa somme est une fonction continue sur I. i.e

Vi€ T Sy (i fa(o) = lim (0fa ).

xg T—To

Théoréme 2.11 (d’intégration) Soit (Y f,),cy une série de fonctions convergente uni-

formément sur Uintervalle |a,b]. Si les fonctions f, (¥n € N) sont intégrables sur |a,b], alors

57



Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

1. La somme S de la série est intégrable sur [a,b]. De plus
b b
S ([ 50)e) = [(Sohu ) o

2. La série des primitives Y, o [ fn () dt converge uniformément sur [a,b] vers [ S (t) dt.

Exemple 2.18 Comme dans le cas de la série géométrique, on a les séries :

1 n ., n 1 n _.2n
T2 D et s =) ()

n>0 n>0

convergent uniformément sur chaque intervalle [a,b] C |—1,1[. Alors pour |z| < 1, on peut

donc les intégrer terme a terme de 0 a x comme suit

" anrl gl "
In(l1+z)= ano (—1) = znZI (=D)"" —
n T 1 n

n x2n+

Théoréme 2.12 (de dérivation) Soit (D f,),cy une série de fonctions continument déri-

vable sur lintervalle [a,b], si

1. 3z € [a,b], tel que la série numérique Y f, (x¢) converge.
2. La série des dérivées de fonctions (Z f;) est uniformément convergente vers une fonc-

tion T sur |a, b].

Alors : la série (Y fr),en converge uniformément vers une fonction continument dérivable

S sur [a,b] et l'on a

s = (Zn)l => fu=T

n>0

Corollaire 2.2 Soit (Y fn),cy une série de fonctions ou f, € C™ ([a,b]) ,m > 1. Si

1. Pour tout k € [0,m — 1|, Les séries de fonctions ) f,gk) sont simplement converge sur

la, b].

2. La série de fonctions (Z j}gm)> est uniformément convergente sur [a,bl.
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Alors :

e Toutes les séries de fonctions » fék) (0 <k <m—1) sont uniformément convergente.

o La somme S de la série () fn), ey est de classe C™ ([a,b]) et l'on a

SE=N"fP 0<k<m.
Exemple 2.19 Considérons la série de fonctions suivante :

Zne’”x, Vo € [1,+00]

n>1

Ver>1:ne ™ <ne ™

—n : 20, ,—N __ —nx
et Y ,~,ne”" converge ( car nEI_Pwn ne " =0), donc ), ., ne~"" converge normalement sur

[1, +00].

nxT

D’autre part les fonction f, () = e ™ sont de classe C* sur [1,+o0].

Alors d’apres le théoréme de dérivation, la série Y ., e ™" converge et

Sy =(5e)

n>1 n>1

d’ot

Par conséquent

2.3 Exercices

Exercise 2.1 FEtudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonc-

tions (f,) suivantes :
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2

1. fo(z)= % sur Ry puis sur [0,1].

2. ful(x)= % sur Ry.

3. fnl(x)= e;;jm, Vo € R;.

4. fo(x) =n(z" — ") sur [0, 1] puis sur [0,a] avec a dans ]0,1].
Solution :

1. fo(z)= % sur Ry puis sur [0, 1].

La convergence est simple sur R,

nr? x?

li = lm —=— = R,.

La convergence n’est pas uniforme sur R, puisque on a si x = 2n

8n® + 4n?
ul2m) = £ (20)] = T e

et

lim |f,(2n) — f(2n)] = 400 < lim sup |f, () — f (2)].

n—-+00 n—>+ooI6R+

La convergence est uniforme sur [0, 1], puisque d’aprés Weierstrass on a

1 —
— 14 2n n—+oo

22 + 23
(14 2n+x)

@)= 7 ) = |3

sur R, .

_ sinny/z
2. ful(x) = m(n+1)

La convergence est simple sur R,

. . sinny/z
Jim fo (2) = nl_lgloom =0=f(z), VzeR,
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La convergence est uniforme sur R, , puisque d’aprés Weierstrass on a

_ |sin n+/z| < 1 0
In(n+1) ~ In(n+1) notoo

[fo () = f (2)]

—n-x

3. fn (37) = n3 s \V/.I' c R+.

La convergence est simple sur R, :

2

nirgoofn () = nirgooe;; C_ 0= f(z), Vr e Ry.
La convergence est uniforme sur R, :
lim sup |f,(z) — f(z)] = lim i?) = 0.
n—+oo,cR, n—s-+oon
4. fo(z)=n(a™ —z") sur [0, 1] puis sur [0, a] avec a dans ]0,1].

La convergence est simple sur [0, 1],

e Size|0,1[: lim f,(z)= lim n(z" —2z")=0.

n— 00 n—-+o0o

e Siz=1: lim f,(1)= lim 0=0.

n—-+00 n—-+00
Alors
lirf fo(x)=0=f(z), Vzel01].
La convergence n’est pas uniforme sur [0, 1] : puisque on a si z = :L_ |
n
1 1
n+1l)In| 1—
f ) - (2 = e( o n+l
"\n+1 n+1 ’
et
n n
lim |f, — —e¢'< lim su n () — f(x)].
i |1 () =7 ()| = < i s 1) o)
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La convergence est uniforme sur [0, a] avec a dans ]0, 1 : on pose

9(@) =1fa(@) = f (@) = fu(x) =n (2" —2™") Ve el0,1].
Etudions la variation de g. On a

g (x)=na"""(n—(n+1)w),

et la fonction g admet un maximum pour T Comme la suite (

n
converge
n + 1)

vers 1, on a

Ve=1—a,dng e N:Vn >ny = > a,
n+1
et la fonction g est croissante sur [0, a], donc
sup g (¢) = g (a) = n (a" —a™*'),

z€(0,a]

alors

lim sup |f,(z) = f(z)]= lim supg(z)= lim n(a"—a""")=0.

n——4%¢(0,q] n——"+%z¢[0,q] n——+00

Exercise 2.2 FEtudier la convergence simple et la convergence uniforme et la convergence

normale des séries de fonctions suivantes :

1
1. Zn+xn2 sur [0, 1].

n>1
€—n3$
2. Z 3 sur R.
n>1
3. Z (z" — 2" ™) sur[0,1].
n>0
Solution :

1

a1 1+ an?

sur [0, 1].
1 : 1.

Pour x =0 € [0,1] : f, (0) = — et la série ) — diverge.
n n
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Alors la série ) ———
n>1 T +xn

ni uniformément, ni normalement sur [0, 1].

ne converge pas simplement sur [0, 1], donc elle ne converge

e~
. Z 3 sur R, .
n>1 n
On a
—n3r 1
sup | fn ()] = sup | = =3
zeR reR L n

7131

e~

1 :
ety 3 converge. La série ) converge normalement sur R, donc elle converge

n3
uniformément et simplement sur R, .

: Z (z" — 2™ sur [0,1].

n>0
Cette série converge simplement sur [0, 1] et on peut calculer la somme S.

Siz=0,0na

Si z € [0, 1], on obtient

S(a:):Z(x”—x"H):(1—:U)Zx”:1

n>0 n>0

On constate que la somme S n’est pas continue sur [0, 1], alors que les fonction f,

étaient continues. La convergence ne peut étre ni uniforme, ni normale sur [0, 1].

Exercise 2.3 Soit la suite de fonctions définie par :

fn () — nsin ,x € [0,+00] et Vn € N*
n

. Etudier la convergence simple de la suite (fy), cn- sur Uintervalle [0, 4-00].
. Etudier la convergence uniforme de la suite (fy),cn- sur Uintervalle [0, +-o00[ puis sur

Uintervalle [0, 1].

. Etudier la convergence stmple de la suite des dérivées ( f,;) sur Uintervalle [0, +o0l.

neN*

. Que peut-on déduire ¢
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Solution : Soit la suite (f,), e+ OU
fo(z) = nsin% Vo € [0,400] et ¥n € N
1. La suite (f,), ey« converge simplement sur R :
lim f,(z)= lim nsinfzx:f(x), Vo € Ry.

n—---+o00 n—---+o00 n

2. La suite (fy),cy+ ne convergence pas uniformément sur R, : On a

nsin © —x‘ # 0,

lim sup |f,(z) — f(z)]= lm sup .

?’L—>+OO$€R+ ?’L—>+OO$€R+

puisque

. . X
lim |nsin— — z| = +o0.
r—>400 n

La suite (fy),cy+ converge uniformément sur [0, 1] : On pose

g () —nsins -2 <0 = g (z) —cosT —1<0
n n
alors
i sup 1f, 1)~ £ o)l = i _sup [osin o] = tim_Josin L 1/ =0
im sup |f,(z)— f(z)]= lim sup |nsin— —z|= lim |nsin——1|=
n*>+oox€[0’1] n—»Jroome[OJ} n n—-s-+oo n

3. La suite des dérivées est donnée par :

fi(x) = cos%, Vr € [0, +o00[ et Vn € N*

elle converge simplement sur [0, 400 puisque

€T
lim f,(z)= lim cos= =1
L (0) = Ty cos
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9 N 4 N s . . . . .
4. D’apres le théoreme de dérivation et puisque la suite (f;,),cy- De convergence pas uni-
formément sur R, alors on déduit que la suite des dérivées (f}), oy« De convergence

pas uniformément sur R .

Exercise 2.4 :

1. FEtudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)nzo de fonctions définies par :

fn(x) = reR, etn>0

2. On considére la série de fonctions de terme général g, donnée par :
gn () = (=1)" f, (2), reR, etn>0.

a. FEtudier la convergence simple et normale de la série Y g, sur R,.
n>0

b. Montrer que la série Y, g, converge uniformément sur R, en déduire que sa somme
n>0
S est une fonction continue sur R,. Calculer lim S (z).
r—+00

3. On pose hy, (x) = e *u, (z),Vr € R,.

c. Etudier la dérivabilité de la somme de la série . h, sur [a,+oo[;Va > 0.
n>0

d. Calculer T (z) = > hl (z),Yx > 0.

n>0
(-D" o«

e. Montrer que Yz > 0,5 () = e” arctan (e™") et justifier que 22—_“ =7
n

n>0

Solution : Soit la suite (fy),,-, de fonctions définies par :

fn (x) = reR etn>0

1. La convergence simple sur R, de la suite (f,),,cy-

e—2nm

lim f,(z)= 0= f(z), Vo € Ry.

1m =
n—s+00 n—+oo2n + 1
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La convergence uniforme sur R de la suite (fy,), oy @ On pose

(@)= fu (@) = @) = fu ) = 20 = ¢ (1) =~ <
x)=fulx)— f(x)=fu(x)= > H=—-—"— <
g 2n + 1 g 2n + 1
alors,
fim_sup [f, (@)~ (@) =1 1
im sup |f,(x) — f(x)]= lim su = lim =0,
n—>+ooz€ﬂ£r n—>+ooz€ﬂ£r 2n+1 n—+oo |21 + 1
2. Soit la série de fonctions de terme général g, donnée par :
gn () = (=1)" fu (x), r€R, et n>0.
672nx
a. La convergence simple de la série n,sur Ry : On a -1)" est une sé-
g P pop ; ;( v
rie alternée. De plus la suite (f5,), o« st :
e~ 2nw 672(n+1)x
- décroissante puisque f,, () = fot1 (7).

- >
2n+1 " 2(n+1)+1

- convergente simplement sur R, vers la fonction nulle.

Alors d’apres le critére de Laibniz la série altenée converge simplement sur R .

La convergence normale de la série »_ g, sur R,. : On a pour =z = 0, la série de-
n>0
. L 1 1 |
ent et sque — | = ——est divergente alors elle ne
vien ;2”-}-1 puisqu ; 1 ;Zn—l—l ivergen T n

converge pas absolument, ce qui implique que la série > g, ne converge pas ab-
n>0

solument sur R, et par suite elle ne converge pas normalement sur R, .

b. La convergence uniforme de la série ) g, sur Ry : On a la suite (fy),, . converge
n>0

uniformément sur R, vers la fonction nulle. Alors d’aprés le critére de Laibniz

pour la convergence uniforme la série altenée converge uniformément sur R .

D’apres le théoréeme de continuité et puisque les fonctions f,, sont continues sur R,
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alors la somme S de la série > g, est une fonction continue sur R, . On de plus :
n>0

i 500t |50, = 3 [ 0] = 5 £ () o

n>0

3. On pose
(6_x)2n+1

hp () =€ %g, (x) = (—1) Vo e Ry

2n+1

c. La dérivabilité de la série Y h,, sur [a,+oo[;Va > 0: On a
n>0

Les fonctions h, sont de classe C* (R.).

La série ) h, converge simplement sur R, ceci est due d’aprés Leibniz puisque c’est
n>0

une série alternée.

La série des dérivées > h! est donnée par :
n>0

h (z) = (=1)"" e @) vz e [0,400] et Vn e N
elle converge uniformément sur [a, +oo[;Va > 0 puisque c¢’est une série alternée

(an = 72+ > O) et la suite (a,) est décroissante, de plus converge uniformeé-

ment vers 0 sur [a, +00[;Va > 0, c-a-d :

lim a,(r) = lim e *G"*) =0
n—- —+00 n—--+00
et
lim sup |a, (z) —0] = lim supe ®®") = lim e 2@+ —,
n—>+ool,€R+ n*>+oox€R+ n—->--+00

Alors d’aprés le théoreme de dérivation la somme de la série > h,, est de classe
n>0

C! sur [a, +oo[;Va > 0.
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d. Calcul de T' : on a Vz > 0,

T(x) = Y I, (x) = X (~1)"* e

n>0 n>0
— =X (e = et 3 (1) ()
n>0 n>0
e T
_ _ o 2z\
€ go( € ) 1 + 67233

e. On a
Z hy, (x) = /—ﬁdm = arctane ",
n>0
Alors :
S (r) = Zg" (x) =e€" Z hyp (x) = € arctane™™;  Va >0,
n>0 n>0
et

limS (z) = lime® arctane™* =

x—0 x—0

NS

D’une autre coté

SO =Yt =3

n>0 n>0

S () = §(0) = YU -

z—0
n>0
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Séries entiéres

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une famille particuliere des séries de fonc-
tions qui est constituée de fonctions de puissances et généralise les fonctions poly-
nomes : ce sont les séries entiéres. Nous verrons que cette famille particuliére joue un role

important en mathématiques, comme la résolution de certaines équations différentielles.

3.1 Deéfinition d’une série entiére

Définition 3.1 On appelle série entiére toute série de fonctions (> f,,) dont le terme général
est de la forme f, (x) = a,x™ ou (a,) désigne une suite réelle ou complexe et xo et x sont

des nombres réels ou complexes (xq fizé).

Remarque 3.1 On peut avoir deux autres formes des séries entiéres

1. Le cas ou le terme général de la série de fonctions est donné par f, (x) = a, (x — z0)"
et xg est un nombre réel ou complexe fizé. Pour étudier ce type Il suffit d’utiliser le

changement de variable X = x — x.

2. Le cas ou le terme général de la série de fonctions est donné par f, (x) = a,z®" et «
est un nombre rationnel fixé. Pour étudier ce type Il suffit d’utiliser le changement de

variable X = x%.

Pour unifier la présentation des résultats suivant, on se place dans le cas d’une variable réelle.
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3.2 Domaine de convergence

Comme pour les séries de fonctions, I’étude ce base toujours sur la détermination du domaine

de convergence de la série entiére c-a-d

+00
A=<z eR: Z a,x" converge

n=0

Remarque 3.2 Pour les séries entiéres, le domaine de convergence n’est jamais vide car il

contient au moins le point x = 0.

Lemme 3.1 (Lemme d’Abel) Soit > a,z" une suite entiére.
n>0

1. Si le terme général de la série Y a,x™ est borné en un point xo # 0 alors :
n>0

e La série entiére Y a,x™ est absolument convergente pour tout x € R tel que |z| <
n>0

|$0L
e La série entiére Y a,z™ est normalement convergente dans chaque intervalle [—r,r| C

n>0
]— |370\ ) ‘ZUOH-

2. Si la série Y a,a™ est divergente en un point xy # 0 (i.e Y a,zf diverge) alors la

n>0 n>0
série entiére Y a,x™ est divergente pour tout v € R tel que |x| > |xo].
n>0

Démonstration. La suite (a,2 ),y st bornée,

M > 0,Yn € N : |apxg| < M

1. Pour |z| < |zo] :

" n z "
n n n
lana"| = |2y —| = |anzg| | —| < M |—
n Zo To
n
La série >, |—| est une série géométrique de raison |—| < 1, donc convergente.
n>0 | L0 Lo

d’apres le théoréme de comparaison, la série ) |a,z™| est convergente et par suite la

n>0

série Y a,z" est absolument convergente.
n>0
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Maintenant si on considére le nombre réel positif r < |zo| et soit |z| <7 .

n

n n
x| = |apzg—| = |anxy] Tloam| B <m| -
Zo i) i)

n

r . L. P 3N
Comme > M |—| est une série numérique convergente, la série entiére Y a,x™ est
n>0 Lo n>0

normalement convergente.

2. Soit zg # 0 tel que la série Y a,z{ est divergente.

n>0
Supposons que pour tout |z| > |zo| la série entiére » a,z" est convergente. Soit x; € R
n>0
tel que |z| > |z1| > |zo|, alors d’aprés ce qui précéde la série > |a, x| est convergente.

n>0

Remarque 3.3 Sil existe xo € R* tel que la série Y a,xy converge alors, la série entiére
n>0

> a,x™ est absolument convergente pour tout x € R tel que |x| < |zo].
n>0

en effet, la convergence de Y a,z{ implique que ngrfooanxg = 0, ce qui entraine ’existence
n>0

d’un nombre réel M > 0 tel que
lanzg| < M, VneN.

Théoréme 3.1 Pour toute série entiére Y anx”, il existe un nombre R > 0 fini ou infini
n>0

tel que

1. La série Y a,z"™ converge absolument pour tout |x| < R
n>0

2. La série Y, a,x™ diverge pour tout |z| > R.
n>0

3. Si R > 0, pour tout 0 < r < R, la série Y a,x" converge normalement pour tout
n>0

lz| <.

Remarque 3.4 Ce qui précéde ne donne aucun renseignement sur ce qui se passe lorsque

|z| = R, alors suivant la série considérée, on verra qu’elle peut converger ou diverger.
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Définition 3.2 Le nombre R, fini ou infini, caractérisé par les propriétés 1 et 2 et 3 du

théoréme s’appelle le rayon de convergence de la série Y a,z", il est donné par

n>0

R = sup {r € R, :supla,r"| < +oo}
neN

L’intervalle ouvert |—R, R[ s’appelle l'intervalle de convergence de la série ) an,x™.
n>0

Exemple 3.1 :

Ezxzemple 3.2 1. La série géométrique Y, x" converge absolument si |x| < 1 et diverge si
n>0

|z| > 1. Donc R = 1.

n

x
2. La série Y, — converge absolument si |x| <1 et diverge si |x| > 1. Donc R = 1.
n>0 T

Remarque 3.5 Le rayon de convergence d’une série entiére ne dépend pas des premiers
termes de la série. On peut modifier un nombre fini de coefficients sans modifier le rayon de

convergence.

Théoréme 3.2 Soit Y a,z™ et > b,a" deux séries entiéres de rayons respectifs R, et Ry.
n>0 n>0

de sommes S, et Sy a linterieur des intervalles de convergence.

1. La série entiére somme Y c,z"

n>0
et pour somme S, vérifiant :

, QUec ¢, = Gy, + by, a pour rayon R. > min (R,, Ry),

Se(x) =S, (2)+ Sy (z), Vo e&]—min (R4, Ry),min (R,, Ry)].

Si de plus R, # Ry, alors R, = min (R,, Ry).

n
2. La série entiére produit Y w,z", avec w, = Y agbn_k, a pour rayon R,, > min (R, Ry),
n>0 k=0

et pour somme S. vérifiant :

Sw () =S, (x) .Sy (), Va€l]—min(R,, Rp),min (R,, Ry)].
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Démonstration.

1. Si|z| < min (R,, Ry), alors les deux séries > a,x™ et Y b,2™ sont absolument conver-
n>0 n>0

gente, donc > (a, + b,) 2" l'est aussi.on en déduit que R, > min (R,, R;).
n>0

Maintenant on va montrer que si R, < R, on a R, = R,. Et pour ceci on suppose

R. > R,, alors il existe un réel = tel que R, < |z] < R, et > ¢,z convergente.
n>0

Ce qui conduit & la convergence de Y b,z" et par suite »_ (¢, —by) 2™ = > a,a”
n>0 n>0 n>0

convergente, ce qui contredit la supposition que R, < |x|.

2. Si|z| < min (R,, Ry), alors les deux séries > a,z" et Y b,z" sont absolument conver-
n>0 n>0

gente, donc > w,x™ 'est aussi.on en déduit que R,, > min (R,, Ry). -
n>0

Remarque 3.6 Si R, # Ry, on n’a plus nécessairement R, = min (R, Ry).

Proposition 3.1 Soit la série entiére > a,x™. On suppose que :
n>0

dng € N/¥n > ng : a, # 0.

Si la limite liI}_l AR Y € R,, le rayon de convergence R est donné par
n——+oo A,
1/1 510 <l < +o0
R=4¢ +o00 sil=0
0 81l = 400
Démonstration. Il suffit d’appliquer le critére de D’Alembert. u

Proposition 3.2 Soit la série entiére > a,x™. Si la limite lilil Yla,| =1 € R, le rayon

de convergence R est donné par :

1/1 510 <[l <400
R=< 400 sil=0

0 st 1 =400

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le critére de Cauchy. ™
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Proposition 3.3 (D’Hadamard) Le rayon de convergence de la série entiére > a,x" est
n>0

égal au nombre R défini par R =

1
lim sup {/]a,|

n—-+o0o
Exemple 3.3 :
(=2)"
1. ——=x", ona
anzl n
TR R Y D Y ) S L Y
n—+oo | ay, n—too | (n+1) (—=2)
alors R =1/2.
1\"
2. 3 (1+—) ", on a
n>1 n
TZ2
. . n 1
lim {/|a,| = lim (1+—) = e,
n—-+o00 n—-+00 n
alors R =1/e.
3 _1 nin
o o BECEVT g
n>1 n

lim sup w) =1/4.

1
R = — =
lim sup {/|ay| < n—+00 n

n—-+o0o

3.3 Propriétés des séries entiéres

Théoréme 3.3 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors :
n>0

1. Sa somme S est une fonction continue sur |—R, R].

2. La série entiére dérivée Yy na,x" ' obtenue & partir de la série initiale par dérivation
n>1

terme a terme, a le méme rayon de convergence R et de plus

S’ (z) = Znanx”_l, Vo € |-R, R|.

n=1
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Qn

3. La série entiére primitive x™ obtenues a partir de la série initiale par intégra-
n>0 T

tion terme a terme, a le méme rayon de convergence R et de plus

/S(t)dtzz ‘f:lx", Vz € ]-R, R|

Corollaire 3.1 Soit > a,x" une série entiére de rayon de convergence R # 0, alors sa
n>0

somme S est indéfiniment dérivable dans lintervalle de convergence c-a-d
S eC* (=R, R])

De plus
0
, VYneN

Corollaire 3.2 Soit > a,z" et > b,z" deux séries entiéres et de sommes respectives S, et
n>0 n>0

Sp. Alors si S, = Sy sur un intervalle |a, 5[ contenant 0 on a
a, =b,, VYnéeN.

Théoréme 3.4 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R € R et de somme

n>0
S.

1. Sila série Y a,R" est convergente alors
n>0

+oo
lim S (z) = ) " anR".
n=0

z—R

2. Si la série > (—1)" a,R"™ est convergente alors
n>0

+o00
zl—iElRS< )= Z; (_1)n an "
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Exemple 3.4 Soit la série entiére Y, (—1)" —. On a

n>1 \/H

T Y DT Vi —1 — R=1.
n—+00 | Gy n—+oo | /m 4+ 1 ( 1)
Et comme la série >, (—1)" —= converge (d’aprés Leibniz) alors
n>1 \/ﬁ
+oo +oo e
Z(—) T—}g{ > (1) 7

3.4 Fonctions développables en séries entiéres

Définition 3.3 Une fonction f définie sur un intervalle contenant 0 est dite développable
en série entiére autour de 0, s’il existe r > 0 et une série entiére »  a,z" définie sur|—r,r],

n>0
telle que :

f(x) = Zanx”, Vo € ]—r,r|.

n=0
Définition 3.4 Une fonction f : x — f(x) définie sur un intervalle contenant xq est dite
développable en série entiére autour de xo, si la fonction X — f(X 4+ x9) (o0 X = x — x¢)

est développable en série entiére au voisinage de 0. On aura alors :

f(x)=f(X+a) = Zanx—xo , Vrelrg—r,ze+r].

Proposition 3.4 :

1. Si f est développable en série entiere > a,x™ définie sur Uintervalle |—r,r[, alors f

n>0
est de classe C*® (|—r,r[) et on a
() (0
a, = At ), Vn e N
n!
+00
2. Si f est développable en série entiére Y a, (x — xo)" sur Uintervalle Jxg — r,xo + 7|
n=0
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alors f est de classe C*® (Jxg — r,x0 + 1[) et on a

a, = (x —x0)"

I £ (4
Zf (o)

n!
n=0

Remarque 3.7 S’il existe, un développement en série entiére d’une fonction f au voisinage

d’un point xq , alors ce développement est unique.

Définition 3.5 Soit f une fonction de classe C* au voisinage du point xq, alors la série
entiére » S (o)

' (x — x0)" est appelée développement en série de Taylor de [ en xg.
n=0 n:

. . +o00 f(n) (0)
Pour xy = 0 la série entiére obtenue "
n=0 n:

est appelée développement en série de

Maclorin de f en 0.
Remarque 3.8 [l existe des fonctions de classe C*° mais pas développable en série entiére.

Exemple 3.5 Soit la fonction

et sz #0
0 six =0

On a f € C* (R*). De plus
f™M0)=0 Vn>1,

don 5 100)

n=0 TL'
Ainsi cette fonction n’est pas développable en série entiére autour de 0.

2" = 0 pour tout x, mais f # 0 sur R.

Théoréme 3.5 Soit f une fonction de classe C*® (|—r,r[), vérifiant la condition suivante :
M >0,Yn > 1,Va € |—r,r[: |[f™ (2)] < M
Alors, pour tout x € |—r,r|, la fonction f est somme de la série entiére

f(n)
Z
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qui est de rayon de convergence supérieur ou égale a 1.

3.5 Applications

3.5.1 Deéveloppement de certaines fonctions en série de Taylor

Les développements en séries entiéres des fonctions élémentaires sont tout simplement les
développements limités vus en premiére année.

Ils se déduisent presque tous de trois développements a connaitre :

1 +oo ~R 1
- —nzzjox ol R =
+oo o
o _ Y ol R = 400
n:()’l'L!
oo —-1)... — 1
(1+x)" :1+Za(a ) ?04 n )x” ot R=1
n=1 n:

Notons que pour trouver la série de Taylor d'une fonction on applique différentes méthodes :
e On présente la fonction donnée sous forme de la somme des fonctions simples, dont les

séries de Taylor sont connues.

e On applique parfois changement de variables, dérivation et intégration des séries.

Exemple 3.6 Donner le développement en séries entiéres de chaque fonction ci-dessous :

5 —2x
1. -
I = 551
On a
5 —2x 1 1
= +
22 —-5r+6 2—x 33—z
De plus
1 1 1 1t rx\n
— = =S (E) V| < R =2
25—z 2\1-2/2 2,;)(2) [l < B
1 1 1 1 £ rx\n
=— = - — Viz| < Ry =3
53—z 3\1-2/3 3;0<3> ol < B
Alors

-6 A E G - Bl

V|z| < min (R, Ry) =2
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2 + 22
On a

In (“—”"2) I (Q(H—m) — 2+ In(1442/2) — %111(1 — 22)

V1— 222 V1 — 222
T

too (=) /22\" 121
—1In2 ~—— (= 3 = (22"
t +nZ::1 n 2) +22n<x)

+oo (1 n—1
g ]
n=1

:1112—|—J§O (=1)

n=1 n2n

Pour déterminer le rayon de convergence, on pose

(_1)n—1 + 2277,—1

Cp =

n2m
alors
. Cn
R = lim =1/2
n—+00 | Cpyq
Donc

oo (1] n—1 22n—1
g(:c):an—i—Z( .+ 2

n=1 n2n

n

Vix] <1/2

3.5.2 Résolution des équations différentielles a 1’aide des séries

entiéres

On peut parfois utiliser les séries entiéres pour résoudre les équations différentielles ceci

est due en exprimant leurs solutions au moyen des développement en séries entiéres. Afin

d’expliquer cette technique considérons 1’équation différentielle suivante :

v +p@)y +q@)y=f(z).
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On cherche la solution de cette équation vérifiant la condition initiale

Si les fonctions p, q, f se décompose en séries entiéres convergentes dans un voisinage du point

0, alors il existe une solution unique de ’équation différentielle sous forme d’une série entiére

> anz™ qui converge au voisinage du point 0.
n>0

En dérivant la série entiére deux fois consécutivement et on remplagant les expressions de

v, y",p,q, f dans I’équation différentielle, on présente cette équation sous forme d’une égalité

de deux séries entiéres. De cette égalité on détermine les coefficients inconnus de la série

entiére.

Exemple 3.7 Soit [’équation différentielle
zy’' +ay' +y=1

Soit la série solution de l’équation différentielle
+oo
y(x) = Z anx"

n=0

En dérivant la série solution, on obtient
+0o0
/ _ n—1
y (r) = E na,x
n=1

En dérivant pour la deuxiéme fois

“+oo

Yy’ (x) = Zn (n—1)a,z"?

n=2
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En substituant les formules[3.3 et[3.3 dans Uéquation différentielle [3.1], on trouve :

400 +o0 +oo
' +zy +y=1 = > nn—1) a2+ > na,z"+ > az" =1
i A=
= Y- n(n+1)a,12"+ > naz" + Y apx” =1
n=0 n=0 n=0
+o00
= Y [n(n+1)ap1 +(n+1)a,]a" =1
n=0
Par identification
ag = 1 apg = 1
—— a
n(n+1)a1 +(n+1)a, =0, VneN* anH:ﬁ, Vn € N*

Par ailleurs, on montre facilement par récurrence que

an = (=1)"" B yheN

(n—1)!
d’ot
400 a
() =1+ X U

en mettant a1z enfacteur

xn—l

y(@)=T+az) (=)' =1

et en changeant ["indice de sommation

xn

+oo
y(z) =1+ alxz (-1)" o
n=0 ’

ce qui donne facilement

y(x) =14 axze”™ VreR.

81



Chapitre 3. Séries entieres

3.6 Exercices

Exercise 3.1 Déterminer le rayon et le domaine de convergence des séries entiéres Sui-

vantes :

co RN _2\"
"+ (=3)" .

2.

n=1 n+ 1 n=1

Solution :
© 5" 4 (=3)" 5" + (—3)"
o > Lx”. Omn aa, = L, utilisons le critere de D’Alembert :
=1 n+1 n+1
n ) 5" + (—3)" 2 1
lim |2 | = lim +(=3) . nt 7| = =, donc le rayon de convergence est
n—+00 | Apt1 n——+o00 n-+1 Hnt+l (_3)n+ 5

1 1
R= = La série est absolument convergente pour tout |z| < 5 et divergente si |x| > £

Pour déterminer le domaine de convergence A de la série, il faut étudier les cas :

. 1 . . .
Six= £ la série entiere devient

57 4+ (=3)" /1\" 1 1 3\"
ST (R) ~ Tt (5)
n>1 n>1 n>1

La premiere série du second membre de ’égalité diverge et la deuxiéme converge alors

la série entiere diverge pour x = —.

5

. -1 L. . .
Siz= = la série entiere devient

57+ (=3)" /—1\" 1" 1 3\"
ST () -2y (2)
n>1 n>1 n>1

Les deux séries du second membre de I’égalité convergent alors la série entiére converge

pour x =

= o =

Alors A = —,1
55

o0 T\ 3n - . 3
* > (ﬁ) , si on pose t = 22, on obtient la série entiére > - n

n=1

1 3n
Onaa, = (—) , utilisons le critére de Cauchy :
n
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lim /|a,] = lim ?

3
) 1
= lim (—) = 0, donc le rayon de convergence est
n—-—+00 n—-+00

1 3n
(E) n—+oo \ N

R = +o0. La série est absolument convergente pour tout x € R et dans ca cas A = R.

ey On a

18

n=1

—1<sinn<1 = e l<eitn<el

et les séries > e 2" et Y e'z" ont le méme reyon de convergence égale a 1, donc le

o
rayon de convergence de la série Y e*™"z" est R = 1.
n=1

o0
e > (sinn)"z™ On a a, = (sinn)", utilisons le critére d’Hadamard :
n=1

lim {/|a,] = lim {/|(sinn)"| = lim |sinn|= 1, donc le rayon de convergence est R = 1.
n—-+oo n—-+oo n—-+4oo

La série est absolument convergente pour tout |z| < 1 et divergente si |z| > 1.

Exercise 3.2 Calculer la somme et le rayon de convergence des séries entiéres suivantes

Zn2xn—1 : Z (n + 1) (77, + 2) A Z (_1)n+1 np2n+l ’

n!
n>1 n>0 n>1
n—1 xn
Z nl ZQn +1
n>0 n>0
Solution :
1. anx”_l = Z (n+1)’2" = R= lim In |- 1.
n>1 n>0 oo | Gnt
OnaViz| <1,
1 B 1 o
Yool = —= Y " = — (par dérivation)
= 1—x = (1—2x)
= > o na" = a * % (multiplions par x)
- -z
1
— Y o nfa = % (par dérivation)
- -z
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On a Vz € R,

n=>0 n>0 n>0
1 "
n—1D" nl
Z( ) Z (z—1)e
n>1 n>0
3. —1)" M et — R = lim "l =1.
n221< ) n—-4oo an+1
OnaV|z| <1,
S (1) = = Y (1) et = (par dérivation)
—1)" " = —1)" na" " = ar dérivation
n>0 1+ 2 n>1 (1—{—:5)2 p
2@1 (—1)" na" = (1;—:;)2 (multiplions par z)
2
n n _y
anl ()" ny?" = —— (posons = = y?)
(1+y?)
.3
Yonsy (1) gyt = ﬁ (multiplions par )
2n
ZI — R= lim | |=1.
n>0 2n+1 n=400 | Gy
OnaVlz| <1,

1 v T dt
E m — Et% dt =
n>037 1 —a? :>/ ( ) /01_752

2n+1 1 1 e

— 2 dt = =1
Z/ 2 F1 2712
X

n>0

1 1
22;+ 1 % In 1 i_ . (dévisons par x # 0)

2n

Pour z =0, onaz

2n+1

" — R = +o0.
n!

n>0
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On a Vx € R,

n+1)(n+2 n®>—mn—2
SUADIEE R Ve

n!
n>0 n>0
nin—1 "
Z n! Zn!
n>0 n>0

n—2
2 _iz____ _ T __ 2 _ x
x;(n—Q)! 2e” = (x* — 2)e”.

Exercise 3.3 Développer en série entiére au voisinage de 0 les fonctions :

filx)=1+x)e ™ fo(z)=23V/1+22 | fg(a:)zln(ii_i
fa(z) = #—;1_3 : f5 (z) = e_x2/2/et2/2dt
0

Solution :

n __1 n
° OnaVzER:ex:Zx— = e‘mzz( ):v"alorsz

n.
n>0 n>0

. 3G-1)G-2..G-n-1) _ 1.35..(2n - 1)
n! 2nn!

1
alors V |z| < 3

1.35...(2n -1
f2(x):x3\/1+2m:x3\/1+2m:x3+2 éln )x"

n>1
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e OnaViz| <1,

1n<1tz) =In(l4+2z)—In(1—-2x)
L
S

n>1 n>1

~)" 41
D" +1.

n

e OnaV|z| <3,

r+1 B r+1 R 1 1
22—-2r—-3  (v+1)(z—-3) -3 \ 3 1(95)

e On a:

fo(z) = —1‘6_$2/2/6t2/2dt +1=—afs5(x)+ 1L
0

Alors f5 vérifie I'équation différentielle : 3’ + xy = 1.

On cherche la solution y sous forme d’une série entiere :

Yy() =2 0" = Yy (z) =25 na, " !
- Zn21 na,z" ' +x ano a, " =1
= Dm0 (M 1) 12" + 325  ana2™ =1

= a1+ ZnZl [(TL + 1) Ap+1 + an—l] =1
donc la suite (ay,), oy satisfait :
ap=y(0)=0

a1:1

(n+1)api1 + an Vn > 1

ou pour tout n > 1,

U G O
T35 (2n+ 1)
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alors :

1"
f5(z) =2+ Z 3'5“'(. (231_1_ 1)x2n+1 et R = +o0.
n>1

Exercise 3.4 : Considérons la série entiére sutvante :

EE:TZZjlxn

n>1

1. Calculer son rayon de convergence.
2. Déterminer son domaine de convergence.

3. Calculer sa somme.

Solution : Considérons la série entiére suivante :

EE:TZZ’lxn

n>1
1. Calcul du rayon de convergence,
n 1 1
R= lm |2 |= lm |[272027F ‘:1
n—+00 | Gyt 1 n—+oo| n N+ 2

2. Détermination du domaine de convergence, si

1 1
r==1: lim nt :E”;«EO:>ZR+ "
n

neotee >1
n>

diverge alors le domaine de convergence est |—1,1].

3. Calcul de la somme, on a :

1 "
E n— t E Z = _In(1-— v 1
T € - n ( x),V|z| <

1—x
n>0 n>1

alors

anlx”:ZxTH—Z%n: 1ix—x—ln(1—$),V|x|<1.

n>1 n>1 n>1
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Exercise 3.5 Soit S la somme de la série entiére :

(n+1)!

X (1) (1 = n) 2t
Z_:( )" ( )

1. Montrer que S est continue sur R.

2. Déterminer S' (z) pour tout x € R et déduire S (x).

= (—1)" (1 -n)
3. Déduire la somme de la série Z—
—~ (n+1)!
Solution :
On pose

(=" (1 =n)a"t
(n+1)!

VneN,Vx e R: f,(x) =
1. Les fonction f,, sont continue sur R. De plus le rayon de convergence est

(1—n) (n+2)!
(n+1)! —n

R = lim

n—-+o00

= lim
n—-+00

—= —'—OO7
CLn—‘,—l

alors la série converge normalement sur tout intervalle [a,b] C R. Donc la fonction S

est continue sur R.

2. Ona, /
§' (x) = [§<_1)n(7(114: 17;') xnﬂ] B 2(_1)" (711!_ e
=1 —x+§(_1)n(;!_n)xn =+ (1+a)e”
donc h

S(x) = [y @)dt= [ [—t+ 1 +t)e]dt
:—%2—(2—%1:)671—1—2, Vr e R

3. Pour x =1, 0n a

R (=1)"(1—n 1.
;%25(1)2—5—36 +2.
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Chapitre 4

Séries de Fourier

Dans ce chapitre nous nous intéressons & une autre famille des séries de fonctions qui
est constituée de fonctions trigonométriques : ce sont les séries de Fourier.
Comme nous avons vu au chapitre précédent que la représentation d’une fonction par sa série
de Taylor est limitée de deux facons : d’abord, elle ne s’applique qu’aux fonctions de classe
C* et ensuite, les sommes partielles de la série obtenue ne constituent une approximation de
la fonction que dans un voisinage du point autour duquel on la calcule.

La série de Fourier ne souffre pas de ces inconvénients : on peut prescrire a ’avance I'intervalle
de convergence et elle permet de représenter des fonctions trés générales, présentant méme
certains types de discontinuités.

Nous verrons que ce type de séries jou un role important dans la résolution des équations

aux dérivées partielles.

4.1 Notions de base

Définition 4.1 On dit qu’une fonction f réelle d’une variable réel posséde une discontinuité
de premiére espéce en un point xy, si elle posséde une limite finie a droite et une limite a

gauche en xy. On notera :

f(zo—0) = hgl f(@) # f(xo+0) = hin f(x).

T—>T0 r—>T0
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Chapitre 4. Séries de Fourier

AT

f(xo—-0)

f(xe+0)

v

F1G. 4.1 — Discontinuité de 1°™ espéce.

Définition 4.2 Une fonction f et dite continue par morceauz sur un intervalle |a,b] de R

donnée si :
1. Il existe a = ag < a1 < ... < a, = b tel que Vi € {0,1,....,n — 1}, la fonction f est
continue sur |a;, a;i1].

2. Les points a; (pour tout i = 0,n) sont des points de discontinuité de premiére espéce de

la fonction f.

4 F®
£(07)
fxo—10)

f(0%)

F1G. 4.2 — Fonction continue par morceaux.
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Si I est un intervalle quelconque non réduit a un point, alors la fonction f est dite continue
par morceaux sur I, si sa restriction a chaque segment [a, b] inclus dans I est continue par

morceaux.

Définition 4.3 Une fonction f & valeurs réelles est dite de classe C* par morceaux sur un
intervalle [a,b] de R donnée si :
1. Il eziste a = ag < a1 < ... < a, = b tel que Vi € {0,1,...,n — 1}, la fonction f est de
classe Ct sur |a;, a;41[.
2. Les points a; (pour tout i = 0,n) sont des points de discontinuité de premiére espéce de

la fonction f et la fonction f'.

Définition 4.4 Soit I est un intervalle quelconque non réduit o un point, alors la fonction
f est dite C* par morceaux sur I, si sa restriction a chaque segment [a,b] inclus dans I est

continue par morceaur, c-a-d :

1. Les point de discontinuités xo de f dans tout segment [a,b] sont de premiére espéce et

en nombre fini,

flzo—0) = lign flz) et flxzg+0)= liin f(z) existent.

T—>T0 T5T0

2. Les limites

f(@) = fzo—0)

T — X

! T J(z) = f(z0+0)
: f(a:o—l—O)fhin pra— :

f/<l'0 — O) = lim

<
r—>xg r—>T0

existes et finies.

Remarque 4.1 Si [ est C' par morceauz sur I, alors elle est nécessairement continue par
morceaus mais pas nécessairement continue. De plus, le fait d’étre de classe C* par morceauz

ne dépend pas de la subdivision (il suffit que celle ci existe).

En pratique, il suffit de vérifier que le graphe de f n’aille jamais a 'infini et n’admette pas

de tangente verticale.
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Définition 4.5 Soit f une fonction définie sur R. On dit que f est dite périodique, s’il existe

un nombre réel T # 0, tel que si :
VeeR: f(x+T)= f(x).

Le nombre T est appelé période de f.
Généralement on prend comme période de f la plus petite valeur positive de T.

Remarque 4.2 Une fonction f : R — R, T—périodique, est dite continue par morceaux
(resp C' par morceauz) si sa restriction a chaque segment [, + T| (c’est a dire sur une

période) est continue par morceaux (resp C! par morceauz).
Lemme 4.1 Soit f une fonction périodique de période T > 0 et intégrable dans l'intervalle
[0,T]. Alors pour tout o € R, on a

a+T

/Tf(m)d:v:/f(x)da:.

«

Démonstration. On a

a+T 0 T a+T
f@)de= [ f(x)de+ | f(x)de+ | f(x)dz,
[ fri fres |
a+T
et pour lintégrale [ f(z)dz on pose z =y + T, ce qui donne
T
a+T « « 0
f@)de= [ fly+T)dy= [ fy)dy=— [ f(y)dy
e R
Donc
a+T 0 T 0 T
Fa)yde= [ f@)de+ [ f@)yde— [ F)dy= [ f(@)da
e T -
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Propriété 4.1 Soit f: [—9,d] — R, une fonction intégrable.

1. Si f est paire alors
5

/f(x)dx:2/6f(x)da;.

=5
2. Si f est impaire alors

/f(m)dx:().

-4

4.2 Séries trigonométriques

4.2.1 Représentation réelle

Définition 4.6 On appelle série trigonométrique réelle, toute série de fonctions de la forme :

Qo

5 + Z [a,, cos (nwz) + b, sin (nwz)] (4.1)

n>1

avec v € R,w >0 et (an), ey » (bn) deur suites réelles.

neN*

Le probléme est de déterminer 'ensemble A tel que la série (4.1)) soit convergente pour tout

r € A.

Propriété 4.2 :
1. Sl existe un nombre réel xq tel que la série (4.1)) converge alors elle converge en tout
2k
point xo + —W,Vk €.
w

2. Si la série (4.1)) converge dans R, alors elle converge vers une fonction f périodique de
2m

période T' = —.
w

Démonstration. Supposons que la série (4.1f) converge en x( et posons

f (o) = %o | Z [a,, cos (nwxg) + by, sin (nwzxo)]

2
n>1
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On a pour touts n € Net k € Z,
2km 2km
cos [ nw | xg + — = cos | nwzry + nw— | = cos (nwxy)
w w

. 2km ) 2km .
sin | nw [ xg + — = sin | nwzy + nw——- | = sin (nwx)
w w

Alors

%%—Z {ancos (nw (xo—F%TW)) + b, sin <nw (xo-i‘%%))} = f (o).

2k
ce qui montre la convergence de la série (4.1)) en tout point de la forme zq + —W,Vk‘ € 7.
w

Maintenant si on suppose que la série (4.1]) converge dans R, on aura
27
f(x):f<x+k:—> Vz € R,
w

.. . m ..
ce qui implique que f est — —périodique.
w

Remarque 4.3 Si on prend T = 21 tel que | = z, alors la série (4.1) s’écrit de la forme
w

0 3 oo (1) (5] a2

n>1

Proposition 4.1 La série trigonométrique (4.1)) est absolument et uniformément conver-

gente sur R si les séries (> an) et (> b,) sont absolument convergentes

Démonstration. Le résultat est évident en utilisant le critére de comparaison puisque on a

I'inégalité suivante :

|la,, cos (nwz) + by, sin (nwz)| < |a,| + |by] , VreR.
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4.2.2 Représentation complexe

En utilisant les relations d’Euleur suivantes

inwe _inwz

6znwx _"_ e— e’LTLUJCC _

cos (nwz) = 5 ,  sin (nwz) = —
i

la série (4.1)) prend la forme

inw

ao einwx + e einwm _ eiinwz o ao an — an inwT an + /lbn _inwz
?—F; an 5 + by 5 ]_—+Z{—2 €T+ e

En posant
CLO an _— /lbn a/n + an

La série (4.1]) se représente donc sous la forme

: _inwz
co + E [cnemwx + c_,e€ ]

n>1

Ce que ’'on écrit sous forme d’une série double entrée

Z Ccpe'm" (4.3)

nez

La série (4.3)) est appelée la forme complexe d’une série trigonométrique.

Proposition 4.2 Si les suites numériques (a,) et (b,) sont décroissantes et tendent vers 0,

alors la série (4.1)) est :

2k
1. simplement converegnte sur R\ {—ﬂ, Vk € Z}.
w

2k 2(k+1)7
- a, —«a
w w

2. uniformément convergente sur chaque intervalle [

T
avec 0 < a < —.
w

2km
De plus sa somme est continue en tout point x # — Vk € Z.
w
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4.2.3 Calcul des coefficients

Cas réel

27
Soient la série trigonométrique 1D et f sa somme que ’on suppose périodique de T'= —
w

27
et dont la convergence est uniforme sur [0 —} .
w

Nous intéréssons dans ce paragraphe au calcul des coefficients de a,, et b, en fonction de f.

On a

% + Z la,, cos (nwz) + by, sin (nwx)] .
n>1

flz) =
Donc :

f(z) cos (kwz) = % cos (kwz) + > [an cos (nwz) cos (kwz) + by, sin (nwx) cos (kwx)]

n>1

f(z)sin (kwz) = % sin (kwz) 4+ > [a, cos (nwz) sin (kwx) + by, sin (nwz) sin (kwz)]

n>1
La convergence uniforme nous permet d’avoir

27w ao 27w

f f(z) cos (kwz) dx :5 [ cos (kwz) dx
0

2w 2w Jw
+ > |an [ cos(nwz)cos (kwx)dz +b, [ sin(nwx)cos(kw:c)dm]
n>1 0 0
27 /w 27 [w

f f(x)sin (kwz)dr = 30 [ sin (kwz) dx
0

27w 27w
+ > |an [ cos(nwz)sin (kwz)dz +b, [ sin(nwz)sin (kwz) da:]
n>1 0 0

27w
[ cos (nwx) cos (kwz) d
0

sik#n

sik=mn

27 fw sik#n
[ sin (nwz) sin (kwz) d

0 sik=n
27w

[ cos (nwz) sin (kwz) dz =0

0
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On déduit alors les valeurs des coefficients par :

w 27w
ap = — f f(x)cos (kwz)dr Yk eN
m

27w

b = — f f(x)sin (kwz)dr Yk € N*
m

en particulier
27w

w
a = — / f(z)dz.
0
Remarque 4.4 :
1. Si T = 2l, alors
12
tn = 7 [ f(x)cos (nwzx)dx, VneN.
0
12
b, = 7 [ f(z)sin (nwz) dz, Vn € N*.
0

2. Moyennant le lemme[].1] et pour tout o € R, les coefficients de la série trigonométrique

peuvent s’écrire
1 a+2]
== f f(z)cos (nwx)dr, Vn e N.

a+2l

== f f(x)sin (nwzx) dr, Vn € N*.

Cas complexe

Considerons la représentation complexe de la série trigonométrique (4.3)), alors si elle converge

. ) . Y - 27
uniformément vers une fonction f périodique de période — on a
w

f(z) = Z e

nez
. . 27 )
Si on integre sur |0, — |, on obtient
w
27w 27w
/ f (ZL’) e—ikwrdx _ ch / ei(n—k)o.mvdx7
nez 0

0
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or
2w ' 0 sin#k
/ ez(n—k)w:cdx _
0 2r/w sin=k

Donc les coefficients peut étre calculer par la formule

27w a+ (27 /w)
_ i —tkwx — i —tkwz
Cr = o / f(x)e dx 5 / f(x)e de  VaeR,Vk eZ.
0 o

4.3 Séries de Fourier

L’idée générale de cette partie consiste & définir la série de Fourier et a représenter des
fonctions périodiques par des séries de Fourier.
Considérons la fonction f : R — R périodique de période T' = 2[, continue par morceaux sur

R.

4.3.1 Définition

Définition 4.7 La série trigonométrique du type ot

12 nwx

ay = 76ff(x) Cos (T) dr, VneN,
12 . (nTT

by = = [ f(x)sin <—) dx, Vn e N*
¥ z

s’appelle série de Fourier associée & [, et (an),cns (On)pens SONE les coefficients de Fourier

de f.

Remarque 4.5 :

1. Si la fonction f est paire alors
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et la série de Fourier associée a f s’écrit sous la forme

2+ 2 e ()]

n>1

2. Si la fonction f est impaire alors

a, =0, VneN

nmwx

Ofl ) sin (T) dr, Vn e N*

NI[\D

et la série de Fourier associée a f s’écrit sous la forme

> [pusin (77|

n>1

4.3.2 Représentation d’une fonction par une série de Fourier

Théoréme 4.1 (Dirichlet) Soit f: R — R périodique de période T = 2l, de classe C' par

morceauz. Alors la série de Fourier associée o f converge simplement sur R et on a

f(x) sif est continue en x

+Z [“”COS( >+b sin <mzm>] ") Fzo+0)+ fzo—0)

n>1
2

si f est discontinue en x
De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot f est continue.
Démonstration. Ce théoréme est admis. =

Remarque 4.6 Si la fonction f est continue, T—périodique, de classe C* par morceaux,

alors elle est représentable sur R par sa série de Fourier, c-a-d

—I—Z[a,mos( >+b sm<mlm>}, VreR

n>1
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Exemple 4.1 Considérons la fonction f : R — R périodique de période 2, définie par :

si0<zxr<l1
f(z) =

stl1<x<?2

=8

Les conditions de Dirichlet sont vérifiées puisque

1. Les discontinuités de f sont les points de la forme xy = k,k € Z et sont de premiére
espéce car

fA+0)=f1)=5f1-0)=1

N —

2. La fonction f est partout dérivable sauf aux points xy. En ces points nous avons :

—f(1-0 — f(1+0
FU—0) = tim T SEZ0 o g ) L@ SO0
Alors f est développable en série de F ourier.
Les coefficients de Fourier : on al =1 alors :
2 1 2 1
ap= [ f(z)de = [adx+ [=dz =1
0 0 12
[ wcos (mra)da + [ Leos oy do = CV 1 v e
a, = [ xcos(nrx)dx —cos (nmx)dr = ————, Vn
0 12 w2n?
b f in (nr) d +f21 in (n7z)d O™ - ¥n € N
n = [ xsin (nmx)dx —sin (nmx) de = ————, Vn
0 12 2mn
Donc la série de Fourier associée o f est
(
1/4 stz =0
1 —1)ttq —1)" g x si0<z<l
5t (% cos (nmx) + ( )2 sin (nwz)| =
=1 T ™ 3/4 siz=1
[ 1/2 stl<x<2
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Remarquons que pour x =0 ona

Donc

n>1
Remarque 4.7 Une des particularités des séries de Fourier est le calcul des sommes de

certaines SEries NUMEriques.

4.3.3 Développement en série de Fourier des fonctions non pério-
diques

Théoréme 4.2 Soit f : [, 8] — R une fonction intégrable et vérifiant les hypothéses sui-

vants :

1. Vz € [, B], les valeurs f (x+0), f (x — 0) existent et finies.

2. Vx € |o, ], les valeurs f' (x +0), f' (x — 0) existent et finies.
Alors :

i/ Pour tout x € |a, 5[ on a :

f(ZE—FO)‘;‘f(I—O) _ %"‘Z {ancos(Qnﬂx) b sin <;n_7rz>}

ii/ Pour o ou 5 on a :

fla+0)+f(B-0) ao 2nma . [ 2n7a
5 —E—l—gllancos(ﬁ_a)—i—bnsm(ﬁ_a)}
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Ou 5
2 2nmw
an—ﬂ_a({f(x)cos(ﬁ_a)dx, Vn e N
2 B 2nmx .
bn—ﬁ_ac{f(m)sm< _a>dx, Vn e N

Remarque 4.8 Soit f : [0,I] — R est une fonction continue est possédant des dérivées
f' (x+0), f (x—0) dans [0,1]. Pour développer f en série de Fourier qui contient que des
cosinus ou bien des sinus, il suffit de la prologer sur |-, 1] en fonction fi paire ou fy impaire,

par exemple comme suit :

i (z) = f (=) st —1<x<0 oubien  f(x) = —f(—x) st —1<x<0

f(z) si0<z<l| f(z) si0<ax<l|

et d’appliquer ensuite o f1 ou a fo le théoremel[4.3

4.3.4 Egalité de Parseval

Théoréme 4.3 Soit f une fonction développable en série de Fourier et périodique de période

T >0, alors pour tout « € R on a

a+T
2
g 2 2y _ 2 2 _ 2
3+2x%ﬂw—f/f@MmﬂiﬁM.
n>1 o ne”L
Remarque 4.9 Si f est de période 21 on a
2m
ag 2 p2) — 1 2 () d

n>1 0

4.4 Exercices

Exercise 4.1 FEtudier la convergence sur R des séries trigonométriques dont les coefficients

sont les sutvants :

L%:(%)a %:mgiguy
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1
4. an=—, b, =0.
n

Solution :

1. L = — = )
e cas a, ( 3 > , b, 20 (Vi + 1)

n n n
—1 —1 L. 1 . ,
5 =|— et la série ) 5 est convergente, puisque c’est une

5
1 _ n
série géométrique de raison R < 1, alors la série ) ?> converge absolument.
1 1 1

(1) = ~ et la série ), ———— es
n2ln(vn+1)| n2ln(yn+1) n2ln(y/n) vl ZnQIH(\/ﬁ) t

convergente, puisque c’est une série de Bertrand (« = 2 > 1), alors par équivalence

(a) On a

(b) On a

n
la série ) (=1) est absolument convergente.

n?ln(y/n+1)

Donc d’apres la proposition [4.1] la série trigonométrique converge sur R.

3 —1)"
2. Lecasan:(—l)"n—', bnzln(l—( )>
n!

n3
3
n

(a) La série > (—1)" — converge absoluement, car d’aprés D’alembert on a
n!

(n+1)°n!

(n+1)n3

—2<1
3

Ap+1
Qp,

lim

n—-+o0o

= lim
n—-+o0o

—-1)" 1 1
(b) ‘ln (1 _ ! n3) )‘ ~ et la série ) 3 converge d’aprés Riemann (o =3 > 1),
(="

n3

alors par équivalence la série ) In <1 — ) converge absolument.

Donc d’apres la proposition [4.1] la série trigonométrique converge sur R.

1
3. Lecasa, =0, bn:L.
n? —1In(n)

On a la suite (b,) est décroissante, car si on pose :

1
2 4+2r+1+=+Inzx
= f'(z) = — L <0.

(22 —Inz)?

r+1

2

2 —Inx

Ve>1:f(z) =
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De plus,

1
lim b, = lim _nte =0
n—-+o0o n—+oo n2 In (n)

2km
Alors d’aprés la proposition , la série trigonométrique converge sur R\ { —,Vk € Z}

2k
Pour xt = — Vk € Z, on a la série devient
W

1
Z 271; sin (2knm) = 0, converge.
~— n*—In(n)

Donc la série trigonométrique converge sur R.

1
4. Lecasa,=—, b,=0
n
La suite (a,,) est décroissante et converge vers zéro (évident), alors d’apres la proposition
2km
, la série trigonométrique converge sur R\ {— Vk € Z} et diverge pour x =
w

2k
il ,Vk € Z, puisque on a
w

Z % cos (2knm) Z -

n>1 n>1

Exercise 4.2 Soit k et n deuz entiers dans N. Calculer les intégrales suivantes :

2w 2w 2w
/cos (nz) cos (kx)dx /Sin (nz)sin (kx)dx /cos (nz)sin (kx) dx.
0 0 0
Solution :
2w 2m 1
1. [ cos(nz)cos (kz)dx = [ 5 [cos (n + k) x + cos (n — k) x] dx
0 0

2 1271'
[ cos(n+k)xzdx+ = fcos (n— k) xdz
0

1
2
S a0, 0 A
ETON e .
2. ?sm(m;)sm(kx)dx:—?%[cos(n+k)x—cos(n—k>x]da;
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2 1 2

=—= [cos(n+k)zdr+ = [ cos(n—k)zdx
29 29

—sin(n+k) x| sin(n—k)z|*” _
smin 7 Rr)y k
2(n+k) 0+ 2(n—Fk) |, 0 sin#
B —sin(2n) x| 177 )
e Gl S de = —k
2n) |, +20f rT=T sin
2 271'1
3. fcos(n:z:)sin(kx)dx:fE[sin(n—l—k:)x—sin(n—k)x]dx
0 0
2 127r
= [sin(n+k)azdr — = [sin(n — k) zdx
279 2%
—cos(n—+k)z|™  cos(n—k)z|*" ,
+ 0| =0 k
) wen | T 20w 7
—cos(2n) x| 17 _
—eSE TN T ode = —k
2 (2n) O—i-QOfOx 0 sin

Exercise 4.3 Soit f : R — R une fonction localement intégrable sur R et 2w —périodique

et an (f) et b, (f) sont les coefficients de la série de Fourier associée.
1. Montrer que :
e Si f est paire alors b, (f) =0,Yn > 0.
e Si f est impaire alors a, (f) =0,¥Yn > 0.
2. Calculer a, (f) et b, (f) pour chaque cas ci-dessous :

(a) f(x)=|x| sur|[—m, .

—1 st — 7 <x<0
(b) f(z) =

1 s 0<zx<m
Solution :

1. On a
bn(f):%/wf(x)sin(nx)da: et an(f):% ﬂf(a:)cos(nx)da:

e Si f est paire alors la fonction fsin est impaire puisque

f(=z)sin(—z) = —f (z)sinz,
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donc

/_Wf(a:)sin(n:r)dxzo = b, (f)=0.

e Si f est impaire paire alors la fonction f cos est impaire puisque

f(=z)cos (=) = —f (x) cos z,
donc
/_ f(z)cos(nx)der =0 = a, (f)=0.
2. Calcule de a,, (f) et b, (f).

(a) Il est facile de voir que la fonction f est paire, de sorte que les ceefficients b,, sont

tous nuls, et que pour tout n € N,

2

™

/Oﬂxcos(nx)dx: 2 [(-=1)" —1].

mn?

an (f) zg/owf(x)cos(nx)dx:

(b) La fonction f étant impaire, a,, = 0 pour tout n € N. Pour n > 1,

cos (nz)|"

] T

™

bn(f)zg/owf(x)sin(nx)dq;:% {_

n

Exercise 4.4 Soit la fonction f : R — R paire, de période 2, et définie par :

1 si0<zxz<1/2
f(x) =
-1 sil/2<z<1

Déterminer la série de Fourier associée a la fonction f.

Solution : Calcul des coefficients de Fourier :
La fonction f est paire alors

b, =0, VneN".
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1 1/2 1
a0:2/f(x)dx:2 /dm—l—/—dm = 0.
0 0 1/2
1
an =2 [ f(z)cos(nrzx)dx
0
1/2 1
=2| [ cos(nmx)dx + [ —cos(nmz)dx
0 1/2
. 0 sin=2k
_ dsinnm/2
T oar ) 4(=D)F
—_ =2k+1
2k+1)7 s -

alors la série de Fourier associée a f est

42Wcos(nﬁx) = 42%008 ((2k + 1) 7x)

n>1 k>0

Exercise 4.5 Soit f la fonction périodique de période 2w définie par :

f(z) = 22 pour 0 < x < 2.

1. Déterminer la série de Fourier de la fonction f.

00 00 (_1)”+1 >~ 1
2. Déduire la somme des séries ) —, > T 2 -
n=11" n=1 n n=17

Solution : La fonction f n’est ni paire ni impaire. D’une part,

ao(f):l/o%f(x)dle/o%ﬁdx:g?ﬁa

et d’autre part, pour n > 1,

(=2 [ p@rcos e =2 [T costay tr = 3,
et
2m 2

(Le calcul de a,, (f) et b, (f) se fait par une double intégration par partie)
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Alors la série de Fourier associée & f est

42 4 4
%—1—2—005 (nx) — —Wsin(nx).

n2 n
n>1

La fonction f vérifie les conditions de Dirichlet donc la série de Fourier associée & f converge

sur R et on a

4 4 x2  six #2kn,VkEZ
?+Z—2cos(nx)——7rsin(m:): 7
w1 n 21?2 six =2kn,Vk € Z

Si 'on fait x = 0, on obtient
2

I
> -5
n>1
pour x = m, on obtient

n>1

1
—;» on applique I'égalité de Parseval

Pour calculer ) .,
“tn

I e CC

d’ou

Exercise 4.6 Soit l’éqution differentielle

y ey =0 (4.4)
0 .
1. Montrer que la série trigonométrique >, ——e"™* converge uniformément sur R vers

n=o(n!)’
une fonction f 2m—periodique.

2. Montrer que la fonction f est de classe C*et qu’elle est solution de ’équation (4.4]) .
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Solution :

1. On a

VreR:

1
or la série ) — est convergente (il suffit d’appliquer D’Alembert), donc la série
n!
trigonométrique converge normalement et par conséquent uniformément sur R vers une

fonction f, 2mr—periodique.

2. On pose

1 )
VneN, f,:x— e
n

Les fonctions f, sont de classe C? (R) et

VreR: <

T ((n=-1h*

folo)| <

1
(n7'L)2 et > W sont convergentes (il suffit d’appliquer D’Alem-

bert), donc les séries de fonctions >_ f, et S f. convergent normalement sur R. Ceci

or les séries >

prouve que f € C?(R) et de plus que

On en déduit

f// (SL’) + eixf (SL’) _ Z ((n :11)!)26mx + Zﬁei(n—i—l)x

n>0 o (0!
-1 . 1 .
_ i(n+1)x i(n+1l)z _
= 5€ + 5€ = 0.
; (n!) ; (n!)

La fonction f est donc bien solution de I’équation (4.4)).
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Intégrales impropres

Dans la définition et 1’étude de l'intégration aux sens de Riemann, on a toujours
considéré des fonctions réelles définies sur des intervalle [a, b] compacts (fermés et
bornés). Le but de ce chapitre est de généraliser dans certains cas, la notion d’intégration a
des fonctions définies sur un intervalle qui n’est pas un intervalle fermé borné, c’est a dire

un intervalle d’un des types suivants :
e [a,b] o —o0 < a < b < +o0.
e Ja,b] ot —oc0 < a < b< +o0.
e Ja,bl o —oo < a < b < +oo.

Ainsi nous allons rencontrer ici le calcul d’intégrale de domaines non bornés, soit parce que
I'intervalle d’intégration est infini, soit parce que la fonction a intégrer tend vers I'infini aux

bornes de l'intervalle.

5.1 Notions de base

On considére un intervalle quelconque I C R qui est ni vide, ni réduit & un point (I'un des

types cités plus haut).

Définition 5.1 Les points incertains sont les points au voisinage desquels la fonction n’est

pas bornée d’une part, d’autre part soit (+00), soit (—o0).
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Définition 5.2 Soit f une fonction réelle définie sur l'intervalle I. On dit que f est locale-
ment intégrable sur I, si la restriction de f sur chaque intervalle fermé et borné [a, (] inclus

dans I est intégrable aux sens de Riemann, c-a-d : ff f(x)dz € R.

est localement intégrable sur lintervalle |1,4o00],

1
Exemple 5.1 La fonction f : x +—
x

puisque :

B
[ mle 1w - D - -1 €R Via,§] < JLool

€T —

Remarque 5.1 :

1. Toute fonction continue sur un intervalle I est localement intégrable sur cet intervalle.

2. Toute fonction numérique monotone sur un intervalle I est localement intégrable sur

cet intervalle.

5.2 Intégration d’une fonction localement intégrable

5.2.1 Nature d’une intégrale impropre

Définition 5.3 On considére une fonction f localement intégrable sur l'intervalle [a, b[, avec

beR oub=+o0 (b estle seul point incertain).

1. On dit que lintégrale de f sur [a,b] est convergente (ou existe) si la fonction
F:x— / f(t)dt
a une limite finie lorsque x tend vers b, et on pose alors

jf(t)dt_i%]f(t)dt.

2. Cette limite s’appelle intégrale impropre (ou généralisée) de f sur |a,b|.
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3. Sila fonction F : x — [ f(t)dt n’a pas de limite finie (ou la limite n’existe pas) lorsque

x tend vers b, on dit que l'intégrale de [ sur |a,b| est divergente.

Définition 5.4 On considére une fonction f localement intégrable sur l'intervalle ]a,b], avec

a€R oua=—oco (aestle seul point incertain).

1. On dit que lintégrale de f sur]a,b] est convergente (ou existe) si la fonction

F:x—>/f(t)dt

x
a une limite finie lorsque x tend vers a, et on pose alors

b

/f = tm [ 10k

r—a

2. On appelle cette limite intégrale impropre (ou généralisée) de f sur]a,b].

3. Sila fonction F - x — [ f(t)dt n’a pas de limite finie (ou la limite n’existe pas) lorsque

x tend vers a, on dit que l'intégrale de f sur ]a,b| est divergente.

Exemple 5.2 La fonction f : t — e~ est localement intégrable sur lintervalle [0, +oo[, alors

le seul point incertain est +o0o. De plus

/e‘tdt: 1—e™® Vz>0,

0

d’ot
x
lim /etdt = lim (1 — e*“"/’) =1,
r——400 r——+00
0
+oo
alors Uintégrale [ e~'dt converge et sa valeur est 1.
0
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1
Exemple 5.3 La fonction [ :t — % est localement intégrable sur lintervalle ]0,1], alors

le seul point incertain est 0. De plus
/—dt—2 —z) Vx>0,

d’ot

hm 7dt = :101£r12 ( \/E) =2,

alors 'intégrale | —=dt converge et sa valeur est 2.

[
\/_
Exemple 5.4 La fonction f : t — sint est localement intégrable sur l'intervalle [0,4o00],

alors le seul point incertain est +00. De plus

T

/sintdt =1—cosz V>0,

0

et
lim [ sintdt = lim (1 —cosz).
T——+00 r—+00
0
+oo
Cette limite n'existe pas, alors Uintégrale [ sintdt diverge.
0

Définition 5.5 On considére une fonction f localement intégrable sur l'intervalle Ja, b[, avec

—00 < a<b< 400 (aetb sont deux points incertains).

1. On dit que lintégrale de f sur ]a,b| est convergente, si les deux intégrales [ f (t)dt et

b

[ f(t)dt convergent pour tout point quelconque ¢ de lintervalle ]a, b|.

b
2. On appelle intégrale généralisée de f sura,b|, le réel noté [ f(t)dt défini par :

a

/bf(t)dt:jf(t)dt+/bf(t)dt.
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Remarque 5.2 [ |

1. La définition 5.5 est équivalente &

b c T
/f (t)dt =lim | f(t)dt+ lirré f(t)dt.
+oo T
2. L'égalité [ f(t)dt = 1ir+n [ f(t)dt n’est pas toujour vrais.

“+o0o +oo
EmempleIiE Lintégrale [ sintdt diverge, puisque Uintégrale [ sintdt diverge (voir
% 0

Uexemple 5.4 ). Par contre
lim [ sintdt = lim (cos(—x) —cosz) = 0.

r—-+00 T—+00
—T

Propriété 5.1 Soit f une fonction localement intégrable sur l'intervalle |—a, a[, avec avec

a€R oua=+00. Si [ estpaire ou impaire, alors Uintégrale [ f (t)dt converge ssi lintégrale
0

0

[ f(t)dt) converge. De plus :

1. Si f est paire et dans le cas de convergence, on a

]f@ﬁzZ]f@ﬁzzjf®ﬁ.

—a

2. Si f est impaire et dans le cas de convergence, on a

]fuyu:o

Conclusion 1 Pour étudier l'intégrale de la fonction f sur un intervalle quelconque I, il

faut suivre les étapes suivantes :

1. Identifier les points incertains.

2. Découper l'intervalle d’intégration en des intervalles tel que chaque intervalle ne contienne
qu’un seul point incertain, placé a l'une des deux bornes.
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3. L’intégrale de f sur lintervalle I converge, ssi toutes les intégrales sur les intervalles

du découpage convergent (les choiz des points de découpage sont arbitraires).

5.2.2 Calcul des intégrales impropres
1.2.2.1 Utilisation d’une primitive

Pour étudier la nature de l'intégrale d’une fonction f sur un intervalle I ou pour calculer
sa valeur quand elle converge, on utilise fréquemment une primitive de f. Ce procédé a été
utilisé au début du chapitre (voir les exemples précédents).

Si la fonction & intégrer f est continue sur |a, b|, elle admet donc une primitive F' sur |a, b|.

La convergence de l'intégrale de f sur |a, b| équivaut a 'existence des deux limites
F(a")=lmF(z) , F(b7)= limF(2),

z—at z—b—

et si ces limites existent on a :
b
/f@ﬁ:F@j_F@ﬂ.

1.2.2.2 Formule du changement de variables

Théoréme 5.1 Soient f une fonction continue sur [a,b] et ¢ une bijection continument

dérivable sur lintervalle [a, B, o valeurs dans [a,b[. Alors les intégrales

b B8
/&mﬁet/ﬂmmwwm

sont de méme nature, et si elles convergent elles sont égales.

Démonstration. La fonction composée f o ¢ est bien définie sur [« 3], alors on a

thﬁk/ﬂwmd@%z/fﬁﬁ
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Passant a la limite quand z tend vers (3, on obtient :

#(x)
lim/f ds-hm f(t)dt

r—f
é(a)

Si I'un des membres de cette égalité admet une limite quand x tend vers [, il en sera de

méme de ’autre et on aura

B
[reene %—/f /(Wﬁ
a ¢()
]
cost
Exemple 5.6 La fonction f :t— ——= est localement intégrable sur l'intervalle |0, 1], alors

Vi

L cos
le seul point incertain est 0. L’intégrale [ —=dt converge puisque, on utilisant le changement

0 Vit
1

de variable ¢ : t — ¢ (t) = s = \/t on obtient Uintégrale simple [ 2cos (s)? dt.
0

1.2.2.3. Intégration par partie

Théoréme 5.2 Soient f et g deuz fonctions de classe C* sur lintervalle [a,b], telles que la

fonction produit (fg) admet une limite en b, alors les intégrales

/f@g@ﬁ et /f@d@ﬂa

a
sont de méme nature, et si elles convergent on a

b

/f ﬁ—h%U(MWH—H@Mw—/fWJGMt

a

Démonstration. On a

b T

[rwgwa=tn [roowa

z—b
a a
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Pour tout x dans ]a, b[, on peut écrire

[r@swia=1r@s@ - g~ [ g @

Si chacun des deux termes du second membre de cette égalité admet une limite lorsque x

tend vers b, il en sera de méme du premier membre. On aura alors

x—b

iy [ ()9 (¢)dt = limy [ () («) ~ / (@) (@) ~ limg [ 7 )/ 1) .

Exemple 5.7 La fonction f :t — Int est localement intégrable sur intervalle 0, 1], alors
le seul point incertain est 0. Etudions la nature de [’intégrale fol Intdt.

Si on intégre par partie dans [x,1], pour tout x € ]0,1[, on obtient

1 1

/lntdt: [tlnt]}v—/dt:xlnx—(l—x),

T T

et comme limx Inz = 0, on en déduit que l'intégrale impropre est convergente et que sa valeur

z—0

est fol Intdt = —1.

5.2.3 Propriétés des intégrales impropres
1.2.3.1 Relation de Chasles

Théoréme 5.3 Soient ¢ € Ja, b et f une fonction localement intégrable sur l'intervalle [a, b].

Alors les intégrales [ f (t)dt et fcb f (t)dt sont de méme nature et si elles convergent on a :

/bf(t)dt:/cf(t)dtJr/bf(t)dt.
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Démonstration. Soient ¢ € R et x dans Ja,b[ ot a < ¢ < z.

Appliquons la relation de Chasles sur [a, z], on obtient

/xf(t)dt:/cf(t)dt—k/xf(t)dt.

Ainsi, la fonction F : & — [ f (t) dt admette une limite quand = — b, si et seulement si
la fonction © — [ f (t) dt admette une limite quand = — b (puisque [ f (t) d¢ est une

intégrale simple). n

1.2.3.2 Linéarité des intégrales impropres

L’ensemble des fonctions qui admettant une intégrale impropre convergente sur 'intervalle

[a, b est un sous-espace vectoriel sur [a, b].

Théoréme 5.4 Soient f et g deux fonctions localement intégrable sur lintervalle |a,b] et
a, B deux réels. Si les intégrales f; f(t)dt et fabg (t) dt convergent alors l'intégrale impropres
f; (af 4+ Bg) (t) dt converge aussi.

De plus on a
b b

/(Oéerﬁg)(t)dtZw/f(t)dt+5/b9(t)dt-

a a

Démonstration. En effet

[@r+p9) (@ de =t [ (o + 59) )t

a

r—b

— lim a/xf(t)dtjtﬁ/xg(t)dt

= alirrll) f(t)dt+ ﬁlirrll)/g (t)dt

=ajf@ﬁ+6]g@ﬁ
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Remarque 5.3 :

1. Sil%intégrale ff f (t) dt converge et lintégrale f g (t) dt diverge alors lintégrale
f; (af + Bg) (t)dt diverge.
2. Si les intégrales f: f(t)dt et f g (t)dt divergent alors on ne peut rien conclure sur la

convergente de l'intégrale fa (af + Bg) (t)dt

1.2.3.3 Inégalité des intégrales impropres

Théoréme 5.5 Soient f et g deux fonctions localement intégrable sur 'intervalle [a,b]. Si

les intégrales fab f(t)dt et f g (t)dt convergent, alors

b

b
f<g sur [a,b[:/f(t)dtﬁ/g(t)dt

a

En particulier
b

f>0 sur [a,b[:>/f(t)dt20

Démonstration. En effet

T

£ <g(t) Vte[a,b[:>/f(t)dt§/g(t)dt vz € a,b,

a

ce qui donne
b

lim/mf(t)dtgiim dt:>/f dtg/g()dt.

r—b

5.3 Convergence des intégrales impropres

5.3.1 Critére de Cauchy pour les intégrales impropres

On considére une fonction f localement intégrable sur l'intervalle [a,b], avec b € R ou

b = +o0.
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Théoréme 5.6 Pour que ['intégrale ff f(t)dt soit convergente, il faut et il suffit que toute

suite (Ty,),cy de limite b, la suite (F (vy,)),,cn définie par

F(xn):/f(t)dt . Wnel,

soit convergente. On aura alors

n—-+00

/f(t)dt: lim F(z,).

On en déduit le critere de Cauchy pour les intégrales impropres.

Théoréme 5.7 (Critére de Cauchy) L’intégrale fab f (t) dt est convergente si et seulement

st

Ve > 0,3z, € [a,b],Vr1,20 € [a,b] 1z <71 <23 < b= /f(t)dt < e

1

Démonstration.

1. Supposons que l'intégrale fab f (t) dt converge, alors par définition

r—b r—b

deR: hmF —hm/f

et d’apres la définition de la limite, on a
Ve > 0,3z, € [a,b],Vz € [a,b] i 2. <z < b= |F (z) — 1| < €/2.
Pour x =21 et =29, 0n a

|F (x1) — 1| <¢€/2
Ve > 0,3z, € [a,b],Va1,29 € [a,b] 1 2. < 1 < T3 < b=
|F (z2) — 1| < €/2
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D’autre part,
T2
/f(t)dt | F (25) = F(a1)] < |F (21) = 1| + |F (22) — 1] < e,

alors la condition (5.1]) est satisfaite.

2. On suppose la condition 1) est réalisé et on montre que l'intégrale fab f(t)dt est

convergente. D’apres le théoréeme , il suffit de montrer que pour toute suite (z,)

neN
de [a, b], telle que liril x, = b, la suite (F' (z,)) est une suite convergente dans R.
Par définition, on a :
lixil Tp=b < Ve>0,In. e N*:Vn >n, — z, > z..
Pour n=petn=gq,ona:
Ty > T
Ve >0,dn. e N Vp,q e N:p>q>n.—
Ty > T,
et la conditions (5.1)) entrainent alors & :
Tp
P ) = F(o)l =| [ 1 0] <e
Zq
Alors la suite (F' (z,)) est une suite de Cauchy, elle est donc convergente dans R. |

Exemple 5.8 L’intégrale impropre f0+°° elsintdt diverge.

En effet : soit n € N, et soit x, =2nm et x}, = (2n+ 1) 7.

Vt € [z, 2] = tsint > 0 = ' > 1,
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alors
(2n+1)w (2n+1)w
/ elsintgr > / dt =,
2nm 2nm

donce

!

Ty

Je=m>0,Yn € N, 3z, =2nm 2, = (2n+ 1) 7 € [0, +o0| et /etsmtdt > .

Tn

Le critére de Cauchy n’est pas satisfaite ce qui prouve la divergence de l’intégrale.

5.3.2 Condition nécessaire de convergence

Dans le cas d’un intervalle non borné par exemple [a, +00[ pour a réel, il n’y a pas de relation

entre la convergence de f:oo f et le fait que f tende ou non vers 0 en +oco. Citons notamment :

e Le fait que f tende vers 0 en +o0o, n’entraine pas la convergence de f;oo f (il suffit de

1
considérer la fonction de Riemann f : ¢ — Z)

e Le fait que fa+°° f converge n’entraine pas que f tende vers 0 en 0o (voir I'exercice .

e On tout de méme un résultat positif :

Théoréme 5.8 Soit f une fonction uniformément continue sur l'intervalle [0, +oo[. Si l’in-
tégrale f0+°° f(t)dt est convergente alors f admet une limite nulle en +oo. (la réciproque

n'est pas toujour vrais).

Attention, cette condition nécessaire de convergence n’est valable qu’au voisinage de +oc.

Démonstration. Supposons que la fonction f ne tend pas vers 0 a l'infinie, alors
de > 0,Vn > 0,3z, > net |f(z,)| > e
Si on suppose de plus que f est uniformément continue sur [0, +o00|, pour € > 0 :
>0,V (z,y) €[0,+o0f: |z —y|<n = |f(z) - )] <e
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Alors pour f (z,) >0, on a

t€ [z, on+n] = [(t) = f(zn) -
et pour f(z,) <0, on a

tE [an, a0+ 1] = f(t) < f(:cn>+§ < —g <o0.

Soit | f (¢)| > g pour tout t € [x,,x, + 7] avec f de signe constant sur [z,,z, + 1] dans tous

Tn+n Tn+n ne
[ o= [T ola=

de sorte que F' : z — fox f(t)dt ne peut avoir de limite finie & l'infinie et l'intégrale

les cas et :

[.7° f (z) da diverge. ]

5.4 Intégrales impropres des fonctions a valeurs posi-
tives

Dans cette partie, nous considérons que les fonctions localement intégrables sur 'intervalle
[a,b] avec b € R ou b = +00o et a valeurs dans R,. Les critéres de convergence sont aussi
valables pour & valeurs négatives sur Uintervalle [a, b[, puisque la convergence de 'intégrale
ff f(t)dt se raméne a celle de fab —f(t)dt ou la fonction (—f) est a valeurs positives sur

I'intervalle [a, b|.

5.4.1 Intégrales de Référence

Théoréme 5.9 (Intégrale de Riemann) Soient a € R et f une fonction définie sur |0, +o00|

1
par f(t) = G ona:

o dt . oo dt 1

1. L’intégrale f;r 7o COTWETgE 351 0 > 1, avec f;r o= T

o o o —

2. Lintégrale [ — a <1, ol :
intégrale |, s Comverge ssi o avec [, w1 a
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Démonstration. On a

tlfa
dt sia#1
/ g 11—«
t Int sia=1
Alors :
Ao [T sia>1
lim 1 =¢ @~
e T ah too  sia<l
et
sia=1: ligl Int|] = +oo.
Par la méme méthode, on montre le 2°™¢ résultat. [ ]

Théoréme 5.10 (Intégrale de Bertrand) Soit (a, 3) € R? et f une fonction définie sur

10, 400 par f (t) = m, on a :

o dt
1. L’intégrale /2 W converge ssi {a > 1,V € R}ou (=1 et § > 1).

2. L’intégrale /0 T (@) converge ssi {a < 1,V € Ryou (o =1 et § > 1).

Démonstration. Voir 'exercice 5.4 m

5.4.2 Critére de la convergence majorée

Théoréme 5.11 Soit f une fonction localement intégrable sur l'intervalle [a,b] avec b € R
b

oub = +oo et a valeurs dans Ry. L’intégrale [ f (t)dt est convergente si et seulement si la
a

fonction F:x — [ f(t)dt est majorée sur [a,b], c-a-d

3M>O,Vxe}a,b[:/f(t)dt§]\/[.
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x
Démonstration. La fonction F' : x — [ f (t)dt est croissante.
a

En effet sia < x1 < x9 <b,on a
Fla)-F (o) = [ @y [ o= | [rwas [soa|-[raa=[raazo

Alors, si z tend vers b, la fonction F' admet une limite finie positive ou bien elle tend vers +oo.

D’apres le théoréeme de la limite monotone, quand x tend vers b, la fonction F' admet une

limite finie ssi elle est majorée au voisinage de b (puisque elle est croissante). ]

Remarque 5.4 Dans le cas ou F' n’est pas majorée, elle tend vers (+00). Donc l'intégrale

est divergente et on écrit ff f(t)dt = +o0.
! 1
Exemple 5.9 Soit l"intégrale [ = / sin? (Z) dt.
0

1
La fonction f : t — sin® (z est localement intégrable et & valeurs positives dans l'intervalle

10,1]. On a de plus

1 1

F(x):/sin2<%>dt§/dt:1—x<1, Vo €10,1].

T x

Donc lintégrale I est convergente.

5.4.3 Critére de comparison

Théoréme 5.12 Soient [ et g deux fonctions localement intégrables sur l'intervalle [a,b]

avec b € R ou b = +00 et vérifiant sur cet intervalle
0<f(t)<g(t), Vielab]. (5.2)

Alors :
b b
1. Si Uintégrale [ g (t)dt converge, Uintégrale [ f (t)dt converge.

b b
2. Si UVintégrale [ f (t)dt diverge, Uintégrale [ g (t)dt diverge.
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Démonstration. On pose

Ve >a: F(x) :/f(t)dt et G(x) :/g(t)dt
D’apres la propriétés des inégalités entre intégrales, on a
0<f(@t)<g(t), Vtelab = F(zx)<G(x), Vz>a,

et puisque les fonctions I’ et G sont croissantes, on en déduit que :

b
e Silintégrale [ g (t)dt converge, la fonction G est majorée, alors la fonction F est majorée,

b
donc l'intégrale [ f (t)dt converge.

b
e Silintégrale [ f (t)dt diverge, la fonction F est n’est pas majorée, alors la fonction G est

b
n’est pas majorée aussi, donc lintégrale [ g (¢)dt diverge.

Exemple 5.10 :

, +o0g5in?
1. L’intégrale [ " dt est convergente. En effet :
1
sin?t 1
0< <= vt > 1,
12 12
. teodt .
et Uintégrale [ ) converge puisque
1
[ dt 1}
lim — = lim ——| =1.
T——400 12 r—+oo 1
1
1 _
2. L’intégrale [ e dt est convergente. En effet :
0
Int
0<——" < _Int, Yo<t<l1
1+t

126



Chapitre 5. Intégrales impropres

1

et lintégrale [ —Intdt converge puisque
0

1

lim [ —Intdt= lim —tlnt+ th = —1.
Remarque 5.5 On peut appliquer le critére de comparaison si la condition est vérifiée

seulement au voisinage de b.

Corollaire 5.1 Si on change la condition par :

3k1,k2>020§k1f§g§k2f7

b b
alors : les intégrales [ f (t)dt et [ g (t)dt sont de méme nature.

a

5.4.4 Critére d’équivalence

Théoréme 5.13 Soient [ et g deux fonctions positives, localement intégrables sur l'intervalle
[a,b] avec b € R ou b = +o0.

b
Si f et g sont équivalentes au voisinage de b (f ~ g), alors : les intégrales [ f(t)dt et

b

fg (t) dt sont de méme nature.

Démonstration. Par hypotheése, on a

fmeg — limf<x>=1,

z—b g (l’)

alors, il existe un voisinage de b et une fonction 1 définie sur ce voisinage, tels que :

f2)=g(x) 1+ (2)) avec limy(z)=0,

alors pour

e=1/2, 3z Vr:z. <z <b= |y (v)| < 1/2.
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D’ou

(1/2) g (z) < f () <(3/2) g (x)
et par comparaison on aura le résultat. -

Exemple 5.11 :

T 1 1
1. L’intégrale [ ok i <t2> dt converge car :
1

+0o0
et l'intégrale { t_2dt converge.
too ]
2. L’intégrale [ —=dt diverge car :

1 Vigl

1
t
lim Y9 i i—l,
x——+00 i z—+o004/1gt
Vi
+too 1
et Uintégrale [ —=dt diverge puisque :
1 Vi
li —dt lim 2
L | Vi,

Corollaire 5.2 Soient f et g deux fonctions positives, localement intégrables sur l'intervalle

[a,b] avec b € R ou b = +00, tel que g # 0 dans [a,b[. Supposons que

limf (*) =k

bg(t

€ [0,+o00] existe.

Ona :

b
1. §i0 <k < 4o, alors les deux intégrales [ f (t)dt et fg t)dt sont de méme nature.
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b

2. Si k=0, alors la convergence de lintégrale [ g (t)dt implique la convergence de linté-

b
grale [ f(t)dt.
b
3. Sik = —+oo, alors la divergence de lintégrale [ g (t)dt implique la divergence de l'inté-

grale jzf(t) dt.

5.5 Intégrales impropres des fonctions a valeurs de signe

quelconque

5.5.1 Convergence absolue
Soit f une fonction réelle, localement intégrable sur un intervalle [a, b[ avec b € R ou b = +00.

b
Définition 5.6 On dit que Uintégrale [ f(t)dt est absolument convergente si lintégrale

b
[1f @#)]dt est convergente.

a

b
Théoréme 5.14 Si lintégrale [ f(t)dt est absolument convergente, alors elle est conver-

gente.

b

Démonstration. Supposons que Uintégrale | f (¢)dt est absolument convergente alors par

b
définition V'intégrale [ |f (¢)|dt est convergente, donc la condition de Cauchy

Ve > 0,3z, € [a,b],Va1, 29 € [a,b] 1 2. <21 <29 < b= /|f(t)|dt < €,

r1
ce qui implique

7f(t)dt sjw)rdt«.

b
Par conséquent, I'intégrale [ f (¢)dt satisfait le critére de Cauchy, alors elle est convergente. m
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+o0o
Exemple 5.12 L’intégrale [ t_th converge absolument, puisque on a
1

o0
cost < 1 1
2 | S et t_th converge,
1
+2|cost 0

cost
alors par comparaison [ dt converge, et par définition Uintégrale [ t_zdt converge
1 1

absolument, ce qui implique qu’elle converge (d’aprés le théoréme précédent).

t2

Remarque 5.6 On peut trouver des intégrales impropres convergentes qui ne sont pas abso-

lument convergentes.

Théoréme 5.15 (Critére d’équivalence pour la convergence absolue) Soient f et g

deuz fonctions localement intégrables sur l'intervalle |a,b| avec b € R ou b = +o0.

t
Supposons que g > 0 sur |a,b| et que hn})% = k existe et finie.
r— g

On a :

b b
1. Silintégrale [ g (t)dt converge, alors Uintégrale [ f (t) dt converge absolument, et donc

a

COnverge.

b b
2. Sik #0 et Uintégrale [ g (t)dt diverge, alors Uintégrale [ f (t)dt diverge.

Démonstration.
1. On a
lim&:k = Ve>0,35>0:|t—b|<6:>’&—k:‘<e
—bg (t) g(t)
Pour

e=1:[fOI <@ +I[k)g (),

alors d’apres le corollaire [5.1], on aura le résultat.

b
2. Si k # 0, la fonction f est de méme signe que k, donc si [ f (¢) dt est convergente, elle

est absolument convergente. De plus

g1
e =T ol T W
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b

donc d’apres le premier résultat, la convergence de l'intégrale [|f (¢)|dt entraine la

a
b

convergence de [ g (t) dt.

a

Proposition 5.1 (Critére de Riemann) :

1. Soient a € R et f une fonction localement intégrable sur l'intervalle [1,+00|, tel que :

liglrl t*f (t) = k existe et finie, on a :
+o0
a) Sia>1: alors Uintégrale [ f(t)dt converge absolument, donc converge.
1

+oo
b) Sia<1etk+#0 : alors lintégrale [ f(t)dt diverge.
1

2. Soient o € R et f une fonction localement intégrable sur lintervalle ]0,1], tel que :

limt® f (t) = k existe et finie, on a :

x—0

1
c) Sia <1 :alors lintégrale [ f (t)dt converge absolument, donc converge.
0
1
d) Sia>1etk+#0 : alors lintégrale [ f (t)dt diverge.
0

+oo
Exemple 5.13 L’intégrale [ t~'™'dt converge, puisque au voisinage de (+00) on a
1

lim %™ =0 (a=2).

t——+00

5.5.2 Semi-convergence

b
Définition 5.7 On dit que Uintégrale [ f (t)dt est semi-convergente, si elle est convergente
mais elle n’est pas absolument convergente.

Tosint
Exemple 5.14 L’intégrale [ Tdt est semi-convergente car :
1

“+oo

1. Etude de la convergence absolue : il suffit de montrer que lintégrale [
1

sint

dt ne

vérifie pas le critére de Cauchy.
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On a nm nm
smt 1
Vn>2: / dt > — / |sint| dt = —
nm
(n—1)w (n—1)m
D’ou :
2nm it m km - 9 mn 5 1
sin sint n
—lat = z >Z2 =2
/ S LS
n—1)m k=n 1) r k=
1 ol sin ¢ 1
Donc, pour ¢ = —,¥n > 2,3z, = (n— 1), 2/, = 2n7 € | et f —.
i ™
+o00
alors le critére de Cauchy n'est pas vérifié et par suite lintégrale [ —‘ dt diverge.
1
2. Etude de la convergence : En intégrant par partie :
sint cost cost|”
EE
1
cos oo Togint
On a lim =0et [ —dt converge, d’ot la convergence de [ —dt

r—-+oo I 1 1

5.5.3 Critére d’Abel-Dirichlet pour les intégrales

Le théoréme suivant, dit & Abel, est utilisé pour montrer qu'une intégrale impropre (non
absolument convergente) est semi-convergente; sa démonstration repose sur le critére de

Cauchy.

Théoréme 5.16 Soient [ et g deux fonctions localement intégrables sur lintervalle [a,b]

avec b € R ou b = +00. Si une des deuz paires de conditions suivantes (A ou B) est vérifiée

( b

A1 Lintégrale [ f(t)dt est convergente.
a

| A2 La fonction g est monotone et bornée sur [a,b|.

( x
B1 La fonction F (z) = [ f (t)dt est bornée sur [a,b.

a

\ B2  La fonction g est monotone et posséde une limite nulle en b.

b
alors Uintégrale [ f (t) g (t) dt.
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Démonstration. D’aprés la formule de la moyenne des intégrales :

/f dt—ga:l/f dt—l—gxg/f

ou £ est un point appartenant a Uintervalle [z1, z5].
Supposons que la premiére paire de conditions (A1,A2) est vérifiée. La fonction g est bornée
c-a-d :

IM > 0;Vx € [a,b] : |g (z)] < M.

L’intégrale [ f (t)dt est convergente, alors

4 T2
€ €
: < — -
Ve > 0,3z, 10 > € > 21 > 2 /f(t)dt < o7 et /f(t)dt <37
71 3

Donc
T2

/f Bdt| < g (@) /f Jat| +1g (wa)l| [ £ 0] <
1 3
b
D’ou d’pres le critere de Cauchy, l'intégrale [ f (t) g (¢) dt converge.
Supposons que la deuxiéme paire de conditions (B1,B2) est vérifiée. La fonction F' est bornée
c-a-d :

IN > 0;Va € [a,b] : /f(t)dt <N

Ce qui implique

/f(t) dt| < 2.

De plus

limg (z) =0 <= Ve>0,30>0:Ve >b—8 = [g(a)] < 31
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alors de méme que précédement on a :

/f(t)g(t)dt <€, Vri,m9>b—0.

b
D’ou en vertu du critére de Cauchy, l'intégrale [ f (¢) g (t) dt converge. |

a

+20
Exemple 5.15 L’intégrale [ t—adt converge Yo > 0.
1

En effet : si on applique Abel on trouve :

o |F(x)= fcostdt' = [sinz — sin 1| < 2, bornée.
1
. 1 . .
e La fonction t — o est décroissante dans [1,+00], hI}_l o= 0.

ey t®cost Togint , .
Remarque 5.7 Les intégrales [ t—adt et [ t—adt sont convergentes st o > 0, et semu

1 1
convergentes si « € 10, 1].

5.5.4 Utilisation du développement asymptotique

Cette méthode est la généralisation du critére d’équivalence dans le cas ol & intégrer sont
a valeurs de signe quelconque, et elle se repose sur ’étude de l'intégrale du développement
asymptotique de la fonction.

+oo
Exemple 5.16 L’intégrale f (\/ 12 + cost — t) dt converge, puisque :
1

t2

cost cost
+cost—t = + — e 1m =0,.
V2 t—t=t 1 1 t 0

On a

cost
=0,

lim
t—+too 12

cost
t2

alors si on pose y = et on utilise le développement limité de la fonction \/1+y au
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voisinage de 0, on trouve

Par suite
cost cos®t cos?t
V2 + cost —t = YT —i—o[ 3 ],
o
[Cotsjt]—a(t) avec |£(t)|§tM3.
On a

120 co
e L’intégrale [ Q_tdt converge d’apres le critére d’Abel.
1

L to [ cos?t cos?t ,
e L’intégrale f BT +o0 3 dt est absolument convergente, puisque
1

cos?t n cos? t . cos? t cos? t
— 0] 0]
83 3 — | 83 3
1 o«
— 83 t3 t3

5.6 Exercices

Exercise 5.1 Déterminer la nature et la valeur (dans le cas de convergence) des intégrales

sutvantes :
Fodt farctant . [/ 1 1
arctan
—, —dt, - 7 Int — — 7tdt7
NG /(1+t2) /<1—et+n t)e
0 0 0
+o00 dt 0 +oo dt
/—, /tet2dt, / ,
1+ 2 (t+1)(t+2)(t+3)
o “0 0

Solution :

e La fonction f : t — est continue donc localement intégrable sur [0, 5], alors le

1
Vo —t
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probléme de convergence au voisinage de 5 (point incertain). Soit = € ]0, 5],

vodt .
/ = 26— t|; = -2V5 -z +2V5
0

et

lim (—2\/H+ 2\/3) NG

r—5

dt
Vo —t

converge et sa valeur est 2v/5.

5
alors l'intégrale /
0

e La fonction f : t — est continue donc localement intégrable sur |—oo, +00], et

1
1+t
paire alors il suffit d’étudier I'intégrabilité de f sur [0, +oo[ ou le seul point incertain

est (400). Soit x € |0, +00],

[ = mctan(a)
— 5, — arctan \xr
142

et
T
li t = —
Jim arctan (x) 5
+00 +o0o g
alors 'intégrale converge puis par parité sur et sa valeur est .
& /1+t2 VEIge puls pat p /1+t2 v

0 —00

1
e La fonction f : ¢t — (1 +Int — ;) e~! est continue donc localement intégrable sur

et
10, +o0]. Le probléme de convergence se pose au voisinage de 0 et (400) alors il faut

étudier 'intégrabilité de f sur |0, ¢] et sur [¢, +o0[ pour ¢ € ]0, 400].
Soit = € Je, +o0],

T

/ ( 1 +Int — %) e tdt = In (1 - e_t) —e_tlnt‘f =In (1 —e_x) —e "lnr — o

1—et
C

et

lim (ln (1 - e_‘”) —e *Int — a) = —

T—+00
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De plus si x € ]0, ¢,

C 1 _1 —t — _*t_*t ¢ _ _ _ L,y _
/(1_€_t+lnt t)e dt=In(1-e")—e Int| =« In(l-—e?)—e“Inz

T

et

lim (a —In (1 - e’x) —e 7 ln:c) =

x—0

I z 1 1 —t
alors l'intégrale T o +Int — 7)e dt converge et sa valeur est 0.
—e

arctant

(1+t2)

probléme de convergence au voisinage de (4+00) (point incertain).

e La fonction f:t+— est continue donc localement intégrable sur [0, +o00[, alors le

Soit = € ]0, +o00],

T

tant 1
/Mdt =5 [arctan (z)]?,

(1+1t2)
0
et
1 2
lim = [arctan (z)]* = W—,
T—+002 8
+o0
. arctant 2
alors l'intégrale [ ————dt converge et sa valeur est —.
(1+12) 8
0
1

est continue donc localement intégrable sur

La foncti ot
* Lafonction =t — G o i 9)

[0, +00], alors le probléme de convergence au voisinage de (+00) (point incertain).
Soit = € ]0, +o00],

T

N =

/ dt / dt
(t+1)(t+2)(t+3) t+3)
0

0

/t+1 /t+2+
0
In

(z+1)—In(z+2)+mm2+3In(x+3)—3In3

l\DIH [\3|,_.

et

Sl

T—+00

1 1 1
lim (iln(x—kl)—1n(m+2)+1n2+§ln(x+3)—§1n3> =In
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+o0o
alors l'intégrale /

0

dt
(t+1)(t+2)(t+3)

2
converge et sa valeur est In —

V3
e La fonction f : t — te* est continue donc localement intégrable sur |—00, 0], alors le

probléme de convergence au voisinage de (—oo) (point incertain).

Soit = € |—00,0],

et

0

1
alors l'intégrale / te~tdt converge et sa valeur est —5

—00

Exercise 5.2 FEtudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

400 sint 1 400 0 1 1

m t —tant
/e dt, /&dt, /tlntdt, / S 2 ) ar,

t t5/2sint t t
1 0 1 21
“+oo
/ In(1+1/t) /«3/15—1— —\/_ / /sm (2t) —sm(t)dt

t—l—l—i—sm\/_ 1+t2 )V1 ’
Solution :
+oe sint

1. Le probléme de convergence de / dt se pose en (+00).

1

On a

6smz‘,

Vi>1:sint> -1 = >l — -

1
> >0,

dt 1
et / " diverge d’apres Riemann et par suite / _—1tdt diverge, alors par comparaison
e

—+00

esint
/ ; dt diverge.

1

1
t—tant

2. Le probleme de convergence de / ——dt se pose en 0.
t5/2sint

0
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On a
< t —tant N 1
~ #5/2sint 0 3./t
1 1
et ﬁ converge d’aprés Riemann et par suite / i converge, alors par équivalence
0 Vi 0 Wi |

1

/t —tant
e e—— converge.
52 sint &
0

+00

3. Le probléme de convergence de / t~ntdt se pose en (+00).
1

On a

lim 2 2tdt — Jim e (*+2mt _
t——+o0 t—4oo

+00 +oo

dt
et / ) converge, alors d’apres le critere de Riemann / t~ntdt converge.

1 1
1 1
4. Le probléme de convergence de / <Z — [;]) dt se pose en 0.
On a
1 17 1 1 1 1
Vie[-1,0[: - < —let |-|<-<|-|4+1 = 0<-—|-| <1,
t t] =t~ [t t |t
0 0 -
1 1
et / dt = 1 converge, alors / <¥ — ;]) dt converge.
—1 -1 )
+o00

In(1+1/t)

- \/I_fdt se pose en (+00).

5. Le probleme de convergence de /

1

On a
1 1 In(141/t 1
1n(1—|——>~—:>0§ n(+1n) 1 sy
t) ot 5+ 1 +sin+/t oo 16

+o0 +00

In(1+1/t)
5+ 1+ sin v/t

dt .. L
et [ — converge d’aprés Riemann, alors par équivalence dt converge.

tG
1 1

400
Vt+1 -t
6. Le probleme de convergence de / +T\/_dt se pose en 0 et en (+00).
0

On a pour tout ¢ € ]0, +00] :
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(a) Au voisinage de 0 : dt converge par équivalence car :

/@—ﬂ

Vt+1-

< — ~
0

- Vi

<

+oo
(b) Au voisinage de (+00) : / %ﬂﬁ

C

dt converge car :

0< Vit -Vt 1

Vi oo 3t/
+0o0
" dt
€ W converge.
+o0 3
Vi+1-Vt
Alors [ ———————dt converge.
Vit
0
1
dt

7. Le probléme de convergence de / se pose en (—1) et en (+1).

Jarevi-e

1
La fonction f : ¢t — est paire alors il suffit d’étudier la nature de
(1+2)VI—¢2
1
Vintéeral / dt
intégrale .
& (1+12)V/1—¢2
0
On a
1 B 1 1
(1+2)VI—82 (1+2)VI—tJ/I+t 1 221t
1 p 1
t
et | —=———= = 2 donc converge, alors / conver e, ce qui implique
/2\/§\/l—t & 1+t2 Vi 86 €0 A TP
0 0
1
) d / dt
a convergence de .
& 112 vVi-r
+00
sin (2t) — sin ()

8. Le probléme de convergence de / dt se pose en (0) et en (+00).

t3
0

On a pour tout ¢ € ]0, +00] :
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[

(a) Au voisinage de 0 : /
0

sin (2t) — sin ()
13

dt diverge par équivalence car :

< sin (2t) —sin(¢) 1
- t3 0 2

rdt
et / ) diverge.
0

(b) Au voisinage de (+00) :
“+oo

/sin (2t) — sin (t) gt

< —et / —dt converge, donc

t3 3

sin (2t) — sin () ‘

3 converge absolument par sulte converge.
(& +oo

2t) — t
Alors / cos ( )t3 cos (¢) dt diverge.

0

Exercise 5.3 En utilisant lintégration par partie ou le changement de variables, montrer la

convergence des intégrales impropres suivantes (n € N) :

—+00 “+oo —+00

. Intdt 1
/t e tdl’,‘7 /m, / In (1 + t_2> dt,
0 0 0
1 +oo

/ (Int)" / dt / dt
B3+ 1 24+t
0

0

Solution :

“+o0o
e On a lim #*t"e~t = 0, alors d’aprés le critére de Riemann I'intégrale / t"e~tdt converge
r—+00
0
Vn € N.
Posons

400
I, = /t"e‘tdt,Vn € N.
0

Caculons d’abord Iy,

“+oo T

Iy = /etdt = lim [e'dt= lim [—e*x + 1} =1.
T——400 T——+00
0 0
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Intégrons I, par partie,

T

“+o00 T
1, = /t"etdt = liril /t”etdt = liEIrl —z"e " + n/t"letdt =nl,_;.
0 0 0

Nous terminons l'intégration par partie n fois, on obtient :

In=n(n—-1)I, o=...=nlly=nl
1
e L’intégrale / (Int)" dt converge puisque si on utilise le changement de variable Int = —y
0
+oo

on obtient 'intégrale convergente / y"e Ydy.
0

De plus
1 +oo
/(ln )" dt = /y”e_ydy =n!
0 0
+o00
. Intdt
e Le probleme de convergence de 1t se pose en 0 et en(+00).
+
1 +o00
. In tdt In tdt
Les deux intégrales 5 et 5 convergent car :
) (1+1¢) J (1+1)
Au voisinage de 0,
In (¢
SUIONG
(1+t)° 0

1
et / In (¢) dt converge puisque
0

Au voisinage de (+00),
Int 1

~J

(14+1)?*  ¢2(Int)™"
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o dt
et / ———— converge d’apres Bertrand.
1t (ln t)

+o0o

In tdt
Alors I'intégrale / = 5 converge.
0

(141t

1
Par changement de variable y = . on obtient

“+o00 “+o0

I:/ﬂ—_/wz_lé 0 =0 — [ —0.

0(1+w2_ / (1+1y)°

+oo
1
e Le probleme de convergence de / In (1 + t_2) dt se pose en 0 et en(+00) .

0

—+o00

1
1 1
Les deux intégrales / In <1 + t_2> dt et / In (1 + ﬁ) dt convergent car :
0

1
Au voisinage de 0, on a

0<m (1 + %2) ~ (-2 ()

1
et/ — 2In (¢) dt converge.
0

Au voisinage de (+00), on a

+oo
et / — converge d’aprés Riemann.
1

t2
1 1
In 1+t_2 dt =tln 1+t_2 + arctan (t)

1
1 1

/ln <1+t_2> dt:};ii% [%—xln (1—1—;) +arctan(;c)} :g_o

0

+oo

1 . 1 U T
/ln (1+t_2) dt:xgrfoo {xln (1—1—;) +arctan(x)—z} =17

1

Intégrant par partie

d’ou
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alors
400 1 “+o0o
1 ! d 1 ! d 1 L d
n 1+t—2 t = n 1+t—2 t+ 1 1—|—t—2 t=m.
0 0 1
+oo
e Le probleme de convergence de / PER se pose en (+00).
0
Au voisinage de (+00) on a
0< L !
341 t3
+oo
oo dt s t o
et 5 converge d’aprés Riemann alors B converge par équivalence.
1

0

1
Par changement de variable y = o on obtient,

400 +o0
]_/ dt _/ ydt
AR R AT
0 0
d’otll
VT e 1 e
I == == dt
2 /t3+1+/t3+1 2/t3+1
0 0 0

+oo

1 dt 1 2t -1

_2/t2—t+1:\/§

0

+o0 2

o 3V3

“+oo

dt
e L’intégrale / m converge puisque si on utilise le changement de variable t = y? on
+
0

“+oo

2d
obtient l'intégrale convergente / J_
Y+ 1
0
De plus
+oo +o00
/ dt / 2dy 4w
e+ve Syl 33
0 0
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Exercise 5.4 Ftudier selon la valeur des paramétres la nature des intégrales suivantes (Etu-

dier selon la valeur des paramétres la nature des intégrales suivantes ) :

+oo +oo
too dx arctan x
—_— —d “] ) d. ot (o, ) € R2,
/2 o (n(z))? / ——dz, /x n(x 4+ e*)dx (a, B)
0 0
Solution :
1
1. Pour tout couple de réels (a, 3), la fonction f : x est continue et positive
z¢(In(x))?
: o dx .
sur [2, +o00|. Etudions la convergence de ————— au voisinage de (+00).
2 2*(In(x))”
) . . . 1 tody
e lercas. Siawe>1 :il existe v € |l,af, on a lim 27——— = 0 et —
z—+too  z%(In(z))? s
. : T dr
converge, alors d’apres le critére de Riemann ————— converge.
s 2%(In(z))”
. . _— . 1 tody
e 2¢me cas. Si aw <1 :il existe v € |a, 1], on a lim 27" —————— = +o0 et —
z—+o0  x%(In(z))? 5 a7
. . ) oo dx i
diverge, alors d’apres le critéere de Riemann / ——— — diverge.
o 2*(In(z))?
1

e 3éme cas. Si a =1 : la fonction f: 2 — ———— est de la forme w/u?, elle admet

z(In(z))”
donc une primitive.

Pour g # 1, 0n a

o [od v e L L)AL 9y B+
Fle) /H(mt)ﬁ {_5“(1 t } Ty o) T ()

si x — +00, la fonction F' admet une limite finie ssi 5 > 1.

Pour g = 1, la primitive se calcul un peu différemment

F(z) = i:ln|lnx|—ln]ln2|
9 tint
et lim F(z) = lim In|lnz|—In|ln2| = 400, donc l'intégrale [, i
T——+00 z—+00 ’ > tlnt
+oo
2. / arc;#dx. Le probléme de convergence se pose en 0 et en (+00).

0
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arctan x T 4oo T )
(a) en (+00), on a 0 < ~ [T —dx converge ssi a > 1, alors
e oo 2x% 2z¢
+0o0
arctan x .
———dx converge ssi a > 1.
x
arctan x x 1 dz )
(b) en 0,ona 0 < —— ~ — = —— et [, — converge ssi & < 2, alors
xro 0 g« xa—l xa—l
arctan x .
———dx converge ssi a < 2.
x

0
+oo
arctan x )
On conclut que / ———dx converge si 1 <a <2.
x

0
+o00

3. /xa In (x + e**) dzx. pb en (+00).
0

(a) Pour aw > —1 : au voisinage de (+00), on a 2% In (z + e**) > z* > 0.

Comme [, 2°dz diverge, il en est de méme de [;"™ 2% In (z + €7) da.

(b) Pour a < —1 : au voisinage de (+00), on a In (z + ) = Inz + In <1 + 6—) =
T

oxr

Inz+o0(1), car lim — =0.

r——+oo I
On en déduit que z%In (z + €**) ~ 2*Inz, on se raméne & une intégrale de Ber-

0o
+o0o

trand et comme o < —1 l'intégrale / z*In (z + e**) dx converge.

1
Au voisinage de 0, on a e** > 1+ azr et ln(l+2) R alors In (z + e**) >

In(z+1+ax) ~ &+ ax, et par conséquent z® In(z+e*®) ~ (14 a)zt on

se rameéne a une intégrale de Riemann converge ssi o + 1 > —1, c-a-d 'intégrale
1

/xa In (z + €**) dx converge ssi o > —2.
0
o0
En conclut que l'intégrale / x%In (z + e**) dx converge ssi —2 < a < —1.

0

Exercise 5.5 En utilisant le critére de Cauchy démontrer la divergence de l'intégrales

+o00

/etsintdt'

0
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Solution : 3¢ = 7,Vn € N, Jz; = 2nm, 290 = (2n + 1) 7 € [0, +o0[. Soit

) (2n+1)m ) (2n+1)m
te2nm,(2n+ 1) 7] i tsint >0 = "' >1 = e tdt > / dt = .
2

2nm nm

Alors la condition de Cauchy n’est pas vérifier ce qui implique la divergence de 'intégrale.

Exercise 5.6 FEtudier la convergence absolue et la semi-convergence des intégrales impropres

suivantes :
“+o0o . ; +oo “+oo . y
/&dt, /et/Q sin (e') dt, /Ldt.
t(1+1) cost +/t
1 0 0
Solution :
+oo
1. L'intégral / STt Le proble (+00)
. L’intégrale | ———dt. Le probléme se pose en (+00).
8 t(1+1) P P
1

Etude de la convergence absolue : On a

sint < 1
)

t(1+t)| —
+00 too
1 sint . ,
et t_th converge, alors mdt converge absolument et par suite converge (n’est
1

1
pas semi-convergente).

+00
2. L’intégrale / e*/?sin (e?) dt. Le probléme de convergence se pose en (-+00).
0

(a) Etude de la convergence absolue : On a

. !et/Q sin (et)‘ 0
t—}—s—moo tet/2 o
+oo +o0o
et / tet/2dt diverge(d’aprés le critére de Riemann), alors / e'/?sin (et) dt ne converge
0 0

pas absolument.

(b) Etude de la convergence : Si on utilise le changement de variable ¢! = y on obtient

Iintégrale
T siny

1 VY
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+oo
qui est convergente d’aprés Abel, alors / et/2sin (et) dt converge.
0
+oo
On conclue que / et/? sin (') dt est semi convergente.

0
—+00

3. L’intégrale /
0

sint

———dt. Le probléme de convergence se pose en (+00).
it 7 p g p (+00)

(a) Etude de la convergence absolue : On a

sint sint
cost + \/f +o0 \/f ’
+oo ; +o0 -
sin sin
et / —— | dt diverge, alors / ———dt ne converge pas absolument.
ﬂ cost + \/f
1 0
(b) Etude de la convergence : On a
sin ¢ sint 1 T cost 0
= e im — =
cost++vt Vit 14 cost t—Foo \/t
t

Le développement limité d’ordre 2 de la fonction au voisinage de 0 est

1 2 2
— = —y+y—+0(y2) oﬂlimo(y)zo.
1+y y—0 g2
g; cost ¢
i on pose y = ——, on trouve
p Yy \/E
sin t sint cost cos®t (0052 t) }
= 1-— + +o .
cost ++/t WVt Vit 2t t
Par suite
sint sint  sin2t N sint cos?t sintcos?t
—= — 0 _—
cost +t Vit 2t 213/2 13/2 ’
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ou
sint cos? t M
—Qan )= e(t) avec |e(t)] < -

On a

+oogin +00 gj

Les intégrales —dt t [ o

1 12t
. +oo [sin t cos? t sint cos®t

L’intégrale 1f [ T (T

dt convergent d’aprés le critére d’Abel.

)} dt est absolument convergente, puisque

sint cos?t sint cos?t < sint cos?t sint cos?t
243/2 $3/2 - 2¢3/2 + o £3/2
a

T eR T pr

S 2t3/2

+eo dt e +oo [sint cos? ¢ sint cos® ¢
et | — converge et par suite lintégrale [ +o dt
1

13/2 ) 943/2 13/2
converge.
+oo .
On conclue que / Sl—ntdt est semi convergente.
) cost + \/f

Exercise 5.7 Soit f une fonction décroissante de [a,+oo| dans IR, .

1. Montrer que si l'intégrale /f (t) dt converge, alors lim tf (t) = 0.

t——+00

2. Montrer par un contre exemple que la réciproque est fausse.

Solution :

1. Supposons que lim tf (t) # 0, alors on peut trouver € > 0 et une suite (x,), .y qui
r—+00

tende vers 400 et telle que x,, f (x,) > €.

Alors puisque f est décroissante, on obtient :

Vo <y f (@) > f(2) 2 —.
Ty
On intégre alors f entre x,/2 et z, :
Tn n Tn\ € €
f@yde= [ faa) = (ea-5) = =2,
Tn/2 Tn /2 2 Tn 2
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+00
Alors d’apres le critere de Cauchy l'intégrale / f(t) dt diverge.
0

1
2. La fonction f : t — Tz est décroissante de [2, +00[ dans IR, et admet une limite
n

+oo
d
nulle quand ¢ tend vers (+o00) par contre I'intégrale / I—Idt diverge.
xlnx
2
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Chapitre 6

Fonctions définies par des intégrales

impropres

n mathématique et en physique mathématique ,les intégrales dépendant d’un pa-
Eramétre constituent un outil analytique important, par exemples nous citerons les
intégrales d’Euler, les intégrales de type potentiel, etc ...
Dans ce chapitre, on étudiera les propriétés des intégrales impropres dépendant d’un para-
metre.
Posons I = [a,b[ un intervalle semi ouvert, avec b € R ou b = 400 et J un intervalle

quelconque de R (fini ou non).

6.1 Domaine de définition

Définition 6.1 Considérons f une fonction de deux variables définie sur I X J, par

f: IxJ — RouC
(t,x) — [f(tx)
b
telle que }tlrrblf (t,x) = oo. L’intégrale [ f (t,x)dt est dite intégrale impropre dépendant du

parameétre x.

151



Chapitre 6. Fonctions définies par des intégrales impropres

b

La premiére question qui se pose est : quelle est la valeur de x pour que I'intégrale f f(t,z)dt
a

converge.

Définition 6.2 Fizon x € J. Si Uapplication t — f(t,x) admet une intégrale impropre

convergente sur I, alors on peut définir une fonction F sur J par :

b
F:xn—>/f(t,a:)dt.

e La fonction F' s’appelle fonction définie par une intégrale impropre.

o L’ensemble de définition de la fonction F est l’ensemble des valeurs de x, pour lequel
b
Uintégrale [ f (t,z)dt soit simple ou intégrale impropre convergente.

Exemple 6.1 Déterminer l’ensemble de définition de la fonction F' donnée par :

F(z) = /ln (£ + 2°) dt.

On a

1. Pour x # 0, l'intégrale est une intégrale simple.

2. Pour x = 0, on a une intégrale impropre avec un probléme de convergence en 0. De
1
plus Uintégrale [Int*dt converge , alors le domaine de définition de F est R.
0

6.2 Propriétés

Dans ce chapitre on veut découvrir les propriétés de la fonction F' (continuité, intégrabilité,
dérivation) a partir de celles de f. Ces propriété permettent, dans cercains cas, de calculer

des intégrales impropres.
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6.2.1 Continuité

Théoréme 6.1 (de continuité) Considérons f une fonction de deuz variables définie sur

[a,b] x J, par
fi: la,b[xJ — RouC

(t,x) —  f(t,x)
telle que %mgf (t,x) = 0o. Supposons que la fonction f est continue par rapport au variable x
dans J et continue par morceauz par rapport au variable t dans |a,b|. De plus s’il existe une

fonction ¢ : [a,b] — R, qui admette une intégrale impropre convergente sur [a,b[, et vérifie
V(t,2) € lo,bl x J : 1f ()] < o (8).

Alors la fonction t — f (t,x) est intégrable sur Uintervalle [a,b] et la fonction F' définie sur
b
J par : F(x) = [ f(t,x)dt est continue sur J.

En particulier on a :
b b

lim [ f(t,x)dt = / lim f (¢, z) dt, Vo € J.

T—T0 T—T0
a a

ce qui est un cas d’interversion de limite et intégrale généralisée.

Remarque 6.1 En pratique, la condition que la fonction f est continue par rapport au
variable x dans J et continue par morceaux par rapport au variable t dans [a,b] ne se pose

presque jamais, par conséquent il serais mieuz de supposer la continuité de f sur [a,b] X J.

Démonstration. L’intégrale impropre de ¢ est convergente sur [a, b, alors elle vérifie la

condition de Cauchy c-a-d

b b
Ve > 0,3 € [a,b]: Ve € ] = /]f(t,x)\dtg/gp(t)dt<e.
b b
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Soit zg € J et soit [«, 5] C J un voisinage compact de xq. Alors

IF () - F (x0)] < /|f<t,x>—f<t,xo>|dt+2e.

La fonction f est continue sur le compact [a, V'] X [«, 5], donc on a

€
b —a

>0 |z —x| <n = |F(z)— F(x)] <

Il en résulte que

|z — 20| <n = |F(z) — F (20)] < 3e.
Ce qui prouve la continuité de F' en x. [ ]

Exemple 6.2 Soit la fonction f définie par

f: R xR — R

—xt

e

(t.2) BEEENE

Cette fonction est continue sur Ry x RY et de plus
et 1 i dt
V(t,x)ERerRi:‘l_i_tQ §1+t2 et /1+t2 converge.
0

+oo —at

Alors la fonction F définie sur R par : F'(x) = of mdt est continue sur RY .

6.2.2 Intégrabilité

Théoréme 6.2 (d’intégration) Sous les mémes hypothéses du théoréme de continuité on

aura :
b

‘v’a,BEJ:/ﬁ /bf(t,a:)dt dx:/ /ﬁf(t,:c)da: dt.

a

La preuve de ce théoréme repose sur le théoréme de Fubini qui est hors programme.
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6.2.3 Dérivabilité

Théoréme 6.3 (de dérivation) Soit f une fonction continue sur [a,b] x J. On suppose

que la fonction f admet une dérivée partielle par rapport a x ( ) continue sur |a,b[ X J.

ox

De plus s’il existe deux fonctions 1,9 : [a,b] — R dont leurs intégrales impropres sur |a, b|

converge telles que

0
Vita) € ladlx | () S 0) et |3 o) < .
b bof
Alors les intégrables impropres [ f (t,x)dt et [ 9r (t,z) dt sont convergentes sur l'intervalle

b
la,b] et la fonction F définie sur J par : F (z) = [ f(t,x)dt est de classe C* sur J, et sa

a
dérivée est donnée par

!/

F'(x) = /bf(t,x)dt :/b%(t,x)dt.

Exemple 6.3 Soit la fonction f définie par

f: Ry xR — R
e~ tsinxt
t,z) — —
t
Cette fonction est continue sur R, x R et dérivable par rapport a x et on a

0
2 (t,z) = e " cosat est continue sur Ry x R.

Ox

De plus

+0o0
e tsinxt i L _t ¢
— | <e et |e "cosxt| <e et e "dt converge.

V(t,z) e Ry xR: ;

0
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Alors la fonction F' définie sur R par :

est de classe C* sur R% et sa dérwée est donnée par

b
F'(x) = /et cos wtdt. (6.1)

a

St on intégre par partie l'intégrale deux fois, on obtient

B 1
14?2

F' (x)
et si on intégre F' entre 0 et x, on obtient
F (z) = arctgz.

0
Remarque 6.2 L’hypothése de domination de la fonction f ou de la fonction 7 par une
x
fonction ¢ sur lintervalle [a,b] dans les théorémes précédents sont trés forte. On peut en-
visager une hypothése mois forte, c’est la convergence uniforme d’une intégrale impropre

dépendant d’un paramétre.

Définition 6.3 (Convergence uniforme) :

b
1. Sib e R, lintégrale [ f (t)dt est dite uniformément convergente sur J, ssi

b
Ve >0,30 >0,V >0:0<T <§ = sup /f(t,.r)dt <€,
7

zeJ

c-a-d
b b-T
lim [sup /f(t,x)dt—/f(t,:v)dt =0
T—=0 | zeJ
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+oo
2. Si b= +o0, Uintégrale [ f(t)dt est dite uniformément convergente sur J, ssi
a

zeJ

+00
Ve >0,dn >0:VT >n = sup /f(t,x)dt < €,
T

T—+4oo | zeJ

+00 T
lim |sup /f(t,x)dt—/f(t,x)dt =0

+0o0
Exemple 6.4 Pour tout x € [0,1], lintégrale f xe~“'dt converge, mais ne converge pas
0

uniformément.
En effet :
1 six >0
+0c0 Y
1. [ ze™dt = lim [ze™dt= lim —e™+1=<S 0 siz=0
0 Yy—+00 y——+o0
400 stx <0
2. On a
T (
e~ e stx >0
/me"”dt =
) 0 stx >0
\
alors
“+o00
lim sup / re ®dt| = lim sup e 1% =1#0.
T—+00ze0,1) T—+00ze0,1)

6.3 Fonctions eulériennes

Les fonctions eulériennes jouent un role primordial en analyse. dans ce paragraphe nous

exposons deux fonctions eulériennes et nous donnons quelques propriétés élémentaires.

6.3.1 Fonction Gamma I

Considérons l'intégrale impropre
+0o0

/ t"te~tdt (6.2)

0
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e On a pour tout x € ]0, +00[, la limite liIJ]rn t?t"le=t = 0, ce qui assure la convergence de
T—>T00

+o0o
Vintégrale [ t*~le~'dt.
1

1
e lintégrale [t ~'e'dt est convergente pour tout z € ]0, +oo| car :
0

1
1. Siz > 1, lintégrale [t ‘e 'dt converge.
0

1
2. Si0<z <1, onat* et ~ t*"tet [¢"dt converge.
0

+o0o
Alors l'intégrale [ t*~'e~'dt converge pour tout z € |0, +ocolet on a
0

+o0o 1 “+00
/ t*lemtdt = / Tt dt + / T et dt
0

0 1

Par conséquent, on peut définir une fonction par l'intégrale impropre (6.2) sur ]0, +o0|.

Définition 6.4 On appelle fonction I' d’Euler, la fonction :

I': 10,400 — R
+oo
x — D(z)= [ t" e ldt
0

Théoréme 6.4 La fonction T est de classe C* sur )0, +o0].
Propriété 6.1 :

1. T(1) =1.

2.Ve>0:T(x+1) =2l (2).

3.VneN:T'(n+1)=nl
Démonstration.

+oo
LT()= [etdt=—et =1
0

158



Chapitre 6. Fonctions définies par des intégrales impropres

2. Intégrant par partie,

—+00 “+o00

Vx>0:1“(:c+1)=/ tre tdt = —t* *t| —|—x/txletdt:xl“(:c).

0

0 0

3. Par récurrence

F'(n+1)=nl'(n)=n(n—1)=nl

Remarque 6.3 La fonction T' apparait donc comme une extension a R, de la fonction

factorielle.

6.3.2 Fonction Béta

Considérons li’intégrale impropre

1

/t‘”ll—tyldt (6.3)

0
e L’intégrale (6.3) converge au voisinage de 0, ssi z > 0 puisque

tzfl (1 _ t)y—l ~ tmfl
0

e L’intégrale (6.3) converge au voisinage de 1, ssi y > 0 puisque

-t ~ (1= )y

Par conséquent, on peut définir une fonction par I'intégrale impropre | sur (]0, +oo[)2.

Définition 6.5 On appelle fonction B d’Euler, la fonction :

B (]O,+oo[)2 — R

(z,9) = B(2,y) = ft“ £yt
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Propriété 6.2 :

1. 8(1/2,1/2) = 7.

2. Vr,y >0: [ (x,y) =B (y,x).

3. Vx,y>0:5(x,y)—%.
4. Yz >0, 82’:6¢Z:5(a:,1—x):F(x)F(l—x):Sinwﬂx.

6.4 Exercices

Exercise 6.1 On considére l'intégrale impropre suivante :

+o0 t
/ cos (tx) gt
0

1+ ¢2

1. Montrer que cette intégrale définie une fonction F pour tout x € R.
2. Montrer que I' est bornée et paire.

3. Montrer que F' est continue et calculer F'(0).

Solution :

1. Pour montrer que la fonction F' est définie sur R il faut prouver que 'intégrale impropre

“+oo
cos (tx
/ ( )dt est convergente pour tout € R.
0

1+ ¢2
On a
cos (tx) 1
, VxeRVte|0,+oof,
1+t2 | 7 1+4¢2 [ [
N e . +o° | cos (tz)
et I'intégrale dt converge, alors par comparaison dt converge,
o 1412 0 142

cos (tx)
1+12

+o0
ce qui implique que 'intégrale impropre / dt est convergente pour tout x €
0

R.

2. La fonction F est bornée :

|F ()] =

T cos (tx) e s
dt| < dt = arctg (t)|[® ==, VzeR.
/0 1422 '—/0 el = ardg@ly =5, Vo
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La fonction F est paire :

F (o) = /0+°° cos [t (—m)]dt _ /0+°° cos (tx)dt P,

1+ 12 142
) cos (tx) ) .
3. On a, la fonction f : (t,z) — R est continue par rapport a t sur [0, 00| et par
rapport a x sur R.
De plus
cos (tx) 1 /+°°
Ve e RVt € [0, 4+ : < et dt converge,
. [ S ol S . Lt vers

alors d’apres le théoréme de continuité la fonction F' est continue sur R et

F(O)zlimF(x):/0+oo (Iimcos(m))dt:/o+oo L 47

z—0 z—0 1 4 ¢2 14 ¢2 2

Exercise 6.2 Soit I' la fonction définie par :

+o00 e
F(z) = / dt
1

14+t

1. Déterminer le domaine de définition de F.

2. Quel est le sens de variation de F.

3. Démontrer que F est continue sur son domaine de définition.
4. Calculer F(z)+ F(z + 1) pour z > 0.

5. Déterminer la limite de F' en 0 et en +o00.

Solution :

—x

1. Le domaine de convergence : la fonction ¢ — est continue sur [1, +00] et en (400),

on a :

I |
1+to t  tite
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+00
et 'intégrale / ﬁdt converge ssi 1 +x > 1 (x> 0), alors par équivalence l'inté-
1

+oo 41—z
grale / T tdt converge pour tout z > 0, donc Dp = |0, +00].
1

2. La fonction F' est décroissante :
En effet : soit x,y € |0, +o0[; tels que z < y, on a pour tout ¢ > 1:

" Y
>
1+t~ 141

Int>0 = zlnt <ylnt = e ™Mt >e¥t — 72>V —

+oo 41—z o0 Y
et les intégrales / dt et / dt convergent, alors
L 14t L 1t

+o0o e +oo Y
/ dtZ/ . dt = F(z) > F(y).
1 1

141 +1

3. Ya> 0 et Vx € [a, +00][, on a

t*CC
1+1

+o0

1 1

< Tra et Imdt converge.
1

—T

On a aussi la fonction f : (¢, z) — T est continue par rapport a t sur [1, +o00[ et par
rapport a x sur |a, +00[, alors d’apres le théoréme de continuité , la fonction F' est

continue sur |a, +oo[ pour tout a > 0, se qui donne sa continuité sur |0, +ool.

4. Pour x > 0,

tfx t,m,1
F F 1) = [T dt + [T dt
(@) + F (2 +1) LT 1¢ + i 1+¢
O R o t+1
=/ P = N et g
1+t 1+t
beo dt T[T
— J1 tr+l T |, - T
== e—xlnt
i lim — — = lim — =0).
(pusaue I = =2~ 5 =0

162



Chapitre 6. Fonctions définies par des intégrales impropres

5. La limite de F' en 0,

) ) o0 = +o0 ) = o0 1 oo
limF (x) = lim dt = lim dt = ——dt =1In(1+1)|,” = +o0.
z—0 z—0 [, 1+t 1 z—0] + ¢ 1 1+1¢

La limite de F' en 400,

+o0 T 400 = +o0
lim F(x)= lim dt = / lim tdt = / 0dt = 0.
1 1

r——+00 z—+oo fy 1+¢ z——+oo0 1

Deuxieme méthode : on a la fonction F' est décroissante et minorée par 0 donc admet

une limite finie [ en 400, alors

1
20= lim [F(z)+ F(z+1)]= lim —=0 = [=0.

Tr——400 r——+oo

Exercise 6.3 On pose, pour x € R,

+00 o3 t
F(z) = /0 s1nix )e’tdt.

1. Justifier que F est bien définie sur R.

2. Justifier que F est C* (R).

3. Calculer F' (z) .

4. Déduire une expression simplifiée de F (z).
Solution :

+00 o3
sin (xt
( )e*tdt a un probleme de convergence en 0 et en

1. Soit x € R, l'intégrale /
0

(400).

sin (xt)

e Au voisinage de 0 : la fonction ¢t — e~! est prolongeable par continuité en 0,

sin (xt)

1 -
sin (2t
puisque %ir% e~ = x, alors 'intégrale / Le*tdt converge.
- 0

e Au voisinage de (4+00), on a :
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tgin (xt)

e~ tdt

+o0
et I'intégrale / e~tdt converge, se qui implique que I'intégrale /
1 1
converge.

too Sin (zt)

0 e~ tdt converge pour tout z € R. Ce qui justifie que

Donc 'intégrale

Dr = R.

sin (xt)

2. La fonction f : (t,z) — e~ ! est continue sur ]0, +oo[ x R, et sa fonction dérivée

partielle par rapport a x existe ol

(%) . (t,x) — cos (zt) e
et continue sur |0, +o00[ X R, de plus

af

400
YV (t,z) €]0,400[xR : ‘(%) (t,x)| = |cos (xt) e_t| <et (/ e tdt converge) :
0

alors d’apres le théoréme de dérivation , la fonction F € C! (R) et on a

+oo
F'(z) = / cos (xt) e 'dt.
0

1
1+ 22

3. Intégrant f0+°° cos (xt) e~tdt par partie deux fois, on trouve ' (z) =

4. Intégrant I’ entre 0 et z, on trouve

dt
1+ t2

= arctgxr — arctg0,

Fa) -0 = [
0
et puisque F'(0) = 0, on aura F (z) = arctgz.

Exercise 6.4 (Supplémentaire) Soit la fonction F définie sur R par

F (z) :/lﬂdt

1412
0
1. Montrer que F est dérivable sur R et que F' (x) = —2¢™* I e dt.
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2
2. En déduire que la fonction qui a x associe F (x) + ( fox e‘tht> est constante.

3. Conclure que f0+°° e~ dt = \/7%
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