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Avant-propos

Ce polycopié contient des cours de [’élasticité. 1l est destiné aux
étudiants de licence de génie mécanique.

Le présent document a pour objectif de rappeler brievement les
notions essentielles de [’algebre linéaire, calcul matriciel, calcul
différentiel et intégral. Ainsi la Mécanique de la résistance des matériaux,
considérées comme des pré-requis dont il est fait abondamment usage tant
dans le cours de [’élasticité. Il se focalise sur les tenseurs des contraintes et
des déformations ainsi que les lois de Hooke.

Cet ouvrage est divisé en cing chapitres : le premier a été consacré a
un rappel de mathématique comportant les outils de bases nécessaires aux
developpements des difféerents concepts de [’élasticite. Le deuxieme
chapitre présente la théorie des déformations. Dans le troisieme chapitre
nous avons présenté les tenseurs de contraintes des milieux continus. Nous
avons aussi présente dans le quatrieme chapitre la relation entre les
contraintes et les déformations et les concepts fondamentaux des lois de
comportements pour un milieu continu élastique. Pour terminer le

cinquieme chapitre présente les criteres de résistance.
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Chapitre I : Introduction, Rappel Mathématique

I.1. Définitions de I'élasticité

En physique, 1'¢lasticité est la propriété d'un matériau solide de retrouver sa forme initiale (forme
d'origine) apres déformation. On distingue élasticité linéaire et non-linéaire. Dans ce cours : on
s'intéresse a I’¢lasticité linéaire.

L'¢lasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles a la sollicitation.

1.2. Pourquoi étudier 1'élasticité ?
1.2.1. Stabilité et instabilité des structures mécaniques
e Pour la construction de ponts, routes, structures en béton (immeubles ...), forme d'un
profilée, taille maximale d'un immeuble, ... ,

e Fibres, tissus synthétiques, ....

Ebactrehyss

Elacrodes
Ackvatid cartan fib mal

Glerss fibre mat

Figure. .1 : Structures en béton Figure. 1.2 : Tissus en fibres synthétique

1.2.2. Importance de la géométrie
e Exemple des poutres profilées utilisées dans le batiment,

e Exemple du caoutchouc (un élastomere préparé en tubes, en rubans).

I.3. Théorie de I’élasticité

La théorie de I’¢lasticité étudie les déplacements, les déformations et les contraintes dans un solide
soumis a des forces extérieures.

Ou:

Le déplacement désigne originellement un changement de position.

Les déformations sont des variations relatives des longueurs et des angles,

Les contraintes expriment force par unité de surface, sont 1’effet de forces extérieurs en chaque

point du solide.

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 2
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1.4. Repére orthonormé direct
Le repére {O; X1, X2, X3} est un repére orthonormé direct définit par une base unitaires {€;,6,,63}

des axes 0x;, 0Xp, ox3qui sont égales et perpendiculaires en O.

Base orthonormée : orthogonale : €, 1 &,, €, L é; et &, L &,
normé: |é;| = |&,] = || =1
X3 A
53 A
> > X,
ey @)
X1

Figure. 1.3 : Repére orthonormé

Le repere {O; x1, X2, X3} 1i€ au solide reste bien orthonormé et parfaitement défini lorsque le solide
se déforme par rapport a lui.
Le choix et la définition précise d’un tel repere indéformable li¢ a un solide déformable se

réveleront trés importants dans la théorie de 1’¢lasticité.

1.5. Convention de sommation d’Einstein

Dans les calculs en mécanique, on aura souvent a manipuler des expressions de la forme suivante:

n
a;b; = Z a;b; = a1b; + ayb; + -+ ayb,
1

Les indices peuvent étre placés en haut ou en bat. IIs sont répétés deux fois. Il ne désigne pas des

puissances mais ils représentent la sommation.

Sommation sur plusieurs indices

n n
IpicJ = Lpicj
a]bc ZZa]bc

i=1 j=1

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 3
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Exemple :
2 2
pic) = ipic)
ajb'c zz ajb'c
i=1j=1
ajb'c/ = ajb*c/ + afb*c’ (Sommation sur I’indice 7)

= ajblc + ajbc? + a?b?c' + aZb?*c? (Sommation sur I’indice ;)

1.6. Symbole de Kronecker
Le symbole de Kronecker o est défini comme suit :
(1 sii=j,
51’]"{0 Sii# J.
1.7. Symbole de Permutation

Le symbole de permutation € est défini comme suit :

1 si(i,j, k) est (1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2),
gjk =3 —1 si(i,j,k)est(3,21),(2,1,3)ou(1,32),
0 si i=jouj=k oui==k.

1.8. Scalaire et vecteur

- Un scalaire est une grandeur totalement définie par un nombre et une unité. (temps, température,
masse, énergie, volume, ... etc)

- Un vecteur est une entit¢ mathématique définie par une origine, une direction, un sens et un
module.

1.8.1. Opérations sur les vecteurs
Soient deux vecteurs Vl)et ngéﬁnis dans I’espace vectoriel R> munit de la base orthonormée

{51782753}

X3 A

Figure. 1.4 : Présentation des vecteurs

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 4
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a; a;
€1 C2

(as, by, c)) et(ay, by, c;) sont respectivement les composantes des vecteurs 7{ et 7; dans la base

{51782753}: tel que :
Vi = aje; + bye; + cie3
V, = aye; + bye; + ce;3

e Le module d’un vecteur

|71)| = \/alz + b12 + ¢,?

e Lasomme de deux vecteurs
V=Vi+V; = (a1 +a)e; + (b + b)e; + (cr + )
e La multiplication par un scalaire
VAER, AV, =Aa,e; + Abj&, + Ac &3

e Produit scalaire donne un scalaire

a; a, o
71)7; = <b1) . (bz) = aia; + b1by + cic;, = |71)| |72)|.cos (71),7;)
€1 C2

e Produit vectoriel donne un vecteur

a; a
ViAV, = (b1> A <b2> = (bic; — bycy)e] — (agc, — azcy)e; + (agb, — azby)es
€1 C2

[7: AT = [7al 7. sin (72 75)
e Produit tensoriel donne un tenseur

a; a,
T=VQV, = <b1> X <b2> = (a1az, ayby,a,¢3,b1a;5 ,b1by , bicy, cra3, ¢1by, €1C3)
C1 C2

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini
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1.9. Tenseurs

Les tenseurs sont la généralisation des scalaires et des vecteurs. Un tenseur est un mot générique
d’entités mathématiques qui désigne une quantité physique. La description d’un tenseur dépend du
repére de référence utilisé. Un tenseur 7 est un opérateur (application) linéaire sur R® dont les

composantes sont définis par rapport a une base.

Ordre Entité Dimension Nbr. composantes Notation
0 Scalaire gg ggj a
1 Vecteur gg gizg aj
2 Tenseur gg gizg aj
N Tenseur gg gz Ajjk..

1.9.1. Tenseur d’ordre 2
Un tenseur d’ordre 2 (représenté par une matrice) est un ensemble de neuf (09) composantes (repére

3D) définies dans un repére (O; X;,X5,X3) est donnée par la formule suivante.

3 3
T = aibjEU = aibjEl)@EJ) = zz tijEz]

i=1 j=1

Ou : ¢; sont les composantes de la matrice associée au tenseur 7.

—

E,, = €,®¢, est la base de définition des tenseur d’ordre 2.

Exemple:

Soient deux vecteurs : X= (2, 1, 3) et Y= (-3, 4, -1) définis dans la base orthonormée {e;}.

Effectuer le produit tensoriel 7= XY et écrire les composantes t;; de 7 sous forme matricielle.

Solution :

Produit tensoriel

T=X &Y =[2x(-3), 2x4, 2x(-1), 1x(-3), 1x4, 1x(-1), 3x(-3), 3x4, 3x(-1)]
=(-6,8,-2,-3,4,-1,-9, 12, -3)

Est La matrice associée au tenseur 7'

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 6
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1.9.2. Transposé d’un tenseur

On appelle transpose de 4 un tenseur noté ‘4 ou A’ et tel que :
VX, xxAX = XA X
Ou:
VJ_C), ?xiAij x]- = x]A]tl X

Donc A;; = A}i (permutation des lignes et des colonnes).

Note: (4Dt = A
2 1 —4 2 0 =2
A=10 3 -1, A*=(1 3 o0
-2 0 0 -4 -1 0

1.9.3. Tenseurs symétrique et antisymétrique

Exemple :

e Un tenseur est symétrique s’il est égal a son transposé :
Tsynétriqe ©T=T'ot; =t
e Un tenseur est antisymétrique s’il est égal a I’opposé de son transposé :
Tatisynétriqe & T = -T' & t;; = —t;;
1.10. Matrice associée a un tenseur

(e7,¢,,€3) est une base sur R,

Si Yest un vecteur tel quel_/) = AX , alors les composantes de Y sont données par:

Y1 = a1 X1 + a12X; + a13X3

Y, = az1X1 + azX; + azsXz

Y3 = az1X; + azX; + azsXs
En utilisant les conventions de sommation ou i est un indice muet

Yi=A4; X
Et en notation matricielle
{r} = [Al{X}

[A] matrice associée au tenseur 4
La matrice [AJest la représentation d’une application linéaire, dans la base(e;, e, e3). Cette

application est représentée par une matrice 3x3.

a1 Q412 Qg3
a1 Az Az
asz; dzz dsz

[A] =

Ou : a;; sont les composantes de la matrice 4.

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 7
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1.10.1. Théoréme

Tout tenseur se décompose d’une fagon unique en la somme d'un tenseur symétrique et d'un autre

antisymétrique.
A+ At .
A+ At +A _ At Aa A = > est symétrique
= = =
2 2 s ¢ A—At ) L
A, = > est antisymétrique
1.10.2. Tenseurs particuliers
e Matrice unitaire I telle que : I;; = 5 ,
e Matrice inverse (A)™ telle que (A).(A)'=I,
e Matrice orthogonale : A'= (A)",
e Trace d’une matrice : tr (4A) = 8;;4;; = Ay = Xieq1 Ai.

I.11. Opérateur du produit vectoriel
nq Ui
Soient deux vecteursn = (nz) et U = (u 2)
ns Us

Le produit vectoriel de 71 et u donne un vecteur appelé pseudo vecteur noté (7 A i) tel que :

ny Uy NpyUz — N3lU, 0 —-ng ny\ /U
AAw) =Nz |AlU2 | =|N3U —MU3z | = nj 0 —ng|lU
ns3 Us nu; — Ny -n, Ny 0 Us

Soit la matrice antisymétrique(* n) donné par :
0 -n3; n,
(* n) = ( ns 0 —711)
-n, My 0
(* n) est la matrice du tenseur produit vectoriel a gauche pari .
1.11.1. Opérateur de projection sur un plan
7 vecteur unitaire normal au plan P
U vecteur dans I’espace définit par ses composantesu’et u'"

u=u+u"

Figure. 1.5 : Projection d’un vecteur

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 8
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u’ : composante orthogonale sur le plan P

u'’: composante suivant I’axe d’unitaire 7

D’apres le schéma la composante W est donnée par I’expression suivante :
W=—-RA[RAN=>U=—-(*xn)TU

Ou:

—(* n)? est la matrice de I’opérateur projection orthogonale sur le plan P.

1.11.2. Opérateur de projection sur un axe

. —_— . .
On définit la composante u’’ par I’expression suivante :

—_—

W=t—-u =1+ Gxn=[I+Gn?u
[I + (* n)?] est la matrice de I’opérateur projection orthogonale sur I’axe d’unitaire 7.
Remarque: si le vecteur 7 est unitaire (|77 = 1) alors : [I + (* n)?] = (@)t (7)
1.12. Valeurs propres et vecteurs propres d’un tenseur

. o« 4 e = P 4 o
Dans une transformation linéaire, un vecteurl/ d’origine (0,0) et d’extrémité (x;, x,) se transforme en

vecteur V 'd’origine (0,0) et d’extrémité (x';, x’), il subit alors une rotation et un allongement (ou
rétrécissement).
La transformation engendre un changement de direction et un changement de module des vecteurs.

Si on veut s’intéresser aux vecteurs qui ne subissent pas de rotation avec la transformation alors on
cherche V_')qui restent paralleles a V:

Vi)V e Vi=AV
A est une constante scalaire.

En utilisant la transformation :

Ce qui donne
(A—ADV =0

Qui possede une solution non triviale V # 0 si le déterminant : det(A — Al) =0

Les racines de cette équation sont appelées valeurs propres de la matrice A et les vecteurs

X correspondant sont appelés vecteurs propres déterminés par la solution de I’équation :
(A-ADX =0

Note :

Si la matrice 4 est symétrique alors :

1. Les valeurs propres A;sont réelles,

2. Deux vecteurs propres associés a deux valewrs distinctes sont orthogomaux

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 9
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Exemple :

8 8 0
SoitA=18 -8 0

0 0 12

Déterminer les valeurs propres et les directions propres du tenseur A.

Solution :

correspondants.

Valeurs propres :

soient A; , Ay et Asles valeurs propres de A et X;, X, et Xj les directions propres
8—1 8 0
8 -8—-1 0

8 8 0 1 0 O
8 -8 0 |—4{0 1 0
0 0 12 0 0 1 0 0 12-1

12=D[-@ =B+ —64]=0 = (12-DA2—18) =0

kt(A-A)=0 = =0

A =12, A, =82 et A, = —8V2
Directions propres :
e Pour A=12:
8—12 8 0 a; 0
A-MDX;=0=>=( 8 —-8-12 0 by |=1{0
0 0 12 -12/ \¢ 0
—4-(11 + 8b1 + OCl S O 0
8a; —20b;+0c; =0 = X, = <0 )La valeur de c; est quelconque
Oal + Obl + 061 =0 C1

X vecteur unitaire =>a? + b +cf =1 = =1

0
Onprend c;i=+1= X; = <0)
1

e Pour 1, =8V2:

8 —8V2 8 0 a, 0
A-2,DX, =0 > = 8 —-8-8V2 0 (bz> = <0)
0 0 12 —8v2/ \¢2 0

(8 —8v2)a, +8b; +0c; =0 7
8a; — (8 +8v2)b, + 0c; =0 = {bz =-(1 _0 2)a
C =
Oa, + Ob; + (12— 8v2)e; =0 2
X, vecteur unitaire
2
a3+bhi+ci=1 = ai+(1-V2)ai=1

On prend :a, = 4;2\/5 = 0,929 et b, = 0,3827

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 10
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0,9239
0,3827
0
e Pour A; =—-82:

8 +8V2 8 0 as 0
A-23DX3=0 = = 8 -8+ 8V2 0 (b3> = <0)
0 0 12 + 8V2/ \©3 0

(8 +8v2)a, +8by +0c; =0
8a; — (8 —8v2)b, + 0c; = 0 = {b3 - _C(l_+0‘/§)a3
0a, + Ob; + (12 + 8v2)¢; =0 ’

= X,

X3 vecteur unitaire

2
a2+bhi+ci=1 = a2+(1+V2)a2=1

Onprend : a; = T —0,3827 powr que la base {X;,X,, X3} soit directe = b; =

0,9239

—0,3827
= X;=|( 09239
0

Xs peut étre trouvé par la relation X 3 = X 1 A X 5.

0\ /0,923 —0,3827
X=X AX,=[0]|Al032 |=| 095239
1 0 0

1.13. Changement de base orthonormée
Soient {e;} la base initiale et { f]} une nouvelle base telle que : { fi = Pjiei}
P : matrice de passage
Si { f]} est une base orthonormée alors (P~1) = (PY)
e Vecteurs
)?=xiei=fjjj- = Pix =x
{f;} est une base orthonormée = x=CPH x=P Hx=Px
e Tenseurs
Dans la base initiale Y = A (X)
Dans la nouvelle base Y = A(X) telque A = (P)A(P™Y)
Exemple 1:
Soient trois vecteurs : A= (1,3,-1), B=(2,-6,1) et C= (4,9,-7).
Calculer les composantes du vecteur X= (1,1,1) sur la nouvelle base {A,B,C}.
Solution :

Soit la base {f;} formée par les trois vecteurs A, B et C

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 11



Module : Elasticité Spécialité : Construction mécanique

X=ij3=Xiei=Y1A+Y2B+y3C=X1 e t X6 +X3¢3

(o (56
(3 DB - -

det(F) = 45
1 2 4
1 -6 9 .
_li 1 -7l B _
1= det (F) _45_2‘06’
1 1 4
3 1 9 12
— =1 1 -7l _ 12 _
yz_ det(F) - 0J26 s
1 2 1
3 -6 1 6
=1 1 al_ 18 __
V3 det (F) 45 0.4

Donc : X = 45%(93 12 —18)

Exemple 2 :

1 3 =2
Soit la matrice A telleque: A =| 3 9 -6
-2 -6 4

Soit {f;} j=1,2,3 une base orthonormée reliée a la base {e;} i=1,2,3 par la matrice de

transformation orthogonale [P] par {f;} = [P]{e;} telle que :

Calculer les composantes du tenseur A dans la base {f;}.

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 12
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Solution :

Soit la matrice A dans la base {f;} donnée par la relation suivante :
A= P)AP

Ou (P) est 1a matrice inverse de la matrice (P).

La base {f;} est orthonormée (|f;| = 1 et f; L fjsii #j) = Pt=p!

Donc :
A=P)APYH
Alors :
1/2 \/§/2 0 . ; . 1/2 _\/§/2 0
A=| - 3 9 -6
\E/z Yy 0 <—2 —6 4) \/5/2 1, o
0 0 1 0 0 1

1/ B+6V3 —6+8V3 —4—-12V3
A=71 -6+8V/3 12-6V3 -3++3
—4-12V/3 -3+43 16

1.14. Opérateurs différentiels
e Dérivée partielle

. e ) .0
On note d’une virgule la dérivée partielle, soit, i = Fy
L
ou 0%v . 03u
A Bzxiaxj

ot Oxl- ’ 4 axl-axj

Les opérateurs exposés dans cette partie seront exprimes dans un repere cartésien orthonormé.

e Opérateur nabla
Le nabla V tire son nom d'une lyre antique qui avait la méme forme de triangle pointant vers le bas.
1l s'agit d'un opérateur formel de R’.

L’opérateur nabla est un vecteur qui composé par les dérivées partielles de coordonnées

e Le gradient

L’opérateur gradient (aussi appelé nabla) transforme un scalaire f'en un vectoriel.

Vf = (gradf) = f;

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 13
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e La divergence
L’opérateur divergence transforme un champ vectoriel I7(V1, V,,V3) en un scalaire (aussi le produit

scalaire entre 'opérateur nabla et un champ vectoriel 17).

V.V = divV = scalaire
e Le laplacien

Laplacien d’un scalaire :

Af = V2f = div.(gradf) = f

Laplacien d’un vecteur :

Av,
A@) = grand(div.V) = v; jje; = {sz}
Av,

e Le rotationnel
Le produit vectoriel entre I'opérateur nabla et un champ vectoriel V. Le rotationnel obtenu est lui

aussi un champ vectoriel.

1.14.1. Coordonnées cartésiennes
Les opérateurs exposés dans cette partie seront exprimés dans un repere cartésien orthonormé (O;

Xl: X27 X3)

a. Qradient d’une fonction scalaire

(Of
ax;
of
0x,
of

(x5

b. Laplacien d’une fonction scalaire

92f 9%f 9%f

2 2 2
ox; Ox; 0x3

Af = div(gradf) = fi =

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 14



Module : Elasticité

Spécialité : Construction mécanique

c. Divergence d’un vecteur V (défini par ses trois composantes) :

vy (X1, X2, X3), V2(Xq, X2, X3) €t V3(Xq, X5, X3).

N g _, 0
div(v) = (ax "’1+ax e
1 2

d. Laplacien d’un vecteur

A(T})) = vi,jj?l) = 9

(0%v,

5+ I 93) .(vie] +vye; +vzez) = v =
3

2 2
d°v; 0°1,

ox? = 0x?  0x?
0%v, 0%v, 0%v,

dv, dv,

dv;

dx; 0Ox,

N

ox? = 0x: = 0x3
0%v; 0%v; 0%,

\ox}  0x5 = 0x3)
e. Rotationnel d’un vecteur

(0V3 0V,

dx, Oxs

—_—. = dv, 0dvs

rotlv) =Vxv=q———

@) dx; 0xy

dv, 0Jv;
\Jx; 0x,/

f. QGradient d’un vecteur est un tenseur d’ordre 2

grad(v) = v; je,Qe, =

g. Divergence d’un tenseur est un vecteur

divT = TUJ?; = {

(OT.
11 +

dv, O0v,

0vy

dx; O0x,
dv, Jv,

x5
av,

dx; 0Ox,
dv; 0vs

d0x;
dvs

0x; 0Ox,

oT.
12

d0x;

0T13)

dx,
0T,

dx,

dx3

0x;
0T3q

N 0T,,

dx,
0T3,

oT.
+ ==\

d0x;
0T33

\ 0x;

dx,

0x3 J

0x;

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini
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1.14.2. Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont (O ; 7, 6, x3),

¥ =
w

&

- -
!
“

-"+ #

| =

I

Figure. 1.6 : Coordonnées cylindriques

On liés avec les coordonnées cartésiennes par la relation suivante :

x;=rcos 0
X>=rsin @
X3 = X3

La base des coordonnées cylindriques:

e, = cosfe; + sinfe,

eg = —sinfe; + cosfe,
— —
€3 = é3

P la matrice de passage de la base cartésienne a la base cylindrique

ey € cosf@ sing 0O
egr = [P]{€2¢ =P =|—sinf cosfd O
€3 €3 0 0 1

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini
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a. Gradient d’une fonction scalaire f (7, 6, x3)

ofF . 1of . of

grad(f) = e+ ——r¢e ox, &3

b. Laplacien d’une fonction scalaire

%f 10f 109%f 0%f
A =gt o T2 T ox,

v,.(r,0,x3)
c. Divergence d’un vecteur V (défini par ses trois composantes : ¥ = < v (7, 8, x3)
'!73 (T, 8' X3)
di ]7_1 d ( )+16v9+6v3
e Y T e 0x3
d. Laplacien d’un vecteur
_, 20v9 v\, 2 0v, v\, S
AV = <AUr—r—2¥—r—2)er+ (AU@ +T_2 P —r—2>e9 +AU363

e. Rotationnel d’un vecteur

dx; Or

or r &

—_ 10vs; O0dvg\_, (0v, O0v3\_, [O0vg 10v, wvg\_,
(a7 G a)a )
rad  Oxs

rotV = eg + +—)e;
T

f.  QGradient d’un vecteur est un tenseur d’ordre 2

0v, 10v, vy 0v;]
o r ol r  0Xx3
dvg 10vy v, O0vg

grad(V) =155 T 7 5

dv; 10v; dv;

[ dOr r o0 d0x5.

Tenseur d’ordre deux :

Arr Ar9 Ar3
A=14g Aw Ass
A3T A39 A33
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a. Divergence d’un tenseur d’ordre 2

94 104, 1 9As]_
ditA = - -4, —A
H [Br T +r(rr ‘*’Haxg]r
0Ag 104y 2 9Aps\
(ar e trdet ax3>e‘9
0A;, 1045 1 9Ass\
- ) -3
(ar i tr 3r+6x3)93

1.14.3. Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, les coordonnées deviennent :

Figure. 1.7 : Coordonnées sphériques

X =r1sin 0 sin ¢
X, =1sin 0 cos ¢

x3=rcos 0

La base des coordonnées sphériques :

g .

e, = sinbsinge; + sinbcos pe, + cosle;
ey = cospe; — singe,

ey = cosbsing e; + cosbcosp e, — sinfe,

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 18
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La matrice de passage de la base cartésienne a la base sphérique est donc :

sinbsing sinbcos¢p  coslO
P=]| cos¢p —sing 0
cosbsing cosbcosp —sinf

a. Gradient d’une fonction scalaire f(r, @, 6)

1 o |, 1of

- of _,
grad f = ;er +_rsin9%e® +;¥e9

b. Laplacien d’une fonction scalaire

A_16<26f) 1 62f+ 1 6(_66f)
f_rzar "o r2sin?0 00? r?sinf kb S
Ur(r; Q)J 9)
c. Divergence d’un vecteur V (défini par ses trois composantes : ¥ = { vy(7, @, 6)
v(r,0,0)
iv (V) = o[ (r2sinds,) + 5 (rvg) + = (rsinévg)|
iv = aeing |z (7 sindvr 30 rvg) + o5 (rsinbvg

d. Rotationnel d’un vecteur

—2’17—1 6()6(,9)_,_}_16% 6()_,
rotV = 5 30 1) — o5 (rsinfvy) | ey +—{ == === (rve) | &

rsin@ \or rSintve 1510)] %6

e. Gradient d’un vecteur est un tenseur d’ordre 2:

[0V, 1 0v, vy 10v, v,
or rsin@ 00 r r & r
_— 0vg 1 vy v vy  _ 10vy
grad(V) =15 sogae 7 vl Ty
dvy 1 0vg vy 10vg v,
& smeae Y T T
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Tenseur d’ordre deux :

Ar Ay Ap
Ay Agp Aw
a. Divergence d’un tenseur d’ordre 2
04 1 04,9 104, 1
d'Az[ s == —(24,, —Agp — Ay + Ay t -19]“’
v or +rsin0 10 +rd9 +r( m @ @ +Ag-tan=0)|ex
0Ay, 1 04p 104p9 1
+ + + - + —(34p, + Aggt -19]*
[ o  rsin® 00 r 00 r( or T Agotan™"0) | &
0Ag 1 04py 104 1
- —(Ag tan™10 — Ay tan™10 + 34 ]_’
or +rsin9 1510 +r 15.2) +r( & tan mw tan 3400

1.15. Autres formules

M(u. v) = agradb + bgrada
div(al—;) = adivb + KZ]?a_cZa
div(u®v) = udivb + grag (). b
rot(mu) =0 Yu
div(rotu) =0 vu

AU = grad(divid — rot rotu

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini
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Chapitre II : Tenseurs des Déformations

I1.1. Introduction
Un corps est dit déformable si lorsqu'on lui applique des efforts, les distances relatives entre ses
particules sont variables au cours du temps (par opposition aux corps rigides).

e A I’échelle microscopique

Extension ﬂ

), 1
XX I
- ) @ ™

+Al

e A I’échelle macroscopique

Extension = Glissement y
l

Figure. II.1 : Déformation d’un corps solide

I1.2. Configuration, vecteur de déplacement

Une propriété essentielle du milieu continu, c’est qu’une fois soumis a des contraintes, les ¢éléments
de volumes subissent des changements de position, d’orientation et de forme que nous allons
préciser. Considérons dans un référentiel cartésien, la position du point P d’un corps continu avant

et apres la déformation (déformation infinitésimal).

X, L} X, T_'
Xl Xl

Figure. I1.2 : Configuration initiale Cy et configuration courante C;
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Le volume occupé par le solide a I’instant t est noté C; et appelé configuration courante, la

configuration initiale Cy est la configuration de référence.

I1.2.1.Vecteur de déplacement

Figure. I1.3 : Vecteur de déplacement

Dans I’état initial (0), une particule P de ce domaine occupe la position P(x;, x», X3); dans 1’état final

(t), elle occupe la position P'(x'}, x2, x'3).Soient u;, u, et us les composantes du vecteur déplacement

ﬁde P.

La particule courante Q du domaine élémentaire D occupe dans I’état (0) et (t) les positions
respectives Q(x;+dx;, xo+dx,, x3+dx3) et Q'; son vecteur déplacement Q3 a pour composantes
uptdug, uptdu, et us+dus.

On a donc les égalités :

( ou,y ou,y ou,
Uuq + du1 =Uu + a_xldxl + a_xzdxz + ax3 dx3
——; auz auz auz
@ ] uz + duz = uz + a_x'ldxl + axz dxz + ax3 d.X3
dus dus dus
k'u,g + du3 = u3 + a_x'ldxl + axz dxz %d?%

Qui peuvent s’écrire matriciellement :
0w, Odu; Ouy]

J dx; 0x, O0Ox3 J

U +dy th du, ou, ou,|(%*

Uy, +duyp ={Uzp + 5%, 9r. Ox dx;
+d u 1 2 3

U Us ’ dus; OJdu; OJdug
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Ou encore, sous forme condensée :

@)= 7+ e
Ou:

[ grad(PP )] désigne le tenseur gradient du vecteur déplacement.

Donc :
du; Ou;  0uy]
dx; 0x, 0x3
— auz auz auz
d(PP )| =
[gra ( )] 0x, 0x, 0x;
dus; Oduz OJdus
[0x; OJx, OJx;l
Remarque :

Dans le cas des petites déformations, les termes du tenseur [ grad(PP )] sont tres petits devant 1.

Comme tout tenseur d’ordre deux, [grad(PP' )] se décompose en partie symétrique & et partie

antisymétrique Q soit :

1 — ——

E== [grad(PP’) + gradt(PP’)]
grad(PP") = & + Q avec 21

0 = - |grad(PP) - grad‘(PP’)|

Ou:
ou, 1 duy +6u2 1 du; Odug ]
dx, 2(6x2 0x,” 2°0x3 0x;
N L A D
2°0x, 0x; 0x, 2°0x3 0xy
1 du; OJduz. 1 du, OJus Jus
(2 " 0x3  0x;” 2 °0x3 axz) 0x3
et
0 1 du; Ou,. 1 du; Oug
2 "0x, axl) 2°0x3 0x;
Q- 1 du, Jduy 0 1 du, OJdus
VAL 2°0x3 0xy
1 dus; Jdu;. 1 duz Jdu, 0
2 0x,q 6x3) 2(6x2 dx3

Si bien que la formule présidente peut aussi s’écrire :

(@} = {PP'} + 12){PC} + [£1{PC}
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D’apres I’hypothése des petits gradients de déplacement, la formule précédente comportant trois
termes, nous permet de considérer la transformation d’un domaine entourant P comme la somme de

trois transformations.

—_—
1. La premiére transformation est une translation de vecteur PP = (uy, u,, uz);

2. La seconde transformation est une rotation d’angle ®, représente par le tenseur
. O A - .  PHA = 1 =
antisymétrique Q, avec [Q]{PQ} =wAPQouw = Erot(PQ) ;
3. La troisiéme transformation traduit une déformation pure caractérisée par le tenseur

symétrique &.

I1.3. Tenseur des déformations pures

Le tenseur des déformations pures se réduit a :

€11 €12 €13
¢ [EU] 12 €22 €23
€13 €23 €&33

C. . , , . C . c . 1/0u; , Ou oJu;
Sii=j, &;; est appelé taux de déformation linéaire ou lin¢ique : &;; = > (—l + —‘) =—

6xi 6xi 6xl-

c . , . . . 1[ou; , Ou;j
Sii#, g;; est appelé taux de deformation angulaire : g;; = 3 (a—Z‘ + a—:l’)
j i

I1.3.1. Interprétation des termes élémentaires du taux de déformation
a. Termes diagonaux
Les termes diagonaux ¢&;; sont les allongements relatifs dans la direction i (selon 1’axe 1).
Prenons le cas d’un rectangle, ou nous intéressons a la partie de la déformation également parall¢le

a x; et Xxy.

X2 A
ou, .
_d 1
0X; X2 0 D c i
dx, i
A B . > X
dX|
<
du,
—d
0%xq *1

Figure. I1.4 : Déformation linéique
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Ou uet u; sont les composantes de U selon les axes x;et x,, ces allongements sont données comme

suit ;

811 = _axl et 822 -

b. Coefficients dus au cisaillement

Les autres termes &;; (i7j) sont les angles y, demi-variations de I’angle droit d’un petit volume de

matiere cubique avant déformation.

Soit un rectangle ABCD, ou [AB] parallele a x;et [AD] est paralléle a x,, se transforme en un

losange AB’C’D’ symétrique selon la premiere bissectrice du plan.

X2

A aul
D — dXZ
éfo
== C
D =" /
B !
! 1
dxa |/ / du,
/ =] ——dxy
A/__,—’ >Q><6X1‘X1
dX] B

Figure. IL.5 : Déformation angulaire

Pour les petites déformations, on a : tg(y) =1.

Une rotation n’étant pas une déformation, on peut supposer que les deux angles y sont égaux, quitte

a faire pivoter le losange et ainsi :

1 (au1 N 6u2> B
V_Z dx, 0x; ~ f1z

_1 aul+8u]
1 =2\ " o

I1.4. Décomposition de la déformation pure en dilatation € et glissement g

Dans le cas général :

Soit une fibre PQ du domaine D, infiniment délié¢ de longueur /. au cours de la déformation sa

longueur varie de [y a [; et sa direction change, ’unitaire de son axe passant de 1, a n;.

Figure. I1.6 : Déformation d’un vecteur unitaire

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini
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On définit pour cette fibre.

T . 1—1
- La dilation linéique relative : € = ll—o = %
0

- Le vecteur glissement: § = n; — ny = 67, dont le module.

g, nommé taux de glissement, est la mesure en radian de I’angle(ng, 7).

On note que € et g sont des quantités sans dimension petites devant 1’unité.

La variation du vecteur P_Q) = PQ1i au cours de la déformation est:

§PQ = 8PQii + PQ &7
Soit :

QoQ1 =€ePQTi+PQ g

En divisant les deux membres par PQ, compte tenu 1’égalité

QoQ1 =¢ PyQo
= &PQ =e¢PQR+PQg
Enfin :
= _ = - .q_E
En=en+ g avec:n =
Ou:

€1 : ¢’est la projection de & sur 71 la normale au plan 7.
g : ¢’est la projection de & sur le plan 7.

D’ou sous forme matricielle :

e = {n}t. [€]. {7} dilatation
{g =|(xn).&. (M) oug = 1EM)|? — e glissement

I1.5. Déformations et directions principales

Le tenseur des déformations & a est composé de valeurs réelles, il existe alors une base orthonormée

()71)’ X_)”, m) telle que le tenseur des déformations est une matrice diagonale :

g 0 0
§ = (0 er 0 )

X1, Xu, X}
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Les directions (71, XT,, m) sont appelées directions principales (orthonormées) ;
Les déformations g;, ;;ete; sont les déformations principales.
Les déformations principales sont les valeurs propres A du tenseur et les directions propres ses
vecteurs propres.
Les valeurs propres A vérifient I’équation :
det|E — Al =0
Avec I est la matrice identité.
Les vecteurs propres orientent les directions principales de déformations. Ils sont solutions
vectorielles de 1’équation :
(¢ —&DX, =0
Ou ¢; est une déformation principale. Naturellement la solution n'est pas unique mais il faut ajouter
les conditions suivantes :
Loflx) =1

2. {X;,, X,,, X, }forme un tridre direct.

I1.6. Invariants scalaires du tenseur des déformations
Les invariants du tenseur des déformations sont les coefficients de 1'équation caractéristique
det|lE =l =0

= =+ (g + e+ eu)A® — (16 + ene + g€ A + 166 = 0

Comme le nom l'indique, ils sont indépendants du choix de la base de projection du tenseur &, ce
sont:

Ey=¢&+ep+ey=Tr()

E; = erg + e + €18

E3 = grgpq; = det(§)

I1.7. Tenseur sphérique et déviateur

Dans le repere principal le tenseur sphérique et déviateur sont donnés par la relation suivante:

§=¢st¢a

Avec :
& = %I et (E1 = Tr(f)) : la partie sphérique de ¢ (Transformation responsable de Ia
dilatation volumique) ;

g =¢&— gl : laparie déviatew de & (Transformation de glissement).
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I1.8. Déformation plane

Vecteur de déplacement :

Uy = Uy (Xq, X2)
Uy = Up(Xq, X3)
uz = constant

Tenseur de déformation

ouy

ax,
=1 ouy

2°0x, 0x;
0

ou,

Tenseur de rotation

Exercice :

1 ou,
2 "0x,
ou,

dx,

du,

0x;

On considere le champ de déplacement U= PyP; = (uq,uy, u3) suivant :

u, = 2x1 + 4 X
u, = 2 X1 + 2x2
uz = x3

1. Déterminer le tenseur Grad U.

2. Déduire les tenseurs des déformations & et des rotations € ainsi que le pseudo-vecteur de rotation

.

3. Déterminer les déformations et les directions principales.

4. Tracer la base (O X X;.X;;7) dans la base initiale.

5. Déterminer l'allongement unitaire et le glissement relatif dans la direction 71 faisant un angle de

60° avec l'axe ox; et perpendiculaire a I'axe oxs.

6. Vérifier les invariants du tenseur des déformations £ et Ej3.

Solution :

ul = 2x1 + 4 xz
u 2 = 2 xl + 2x2
uz = x3
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1- Letenseur Gad U :

Gradv |2 @ | 1200
gract = x; 0x, Oxg| 0 0 1

ow w ow

dx; O0x, O0xg

2- Déterminations
Tenseur des déformations :

1 2 3 0
&= E(gradU + gradtU) = (3 2 0)
0 0 1

Tenseur des rotations :

. 0 10
Q= E(gradU — gradtU) = (—1 0 0)
0 0 0

Pseudo-vecteur de rotation @

0 -n3 n, 0
(xn) = < ns 0 —nl) D’aprés cette relation en trouve w = < 0 )
-n, ny 0 -1

3- Déterminer les déformations principales et les directions principales.

Déformations principales

2-1 3 0
det|é — | =0 :>det< 3 2-1 0 >=(1—/1)[(2—,1)2—(3)2]=o
0 0 1-2

{/1 =1

En trouve : A=5

A=-1
g =

Donc : {8” =5
& = —1

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 29



Module : Elasticité Spécialité : Construction mécanique

Directions principales

(6 — &)X, =0 d’aprés cette relation en trouve :

V2 V2

. (0 R O . 2
p')w’ SI:]. :>XI: 0 , p')w’ 8”25 :>X”: Q etmw‘ 8“1:_1 :>XIII: __2
1 2 2

0 0

4- Tracer la base (O X X;.Xj) dans la base initiale, déterminer les angles (x4, X;), (%1, X;1),

e, Xi1p)-

Tragage de la base (0 X}, X;;, X;;;) dans la base initiale (0 &, &, &;)

€3
XI A
0 €
-
-~ - S
- - \
Xilae” \
\
—_— N —_—
e X,

Détermination les angles (x4, X;), (%1, X11), (%1, X111)-

1\ /0
e
J—— e eq. I
1. el.XI = |ell. |XI|.C(S (xl,XI) = COS (xl,XI) = |611|.|XII| = 01. 11 = 0 = (xl'XI) = %o
V2
0\ [ =2
bk
o/ \ 2 7
— — e1.X 0 2
2. el.X” = |ell. |X”|.C$ (xl,X”) = COS (xl,X”) = |611||)51| = 1 = 7 —1

(xf)?,,) =45°

Y. —Vv e1.X 0
3. e. Xy = leyl. 1 Xyl cos (xl,X,”) = Cos (leXIII) __enXm _ ¢

lex] | Xl 1.

(xf)?,,) =45°
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5- Détermination l'allongement unitaire et le glissement relatif dans la direction 7 faisant un

angle de 60° avec I'axe ox; et perpendiculaire a 1'axe oxs.

L’allongement unitaire :

1 1+3\/§
2 3 0 2 7
5n={ﬁ’}t[€]{ﬁ}=<% ? 0)[3 ) 0] N =(% ? 0) 5, o |- e
0O 0 11\ = e
0 0

Glissement relatif

g=JEMZ-—e2=VBA4 —21.16=15

6- Vérifier les invariants du tenseur des déformations E; et Es.

2 30 5 0 0
o E1=TT(3 2 0) =TT'<0 1 0) =5
0 0 1/eees 0 0 —1Voxuxuxun
2 3 0 5 0 0
E; = det <3 2 0) = det (0 1 0 ) = -5
0 0 1Vioeeses) 0 0 —1oxxuxup
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Chapitre III : Tenseurs des Contraintes

I1I. 1. Actions mécaniques sur un milieu continu

On appelle actions mécaniques toutes actions qui se caractérisent par des forces ou des couples, ou
bien par des densités linéiques, surfaciques, volumiques ou massiques de force.

On distingue parmi les actions mécaniques : les actions extérieures et les actions intérieures.

III.1.1. Les actions mécaniques extérieures

C’est une action mécanique exercée par un objet sur un autre et capable d'imposer une

transformation. Ces actions sont de deux types : les actions de contact et les actions a distances.

Figure. I11.1 : Schéma des actions mécaniques extérieures

a. Les actions de contact

Elles s'exercent sur la surface extérieure du milieu sous la forme d'une densité surfacique de

>( N 12 12 .
force t (ﬁ) Sur un élément de surface ds s'exerce une force élémentaire :

dt = t.ds
Exemple :
Pression hydraulique ;
L'eau sur le parement d'un barrage ;
Le vent sur la voile d'un bateau.
b. Les actions a distance

Elles se caractérisent sur chaque particule (dm, dv) par une action proportionnelle a la masse

ou le volume de la particule considérée. Sur une particule s'exerce une force élémentaire :

ﬁ=f.dv
7 )

Exemple :
Force de pesanteur ;

Force d’inertie.
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c¢. Equilibre d’un solide (milieu continu)
A I’équilibre on a :
La somme des forces est nulle ;

La somme des moments par rapport a un point est nulle.

fff.ds+ff f.dv=6
ffﬁ/\f.ds+fffﬁ/\f.dv=6

II1.1.2. Les actions mécaniques intérieures

Ce sont les actions du milieu sur lui-méme. Pour les définir autour d'un point P (%, t), il convient de
couper le milieu M en deux parties (1) et (2) par une surface arbitrairepassant par P.

I11.2. Coupure, facette et vecteur contrainte

Soit un milieu continu D constitu¢ de deux parties complémentaires D; et D; jointe par un plan
qu’on appelle « facette de coupe ». Les efforts exercés par D; sur D, peuvent étres représentés par
une densité (répartition) surfacique des forces. Cette densité ne dépend que du point considéré et de

la normale a la facette de coupe choisie contenant ce point, et elle est représentée par un vecteur

= - dF , . . . . fpe
T(M,n) = . appelé « vecteur contrainte » au point M dans la direction définie par le vecteur

5
normal n.

Force extérieure
Force intérieure

@ @

Figure. I11.2 : Coupure et facette 77 en M

Le vecteur contrainte peut étre décomposé en sa composante suivant 7 et sa projection sur la
facette:

TM,n) =o,n+7T,
o, est la contrainte normale et 7, est le vecteur cisaillement ou contrainte tangentielle. o, est une
valeur algébrique positive (traction) ou négative (compression).
Soit un repere orthonormé (M, xi, Xz, X3), M le centre de ds du plan (M, x, X;) et e; vecteur normal

ads.

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 33



Module : Elasticité Spécialité : Construction mécanique

Figure. II1.3 : Composantes du vecteur contraintes

O3

T3¢ (sumant x;)
3 31 1
{13(510‘ le plan (x4, x3) {132 (suwnt x,)

T31
t;3 = | 732
03

On donne le vecteur contrainte comme suit

Par la méme méthode en trouve

T21
t, = <02 )Pour ds du plan P(x;,x3)
T23

]
t_l) = <T12>P0ur ds du plan P(x2,x3)
T13

II1.3. Tenseur des contraintes (Formule de Cauchy)

Prenons sur les axes Mx;, Mx; et Mxj les points A, B, C sur les parties positives de ces axes et au
voisinage de M, puis isolons le tétra¢dre de sommets M, A, B, C. Le vecteurii = (a, 8, y)designe
I’unitaire normal sortant de la facette ABC, d’aire S.

Les facettes MBC, MCA et MAB ont pour unitaires normaux sortants : —x;, —X,, —X3 €t pour

aires : aS, BS, yS si bien qu’elles sont soumises aux forces de contact :
—tiaS,—t; S, ~t;vS
En tenant des forces de contact a I’équilibre on a :
iS—,aS—5,BS—GyS=0

Ou encore :
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C’est-a-dire, matriciellement :

011 T21 T31](@
5
{t}= Tiz O T32|{B
T13 T23 O0331\Y
Ou encore, sous forme condensée :
{{}=[l{H}out=x2.7

> est appelé tenseur des contraintes

011 T21 T31
Y= |T12 022 T3
T13 T23 033

A X3

X1

Figure. II1.4 : Elément de volume tétraé¢drique

II1.4. Symétrie du tenseur des contraintes
Soit un pavé ¢élémentaire de centre M, d’aréte parallele aux axes Mx;, Mx,, Mxj3 et de langueurs 2a,

2b, 2c.

Le pavé étant infiniment petit, I’équilibre des moments s’écrit en ne considérant que les forces de

surface :

2b.4’ ac T23 - ZC .4’ ab T32 = 0

Ty3 = T32
2c.4batz; —2a.4bcti3=0=>{T31 = T13
T12 = 121

2a.4cbti, —2b.4caty,; =0
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Le tenseur des contraintes est symétrique.

Et on obtient finalement le tenseur des contraintes comme suit

011 T12 T3
[Z] = [T12 022 T23

T13 T23 033

X;A

J2 > Xz

A\ 4

Figure. I1L.5 : Elément de volume cubique

ITL.5. Décomposition de la contrainte en contrainte normale et tangentielle
La connaissance du tenseur des contraintes permet de calculer les composantes du vecteur
contrainte dans tous le domaine.

La projection sur I’axe 71 donne la contrainte normale par la formule suivante :
o=nt.Zn
o = {1} [Z]{n}

La projection sur le plan donne la contrainte tangentielle (cisaillement) :

T = |+ W)ZA| = [Zn|? — o2

I11.6. Equations de I’équilibre
On désignant un domaine D, de frontiére S, inclus dans le solide étudié, 1’équilibre des forces

appliquées a ce domaine s’écrit:

ffads+ﬂfﬁdv=6
ﬂzﬁ’dHﬂ f.dv="0
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Le théoréme d’Ostrogradski permet de transformer 1’intégrale double (de surface) en intégrale triple

(de volume), pour obtenir :

ﬂ (f+dlv2) dv=0
Cette formule devant étre vérifiée pour tout domaine D, on en déduit I’équation vectorielle de
1’équilibre local :
f + divE=0
La projection de cette équation vectorielle sur les axes d’un repére cartésienne donne les trois

€quations scalaires suivantes :

do. ot ot

fx 11 n 12 n 13 _ 0
t0xy dx, d0x;
ot do ot

lf., 12 N 22 N 23 _

dx, dx, 0xs
ot ot do
: 13 T2z 0033 _
U O0xy dx, x5

IT1.7. Contraintes principales et directions principales
Le tenseur des contraintes ) étant symétrique, il est diagonalisable, c'est-a-dire qu’il existe en point

M un repére orthonormé {M, X; Xy; Xy} au moins, dans lequel la matrice des contraintes est de la

op 0 0
[Z]:[O on 0]

0 0 O-III

forme :

Les contraintes principales oy, oy, or; sont les valeurs propres Aj, A2, A3 du tenseur ), qui peuvent
étre déterminées par I’équation suivante :

det|lE— A =0
Les axes principaux MX;, MXy, MXjy correspondent aux directions propres de >, déterminées par

I’équation suivante :

E-oDX, =0

I11. 8. Invariants scalaires du tenseur des contraintes
Le tenseur des contraintes possede trois invariants s, s, s3, définis mathématiquement comme les

coefficients de I’équation caractéristiquedet(Z — AI) = 0. C’est a dire les quantités scalaires:

sy =Tr(Z) = o; + 05y + 0y = 041 + 03 + 033
Sy = 070y + 00y + 010y
Sz = det(Z) = O-I'O—II'O—I”
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I1I. 9. Tenseur sphérique et déviateur

Dans le repere principal le tenseur sphérique et déviateur sont donnés par les relations suivantes:
T=%+%; Avec ZX5= %11 et (s; =Tr(%)) : lapartie sphériqe de X

S1

—1

3
II1.10. Etats de contrainte particuliers

I1I. 10. 1. Etats sphérique

Ty =2X— :laparie déviatew de X

C’est le cas ou les trois contraintes principales sont égales :

S
0y =0 =0y = ?

III. 10. 2. Etats uniaxial
C’est le cas ou deux contraintes principales sont nulles :

op=0;=0 et  oj; # 0 (traction ou compression)
II1. 10. 3. Etats de cisaillement pur
C’est le cas ou toutes les composantes du tenseur des contraintes sont nulles sauf une seule
contrainte de cisaillement :

o =0 et o010

I1I. 10. 4. Etats plan

C’est le cas ou oj3 sont nulle et 0,41, 05, et 07, sont indépendante de x3,

011 Tiz O
[X] = Ti2 032 0
0 0 O

Avec :

011 = 011(X1, X2)
022 = 022(x1,%7)
012 = 012(x1,X3)

Exercice 1:

L’état des contraintes en un point M d’un milieu continu est donné par le tenseur :

4 2 3
2=2 6 1| (MPa)
3 15

1. Calculer les composantes normale o, et tangentielle T du vecteur contrainte agissant sur un

L
*\1

2. Déterminer les contraintes principales et les directions principales.

1
plan de normale 71 = - <1) Que peut-on conclure pour la normale # et la contrainte c,,.

3. V¢érifier les invariants des contraintes s; et s3.

4. Calculer la contrainte moyenne normale et la contrainte tangentielle maximale.
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Solution :

1. Détermination La contrainte normale o, et tangentielle T, .

1 4 2 3 1 1 1 9 1
Un:ﬁ(l 1 1)[; ? é]ﬁ(i)zﬁ(l 1 1).ﬁ<i)=9MPa

2

— 92 = OMPa

1
9
T, =+/|1Zn|? — o2 = ‘ﬁ<1)
1

Conclusion : Contrainte tangentielle nulle, donc n est une direction principale et o, est une

contrainte principale.

2. Les contraintes et les directions principales.

4 -1 2 3
det(Z—/lI)=( 2 6-1 1 >=—/13+15/12—68/1+82=0
3 1 5—-21
A=9
En trouve : {A = 1.27
A=473

avec A; = o; et oy > g > oy

o =9.00 MPa
Donc : {O'H = 4.73 MPa

O—I” = 127 MPa
C—oDX, =0

Xi= [0.57 0.57 0.57]
X;= [0.21 -0.78 0.57]
X= [0.78 -0.21 0.57]
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3. Les invariants des contraintes s; et s3.
Sl = 0_11 + 0_22 + 0-33 = O-I + O_” + O-I” = 15
53 = det(Z) = O-I'O-II'O-III = 54%4'

4. La contrainte moyenne normale et la contrainte tangentielle maximale
S1 1
Op === gTr(Z) =5 MPa

T,=0,—0y,=9—5=4MPa
T=0——>= T2=G[1—Um=4.73—5=—0.27MPa
TZZO-I”_O-m:l.Z7 —5=-3.73 MPa

Tmax = T1 = 4 MPa

Exercice :
La répartition des contraintes dans un corps solide déformable en équilibre statique sans effet des
forces de volume est donnée par le tenseur suivant rapporté au repere {0 ; e; €, €3} :

x1+%x;  012(x1,%2) 0
o= |o12(x1,x;) x4 —2x, 0 ]|MPa, (Létat des contraintes est indépendant de 1’axe vertical
0 0 Xy

0X3)
La contrainte agissant au point M(0,1) sur un plan verticale de normale inclinée de 45° par rapport a
0x, est une contrainte de cisaillement pure t.
- Déterminer 612(X1,X2) et donner la valeur de .
Solution :

Les équations d’équilibre statique :

60‘1 60'12 60'13 60-12 30'12

dxq 0x, dx3 =0 = 1+ dx, =0= 0x, =-1 (1)
60'12 60'2 60’23 _ 60'12 _ _ 60'12 _

0x4 0x, dx3 =0 = 0x4 2=0= 0x4 =2 (2)
60'13 60‘23 60'3 _ _

0x4 dx, + 0x3 =0 = 0=0 (3)
L’équation (1) donne : 012 = =%, + f(x1)

Avec I’équation (2) : f(x1) = 2x4 + cc : constante
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D’ou: O12 = 2x1 — X3 + ¢

Donc :

2x1 — X, + ¢ X1 — 2Xx, 0
0 0 Xy

X1+ x; 2x1 —x,+c 0
a=[ MPa

Le tenseur des contraintes au point M(0,1) :

1 —14c¢c O
oc=|-1+c -2 0| MPa
0 0 1

V2
1 —1+c 0] [ 2| v2( ¢
T=Xn=|- — =—"Jc—-3
n 1+c¢ 2 0 E > {c }
0 0 1 > 0
0
La composante normale :
S v2( ¢ 3
o =itz =it T = V2 V2 0}._{c_3}=c__
2 2 2 "y 2

La contrainte est une contrainte de cisaillement pure :

3
o, =0 d'ou czzMPa

. 3
Finalement :0y, = 71, = 2x; — x, + >

La composante tangentielle :
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Chapitre IV: Lois de Hooke
(Relations contraintes — déformations)

IV.1. Introduction

Les champs des déformations et des contraintes dans un milieu sont liés par des lois appelées lois de
comportement, caractérisant le comportement mécanique du milieu. Ces lois sont décrites par des
axiomes qui permettent de rendre compte au mieux des phénomenes observés. L’expérience montre
que de nombreux milieux solides déformables ont, pour une température donnée, un comportement
¢lastique linéaire.

IV.2. Vecteur contraintes et déformations

L’état de contrainte et 1’état de déformation en un point seront représentés par un vecteur a neuf
composantes.

La symétrie du tenseur des contraintes et du tenseur des déformations sont ramene a six nombre de

composantes nécessaires pour définir ces tenseurs.

011 €11
0322 €22
(=470t et (=10
T23 €23
T13 €13
T12 €12

IV.3. Loi de Hooke généralisée
Le comportement ¢élastique est caractérisé par une relation linéaire entre contraintes et
déformations. Dans le cadre de I’élasticité tridimensionnelle, cette relation s’écrit sous forme

indicielle :

ou irmversenent { Y UEIZKL A vecS=C

{Uij = Cijri€n
e=So

X=CE

Ou Cjy et Sy sont les composantes de deux applications C et S, inverses 'une de ’autre, de
I’espace des tenseurs symétriques dans lui-méme. Ce sont les tenseurs d’élasticité. Souvent C est
appelé tenseur de rigidité et S tenseur de souplesse. Compte-tenu de la symétrie des tenseurs des
contraintes et des déformations, on doit avoir, par exemple pour C,

Cijki = CiikiCijia = Cijix
On représente les deux tenseurs d’¢€lasticité sous forme matricielle par 36 composantes (matrice 6

6).
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[Ci1111 Ci122 C1133C1123  Ci113 Ci112)
Ca211 Ca222 C2233C2223 (213 Caz12
Cs3311  Cs322  C3333C3323 (3313 C3312

C =
Ca311 G322 C2333C3323 (o313 Caznz
Ci311 Cizzz  Ci333Cizzz Ciziz Cisae
[C1211 Ciz22  Ci233C1223  Ci213 Ciq2d
et
[S1111 S1122 S113351123  S1113 S1112]
S2211 S2222 5223382223 S2213  S2212
= S3311 S3322 5333353323 S3313  S3312

52311 52322 5233352323 52313 52312
51311 51322 5133351323 51313 51312
-51211 51222 5123351223 51213 51212-

Nous ferons de plus sur ces applications les deux hypotheéses suivantes :
e Hypothése thermodynamique : le tenseur d’¢lasticité est symétrique
Ciir= Cuij
e Hypothése de stabilité : le tenseur d’¢lasticité est défini positif

Cijn gjen=a gjej, a>0

D’apres ces hypotheses, les composantes des tenseurs d’élasticité se réduisent a 21 coefficients

indépendants. On peut les représentés par une matrice 6 x 6 symétrique.

C1111 Ci122 C1133C1123  Ci113 Cii12]
Ca222  C2233C3223 (o213 (o212
(333303323 C3313 (3312

C =
C323 Ca313  Ca312
sym Ci313 Ci3z12
L Ci212-

et

[S1111 S1122 S113391123  S1113 S1112]
S2222  S223352223  S2213  S2212
S = 8333353323 93313 S3312

52323 52313 52312
51313 51312
- 51212-

sym

Enfin dans le cas général le comportement élastique des matériaux est caractérisé sous forme

matricielle comme suit :
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011 C1111 G122 Ci133Ci123 Ciiiz Ciiiz] €11
022 C2222  C2233C0223 Coz13 (12| | €22
O33( _ (333303323 (3313 C3312| ) €33
T23 C2323 (2313 Caz1z| | €23
T13 sym Ci313  Ciz12| | €13
T12 i Ci212d ‘12

IV 4. Anisotropie etisotropie

IV.4.1. Elasticité anisotrope

Lorsque le matériau est quelconque et ne présente pas de symétrie €lastique, il est dit anisotrope. Un
matériau anisotrope est caractéris¢ par 21 constantes ¢€lastiques indépendantes. C’est la relation de
comportement précédente qui lie les contraintes aux déformations.

Nous allons envisager quelques cas particuliers correspondant aux types d’anisotropie que 1’on
rencontre le plus fréquemment en mécanique.

a- Orthotropie

Dans ce cas il existe trois plans de symétrie orthogonaux deux a deux. Physiquement, cette
anisotropie s’applique par exemple aux toles laminées ou aux matériaux composites renforcés par
deux ou trois systémes de fibres dans des directions perpendiculaires. Le tenseur élastique d’un
matériau orthotrope ne fait plus intervenir que neuf coefficients indépendants. Pour écrire ces
matrices, on obtient directement la nullité des coefficientsCii12, Cii113, Ci123, Ci213, €tc....., et la

matrice d’élasticité a la forme suivante :

011 [ Ci111 Ciizz Ciazs 0 0 0 7 €11
022 Ci122 C2222 (2233 0O 0 0 €22
033 _ | Ciizz Ca233 C3333 O 0 0 €33
T3 | 0O 0 0 (323 0 0 €23
T13 0 0 0 0 Ci313 0 €13
T12 L 0 0 0 0 0 Ci212] ‘€12
L’inverse
€11 [ S1111 S1122 S1133 0 0 07 (911
€22 S1122 S2222 S2233 0 0 0 |]0922
€3 _ S1133 52233 S3333 0 0 0 033
&3 |0 0 0 S2323 0 01| %2
€13 0 0 0 0  Sizs 0|73
€12 L 0 0 0 0 0 Sy \T12

Les composantes de la matrice de rigidité et de souplesse sont déterminées expérimentalement par

d’essais de traction et de cisaillement.
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b- Isotropie transverse

Le matériau se comporte donc comme un matériau orthotrope possédant de plus un axe de
révolution. Les propriétés du matériau isotrope transverse sont déterminées par cingq constantes
d’¢lasticité indépendantes. La matrice des rigidités d’un corps isotrope transverse a donc la structure

suivante lorsque 1’axe d’isotropie est I’axe 3 :

01 '51111 21122 g1133 ] €11
Ty C1122 C1111 C1133 £29
033 1133 C1133 (3333 €33
T3 = C2323 €23
Tis C2323 . €13
12 i 5 (Cra1n — Criz) | 612
£ ?111 ?122 §1133 1 01
£29 1122 921111 921133 Gy
£33 S1133  S1133 S3333 033
€23 - 52323 S T23
€13 2323 . Ty3
€12 i 5 (S1111 — S1122) | “F12

c- Elasticité isotrope
. . , o . 1
Dans le cas isotrope, le nombre de coefficients est réduit a deux par la relationCy3,3 = 5 (51111 —

S1122)- 1l existe plusieurs facons d’exprimer ces coefficients. On peut par exemple choisir ceux de

3A+2u

met le

Lamél S %(51111 + 51122) et IJ. = %(51111 - 51122), ou le mOdule d’YOung E = IJ.

coefficient de Poisson v = vusdans le cas de 1’essai de traction, ou la matrice C des

2(A+w)

coefficients élastiques est égale a :

011 A+ 2u A A 1 (€11
022 A A+2u A €22
O33| _ A A A+ 2u €33
Tz [ U €23
T13 ' u €13
T12 L u 1 e

€11 1 v —v 011
€22 —v 1 —v 022
€33 | _ 1l -y —y 1 033
&3 E 1+v T23
&13 1+v T13
&1 1+vi\1p2

La loi de comportement élastique linéaire dite loi de Hooke généralisé, s’écrit dans le cas isotrope

de la fagon suivante :
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E v
O'i]' = Z‘UEU + ATT(E)(SU = m(&'l’j + m TT'(E)(SU)

et dans le sens inverse :
1+v v
Sij = TO'U - ETT(Z)(SU
Dans le cas général le comportement élastique isotrope d’un matériau homogene sont définit par le

module d’¢lasticité et le coefficient de Poisson. Quelques valeurs typiques de E et v sont données

dans le tableau suivant :

Matériau E (MPa) v ()
Acier inox 203000 0.29
Aluminium 67500 0.34
Cuivre 100000 0.34
Plexiglas 2900 0.4

IV.5. Thermo-élasticité linéaire
Les matériaux sont souvent soumis a des chargements thermiques qui ont pour effet de dilater ou
rétrécir les dimensions des structures. Les déformations thermiques sont directement

proportionnelles a la variation de température AT, par le coefficient de dilatation thermique a:

eth = ¢ AT I

D’une fagon plus générale, lors d’une sollicitation dite “thermomécanique”, les déformations
thermiques s’ajoutent aux déformations mécaniques, elles méme reliées aux contraintes par la loi de
comportement du matériau. Dans le cas élastique linéaire isotrope, on obtient une relation entre les

déformations et les contraintes sous la forme :

1+v
Sij:

v
O-ij + (CZAT - ETT'(Z)) 51]

L’inversion de cette relation nous fournit la loi de comportement dite “thermoélastique” du
matériau :
E v

E
= m(gij + 1— v Tr(f)é‘l]) ——aATé‘l]

% 1—2v
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Exercice1:
On considere une plaque d’acier carrée d’aréte unité soumise a un chargement tel que le champ des

déformations provoquées est uniforme donné par le tenseur :

g |42 25
25 37

| 103

Calculer la matrice associée au tenseur des contraintes dans la base (e7, e, 3).
On donne : E= 21000 N/mmZetv = 0.28

Solution :

D’apres la relation de comportement d’un matériau homogene isotrope suivante :

E v
O-ij = m(&‘ij + m TT(§)5LJ)
En trouve :
E v
011 = m(fn + 1= 2y Tr(sc)é‘n)
21000 0.28
=——- 4. =3 — (4. ). _3X = 2
1+0.%<4810 +1_2*0.%(42+37) 10 1) 161,2 N/mm
E v
012 m(fn + 1-2v Tr(sc)é‘u)
21000 0.28
=— (25103 + ——— (4. 7).1073x0) = 2
1+0.Z3<2510 +1_2*0.%(42+37)10 0) 41,00 N/mm
E v
Op2 = m(gzz + 12y Tr(f)é‘zz)
0.28
=— (37103 4+ ———(4.2+3.7).1073 x 1) =143,17N 2
1+0.28( T2 0 W23 /mm
E v .
_ _ —3
033 = 7 +v(eg3 e Tr(€)633) 0 (0 g o (42 43.7).107 x 1)
= 82 .47 N/mm?

La matrice associée au tenseur des contraintes sont égales

4,00 143,17 0
0 0 82 .47

161,2 41,01 0
T = N/mm?
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Exercice? :
L'état des contraintes en un point M d’un milieu continu est donné, dans une base orthonormée, par

le tenseur suivant:

2 3 0
X=|3 2 0| MPa
0 0 1

Calculer la matrice associée au tenseur des déformations dans la base principale (Xy, X1, Xi).

Solution :

Détermination les contraintes principales.

2-1 3 0 =1
det|lX— Al =0 =>det| 3 2—A7 0 =0 entrouve { A, =5
A

0 0 1- A3 =—1
o = 5
D’apres la condition : a; > a;; > gy :>{ oy=1 MPa
o =—1

Tenseur des contraintes dans la base principale :

[5 0 0
X=(0 1 0| MPa
0 0 -1
D’apres la relation de comportement d’un matériau homogene isotrope suivante :
1+v v
&j =~ 0ij ETr(Z)
En trouve :
1+v v v 5
[ = — JI—ETr(Z)=< = ) 5-Z(5+1-1)=2
1+v v 1+ 1—-4v
b= — JII—ETr(Z)—< - ) 1——(5+1—1)_ =
1+v 1+v -1—-6v
&m = g 0111—_T7”(2) _( I ) (- 1)——(5+1—1) == 75
La matrice associée au tenseur des déformations sont égales
1[5 0 0
§= z 0 1—-4v 0 ]
0 0 =1 =6Vl x,,x1)
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Chapitre V: Criteres de Résistance

V.1. Critéres de limite élastique

Lors d'un essai de traction ou de compression mono-axial, il est aisé de mettre en évidence un seuil
qui s'exprime alors comme une valeur limite de la contrainte (de traction ou de compression).

Pour des états de contrainte plus complexes, la notion de seuil doit étre étendue en a un « critere »
qui porte non plus sur une seule composante scalaire de contrainte mais sur le tenseur lui-méme.

Nous examinons dans ce cours plusieurs critéres de limite €lastique.

V.1.1. Critére de Rankine

C'est un critére d'extension maximale défini par la relation :
or = max(|lol, loyl, log|) < oe

La quantité oy est appelée contrainte équivalente de Rankine ou la contrainte normale maximale.

Lors d’un essai de traction simple, la contrainte principale maximale oy est limitée supérieurement
par une valeur expérimentale ¢'c>> 0 alors que la contrainte principale minimale oy est limitée
inférieurement par une valeur expérimentale ¢°.< 0 déduite d'un essai de compression simple. La

contrainte intermédiaire oy n'est pas prise en considération.

oq1 2 O'ec et (9 S O'et
V.1.2. Critére de Tresca

C'est un critere de cisaillement maximal Tp,.: celui-ci est limité par une valeur 7, = 5 Oe

déterminée expérimentalement par un essai de torsion pure. On a donc :

1 1
Omax = 5 max{|o; — oyl loy — oyl log — opy |} < EUe = oy — oyl < 0.

Ce critere ne prend pas en compte la composante sphérique du tenseur des contraintes. Il est bien
adapté aux matériaux a microstructure compacte comme les métaux. Pour décrire le niveau de

sollicitation locale du matériau, on peut utiliser le concept de « contrainte équivalente » de Tresca :

Or = 07 — Oqyp
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Le critére d'¢lasticité s'exprime alors par :

V.1.3. Critére de Von Mises
C'est un critére souvent employé pour définir la limite élastique des métaux. Le domaine élastique

est défini par la relation suivante :

1
ovm = |5 [(o7 — 011)% + (077 — 0111)? + (07 — 0711)?] < 0,

Pour exprimer le critere sous la forme :

Oym < O,

__Von Mises

Figure. V.1 : Schéma des criteres de résistance
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Exercice :

Calculer la contrainte moyenne G, le déviateur des contraintes X34 = ¥ — g, [ et la contrainte de

Von Misess, la contrainte maximale de Tresca ainsi la contrainte de Rankine en traction biaxiale.

Solution :

Traction bi-axiale

O <4mm -o-l

o

La figure ci-dessus montre un solide en traction biaxiale. Le tenseur contrainte dans la base

principale s’écrit :

(9 0 0
X = 0 op 0
0O 0 O

La contrainte moyenne et la contrainte est donnée par :

_O-I+O_”+0_O_I+O-“

o
m 3 3
Le déviateur des contraintes est donné par :
S 1 20_1 — Oyg 0 0
Zd=2—§l=§ 0 20_”_0-1 0
0 0 —O0; — Oyy
La contrainte de von Mises est donnée par :
1 2 2 2
ovm = |5 [(o1 — 011)* + (o — 011)* + (07 — 0111)?]
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1
ovm = |5 [(o; — 01)? + (o7, — 0)2 + (0, — 0)?]

1
Ooym = > [0/2 — 20,00 + 01,2 + 071* + 0,2]

Oym = E [20-12 - 20-10-” + 20][2]

Oym = \/[012 + 01,% — 010y]

La contrainte maximale de Tresca est donnée par :

Omax = E max{|o; — oy, loy — oyl loy — oy [}

Omax = E max{lal - O-III' IUII — 0], |UI — 0]}

1

Omax = 2 oy |
La contrainte de Rankine est donnée par :
og = max(|a;|, [oy, [o7])
or = max(|a;, o], 10])

or = |oy]
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« Lorsqu’un théoricien trouve un résultat nouveau personne
n’y croit sauf lui ! lorsqu 'un expérimentateur trouve un résultat
nouveau tout le monde y croit sauf lui ! » [1]

Dr. Y. Djebloun et Pr. M. Hecini 54



