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Master 1: Modéle linéaire

Solution de la Série N°1

Exercie 1. Soit la matrice

0 2

2 0 -2
2 =2 0

1- Vérifier que A est une matrice symétrique.

2- Calculer le déterminant de A.

3- Déterminer les valeurs propres de A.

4- Déterminer les vecteurs propres de A associés a ces valeurs propres. Vérifier que ces

derniers sont linéairement indépendants.

5- A est-elle diagonalisable?.

6- En utilisant I’algorithme (ou procédé) de Gram-Schmidt, déterminer une base orthonormée

formée de ces valeurs propres.

7- Déterminer deux matrices D et P telles que: A = PDP’. Vérifier par calcul cette égalité

matricielle.

8- Calculer A", n > 1.

A =

Solution. 1) Nous allons montrer que A" = A. En effet

t

0 2 2 0 2 2
Al=12 0 -2 | =2 0 -2
2 =2 0 2 =2 0
Donc A est symétrique.
2) le déterminant de A est
0 2 2
detA=|2 0 -2 |=-16.
2 -2 0

3) les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique:

0—A 2 2

P\ =det(A=X5)=| 2 0—X =2
2 =2 0-A\
-\ 2 2 A2 0
= 2 X =2|=] 2 —-x X-2
2 -2 -\ 2 -2 A2
-A 2 0 -1 2 0
=A=2) 2 XA 1 |=(A=27% -1 =) 1
2 -2 -1 0 -2 -1

=—(A=22(\+4).



Les solutions sont A\; = —4 (racine simple) et Ay = 2 (racines doubles).
4) le premier vecteur propre vérifie:

Av = —4v <= (A +4I3) v = 0. (1)
Soit v = (z,, 2)", alors
x 0+4
(A+4L;) | v | = 2 0—1—4 —
z 2 -2 0+4
do + 2y + 22
=| 2z+4y — 2z
20 — 2y + 4z

Ce qui implique
dor +2y+22=0, 20 +4y —22=0

et

20 — 2y + 42 =0.
De la premiére équation en tire z = —2x—y. En remplagant celle-ci dans la deuxiéme équation
on obtient

2e+4y —2(—2r—y)=0<= 62+ 6y =0<=y = —x.
De méme on substituant cette derniére dans la troisiéme équation on trouve
2t —2(—2)+4z=0<=4dr+42=0<= 1= —2.

En conclusion on y = z = —z, ce qui implique que les v = z (1, -1, —1)t sont tous des

z
solutions de I’équation (1) . Donc particulier

1
Vi = -1
-1
est le vecteur propre associé la valeur propre \; = —4. Par le méme principe on cherche un
vecteur propre associé a Ay = 2. Alors
T 0—2 2 2 T
(A=-2I;)| v | = 2 0-2 =2 Yy
z 2 -2 0-2 z
2y — 2z + 22 0
= 2v—-2y—2z | =10
20 — 2y — 2z 0
Donc 2y — 22 + 22 = 0 <= x = y + z. Ce qui implique que
T y+z Y z
z z 0
1 1
=yl 1 | +=2
0 1



1 1

Doncvo=| 1 | etvy= | 0 | sont les deux vecteurs propres associés a Ay = 2. Vérifiant
0 1

que les vecteurs propres sont indépendants: soit (a, 3,7) € R3? telles que

avy + Bvy + yvy = Ogs.

Donc
1 1 1
al -1 |+8( 1 |+~ 0 | =0.
-1 0 1
En d’autres termes
a+ B+ 0
g -« =10
V-« 0

Ce qui implique que a + 5 +v =0, 8 —a =0et v —a = 0. La deuxiéme et la troisiéme
équation donnent o« = = . La troisiéme donne 3o = 0, donc oo = =~ = 0.

5) A est-elle diagonalisable: la dimension de I'espace égale au nombre de vecteurs propres
(qui égale 3), donc A est diagonalisable. D’apres le théoréme spectral en dimension finie
en déduit que toute matrice symétrique a coefficients réels est diagonalisable a ’aide d’une
matrice de passage orthogonale.

6) Cherchons une base orthonormée formée des valeurs propres:

1 1 1
Vi = -1 , Vo = 1 , V3 = 0
-1 0 1

L’algorithme (ou procédé) de Gram-Schmidt est donné par:

=1
=

u; ;= vy — uj =

I
cele e
W NN =

uy := vy — Proj, vy — uj:

uz := vz — Proj,, vs — Proj,,vs — u3:=

<
&

Nous avons

lall = [vill = Vva,va) = VAvr = /124 (<1)7 412 = V3,

1 1/V3
— | -1 = -1/Vv3
S\ -1 ~1/V3

ainsi

t

(va,uy) vhu, 11 1 1
Proj, v, = 5y = sup =< [ 1 -1 -1 =0,
OV K Ul B W I
en conséquence Uy := V. Par ailleurs, nous avons ||uy|| = ||v2|| = v/2, donc

1 1/v2
1 1 1
0



Pour le dernier vecteur us :

. <V3,Ll1> Véul 1 1 1 1
Proj,, vs = s = ———u; = | 0 -1 -1 | =0,
o | (V3) 3\ 1 1)\
et
t
1 1 1
¢ 1
PrOquV?’ = <V37 u§>U.2 = —V3U22 Uy = — 0 1 1
|| s | 2\ 4 0 0
e 1/2
0 0
Alors

uz = vz — Proj,, vs — Proj,,,vs

1 1/2 1/2
=lo0o]|-0—| 12 ]|=[ -1/2
1 0 1

Nous avons
1/2 e
sl = | 172 | = /2
1

1/2 1/v6
wp=——=4/-| -1/2 | = -1/v6
1 2/3

Donc la base orthonormée formée des valeurs propres est:
1/v3 1/v/2 1/V6

w=|-1/vV3 |, wu=|1/V2 | ,uj=| -1/V6
—1/V/3 0 2/3

ainsi

8) Soit
1/vV3 1/vV/2 1/V6
P = [uivu;ui‘;] = _1/\/§ 1/\/§ _1/\/6 )
-1/V/3 0 2/3

la matrice de passage. Comme A est diagonalisable alors A = PDP ™!, ou

-4 0 O
D= 0 2 -0
0 0 2

En plus P est formée par des vecteurs propres (indépendants) orthonormeés, ceci implique
que P~! = P? ainsi A = PDP’.
8) Nous avons

A" = (PDP")" = (PDP')" = PD"P".

4



Exercie 2. Soit f une application linéaire de R* dans R? dont la matrice relativement aux
bases canoniques et

1 0 -1 4
M = 2 1 0 9
-1 2 5 =5

1. Déterminer la rang de la matrice M et donner une base de sous-espace vectoriel image de
f (noté Im f).

2. Déduire de la question 1, la dimension de sous-espace vectoriel noyau de f (noté ker f),
puis donner une base & ce dernier.

Solution. Nous allons utiliser la technique d’échelonnement de Gauss. Rappelons que la
matrice M est en fait la matrice associée a une application linéaire f : R* — R? par rapport
aux bases canoniques Brs = (€1, €2, €3, €4) et Brs = (€], €,, €}) . Plus précisément

f(€1) f(ez) f(€3) f(€4)
1
2

0 -1 4 e}
M = 1 0 9 e
-1 2 5 -5 ey
En d’autres termes
Vii=f(er) = fler) =€) +2¢) — g
Vy:= f(eq) = €} + 2¢}
Vyi= f (e1) = —€) + 5}
Vy:= f(e1) = 4€} + 9¢h, — bey

Rappelons aussi que le sous-espace vectoriel image de f est ’espace engendré par les vecteurs
{V1, V2, V3, Vit
Imf = Vect {Vi, Va, V3, Vi } .

En outre, le rang de A (ou rang de f) est la dimension du sous-espace vectoriel Imf:
rg (A) =rg(f) = dimImf = dim Vect {V4, V3, V3, V4 } .

En d’autres termes est le nombre maximal des vecteurs non-nulls indépendants que 1’on peut
extraire, par des combinaisons linaires, de {V;, V5, V3, V,} . La technique d’échelonnement est
basée sur le fait que toute combinaison linéaire effectuée sur ces vecteurs ne change pas le
sous-espace engendré par ceux-ci. A titre d’exemple, pour un scalaire a € R, on a

Vect {V1, Va, V3, Vi} = Vect {V1, Vo + aVi, Vs, Vi)
Commencons par les combinaisons suivantes sur M :
Wi=Wi i=Va Vi=Vat Vi Vii=Vi—av,

qui donnent

1 00 O
M'= 2 1 2 1
-1 2 4 -1

ot



Faisons encore une fois les combinaisons linaires suivantes sur M’ :
"o, 1A "o, ! "o, 1A lA "o, 1A 1A
Vite=V0 Vo=V V=V =2V, V=V = VG

qui produisent

o O

M//:

[N
N = O
oS O O

Rappelons que

Vect {‘/b ‘/Qa ‘/3’ ‘/4} = Vect {‘/lﬂa ‘/2”7 ‘/3”7 ‘/;1”}
= Vect {V/", V", V,'}.

De plus, il est clair que {V}", VJ’, V'} sont linéairement indépendants. Donc
rgM = dim Vect {V{", V}', V]'} = 3,

ainsi {V}", V3', V/'} est une base de Im f.

2) D’apres le théoréme du rang:
rgf + dimker f = dimR* = 4.
Donc dimker f = 1. D’un autre coté, nous avons V3’ = 0, c’est-a-dire
Vi =V =2V, = V3 + Vi — 2V, = Opa.

Ce qui est équivalent a écrire MW = Oga4, oul

ce qui implique que W €kerM. Comme dimkerM = 1, donc W constitue une base de kerM.



