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 عددان طبيعيان ℝ .   𝓷 ، 𝓶ليكن الحقل  

𝓲حيث     ℝمن الحقل   𝐚𝓲𝓳لنأخذ المقادير السليمة ) الأعداد الحقيقية (  = 𝟏,… . ,𝓶  . 𝒋 =

𝟏,… . , 𝒏  ، هي جدول من عناصر  مصفوفةℝ لتالي :موزعة في أسطر و في أعمدة كا 

(

 
 

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 𝒂𝟏𝟑 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟐𝟑 … 𝒂𝟐𝒏
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑 … 𝒂𝟑𝒏
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒎𝟏 𝒂𝒎𝟐 𝒂𝒎𝟑 ⋯ 𝒂𝒎𝒏)

 
 

 

ول عندئذ أن نق   𝒋 .  يمثل العمود رقم 𝒋و الدليل الثاني   𝒊يمثل السطر رقم   𝒊الدليل الأول 

×𝓶،أنها من الدرجة   عمودا    𝓷سطرا و   𝓶المصفوفة ذات     𝒏    العنصر𝒂𝓲𝓳   يقع في

 .𝓳 و العمود    𝓲السطر  

يمكن أن نرمز يرمز لمصفوفة بأحد الحروف الكبيرة أما عناصرها بأحد الحروف الصغيرة. 

𝑨للمصفوفة السابقة بالرمز التالي  = (𝒂𝒊𝒋)𝟏≤𝒊≤𝒎
𝟏≤𝒋≤𝒏

 

 . 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)عموادا بالرمز      𝓷سطرا و      𝒎رمز لمجموعة المصفوفات ذات ي

 

A    وB  :مصفوفتين حيث𝑨 = (𝒂𝒊𝒋), 𝑩 = (𝒃𝒊𝒋). 

نفس الدرجة أي )لهما  من 𝑨  و 𝑩ا كان متساويتين إذ 𝑨  و  𝑩نقول ان المصفوفتين   -

 .و كانت عناصرهما المتناظرة متساوية أي( د الأعمدةس عدد الأسطر و نفس عدنف

𝒂𝒊𝒋 = 𝒃𝒊𝒋,   𝒊 = 𝟏,… ,𝒎; 𝒋 = 𝟏,… , 𝒏𝐀 = 𝐁 

𝒎المصفوفة المربعة هي المصفوفة التي يكون عدد أسطرها مساوي لعدد أعمدتها أي  - =

𝒏  و هنا نقول أنها من الدرجة𝓷  و تسمى العناصر𝒂𝒊𝒊    أي𝒂𝟏𝟏  ،𝒂𝟐𝟐  ، ... ،𝒂𝒎𝒏   

 بالقطر الرئيسي للمصفوفة .

,𝒊∀المصفوفة الصفرية هي المصفوفة التي جميع عناصرها أي  - 𝒋; 𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 



   تكونالمصفوفة المربعة 

𝒊∀إذا كانت جميع العناصر التي تحت القطر الرئيسي معدومة ،   مثلية علوية - > 𝑗 ; 𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 

(

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝟎 𝒂𝟏𝟐 … 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝟎 … 𝟎 𝒂𝒏𝒏

) 

𝒊∀مثلية سفلية إذا كانت جميع العناصر التي فوق القطر الرئيسي معدومة ، - < 𝒋 ; 𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 

(

𝒂𝟏𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝟎
𝟎𝒏𝟏 … 𝒂𝒏𝟐 𝒂𝒏𝒏

) 

  قطرية إذا كانت جميع عناصرها معدومة ما عدا عناصر القطر الرئيسي ليست كلها معدومة ، -

∀𝒊 ≠ 𝒋 ; 𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 , ∃𝒊 ; 𝒂𝒊𝒋 ≠ 𝟎   

(

𝒂𝟏𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎
𝟎 𝒂𝟐𝟐 … 𝟎
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 ⋯ 𝒂𝒏𝒏

) 

𝒂𝟏𝟏إذا كان  - = 𝒂𝟐𝟐⋯ = 𝒂𝒏𝒏 = في المصفوفة القطرية فإنها تسمى مصفوفة الوحدة ويرمز  𝟏

 𝑰𝒏لها بالرمز 

....... ،𝑰𝟑 = (
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

) ، 𝑰𝟐 = (
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

) 

التي تكون عناصرها المتناظرة بالنسبة  المصفوفة  المتناظرة  أو التناظرية هي المصفوفة المربعة  -

,𝒊∀للقطر الرئيسي متساوية    𝒋 ; 𝒂𝒊𝒋 = 𝒂𝒊𝒋 : مثلا 

(
1 3 2
3 4 1
2 1 3

)  

 𝑴𝒎,𝟏(ℝ)بالإضافة إلى مصفوفة عمود هي مصفوفة من النوع  -

𝑨 = (

𝒂𝟏𝟏
⋮
𝒂𝒎𝟏

) 

 

 𝑴𝟏,𝒏(ℝ)و مصفوفة سطــر هي مصفوفة من النوع  -

𝑨 = (𝒂𝟏𝟏 … 𝒂𝟏𝒏) 
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 وفات ــــعلى المصف الأساسية اتــــعمليال
 ن ـــمصفوفتي ) أو طــرح(  وعـــــمجم

.فإن   𝒃𝒊𝒋هي    𝑩عناصر  و 𝜶𝒊𝒋 هي  𝑨من نفس الدرجة حيث عناصر  𝑨 ،𝑩  لتكن المصفوفتان 

𝑨مصفوفة المجموع   + 𝑩     مكونة من العناصر𝒄𝒊𝒋  حيث : 

𝒄𝒊𝒋 = 𝜶𝒊𝒋 + 𝒃𝒊𝒋 

 .  و إذا كانت المصفوفتان ليستا من نفس الدرجة فإن المجموع غير معرف

 مثــــــــال : 

(
𝟏 −𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 −𝟔

) + (
𝟑 𝟎 𝟐
−𝟕 𝟏 𝟖

) = (
𝟏 + 𝟑 −𝟐 + 𝟎 𝟑 + 𝟐
𝟒 − 𝟕 𝟓 + 𝟏 −𝟔 + 𝟖

) = (
𝟒 −𝟐 𝟓
−𝟑 𝟔 𝟐

) 

(
𝟐 −𝟒 𝟔
𝟖 𝟏𝟎 −𝟏𝟐

) − (
𝟗 𝟎 𝟔
−𝟐𝟏 𝟑 𝟐𝟒

) = (
𝟐 − 𝟗 −𝟒 − 𝟎 𝟔 − 𝟔

𝟖 − (−𝟐𝟏) 𝟏𝟎 − 𝟑 −𝟏𝟐 − 𝟐𝟒
) 

                                  = (
−𝟕 −𝟒 𝟎
𝟐𝟗 𝟕 −𝟑𝟔

)  

  :يـــمصفـــــوفة في سلم بضر
عناصر في جميع   𝝀نضرب العدد   𝝀𝑨عدد حقيقي . لحساب الجداء   𝝀مصفوفة و  𝑨لتكن 

 المصفوفة .

 لة : ـــــــأمث

𝝀 (
𝒙 𝒚
𝒛 𝒘

) = (
𝝀𝒙 𝝀𝒚
𝝀𝒛 𝝀𝒘

) 

−𝟓(
𝟏 −𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 −𝟔

) = (
−𝟓 −𝟏𝟎 −𝟏𝟓
−𝟐𝟎 −𝟐𝟓 𝟑𝟎

) 

 :وفات ــــــداء المصفــــــــج

𝑩 لتكن المصفوفتان  = (𝒃𝒊𝒋)    ،   𝑨 = (𝒂𝒊𝒋) 
من الدرجة   𝑨. فإذا كانت   𝑩مساويا لعدد أسطر   𝑨عدد أعمدة   إذا كان معرفا    𝑨يكون الجداء  

𝒎 𝑿 𝒏      و𝑩     من الدرجة𝒏 𝑿 𝒓     وبفرض𝑪 = 𝑨𝑩     حيث𝑪 = (𝒄𝒊𝒋)    فإن  

𝒄𝒊𝒋 =∑𝒂𝒊𝒌𝒃𝒌𝒋

𝒏

𝒌=𝟏

                   ,     (𝒊 = 𝟏,…… . ,𝒎 ; 𝒋 = 𝟏,… , 𝒏) 



(

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒎𝟏 𝒂𝒎𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒏

) (

𝒃𝟏𝟏 𝒃𝟏𝟐 ⋯ 𝒃𝟏𝒓
𝒃𝟐𝟏 𝒃𝟐𝟐 … 𝒃𝟐𝒓
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒃𝒏𝟏 𝒃𝒏𝟐 ⋯ 𝒃𝒏𝒓

) = (

𝒄𝟏𝟏 𝒄𝟏𝟐 ⋯ 𝒄𝟏𝒓
𝒄𝟐𝟏 𝒄𝟐𝟐 … 𝒄𝟐𝒓
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒃𝒎𝟏 𝒃𝒎𝟐 ⋯ 𝒃𝒎𝒓

) 

 يعني أن:

𝒄𝟏𝟏 =∑𝒂𝟏𝒌𝒃𝒌𝟏

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝟏𝟏𝒃𝟏𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒃𝟐𝟏 + 𝒂𝟏𝟑𝒃𝟑𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒃𝒏𝟏 

𝒄𝟏𝟐 =∑𝒂𝟏𝒌𝒃𝒌𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝟏𝟏𝒃𝟏𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒃𝟐𝟐 + 𝒂𝟏𝟑𝒃𝟑𝟐 +⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒃𝒏𝟐 

𝒄𝟐𝟏 =∑𝒂𝟐𝒌𝒃𝒌𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝟐𝟏𝒃𝟏𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒃𝟐𝟏 + 𝒂𝟐𝟑𝒃𝟑𝟏 +⋯+ 𝒂𝟐𝒏𝒃𝒏𝟏 

𝒄𝒎𝟐 =∑𝒂𝒎𝒌𝒃𝒌𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝒎𝟏𝒃𝟏𝟐 + 𝒂𝒎𝟐𝒃𝟐𝟐 + 𝒂𝒎𝟑𝒃𝟑𝟐 +⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒃𝒏𝟐 

 ثم تجمع 𝑩   تضرب في عناصر العمود 𝑨 لاحظ أن: عناصر السطر

عناصر  العمود  في 𝑨السطر الأول للمصفوفة  عناصر نضرب 𝒄𝟏𝟏 العنصرللحصول على  يعني أن

  و هكذا ثم نجمع 𝑩 الأول للمصفوفة 

 

 ال:ــــــــــمث
  لنحسب الجداء التالي:  

    𝑨 × 𝑩 = (
𝟐 −𝟏
𝟏 𝟎
−𝟑 𝟒

)

𝟑×𝟐

× (
𝟏 −𝟐 −𝟓
𝟑 𝟒 𝟎

)
𝟐×𝟑

 

 

 

 

=(

𝟐 × 𝟏 + (−𝟏) × 𝟑 𝟐 × (−𝟐) + (−𝟏) × 𝟒 𝟐 × (−𝟓) + (−𝟏) × 𝟎

𝟏 × 𝟏 + 𝟎 × 𝟑 𝟏 × (−𝟐) + 𝟎 × 𝟒 𝟏 × (−𝟓) + 𝟎 × 𝟎

−𝟑 × 𝟏 + 𝟒 × 𝟑 −𝟑 × (−𝟐) + 𝟒 × 𝟒 −𝟑 × (−𝟓) + 𝟎 × 𝟒

) 

 

= (
−𝟏 −𝟖 −𝟏𝟎
𝟏 −𝟐 −𝟓
𝟗 𝟐𝟐 𝟏𝟓

)

𝟑×𝟑

 

 

 

 

 

= 
 يساويB عدد أسطرالمصفوفة  Aعدد أعمدة المصفوفة
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 مثـــــال:

𝑨ليــكن  = (𝟏 𝟐 𝑩و             (𝟑 = (
𝟐
𝟏
𝟎
) 

𝐀𝐁 = (𝟏 𝟐 𝟑)(
𝟐
𝟏
𝟎
) = 𝟒 

 𝐀𝐁  𝟏)مصفوقة من النوع. 𝟏) 

𝑩𝑨 = (
𝟐
𝟏
𝟎
) (𝟏 𝟐 𝟑) = (

𝟐 𝟒 𝟔𝟔
𝟐 𝟐 𝟑
𝟎 𝟎 𝟎

) 

.𝟑)الجداء هو مصفوفة من النوع  𝟑) 

𝑨𝑩لاحظ أن  ≠ 𝑩𝑨 
 

 ـــــة:ظملاحـ
 .جــــــداء مصفـــــوفتين ليس بالضـــــرورة تبـــــــديلي

 

 تعــــــــريف:

𝑩 لتكن المصفوفتان  = (𝒃𝒊𝒋)    ،   𝑨 = (𝒂𝒊𝒋) 

𝐀𝐁إذا كان   𝐀هي مصفوفة عكسية يمنى لـــ   𝑩نقول أن  = 𝑰𝐧   و إذا كان𝑩𝑨 = 𝑰𝒏  في هذه

 . 𝑩   مصفوفة عكسية  يسرى لــ 𝑨 الحالة 
 

 تعريــــــــف:

 حيث:    𝑴𝒏(ℝ)من  𝑩نقول أنها قابلة للقلب إذا وجدت مصفوفة     𝑴𝒏(ℝ)من   𝑨مصفوفة 

𝐀𝐁 = 𝑩𝑨 = 𝑰𝒏 

 𝑨−𝟏بـــ  و نرمز للمقلوب

 وفة ـــــول مصفـــــــــمنق

𝑨لتكن المصفوفة   = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)   فإن منقول المصفوفة .𝑨    هي المصفوفة𝑨𝑻 

 حيث 

𝑨𝑻 = (𝒄𝒊𝒋)  ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)      و 𝒄𝒊𝒋 = 𝜶𝒊𝒋  

 فللحصول على منقول المصفوفة نجعل الأسطر أعمدة والأعمدة أسطرا.

𝑻(𝑨𝑻)ينتج من هذا التعريف أن  = 𝑨 

 ملاحــــــظة:
(𝑨𝑻)إذا كان   - = 𝑨    فإن𝑨   تسمى مصفوفة متناظرة . 

- 𝑨   مصفوفة ضد تناظرية إذا كان 𝐴 = −𝐴𝑇 

- ∀𝑨, ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)    ,          (𝑨 + 𝑩)
𝑻 = (𝑨)𝑻 + (𝑩)𝑻 



- ∀𝑨, ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)    ,        ∀𝑩,∈ 𝑴𝒏,𝒓(ℝ)    ,             (𝑨𝑩)
𝑻 = (𝑩)𝑻(𝑨)𝑻   

 

 :الـــــــــــمث

𝑨 = (
𝟏
𝟐
𝟑
) 𝑨𝒕 = (𝟏 𝟐 𝟑) 

 ةـــــوفة مربعـــــر مصفــــــأث

𝑨لتكن المصفوفة المريعة  = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝑴𝒏(ℝ) ، أثر المصفوفة   هو مجموع عناصر القطر

 ، أي أن   𝑻𝒓(𝑨)الرئيسي و يرمز له بالرمز  

𝑻𝒓(𝑨) = ∑𝒂𝒌𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

 

 ـــــــــال:مث

𝑨 = (
𝟒 𝟏 −𝟑
𝟏 𝟐 𝟒
𝟗 𝟎 −𝟏

) ⟹ 𝑻𝒓(𝑨) = 𝟒 + 𝟐 + (−𝟏) = 𝟓 

 ي ــــق خطـــة لتطبيـــوفة المرافقـــالمصف
 على التوالي ، وليكن :   𝒎  ،  𝒏ببعدين منتهيين   ℝشعاعين على الحقل   فضائيين   𝑬𝟏 ، 𝑬𝟐يكن  

           {𝒖𝟏, 𝒖𝟐, … , 𝒖𝒏}  أساسا في𝑬𝟏                         ،{𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏}  أساسا في𝑬𝟐      

:  𝑬𝟏 أشعة أساسصور ،  𝑬𝟐نحو    𝑬𝟏تطبيقا خطيا من    𝒇ليكن   و

𝒇(𝒖𝒏)،… ،𝒇(𝒖𝟐)،  𝒇(𝒖𝟏)   هي أشعة من𝑬𝟐    فهي تكتب على شكل تركيب خطي لأشعة أساس

𝑬𝟐  : على النحو التالي  

𝒇(𝐮𝟏) = 𝐚𝟏𝟏𝐯𝟐 + 𝐚𝟐𝟏𝐯𝟐 +⋯+ 𝐚𝐦𝟏𝐯𝐦 

𝒇(𝐮𝟐) = 𝐚𝟏𝟐𝐯𝟏 + 𝐚𝟐𝟐𝐯𝟐 +⋯+ 𝐚𝐦𝟐𝐯𝐦 

⋮      =     ⋮     +     ⋮      +       +    ⋮ 

𝒇(𝐮𝐧) = 𝐚𝟏𝐧𝐯𝟏 + 𝐚𝟐𝐧𝐯𝟐 +⋯+ 𝐚𝐦𝐧𝐯𝐦 

 .  ℝهي عناصر من الحقل  𝒂𝒊𝒋حيث 

𝑨 نسمي المصفوفة  = (

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒎𝟏 𝒂𝒎𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒏

  𝑓  بالمصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي   (
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, 𝒖𝟏} بالنسبة لأساس  𝒖𝟐 , … , 𝒖𝐧}   في𝑬𝟏  و الأساس {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏}  في𝑬𝟐 ، أيضاو نقول 

 . A  هو التطبيق الخطي المرافق للمصفوفة  𝒇أن 

 

، و للمرج الخطي في المعادلة الأولى للمصفوفة مكون من المقادير السليمة الأوللاحظ أن العمود 

 .ى آخر العمودة الثانية و هكذا إلالعمود الثاني من المعادل
 

 :ةـــــملاحظ

𝐝𝐢𝐦(𝑬𝟏)عدد الأعمدة = عدد أشعة أساس فضاء المنطق  = 𝑬𝟏 

𝐝𝐢𝐦(𝑬𝟐)عدد الأسطر = عدد أشعة أساس فضاء الوصول )المستقر (  = 𝑬𝟐 
 

له تكون ذات  فإن   المصفوفة المرافقة  ℝ𝟐 نحو    ℝ𝟒  ق الخطي معرفا منفمثلا إذا كان التطبي

 .أربعة أعمدة وسطران

التطبيق الخطي المرافق لها يكون  أعمدةوإذا كانت المصفوفة ذات ثلاثة أسطر و خمسة أعمدة فإن 

 ℝ𝟓  نحو   ℝ𝟑من     معرفا
 

 ة : ــــــملاحظ
 .س فإن عناصر المصفوفة أيضا تتغيرإذا غيرنا الأسا

 وفاتـــة المصفـــرتب

 

  : ريفــــــــتع

 

 

 

  ال :ـــــــمث

)ماهي رتبة المصفوفة 
𝟏 𝟑 𝟐
𝟑 𝟒 𝟏
𝟐 𝟏 𝟑

 ؟ (

𝛎𝟏هي  الأعمدةأشعة  = (
𝟏
𝟑
𝟐
)       ،𝒗𝟐 = (

𝟑
𝟒
𝟏
)        ،𝒗𝟑 = (

𝟐
𝟏
𝟑
فإذا كانت هذه الأشعة    (

ان مستقلان خطيا و في و إذا لم تكن كذلك نبحث هل يوجد شعاع 3مستقلة خطيا فالمصفوفة رتبتها 

 . 2و إذا كانت كل الأشعة مرتبطة خطيا مثنى فالرتبة  0هذه الحالة رتبتها 

 يمكننا البحث عن التطبيق الخطي المرافق لها ثم تعين الرتبة .

 

هي رتبة  التطبيق الخطي المرافق لها و هي أيضا أكبر   𝑴(𝒓𝒂𝒏𝒈 )رتبة المصفوفة  

 أعمدة تكون مستقلة خطيا .أشعة 

 ونقصد بأشعة أعمدة الأشعة المكونة من عناصر الأعمدة فكل عمود يعطينا مركبات شعاع 

 


