CH-I111- Optimisation non linéaire avec contraintes d'égalité

Lorsque le probleme d'optimisation ne peut pas étre résolu par substitution, on
peut utiliser la méthode de Lagrange. Pour ce faire, on définit une fonction
appelée le Lagrangien.

Exemple:

On veut résoudre

1
extr f(x,y) = 7 x°y
s.c 6x+3y=60

Posons:
gx,y) =6x+3y—60
Le Lagrangien s'écrit:
Lx,y, ) =f(x,y) —A9(x,y)
Ou
A € R est nommé multiplicateur de Lagrange

pour ce probléme
1,
L(x,y,2) = 32Xy~ A(6x + 3y —60)

Condition du premier ordre

Si les fonctions f et g sont contindiment dérivables, alors pour tout extremum (X, yo) de la
fonction f sous la contrainte g(x, y) = ¢ qui n'est pas un point critique de la
fonction g, il existe 4, € R tel que:

L F] a

a(xod’o;/lo) = é(xo,)’o) - lo%(%d’o) =0

aL a a

3y (X0, Y0, 40) = é (X0, ¥0) — 4o a_z(x"' Yo) =0 1)
9g(x0,¥0) =0

On obtient:

[



or_ 1 X 61=0
ax 2% B
or_1 x2-31=0
dy 4 B
6x+ 3y =60
la résolution de ce systéme donne
20 20 100

(X0, Y0, 40) = (?,?,7) (point critique)

Pour déterminer la nature du point critique, on a recours a la condition du
second ordre

Théoreme:
Si (xg, Y0, 4,) est une solution du systéme (1), alors:
D(xg,¥0,29) > 0 (x9,y0) estun minimum sous contraintes
D(xq,¥0,2) < 0 (x9,yY0) estun maximum sous contraintes
Avec:

2 2
D®y,4) = 7% (x,7,1) (Z—i (x y)) + 2@y ) (E@y) -

Ry

2
dx0y

ag ag
(x;yrA)EZ(xLY)E;(x;y)

Exemple:

On veut résoudre

{ extr f(x,y) = xy
glx,y) =4x® +y%2 =4

Le Lagrangien est:
L(x,y,2) = xy — A(4x? + y?)

Le systeme a résoudre pour trouver les points critique est:

aL
azy—8/1x=0
aL
a—=x—2/1y=0
\ ax2 +y2 =4

[[\¢]



y = 81Ax

= { X =21y
4x?

N
+y2 =4

y = 164%y

X =221y

4x% +y% =4

La premiére équation donne y(1 — 164%) = 0. Ainsi, A = ¥1/40u y =0

pour y = 0,x = 0 ne satisfait la troisiéme équation (solution refusee)

A = +1/4 , on obtient les points critiques suivantes:

2 2 2 2
(%0, Y0) <£,\/§> <£,—\/§> <—£,\/§> <—£,— 2)
2 2 2 2
f (x0, ¥0) 1 -1 -1 1
Pour déterminer la nature des points critique on calcul D(x, y, 4)
2
ey = 2y (L) + Ly )
x;}’; _axz x;y; ay x:y ayz x:yl ax x;y
22 oy 2 639 ()
dxdy Y Y dy XY
D(x,y,4) = (—32)(41x% + 1y? + xy)
pour les différents points critiques on obtient:
(%0, Yo, Ao) (?ﬁ 1/4) (g,—x/i—w}) (—‘/;,x/i— 1/4) (—‘/;,—\/E, 1/4)
D(x,y,A) <0 >0 >0 <0

maximum local

minimum local

minimum local

maximum local
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