Optimisation non linéaire sans contraintes
Un probléme d’optimisation non linéaire sans contraintes s’écrit :
min f(x)
X € R"
f:R" >R
f: fonction non linéaire

Exemple :

On voudrait installer une antenne pour connecter quatre clients importants. Cette antenne doit étre se
trouver au plus proche de chaque client, en donnant propriété aux meilleurs clients.

Chaque client, on connait :

- Salocalisation (ses coordonnées X,y).
- Le nombre d’heure de communication par mois.

Client 3 {0, 10)

Client1 (5, 10)

1501
S —8 Client 2 (10, 5)

Antenne
[y

Client 4 (12, 0)

Min f(x,y)

= 2004/(x — 5)2 + (y — 10)2 + 1504/ (x — 10)% + (y — 5)2
+2004/x2 + (y — 10)2 + 3004/ (x — 12)? + y2

Convexité

Soit x1 et x2 deux vecteurs de R™ . Le segment de droite joignant les extrémités de ces vecteurs est
I’ensemble des points :

Exemple : considérons les deux vecteurs x1 = (4 1)T et x2 = (2 5)7
Notons P; P, Le segment de droite joignant les extrémités de x1 et de x2

_Plpgz{x-::ﬂ?wx:,x('ll) - (1 A)(E) 1:5:,151}
e}

En faisant varier A de 0 a 1, on obtient :



1=0 X = (;), A=1/4 X = (542),
A=12 «x= G) A=3l4 x= (742)
i=1 x=(})

L’ensemble des points du segment sont représentées sur la figure ci-dessous

Led

[

0 1 2 3 4

Définition : un ensemble S non vide de R™ est dit convexe si le segment de droite joignant deux point
quelcongue de S se trouve dans S.
stz e € Set <A< alors Ay + (1 - Az €5

Ensembles convexes

Ensembles non convexes



Une fonction définie sur un intervalle réel D est dite convexe lorsque, pour tous x ety D et tout t € [0, 1]
ona:

flx+ A =0y) <tf(y) + A =f(¥)

Lfix) + (1= fiy)
fy)

fix)

x tx+ (I1-1)y y

Le gradient

Soit f:R™ — R admet en un point x des dérivees partielles du premier ordre. Le gradient de f au point x
— (9 of oF o
VF(O) = G0, 32 (@), 5 (), e 3= (2))
Exemple :
£, x2,x3) = €1 + x{x3 — X1 X3
e*t + 2X1X3 — X2X3

Vf(xl, x21x3) = _x1x3
X3 — X1X3

La matrice hessienne

Si les dérivées secondes de f existent et sont continues, alors la matrice hessienne en x s’écrit :

2
H=V2f(x)=< e (X)>

0x;0x; i

Ou bien


https://fr.wikipedia.org/wiki/Intervalle_r%C3%A9el

i 9’f 9%f
ale ( axlaxz (X) ......... axlaxm ( )
0*f i 9%f
H= vZf(x) _ axzaxl 02x2 ( ) ......... axzaxm (x)
92 f 9%f 92 f
dx 9% (x) %9, () e e x (x)

H est une matrice carrée et symétrique

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Si f posséde un extremum local x = x* et si le gradient de f(x) existe en x = x* alors Vf(x*) = 0 (x* est
un point critique).

Note : ce n’est pas une condition suffisante : un point critique peut étre un minimum local, un maximum
local ou bien un point de selle.

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre ordre

Si x* est minimum local de f dans R™ alors Vf(x*) = 0 et la matrice Hessienne V2 f(x*) est semi définie
positive

Condition suffisante d’optimalité du second ordre ordre

Si x* € R™ est un point critique et si V2f(x*) est :

- Définie positive : x* est un minimum local

- Définie négative : x* est un maximum local

- Indéfinie : x* est un point de selle

- Semi définie positive ou semi définie négative : on ne peut rien dire.

pente positive pente négative

pente négative pente positive

Maximum et minimum d’une fonction a une variable
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Minimum au point P Maximum au point P point-selle en P

Mineurs principaux d’une matrice

On appelle mineurs principaux de la matrice H ( matrice carrée nxn), notés A;, les déterminants des sous-
matrices de H obtenues en lui retirant ses n — i derniéres lignes et colonnes (i = 1,...,n).
Soit P le point en lequel :

O .Y

axl —_ axz T T axn

=0

1- Si les mineurs principaux de la matrice hessienne au point P sont tous strictement positifs, il
s’agit d’un minimum.

2- Si les mineurs principaux de la matrice hessienne au point P sont de signes alternés, le premier
étant strictement négatif, il s’agit d’un maxmaximum.

3- Si les mineurs principaux ne vérifient pas I’une des conditions ci-dessus prises au sens large
(c’est-a-dire respectivement “positif ou nul” et ’négatif ou nul”), il ne s’agit ni d’'un minimum ni
d’un maximum, mais d’un point-selle.

4- si les conditions (1) et (2) se vérifient au sens large, alors on ne peut pas conclure.

Dans le cas d’une fonction a deux variables (x,y) on :
0%f

M=z



_9%fa%f (azf )2

A= —
27 ax? 0y?  \oxox
Ainsi :
Dy = 0 et As > ) = minimum.
HMq = 0 et Ay > () = maximnm.
£ quelecongue et A, < () = point-selle.
My quelecongue et Ay = (0 = on ne pent pas conclure.
Exemple 1 :
Soit la fonction f(x,y) = x? + y?
)
9 _9p—0—=z=0
dr
)
r,.—f =y=0=9y=10
iy

Il existe un point critiqgue Xo=Yo=0

La matrice hessienne est donc définie par :

w(20)

Ici, A;= 2 et A,= 4. Par conséquent, f posséde un minimum en (0; 0; 0)

Graphe de f(x,y) = x? + y?

Exemple 2:
Soit la fonction z = f(x,y) = 4x? —xy + y? — x3
Ona:
of af
— =8z—-y—-3x —=—-2x+2
dz Y dy Y
s 2 Ia Ia 2
dx? dy? dxdy
Les points candidats s’obtiennent en résolvant les deux €équations :
8z —y—3z* = 0
—r+2y = 0

Il existe donc deux points critiques P(x ;y ; z) : P1(0; 0;0) et P2(5/2;5/4 ; 125/16).

La matrice hessienne est définie par :
8 —6xr -1
H =
-1 2

Evaluons la matrice hessienne pour le premier pointx; =0ety; =0



8§ —1
H —
Comme A;=8>0et A,=15 > 0, il s’agit d’un minimum.
Pour le second point critique x, = 5/2 et y; = 5/4, on obtient :

m-( )

Comme A= —-7<0et A,=—15 < 0, il ne s’agit ni d’'un minimum ni d’un maximum, mais d’un point
de selle.

Exemple 3:

Soit la fonction z = f(x,y,z) = x* — 17x? — 2xy + 2y + z? — 2zy + 81

Annulons les premieres dérivées partielles :

2 S Y 2y =0
6:,{-'
of
— = 4dy—-2x—-2z=10
8:@; Y 1) z
of
— = 2z2—2y=0
e Y
De la troisieme équation on tire :
zZ=Yy

De la deuxieme équation et avec la substitution de x =y :
dy — 22 — 2y — 0
20 —22 =10
=y

En remplacant dans la premiére équation on trouve :

4 — 34x — 21 =
2% — 362 =
4x(2* -9) =

Cette derniére équation a trois solutions : x; =0, x, = —3 et x3 =3
Les valeurs correspondantes dey etz sont :

o= 0 p=-3 y=3
z1 = 0 20=-3 2z3=23
Pour le point (x4, y1,21) = (0,0,0)
—34 -2 0
H = -2 4 -2
0o -2 2
Ay = —34
Do = =140
Ny = —144

Le point (x1,y1,21) = (0,0,0) est un point de selle

Pour les points (x,, y2,2,) = (—3,—3,—3) et (x3,y3,23) = (3,3, 3) la matrice hessienne est la méme



H=| -2 4 —2
0 -2 2
A= T4
Ny = 292
A3 = 288

Ainsi, pour chacun de ces points, la fonction présente un minimum.

Minimum d’une fonction convexe
Soit f: R™ — R une fonction convexe possédant des dérivées, f admet un minimum global en un point x* si
et seulement si Vf(x*) =0
Algorithmes de minimisation usuels
1- Algorithme de recherche dichotomigue
La méthode est décrite comme suit :
Soit: f:[a, b] = R, une fonction unimodale dérivable sur [a, b]. Si f'(a) X f'(b) < 0, alors il existe au

moins un x* € [a, b] pour lequel f'(x*) = 0. On prend x,, = % telle que :

- Si f'(x,,) = 0 c’est le minimum de la fonction f

- Si f'(xy) X f'(@) < 0 le minimum se trouve dans ’intervalle [a, x,,]

- Si f'(x,,) X f'(a) > 0 le minimum se trouve dans ’intervalle [ x,,, b]
Le processus de division par deux de I’intervalle de la fonction dérivée est réitéré jusqu’a la convergence par
la tolérance consideérée.

2- Méthode de Newton

Soit f:U — R une fonction de classe C? définie sur un ensemble ouvert U c R"
Une condition nécessaire (et suffisante si f est convexe) pour qu’un point x* € U soit un minimum est :
VF(x*) =0
Par conséquent, le point x* doit vérifier le systeme de n égquations a n variables.
F(x)=Vf(x)=0
Une approche tres populaire pour résoudre  F(x) = 0 est la méthode de Newton.

F1(X1.X2,X3....,Xn) = 0
Fz[:X]_.Xz,X3....,Xn) = 0
F(X)_'Di:# F3[:X1.X2._X3....._Xn) = 0
Fo(x1, x2,x3,. .., x,) = 0
La matrice Jacobienne est définie par :
OF, OF, OF, \
Oxq Oxo et Ox,
OF2 OF OF>
Ox1 Oxz2 e Oxn
dF (x) =
k aF, OF, IF,
Oxq Oxa e Oxp )

La méthode de Newton est basée sur I’approximation linéaire de F autour d’un point Xg
F(xy + Ax) = F(xg) + dF (xq)Ax
On désire calculer la correction Ax de sorte que :



0 =F(xy + Ax) = F(x,) + dF (xg)Ax = Ax = —[dF (xy)] 1F (x,)
Etant donné I’approximation, il est nécessaire d’itérer ce qui conduit a 1’algorithme suivant :
Méthode de Newton

1. Etant donné une approximation initiale xp,
2. Résoudre le systéme linéaire: dF(xx) Ax = —F(xx) = R(x«),

3. Mettre a jour la solution: xxy1 = xx + Ax,

4. Si A& < ¢ et/ou |F(xk+1)| < €2, la convergence est atteinte.

[EY
Soit f:U — R une fonction de classe C? définie sur un ensemble ouvert U < R™, pour calculer le
minimum de f 1’algorithme de Newton s’écrit :
{ xo € R",
-1
X141 = Xk — [H,c(xk)] Vf(xk)

Avec :

OF, 9 of 9
dF = = —— =
)= 5% = B 0% axdx

pu H{(X)

Qui est toujours symétrique.

3- Méthodes du gradient :
Il s’agit d’une famille de méthodes itératives qui s’appliquent a des fonctions dérivables. Elles sont des
méthodes de descente.
On appelle méthode de descente toute méthode ou, a chaque étape, on pose :

Xk41 = X + prdy

X, +1 - Nouvelle solution

X, . Solution antérieure

pr - Le pastel que p, >0

d, : Direction de descente d;, = —Vf(xy).

Partant de x; dans la direction d,,, on descend alors f(x;+1) < f(xi)

Algorithme du gradient:
» xg € R"” donné
> Xpi1 = Xk — pkVI(xx) ot px > 0.
Si px = p, I'algorithme est dit a pas constant.

Dans la pratique, la méthode du gradient a pas constant converge tres lentement. Pour améliorer la
convergence il est préférable de choisir les p;, de maniére optimale d’ou I’algorithme :



> xo € R" donné

> Xkl = Xk — kaf(xk)
ol px > 0 est choisi de sorte que

mpin f(xk — pViF(xk))

Critére de convergence :

On peut utiliser un (ou une combinaison) des critéres suivants pour arréter les itérations d’un algorithme de
descente.

» Etant donné que Vf(xx) — Vf(x) =0, on pose

IVF ()] < er.

» On a x, — X, on peut aussi prendre

[[Xkr1 — xk|| < €2

» Finalement, on a f(x,) — f(x) , on peut prendre

1 (xk1) = F(x)]| < e
Exemple (Méthode de gradient a pas fixe)
Cherchons la minimisation de la fonction objectif :

f(x) = 4x?% + e*
Cette fonction est dérivable sur R. Exécutant le schéma numérique de I’algorithme de descente de gradient a
pas fixe pour x, = 1.5, p=0.02 et e¢=1073
d=-Vf(x) =8x+e¢e*
Xp+1 = X, — pVf(xp)
'Y = 1.500000 — 0.02 V £(1.500000) = 1.170366
2 = 1.170366 — 0.02 V £(1.170366) = 0.918644
23 = 0.918644 — 0.02 V£(0.918644) = 0.721543
@ = 0.721543 — 0.02 V£(0.721543) = 0.564944
z®) = 0.564944 — 0.02 V £(0.564944) = 0.439366

2130 = —0.10695 — 0.02 V f(—0.10695) = —0.10781
Le test d’arrét |x, 41 — x| < &
|30 — X29] = 0.00085 < ¢ = 1073

L’algorithme converge vers la solution x* = —0.10781 correspondant au minimum de la fonction objectif

Le tableau suivant donne le nombre d’itérations nécessaires pour approcher le minimum
(0,0) de la forme quadratique elliptique : f = x> + 24>
sation : (zo,yo) = (1,1), en fonction du pas choisi :
pas || 0.5 04504 033 | 0.1 | 0.01
divergence | 60 30 | 13 60 | 685

sur IR? a 1075 preés, a partir de Uinitiali-

Exemple 2 :
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Utiliser la méthode de la plus forte pente pour trouver le minimum de la fonction f définie de R* dans R

comme sulit :
1
fla,x) = b = 208 + 223 = 33 - 1y,
4x3 — 6x% —x, — 3
Vf(xlfo) = 1
%27 X1
3
. 0 —
Soit : xy = (O) , on trouve la direction de la pente la plus forte

_ (3
dy = —Vf(xo) = (0)
On minimise donc :
90(p) = f(xo + pdy) = 81p* — 54p> — 9p
On trouve
po = 0.582

Notre premier pas nous conduit a :

X1 = Xxo + podo = (1%46)

On réitere pour obtenir les valeurs suivantes :

i x' -V f(z) gi(A) Ai xt
0 3 L o - 1.746

0 ( 0 ) ( 0 ) 81A* — 54N — 6A 0.582 0

7 176 0 r e or e , 1.746

1 ( 0 ) ( 1746 0.508A% — 3.049A — 6.590 3 5 938

T52A* + TI6A® + 21472 — 27\ — 11

0.012X2 — 0.07X — 11.904

5 ( 1.746 ) ( 5.238 )
5.238 0
X 2.01 0
‘ ( 5.238 ) ( 0.264 )

Exemple 2 :
Utiliser la méthode de la plus forte pente pour trouver le minimum de la fonction f définie de R* dans R
comme sulit :
f(xy,x,) = 4x% — 4xy + 2y?
_ (2
Avec Xg = (3)

8x — 4y
Viy) = (—4x + 4y>
- Premiére itération
po = 05
_ (0
X1 = (1)

- Deuxieme itération

Po = 0.1

11
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- Troisiéme itération

po =1/2
0
X3 = 1

L’algorithme minimise bien la fonction f ; on a en effet :

flxo) =10, f(x1) =2, f(x2) =2/5, f(x3) =2/25
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