Introduction géné

Définition 1. Un test statistique est une procédure de décision
permettant de trancher entre deux hypothéses aprés |'observation d'un
échantillon. Les deux hypothéses sont généralement appelées hypothsése
nulle et hypothése alternative.

Exemple 1: Soient ©g et ®; deux sous ensembles disjoints de ®. On
veut savoir si la valeur du paramétre 6 est dans @ ol ©®;, alors on réalise
le test dont les hypotheses sont:

Hy: 6 €0
Hi: 08e€0©;

Puisque les valeurs de 8 qui n'appartiennent pas a @y U ®; ne sont pas
envisagées, on peut admettre que ®@ = @y U ©;.
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Introduction géné

Catégories de tests:

Les tests sont classés selon les hypothéses formulées ou en d'autres termes
selon le but & atteindre. On distingue différentes catégories de tests, parmi
lesquelles:

1. Test de conformité:

lls servent a vérifier si un paramétre (moyenne, variance, proportion,...)
d'une population de distribution, connue est égal a une certaine valeur
théorique appelée valeur hypothétique du parametre.

2. Tests de comparaison (ou égalité ou homogénéité):

lls servent a vérifier si les paramétres de deux (ou plusieurs) populations de
distributions, connues sont égaux. Par exemple, test d'égalité des
moyennes.
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Introduction géné

3. Tests d’ajustement:

lls servent a vérifier si un échantillon provient d'une population de
distribution donnée.

4. Tests d’indépendance:

lls servent a vérifier si deux ou plusieurs populations sont indépendantes.

Tests paramétriques et tests nonparamétriques:

Un test est dit paramétrique si la population mére est de distribution
connue; I'objet du test est alors de vérifier si certaines hypothéses relatives
a un ou plusieurs paramétres de cette distribution. Les tests de conformité
et de comparaison sont des tests paramétriques.
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Hypotheéses simples et hypothéses multiples ou composites:
Pour les tests paramétriques on distingue: hypothéses simples et
hypothéses multiples.

Une hypothése H est dite simple si elle de type "0 = 6" ou 6y € O.

Une hypothése H est dite multiple si elle est du type "8 € A" ol A est une
partie de @ ayant plus d'un élément.
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Introduction générale

Erreurs et risques:

Les deux hypothéses Hy et H; sont telles que une et une seule vraie. Lors
de la prise de décision qui aboutera a choisir Hy ou H; quatre situations
peuvent étre envisagées:

accepter Hp et elle est vrais.

rejeter Hy et elle fausse.

accepter Hp alors qu'elle est fausse

rejeter Hy alors qu'elle est vraie.
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Introduction générale

L'erreur qui consiste a rejeter une hypothése vrais appelée erreur de

premiére espéce et sa probabilité appelée risque de premiére espéce. On le
note «.

L'erreur commise en acceptant une hypothése fausse est appelée erreur de

deuxiéme espéce et sa probabilité appelée risque de deuxieme espéce. On
le note B.
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Introduction générale

On a donc:
o = P [rejeter Hy | Hp est vraie] = P (H; | Hp)

et
B = P [accepter Hy | Hy est vraie] = P (Hp | H1)

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026 7 / 155



Ceci est résumé dans le tableau Tab.1 et la figure Fig.1 suivants:

Vérité

Ho 1—un [3
Décision
H1 14 1— ﬁ
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Introduction géné

En pratique, on fixe une limite supérieure généralement égale a 0.10;
0.05; 0.01, au risque de premiére espéce. Cette limite est appelée:

niveau ou seuil de signification du test.

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026 9 / 155



Puissance:
La puissance d'un test est la probabilité de rejeter I'hypothese nulle Hy
quand l'alternative H; est vraie. On la note par

7 := P [rejeter Hy | H; est vraie] =1 — .

Lorsque H; est composite, la puissance est variable sur ;. De méme
lorsque Hy est composite, le risque de premiére espéce est variable sur Q.
On définit alors une fonction sur I'ensemble ® qu'on appelle fonction

puissance
71 (0) := Py [rejeter Hy], 0 € O.

@ Sif e () =ua(0) cest le risque de premiére espeéce.
1

)
0 Sife®;, m(f) =1—pB(0) cest la puissance du test.
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Introduction géné

Variable de décision

La statistique qui apporte le plus de renseignement sur le probleme posé
est appelée variable de décision ou statistique du test. La loi de probabilité
doit étre différente selon que Hy ou Hy, sinon elle ne servait a rien.
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Région de rejet

La région de rejet d'un test est I'ensemble des points (Xl, X,,) de R”
pour lequel I'hypothése nulle Hy est écartée au profit de |I'"hypothese
alternative H;. On appelle aussi région critique du test et on la note
généralement par W. Elle est définie par la relation:

P(W|H)=a (1)

Le complémentaire de la région critique est appelée région d'acceptation
du test. Elle est notée par W et est définie par:

P(W|H)=1-a
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Introduction géné

Remarques

© L'indicatrice de W est appelée fonction critique du test. On note par

B B 1 si (Xl,...,Xn) ew
5(X1,...,Xn> L 1W - { 0 si (X]_,...,Xn) % w

@ Le construction d'un test est en fait la détermination de la région
critique W. D’ou en vertu de la relation (1), la nécessité de connaitre
la loi de probabilité de la variable de décision sous I'hypothése Hy.

@ Puisque la puissance est T = P [W | H;] alors, pour son calcul, il est
nécessaire de connaitre la loi de probabilité de la variable de décision
sous I'hypothese Hj.
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Remarques

O Ona

7(0) =P (W) =PI[6(X, .. Xp) = 1]
E[0 (X1, ... Xo)] .

@ Certains auteurs s'intéressent au plus petit niveau de signification. lls
s'appellent dimension du test. C'est le risque de premiére espéce
maximum (dimension du test)

a:= sup a(0) = sup 7t (6).
PISON SO0

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026 14 / 155



Introduction générale

Exemple
Soit X ~» U (0,0), 6 > 0. On désire tester les deux hypothéses:

Ho: 3§9§4
Hi: 6 <3o0uf >4,

Ona® =]0,+00[, Oy = [3,4] et ©1 = |0,3[ U ]4, +oo[. On suppose que
la région d’acceptation du test est

W={(x1,..x,) ER": 29 <Y, <4},

ol Yy :=max{xy, .. Xn}.
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On rappelle que Y, est I'estimateur de maximum de vraisemblance de 0 et
que sa fonction de répartition est définie sur IR par:

0 six <0
Fy,(x):=¢{ (x/8)" si0<x<8
1 six >0
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Introduction générale

La fonction puissance du test est définie sur @ = |0, +-o0[ par

0 — m(0) =Pg (W) =Py(Y,<294)+Py(Y,>4)
= Fyn;g (2.94) +1-— FY,,;G (4) .
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Introduction générale

e Sif>4alors m(0) =(2.9/6)"+1—(4/6)"
@ Si3<0<4alors () =(29/6)"
sif <29

. 1
oS|6<3anrsn(9):{ (2.9/0)" si29<6<3
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Introduction générale

1 si 6 <29
m(0) =4 (2.9/6)" si29<60<4
(29/0)"+1—(4/6)" sif>4
La dimension du test est

a= sup 7 (0)=rm(3)=(29/3)".
3<60<4

Pour un échantillon de taille n = 68 on trouve & ~ 0.10.

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026 19 / 155



Test uniformément le plus puissant

Soit a tester I'hypothése Hy : 8 € @q contre |'hypothése Hy : 8 € ©; ol
®; est composite.

Pour trancher entre Hy et H;, a niveau de signification « fixé, on doit
trouver un test pour lequel la puissance est la plus grande possible. Quand
il existe, un tel test est appelé upp.

Sa puissance est supérieure 3 celle de tout autre test (de méme niveau de
signification a).
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Test uniformément le plus puissant

Un test 5%, de niveau de signification a, est upp si et seulement si:
7 (60,6%) > m(6,96)

pour tout 6 € @; et pour tout autre test 6 (de méme niveau de

signification «).

La région critique et la variable de décision correspondantes sont dites
région critique et variable de décision optimals.

Dans le cas ou Hj est simple, on parle de test le plus puissant (pp).
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Test sans biai et Test convergent

Un test J, niveau de signification a, est dit sans biais si 1 — > «; en
d’autres termes
7t (0) > a pour tout 0 € O1.

Un test est dit convergent si sa puissance tend vers 1:

1-B—1, quand n — co.
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Tests entre hypotheses simples

Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité fy ou 6 est un
paramétre inconnu. |l s'agit de tester

H019:90 (2)
H129:91.
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Tests entre hypotheses simples

Soit

n

L9 (Xl, ...,X,,) = Hfg (X,') ,

i=1
la fonction de vraisemblance (ou bien la densité) de I" échantillon
(X1, ..., Xn) de X. On pose

Li (x1,....xn) := Lo, (X1, ....%n), i =0,1.

Le rapport
Ly (x1, ... Xn)
Lo (x1, ... Xn)

est appelé rapport de vraisemblance.
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

On suppose ici que la v.a X est continue. Un test J; est le test qui rejette
Hp au niveau de signification a, si et seulement si le rapport de
vraisemblance est

Ly (x1, ..., %n)

>k,
Lo <X1, ...,Xn) -

ol k =k (a) > 0.

On montre qye, si 0 est un autre test tel que & (6) < a (Jx) , alors
7 (0;0,) > 1 (6;0),

c'est a dire §, est le plus puissant.
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

De plus, la région critique optimale est

W, = {(xl,...,xn) ER": m > k},

ou k est telle que Po (Wy) =a, ou P; (A):=P(A|H;),i=0,1.
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

Le test 0y est alors défini comme suit:

1 Si Ll (X].v vXn) 2 k

' v Ll (X].v vXn)
0 si < k

LO (X].v vXn)
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

Exemple 4: Soit X une population normale d'espérance inconnue y et de
variance 1.

On veut tester I'hypotheése
Ho : 1 = 0 contre I'hypothése Hy : u = 1.

Pour cela en préléve un échantillon de taille 9. Quel est le test le plus
puissant au niveau de signification 0.05?
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

Solution: Le rapport de vraisemblance
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

Solution: Le rapport de vraisemblance

exp {—;Z?zl (x,2 —2x;i + 1)2}

1
exp {—2 Z?:l Xi2}

1
exp{—2 ?:1 (xl2 —2x; + 1)2}

1
exp {—2 2,9:1 Xi2}

Apres simplification on trouve
Ly (X1, i Xa) 1
Lo (X1, ... Xn) =P 9 2) )

9
ou X = Zx;/9 est la moyenne empirique.
i=1
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

La région de rejet (critique) est donc

ol la constante k’ est telle que:

P(Wk|]/l:O):0.05<:>P0(Wk):P0(YZk/)
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

Or sous Hj :

X~ N(0,1/9),

ainsi Z :=3X ~» N (0,1), d'ott P(Z > 3k’) = 0.05, en d’autres termes
@ (3k") = 0.95 ou encore k' = 1®71(0.95), ot @~ (a) désigne la
fonction de quantile d’ordre 0 < & < 1. De la table statistique de la loi
normale (Gauss) en tire:

®1(0.95) = 1.64,

par conséquent k' = 1.64/3 = 0.54.
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

La région critique optimale est donc:
W = {(xl, 0 Xn) € R?:x > 0.54} )

Le test optimal (le plus puissant) est par conséquent:

5( ) 1 six>054 3)
X1, .0 Xp) = o
! 0 six<0.54
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Lemme de Neyman-Pearson (cas continu)

Calculant la puissance 1 — 8 du test J :

1-B=P(W|u=1)=P(X>054|pu=1)
=1-P; (X <0.54)
—1-P; (3(X—1) <3(0.54—1))
=1-P(Z* < —1.38), ot Z* ~ N (0,1)
=P (Z" <1.38) =0.91.

Ainsi le risque de deuxiéme espéce est § =1 —0.91 = 0.09.
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

Il arrive que pour certaines valeurs de «, il n'existe pas de constante k
vérifiant I'équation a (dx) = k; ce qui ce passe surtout dans le cas oo X
est discrete. Dans ce cas, on modifie dx en définissant le 65 (qui sera le

plus puissant):

(Si (Xl,...

) s Xn)

)
o bla
Lo (x1,

p i Ll <X1,.
Lo (x1,
0 si Ly (xi,
Lo (x1,

2 %) > k
,Xn)
.Xn) — k
an)
k
s Xn) <

ol k et 0 < p < 1 sont deux constantes définies, sous Hy, par I'équation:

a(6y) = Po{
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

On note que J; est appelé test du rapport de vraisemblance et J; est
appelé test du rapport de vraisemblance randomisé.

Exemple: On préléve un échantillon de taille 8, d'une population X de
Poisson de paramétre A > 0, pour tester I'hypothése Hy : A = 1 contre
Ho : A = 2 au niveau de signification & = 0.1. Déterminer le test le plus
puissant et quelle est sa puissance?
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

Solution: Rappelons que la loi de Poisson, de paramétre A > 0, est
définie par sa fonction de masse:

et sa fonction de répartition

P(X<x)= ZPA(X:k):e*AZ%, x=0,1,2,..
k=0 k=0 "°
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

Le rapport de vraisemblance qui correspond a ce test est:

8

8 Xj
0Xi
Py (X = X,') e?
L1 <X1,...,X3) _,-11 /'llxi!
Lo(xq,... xg) .8 8 1xi
0 (a 2 [IPici(X=x) []e?
i=1 i=1%i*

ous:=x1+ ..+ xs.
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

Ainsi le test statistique le plus puissant est:

1 sie 825>k
5={ p sie 2=k
0 sie 825 <k

ol k et 0 < p < 1 sont deux constantes définies sous Hy par |'équation:
Po (e*825 > k) + pP, (e*825 — k) —0.1,

ol S:= X + ...+ Xs.
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

En d'autres termes
1 sis>c

=< p sis=c
0 sis<c

ol c et 0 < p < 1 sont deux constantes définies sous Hy par I'équation:
Po(S>c¢c)+pPo(S=c)=0.1.
Cette équation peut étre réécrite comme suit:

Po (S < ¢) =090+ pPo (S = ¢) > 0.90. (4)
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

Sous Hy, I'échantillon de taille 8 provient d'une loi de Poisson de
paramétre A = 1, donc S est suit aussi une loi de Poisson de paramétre
8A = 8. De la table statistique de la loi de Poisson, on remarque que la
petite valeur de ¢ vérifiant Py (S < ¢) > 0.90 est ¢ = 12, qui correspond
a Py (S <12) =0.93. On en déduit que

Po (S =12) = Py (S < 12) — Py (S < 11)
=0.93—0.88 = 0.05,

ce qui implique, de I'équation (4) , que

~0.93-0.90

= 0.60 = 60%.
0.05 %
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Lemme de Neyman-Pearson (cas discret)

En d'autres termes si s = 12 on rejette Hy avec une probabilité de 60%, et
si S > 12 en rejette Hy a 100%. Ainsi le test le plus puissant est:

1 sis>12
5:(5(X1,...,X8): 0.60 sis=12
0 sis<12

Il est clair que

Eo [(5 (Xl, . Xg)]

= 1xPy(S>12)40.60x Py (S=12)+0x Py (S <12)
=1-0093+060x005=01=a.
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Tests d'une hypothése simple contre une hypothése

alternative composite

La région critique du test du rapport de vraisemblance de I'hypothése

Hp : 68 = 6y contre I'hypothése alternative H; ne dépend pas de facon
explicite de H;. Donc cette région est la méme pour n'importe quel 6 > 6,
ol 0 < 6.

Proposition 2. Le test du rapport de vraisemblance défini, au paragraphe
précédente, par le Lemme de Neyman-Pearson est uniformément le plus
puissant pour I'hypothése Hy : 8 = 6y contre I'hypothése alternative

Hi : 6 > 6 et pour I'hypothése Hy : 8 = 0 contre I'hypothése alternative
Hy : 0 < 6.
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Tests d'une hypothése simple contre une hypothése

alternative

Remarque 2:

@ Une hypothése H est dite bilatérale si elle est de la forme 6 # 0. Elle
est dite unilatérale a gauche si elle est de la forme 6 < 8. Elle est
dite unilatérale a droite si elle est de la forme 0 > 6.

@ |l n'existe pas en général de test upp pour Hy : 8 = 6y contre
I'hypothése alternative (bilatérale) Hy : 0 # 6y; car s'il en existait il
devrait &tre upp pour sous-alternatives (unilatérale a droite)

Hj : 6 > 0¢ et unilatérale 3 gauche ) Hy' : 6 < 6. Or les tests de Hy
contre H; et Hj' sont d'apres, la proposition, upp mais ils sont
(évidement) différents I'un de I'autre. Nous allons voir par la suite
que les upp’s peux étres déterminer pour une certaine classe de
distributions.
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Tests entres deux hypotheses composites

a) Alternative unilatérale:

Ho: OSGO
Hi: 68> 06
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Tests entres deux hypotheses composites

Définition 2. On dit que la distribution d'une variable aléatoire X posséde
un rapport de vraisemblance croissant s'il existe une statistique
T =T (Xi,..., Xn) telle que pour tout 6; > 05 le rapport de vraisemblance

L1 (Xl, ...,Xn)
L2 (Xl, ...,Xn)

est une fonction croissante en t = T (X, ..., Xp) .
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Tests entres deux hypotheses composites

Exemple 6: Soit X ~~Bernoulli(p), 0 < p < 1, définie par sa masse
PX=x)=p(1-p) ", x=0,1.

Soit 0 < p1, p2 < 1, telles que p; > p>. Nous avons

le _Pl 1 5 —t n

L il F(1—p)"
L ,;1 _ pi( Pl)n_t, b= ZX"'
Ly = p5 (1 —p2) =

Hp (1=p2
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Tests entres deux hypotheses composites

En d'autres termes

t=(E2) (25=2)

: o 1-p . pi(1=p2) :
Il est clair que a:= T=py = 0, b:= P2 (1=p1) > 1, donc la fonction

t — a" x bt est une fonction croissante en t. Donc la distribution de X,
posséde un rapport de vraisemblance croissant.
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Tests entres deux hypotheses composites

Proposition 3. Si la distribution de X posséde un rapport de
vraisemblance croissant pour une statistique T, alors

1 sit>c
=< p sit=c
0 sit<c

est le test upp de Hp : 8 < 6y contre Hy : 8 > 6y au niveau de signification
«. Les constantes c et p se déterminent a partir de la condition

P9:90 (T > C) + pP9:90 (T = C) = Q.

Lorsque X est continue, on prendra p = 1.
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Tests entres deux hypotheses composites

Exemple 7. Soit X ~» N (i, 1) et

Ho: ,’MSO
Hi - "Ll>0

avec « = 0.1, n = 65. Pour p; > u,, on écrit
Ly _ 1
= eXP{”(Vl — ) [X_ > (14 +V2)} }
2
= exp {at + b},

oll t:?,a::n(yl—y2)>0etb::a—%(y1+y2).
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Tests entres deux hypotheses composites

Il est clair que la fonction t — exp {at + b} est une fonction croissante en
t. Donc la distribution de X posséde un rapport de vraisemblance
croissant. Comme X est continue, le test upp le plus puissant est défini par

5 1 six>c
N 0 six<c

avec P;—o (Y > c) = 0.1, ce qui implique ¢ = 1.28/+/65 = 0.16. On a

donc
5o 1 six>0.16
] 0 six<0.16
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Tests entres deux hypotheses composites

La fonction puissance du test J est définie par
a(pu) sip<o
m(p) = - :
1—B(u) sipu>0

En d'autres termes

(p) = P( 0.16 | 4 € R)

X >
P( (X —p) <128—fy|ye]R)
1-P(
—

z<128—fy|yen<)
(128 V65u), peR.
:@(x/%y—l.zs)
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Tests entres deux hypotheses composites

La fonction puissance 7t étant croissante sur IR, on trouve bien le fait que

a=sup(u)=rm(0)

n<0
=®(—1.28)=1—P(1.28)
=1-0.899 =0.1,

qui correspond en effet au seuil (niveau) de signification du test.
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Tests entres deux hypotheses composites

Le graphe de la fonction puissance y — 7t (i) = @ <\/ 651 — 1.28) ,
u € R est donné par la figure Fig.2

15

1.0

p (m)

0 ] a(m 1-b(m
S
mE 0 a=0 m>0
o
S T T T T
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
m
Fig.3
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Hypothése nulle bilatérale

Ho: 9§910U9292
Hi - 01 <8<

Soit X une population de densité:
fx (x;0) =exp{a(x)u(0)+b(x)+09(0)}, (5)

telle que la fonction u (0) est monotone.
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Hypothése nulle bilatérale

Exemple: X ~» N (p,1) :

F(0 = e (x—p)

1 1, 1,
- ex XU — X — — .
2702 P 2 2}1

Donc: a(x) = x, u(u) = p, b(x) = —x* et ¥ (u) = —3u°. La fonction
p — u(p) = u est croissante (monotone).
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Hypothése nulle bilatérale

Alors le test
1 sica <t<o

0= pi sit=¢;; i=1,2
0 sit<cett>o

est le upp pour les hypothéses ci-dessus au niveau de signification &, ol
n

t = Z a(x;) et ¢; et p; vérifient les conditions
i1

Eo, [(5] = Ey, [(5] =&,

ce qui est equivalent a

Autrement dit

Po, (T <c1)+piPo, (T =c1)+paPy, (T = C2)+P9i (T>a)=a, i=1,

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026 57 / 155



Hypothése nulle bilatérale

Remarque:
4) La proposition si dessus est valable pour le test de:

Hy: 6<6i0uf >0,
Hiq : 01 <0<0,
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Hypothése nulle bilatérale

Exemple:

Soit X ~» N (u,1). Nous avons affaire au test suivant:

Ho: pn<louu>?2
Hi - 1<}4<2

avec n=10et « = 0.1.
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Hypothése nulle bilatérale

Suivant la proposition ci-dessus la statistique du test est T = ,121 X; et le
test upp est

5 1 sia<Yix<o
0 si Si%ixi<cet x>0

ol ¢j et ¢ sont solutions du systémes:
En d’autres termes

Pu—i (a <12 X <o) =0.1
Puzs (a <Y1 X <o) =01
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Hypothése nulle bilatérale

En standardisant |'échantillon, on obtient

Pﬂ—l (lelo < Y12 Xi—10

crlo> —01
vio = V1o V1o
Autrement dit

P(ci/%o <7< c;%O) —01

on Z~~N(0,1).
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Hypothése nulle bilatérale

Autrement dit

o (552) o (32) =03
o (32) - (32) o1

La solution (numérique) de ce systéme nous donne:

a = 13.67, o = 16.32.
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Hypothése nulle bilatérale

Ainsi le test upp est:

5o 1 S|1367< 10, x <16.32
10 s 1x,<1367et2,1x,>16.32
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Hypothése nulle bilatérale

La fonction puissance du test est

10
m(p) =Py, (13.67 <) X < 16.32) , weR
=1

1=

_ 10y _ _
) (13.67 10p _ Y12 Xi —10p _ 16.32 10;4)

Jio — Vo — J1o
13.67 — 10y 16.32 — IOy)
=p|== Pzt P
( Jio - Vo
16.32 — 10;4) (13.67 — 10],1)
= —— | - — ], c R.
( V10 J/10 #
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Hypothése alternative bilatérale

Cas particulier: 6; = 6, = 6y. En d'autres termes nous avons affaire au
test suivant:

H() 0= 90

H1 : 0 75 90
Le test upp est

1 siYl'ixi<caou)! ;x>
0=19 pi Yitixi=c¢, i=12

0 sia<Ylix<ac.
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Hypothése alternative bilatérale

Dans ce cas, la fonction puissance 7t (6) est minimale en 0. Les constantes
ci et p;j vérifient donc 77’ (6g) = 0 en plus de la condition Egy, [0] = a. Par
conséquent, les constantes ¢; et p; se déterminent a partir de:

Pgo (T < C1)—|—p1P90 (T: C1)+P2P90 (T: C2)—|—P90 (T > C2) =
d

' (6p) = %n(e)g ; =0
=bo
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Hypothése alternative bilatérale

Exemple:
Soit X ~» N (u,1). Nous avons affaire au test suivant:

Ho U= 0
H1 u 7é 0
avec n =9 et &« = 0.05. Le test upp est

s_f s thixi<aourlix>o
0 sic < 219:1 Xj < ¢
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Hypothése alternative bilatérale

En d'autres termes

1 six<koux>k
0 si k| <X < ko

0=0(x1,....xn) = {

ol ki:=¢/9,i=1,2.
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Hypothése alternative bilatérale

Nous avons
7 (u;0) = Eu [6] = Py (YS ki ou X > kg)
=Py (X < ki) +Py (X > ko)
=Py (3(X—u) <3(kh—p) +Pu(3(X—p) = (ko —p))

=B (kh—p)+1-PB(k—p)).
En passant a la dérivée par rapport a , on trouve
7' (u;8) = —3¢ (3ky — 3u) + 3¢ (3ka — 3u) , avec ¢ = @/,

d'ou 7’ (0; 5) =3 [q) (3/(2) — @ (3/(1)] .
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Hypothése alternative bilatérale

En d’autres termes
3 [ex { 9k22} o { 9/(12 H
Vo P 2 P 2 '

Donc le fait que 7T’ (i;6) = 0 <= k3 = k¥ <= ky = —ky, car ko # ky.
D'autres part

(i 6) =

Ey—o [0] = 0.05 <= @ (3k;) + 1 — @ (3k») = 0.05
<= 2P (3k;) = 0.05 <= P (3k;) = 0.025.

De la table statistique on trouve 3k; = —1.96, d'ou k; = —0.65 et
ko = 0.65. Le test J upp est donc

5 1 six< —0.65o0uXx > 065
] 0 si —0.65<Xx<0.65.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Ce test est utile surtout I3 ot les méthodes précédentes sont échoué. I
s'applique aussi le cas ol le paramétre 6 est vectoriel:

0 =(61,...0,) €O CRRP.

On appelle rapport de vraisemblance maximal la quantité:

R= R (x %) = SUpgeo, L(xi, ..., xn; 0)
ronn Sup9€®0L(X]_,...,Xn;9)-

Définition. On appelle test du rapport de vraisemblance maximal de:

Hy: 0€®g
Hi: 0 €O,

contre au niveau de signification a, le test § dont la région critique est:
W:={(x1,...xs) € R": R>c}.
La constante ¢ se détermine par la relation:

sup Pg (R (X1,....,Xs) > ¢) = a.
0@y
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Remarque.

1) Un test équivalent, de méme appellation, est souvent envisagé, Il est
basé sur le rapport

supgeo L (x1, ..., xn; 6) _ L (le ceor X 9emv)
Supge@, L (X1, .-, Xn;0)  supge@, L (X1, ..., Xn; 0)

R1 =

ol @emv désigne I'estimateur de maximum de vraisemblance (EMV) de 0
dans ©.
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Test du rapport de vraisemblances maximal

Il est bien clair que

L <x1, ...,x,,;@) = max{sup L(x1,....xn;0), sup L(xi, ...,x,,;G)}.

0€®g e®;
Ainsi
R — supgee L (X1, ..., Xn; 0)
Supge@, L (X1, -, Xn; 6)
_ max {supgeqy, L (x1, -, xni 0) , SUPgeo, L (x1, - Xni 0) }
Sup9€®0 L (X]_, wey Xy 6)
—  max { SUPgec@, L (Xl, vy X 9) SUPge@, L <X1, e Xns 9) }
supge@, L (X1, - Xn: 0) " supgegy, L (x1, ., Xn; 0)
Parconséquent

Ry = max {1, R}.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Exemple 11: Test de la moyenne d'une population normale de variance
inconnue
Soit X WN(}!,U2) ,ici 0 = (V,UQ) € R xR =: 0.

1) Test bilatéral:

Ho: p=p,
Hi: o #
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Dans ce cas: © := R x R%,
={(n0") s m=po} et Or:={(n0%) : p# o}

La fonction de vraisemblance est

L(6) ::L(Xl,...,X,,,G):(27((72)_"/ exp{ E(X in) }
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Nous avons

ou

est le EMV de 6 dans ©®, ou

X=1yxet =1y (x—X)
X==-) XietST=—} (X—X)".

i=1 ni=3
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Test du rapport de vraisemblance maximal

On peut vérifier facilement que

eseugo L(O)=1L <§0> :

ol fy = <y0,?7%> est I' EMV dans O, avec 63 = n 1 Y7, (X; — yo)z .

Ainsi le rapport de vraisemblance maximal est
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Il est claire que
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Test du rapport de vraisemblance maximal

qui égale a

(%= %)?)
)

1 (Xi— .”0)2

n/2
[
= .
Finalement le rapport de vraisemblance est

a2 n/2
Rl(Xl,...,Xn):<3g> :

/\
5|
N O
\_/
[¢]
@ §3
© ©
oz,\ w\
N\'—‘ S|
ﬂ [

7 N
V| S

M\: r\)\:
N— | N——

2025-2026 79 / 155

Université de Biskra

Abdelhakim Necir ()



Test du rapport de vraisemblance maximal

Le test rejette Hy pour les plus grandes valeurs de Ry, c'est a dire
W= {(x1,...xn) € R": Ry (x1,.... xn) >k},
ol k est telle que

sup P (R (X1,....X%,) > k) =a.

(n,02)€Ey

Dans la suite nous allons déterminer la loi de la statistique du test
n/2
R = ((73/(72) :
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Test du rapport de vraisemblance maximal

On peut vérifier facilement que

n

DL 06— a7 = L1 06X (X o)

i=1
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Donc
‘70 =5+ (X = 1) (6)
Ceci implique que
— 2
o S2
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Si on pose o
~X — Ko
S/\/n—1
on obtient ) ,
o T
— =1 ) 7
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Test du rapport de vraisemblance maximal

La région critique est

W= {(x1,...xn) € R": Ry (x1,.... xn) >k},
ce qui equivalent a

W ={(x1, .. xn) € R":|T (x1, ..., xa)| > c}.
La constante ¢ doit étre obtenue par la relation

( s;J)pH Py (T >c)=a
H,0)eg
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Test du rapport de vraisemblance maximal

On note que la variable aléatoire T est une Student & (n — 1) degré de
liberté: _
X —
Ti=2—Ho ¢
S/v/n—1
La v.a est T est standardisée, et que et sa la loi est bien déterminée et ne
dépend plus de @q, donc le supremum n'as plus de réle a jouer en fin.
Ainsi
P(|T|>c)=u,

ce qui est équivalent a

P(T<—¢)+P(T>c)=u.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Puisque la distribution de T est symétrique alors
P(T<—c)=P(T>c).

D'ou c est telle que
P(T>c)=u/2.

La valeur critique ¢ est donc le quantile d'ordre (1 —a/2) de t,_1
(Student a n — 1 degré de liberté) qu'on le note par t;_, /. En conclusion,
la région critique du test est

W= {(xl, uXp) €ER":

A/}_i‘uo > tl—tx/Z}-
s/v/n—1
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Application numérique:

On désigne par X la longueur (en mm) de fibres métalliques produites par
une certaine unité industrielle, et on suppose que X est de distribution
normale d'espérance u et de variance 02 inconnues. On veut tester
I'hypothese Hp : u = 5.2 contre Hy : 4 # 5.2 au niveau de signification

o = 0.05. Pour cela on observe 15 fibres et on obtient une moyenne
empirique X = 5.4 et une variance empirique 52 = 0.17.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Solution:

De la table statistique des quantiles de la loi de Student on trouve
ti_w/2 = t1_¥ = tpo75 = 2.145.

D'autre part on a

X —pol _  [54-52
s/v/n—1 /017/y/15—1

= 1.815.

Comme 1.815 < 2.145 on ne peut pas rejeter Hy (on la garde).
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Test du rapport de vraisemblance maximal

2) Test unilatéral:
Ho: p<py
Hisop>py

Dans ce cas ©g = { (1, 0?) | < po}, O1 = {(p,0?) | u > gy} et
® = Oy U ;. La région critique

n Y‘?‘o
W= vaXp) ER": ————— —a ¢
{(Xl' a) ERY: AT }

ol t;_, est le quantile d’ordre (1 — &) de t,—; (Student & n — 1 degré de
liberté).
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Test du rapport de vraisemblance maximal

En effet, nous avons

sup L (Xy, . Xos1,0%) = L (Xl, ...,Xn;ﬁ,.,&?) L i=01,
(n,02)€06;
ol (ﬁi,(?2> est le EMV dans H;, i = 0, 1. Le rapport de vraisemblance

i

maximal est donc

L(Xl,...,xn;ﬁl,ai)
L(Xl,...,x,,;ﬁo,ag)'

R=R(Xy,... X)) =
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Test du rapport de vraisemblance maximal

On sait que la fonction de vraisemblance (1, 02) — L (X1, ..., Xn; t, 0%)
atteint sont maximum global, i.e. (y,02) €0, en

fi=Xeto’ =52

Nous distinguons ici deux cas:
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Test du rapport de vraisemblance maximal

1) Pour le cas p, < X, (voir Fig. 6):

0.15

0.10
I

L(m)

0.05

Il L

k
1

0.00
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Nous avons

sup L (X1, o Xi 1, 0%) = L (X, o Xoi Jigu 53 )

1< g0

. N 1
Ho = Ho etUg:*Z(Xi_Vof-

i=1

=
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Tandis que
sup L (X1, o Xai 1,0%) = L (X, o Xoi iy, 53 )
H>Ho
ou
4= Xet? =Y (X —X)?
My = et”l—nZ( i—X)".
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Test du rapport de vraisemblance maximal

On sait que la région critique du test rapport de vraisemblance maximal
est de la forme

W= {(x1,...xn) € R"| R(x1,....,xn) >k},
ol k est telle que

sup P(%Uz) {R <X1, ___,Xn) > k} i
(n,0%)€@0

Il nous reste donc a déterminer la constante k qui dépend de «.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Nous avons établie a I'equation (7) ci-dessus que

2 n/2
Rz(l—}— T > )
n—1

On remarque, comme X > U, alors

_ Xk o,
S/v/n—1"

Le fait que R (xi, ..., xn) > k est équivalent a

T2 n/2
<1+n—1> > k<= T?>>k < T >c(car T>0).
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Ainsi
X = sup P(%Uz){R(Xl,...,Xn) > k}
(1.02)€Bg
= sup P(V’az)(T>C):P(T>C),
(1,0%)€6

car sans paramétrage on a T ~» t,_1 (Student & n — 1 degré de liberté),
ainsi k = t;_, est le quantile d'ordre 1 — « de t,_1.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Notre région critique est alors

W .= {(Xl,...,Xn) cR": S/X\/r >t oc}

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026 98 / 155



Test du rapport de vraisemblances maximal

2) Considérons maintenant le cas p, > X, (voir Fig. 7):

0.15

0.10

L(m)
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Dans cette situation nous avons

sup L (X, .. Xnipt,02) = L (Xl, ...,xn;ﬁo,ag) ,

H<pig,02

ﬁO:Yeta():gz.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Tandis que
L2 A2
sup L (X1, o Xai 1, 0%) = L (X, Xoi i3, 53 )
> g0

ou

- o _1¢ 2

My = Mo €t 0y :EZ(XI_VO) :

i=1
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Comme X < py, donc

r— X"t _
S2/4/n—1

La méthode utilisée pour avoir I'équation (??), nous méne aussi a obtenir

['équation suivante:
T2 n/2
1/R = (1 + ) .
n—1
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Test du rapport des vraisemblances maximale

Donc le fait que
R(x1,...xn) > k<= 1/R(x1,....,.xp) < 1/k.

Ceci est équivalent a

T2 \"/? ,
(1+n—1) <1l/k<=T*<k <= T >c(car T <0),

et ceci nous conduit au méme résultat que celui du premier cas: p, < X.
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Test du rapport de vraisemblance maximal

Application: On reprend I'application numérique de I'exemple précédent
pour tester:
{ Hy: p <52

H; - u>52

De la table de Student on obtient t;j_g o5 = tg95 = 1.761. D'oul
I'hypothése Hy est a rejeter (car 1.815 > 1.761).
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Test du rapport de vraisemblances maximal

Remarque:

1) La région critique du test des hypotheéses

Ho: u >y
Hi: p <y
et B
n X — Hy
W .= ety Xn RY: ——— <t .
{onm e R T <

2) La fonction puissance de ces tests est basée sur la distribution de
Student non centrée.
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Test du rapport de vraisemblances maximal

Test de la variance d’une population A (y,0?) :
-Le cas bilatéral: Soit a tester

Cog2 — g2
Ho: o° =0
.2 2
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Test du rapport de vraisemblances maximal

Test de la variance d’une population N (y,0?) :
-Le cas bilatéral: Soit a tester

R R
Ho: o° =0
. g2 2
Hy: o0° # 03

Nous traitons deux cas: y connue et u inconnue. Le rapport de
vraisemblance maximale est

sup L(xl,...,x,,;(rz) sup L(xl,...,x,,;y,(r2)
R (1,02):02#£02 _ o202
sup L(x1,...,xp; 0?) L(xl,...,x,,;y,(rg)

(n0?)0?=c}
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Test du rapport de vraisemblances maximal

a) p connue: Dans ce cas nous avons

L (Xl, ...,X,,;]/t,32>

R = ,
L(x, ...,x,,;‘u,(rg)

ot1 02 =nt

se simplifie en

", (u—x)* est TEMV de 0. Explicitement le rapport R

2

(%)"/%XP 2,1( )

62 <Xi*H>2
oo

1yn
eXp —§ i=1

n/2 n
o 1/1 1 ,

o
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Test du rapport de vraisemblances maximal

Comme Y7, (x; — u)* = nd?, alors

o2\ "2 n [ 7°
R=(=2 ~ = -1
(&2> P2\ o3

Le région critique est
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Test du rapport de vraisemblances maximal

Posons x = (?2/(7% et g (x) := x Lexpx.La fonction g décroit sur
0 < x < 1 puis elle croit sur x > 1 et elle atteint son minimum en x =1
dans x > 0.

(/%) " exp(x}
15
1

10
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Test du rapport de vraisemblances maximal

On rappel que sous Hy on a 02 # 0'8, en d'autres termes x > 1 ou x < 1.
En vertu de a continuité et la monotonie (la bijection) de la fonction g sur
chaque intervalle, on peu dire que g (x) > c est équivalent a I'existence de
deux constantes 0 < p; < 1 et p, > 1, telle que x < p; ou x > p,. Ainsi
la région critique est

~2 ~2
o4 o
W:{(xl,...,x,,)elR"| 5 <0, ou22p2}.

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026



Test du rapport de vraisemblances maximal

Par commodité on note V2 := 137 | (X; — u)?, V2= Iyn (xi— u)?,

et ki/n = p;. Donc

2 2
nv nv
W:{(Xl,...,xn)E]R"|2§k1 Ouzzkz},
o) )
ol ki et ko sont des solutions de I'équation

nV? nV?
Pﬂ:ag (U% < ki ou 7% > kz) = .
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Test du rapport de vraisemblances maximal

En d'autres ternes
nV/? nV/?
P(ﬂ:g% ( (70 < k1> + Pﬂ:ag ((78 > k2> = K.

Comme solution de cette équation, on prend
nV? nV?
P0'2:(7(2) ( 0-0 < kl) - PUZ—UZ ( 0_0 > k2> - “/2

Rappelons que Y7 ; ( ~ X2 c'est a dire nV2/(T0 ~ X2, ainsi

P(X2<hk)=P((3>k)=ua/2
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Test du rapport de vraisemblances maximal

b) p inconnue: en utilisant les arguments précédents, nous montrons aussi
que la statistique de test (ou la variable de décision) dans ce cas est:

n52 2
~ X1,
U_S n—1

ou 52 := % ) (X,- —Y)2. La région critique est donc

W = {(x1, ... xa) € R" | /0% < £y ou nE2 /02 > ()},

ol 32 = % (X — 7)2 , et {;, i = 1,2 sont deux constantes telles que

P (Xf,_l <tl)=P (X%—l > b)) =a/2.
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Test du rapport de vraisemblances maximal

- Le cas unilatéral a droite : Soit 3 tester

Ho: 02 <0}
Hi: 02> 03

La région critique est

o V2 n si u est connue
W:{(xl,...,x,,)elR | 2 75/ # }

> k
>/ /n si y est inconnue

ol k et ¢ sont deux constantes telles que
P(Xa=K) =P (xh120) =

2025-2026 115 / 155

Université de Biskra

Abdelhakim Necir ()



Test du rapport de vraisemblances maximal

- Le cas unilatéral a gauche : Soit a tester
Ho: o* >0}
Hy: o? <03

La région critique est

2 2 .
ve < kog/n  si u est connue
W = R" -0 ) .
{(Xl’ n) € | 52 < {lo3/n i estinconnue

ol k et £ sont deux constantes telles que

P(Xa<k)=P(r1<0) =

Abdelhakim Necir ()

Université de Biskra

2025-2026 116 /



Test du rapport de vraisemblances maximal

Remarque: Les deux tests

Ho: 0'2:0'(2) Ho: 0'2§0'(2)
He o o2 , et He o o2 2

se traitent de la méme maniére. ldem, les deux tests

2 {HO: 0% >0}
et

Ho: o%=0}
Hy: o2 <o3. Hy: o2 <o3.

se traitent aussi de la méme facon.
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Test de confirmité ou de comparaison

Ces tests se transforment en test de conformité par changement de
variables.

Deux échantillons de tailles n; et n, sont extraits, indépendamment |'une

de I'autre, de deux populations Xi ~» N (py,0%) et Xo ~ N (py,03) .
Les deux échantillons sont notés

(XXM et (XY, g™
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Test de conformité ou de comparaison

4.1 Tests d’égalité de deux moyennes de populations normales:

a) Hypothése alternative bilatérale (Cas ot 02 et 03 sont connues)

Ho: wpy =,
Hyto py # py.
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Test de conformité ou de comparaison

En utilisant aussi, le principe du rapport de vraisemblance maximale, on
montre aussi que la statistique de test utilisée est

X1 — Xo
\/ 03/ + 03/

ol YJ- = nfl 27;1 Xj(i), j =1,2. La région critique associée est

~ N (0,1), (sous Hp), (8)

W= {4V ™Y 4™ ) e R |

X1 — X

> 721 a/2 ¢
\/ 03/ m +05/m

ol z;_,/2 (la valeur critique) est le quantile d'ordre 1 —a/2 de N (0,1),
cestadirez; 50 =01 (1—0a/2).
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Test de conformité ou de comparaison

b) Hypothése alternative unilatérale a gauche (Cas ot 0% et 03 sont
connues)

Ho: py=p, ou Ho: py >y,
Hy:opy <y Hy:opy <,

La région critique associée est

X1 — X2
< z
\/ 03/ 403/

ou z, (la valeur critique) est le quantile d’ordre & de A/ (0,1), c’est a dire
— -1
2, =d ' (a).

W = (xl(l), ...,Xl(nl);xz(l), ...,X2(n2)> € Rmtm |

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026



Test de conformité ou de comparaison

c) Hypothése alternative unilatérale a droite (Cas ot 07 et 03 sont

connues)
Ho: pp=pp ) Hoo <y
Hit oy >4y Hit oy >y

La région critique associée est

W = {(xl(l) ...,xl("l);xz(l),...,x2("2)> € R |

X1 — X2
ZZ].—DC r
\/ o3/ + 03/

ou z1_, (la valeur critique) est le quantile d'ordre 1 — & de A/ (0,1), cest
adirez; =@ 1 (1—a).
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Test de conformité ou de comparaison

a) Hypothése alternative bilatérale (Cas ot 02 = ¢3 sont inconnues)
Ho: py =y
Hit iy 7 o

L'évident est de remplacer, dans la statistique (8), les variances 0'12 par

leurs estimateurs 51-2, pour avoir

71 - Xz

=.
+s
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Test de conformité ou de comparaison

Comme la loi de cette statistique n’as pas une forme analytique bien

déterminée, car 512/n1 + 522/n2 ne peux étre une v.a de qui-deux que si

02 = 03. En effet supposons que 02 = 03 = 02, alors

X1 —Xo X1 —Xo
2 2

AL 141
n1+n2 o n1+n2

D’'étre autre coté, on peu vérifier facilement que

N (0,1).

§2 . n1§%+n2§22
- m+n—2"

~ ) NG
est un estimateur sans biais de ¢2, ol Sj2 = %2:‘1]:1 (Xj(') — j) ,
j=12.
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Test de conformité ou de comparaison

En effet,

e [png] - R
n (%) o2+ m (%) 02 .
- ni+n —2 =0
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En outre nous avons

(n1+n2—2)§2/(72
= n1§12/(7% -+ n2§22/(7%
m A N2 n N2
:Z<x1“—x1) /a%+2(x2()—x2) /o3
i=1 i=1
= Xlz'll—l + XI272—1 = Xi1+n2—2'

ou X%1_1 et )(%Z_l sont, respectivement, deux v.a de qui-deux
indépendantes a n; — 1 et np — 1 degrés de liberté.
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Rappelons que, étant donné Z ~ N (0,1) et @ ~ x?2, indépendantes,

alors
Z

V@/m

ou t (m) est une loi de Student & m degré de liberté. En prenant

~ t(m),

X1 —X s2
7 = #, Q:=(n+m—2)

1, 1 o2
T\ T
et m:= n; + ny — 2, on obtient (aprés simplifications)
X1 — X
3./1 1

n Ty

wt(n1—|—n2—2),

ol t(ny + ny —2) est la loi de Student a ny + ny — 2 degré de liberté.

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026 127 /



La région critique associée est
W = {(Xl(l), ...,xl(nl);xél), ...,xz(nz)) € RMTm |

X1 — X2
g 2 han g
S\im T

M3t 4 o33
n+n —2'

et t;_,,/2 (la valeur critique) est le quantile d'ordre 1 — /2 de
t(nm+nm—2).
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b) Hypothése alternative unilatérale a droite (cas ot 02 et 073
inconnues mais sont égales)

Ho: py=p, ou Ho: py <y

Hi: oy >, Hy: oy >,

La région critique associée est

W = (Xl(l)' ___,X1(n1);x2(1) ___,Xz(nz)) e RMmtm | _X1TXxe >t
/L4 L

m n2

ol t1—, (la valeur critique) est le quantile d'ordre 1 —a de t (ng + m — 2).
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c) Hypothése alternative unilatérale a gauche (cas ot 0% et 03
inconnues mais sont égales)

Ho: py =, ol Ho: py >,

Hisopy <y Hisopy <y
La région critique associée est

X1 — X2

3 L_FL

n na

W = (xl(l), ...,xl(nl);xél), ...,xz("z)) € RM™T™ | <t

ou t, (la valeur critique) est le quantile d'ordre a de t (ng + mp — 2).
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Test de Welch (cas U% # 0‘%). Si ny et ny sont supérieurs a 20, la région
critique (9) reste encore approximativement valable. Pour les petites
échantillons, ceci devient un probléme délicat. En effet, comme les
variances ne sont pas égales, on ne peut pas effectuer une modification
pour avoir une variable de Student. Pour résoudre ce probléme, Welch
(1947) a obtenu une approximation de la loi de cette statistique par la loi
de Student a v degré de liberté ou

(32/m +%/m)’
5/ (nf (m = 1)) +33/ (n5 (n2 — 1))

vi= (10)
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Plus précisément, la statistique de test utilisée est
X1 — X
\/512/”1 + 52/

~ t(v),
ou t (v) est la loi de Student a v degré de liberté. On note qu’en vertu de
I'équation (10), on montre que

min(ny, m) —1<v<n +nm-—2. (11)
La région critique associée est

W = {(Xl(l)'___,xl("l);xz(l)’“_,X2(I72)> 6]R”1+f72 |

X1 —X2|

\/$2/m +32/m

ou t;_4/o (V) (la valeur critique) est le quantile d'ordre 1 —a /2 de t (v) .

> tias (V) ¢,

Abdelhakim Necir () Université de Biskra 2025-2026



Il est évident que la valeur de v calculée, dans (10), n'est pas
nécessairement un entier naturel. Dans ce cas, on effectue une
interpolation linéaire afin de calculer la valeur critique associée t;_, /2 (V) .
Rappelons que I'interpolation linéaire d'une fonction f au point x € [a, b]
est donnée par:

f(x):f(a)—f—(x—a)f(bl)):z(a).

En prenant f = t;_ 4,2, x =v, a= |v], et b= [v], on écrit:

) ~ oD — [y a2 (VD) = tioaga ((V])
tias2 (V) = tias2 ([V]) + (v = [v]) =] ,

ou |v] et [v] désignent la partie inférieure et la partie supérieure de v
respectivement.
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Application: Prenons le test
Ho: py =,
Hi:opy 7 1y,

avec & = 0.05, (m = 34,%; = 8.103,5 = 0.507) et
(ny =25,x, =8.503,5 = 0.816) )
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En remplacant dans la formule (10) on obtient

((0.507)2 /34 + (0.816) /25)2
v = . . = 37.360.
(0.507)% / (342 (34 — 1)) + (0.816)* / (252 (25 — 1))

Il est clair que les deux inégalités (11) sont vérifiées. On effet
24 =(25—-1) <37.369 < 34+425—2=57.
Nous avons |v| = 37, [v]| = 38, et en utilisant le langage R on obtient

to.075 (37) = 2.026 et tpg75 (38) = 2.024.
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Ainsi

37.369 — 37
38 — 37

= 2.025.

t0.975 (37. 369) = (2.024 — 2.026) + 2.026

La région critique est donc
1 34). (1 25
w = {(Xl()Xl( );X2(),...,X2( )> GIRig|

X1 — X2

\/S2/34+33/25

> 2.025
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La valeur observée de la statistique de test est

[X1,0bs —X2,0bs| _ [8.103 — 8.503]
\/“5’12/34 +32/25 1/0.5072/34 + 0.8162/25

Donc on rejette Hy pour accepter Hy : pi; # j,.
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La valeur observée de la statistique de test est

[X1,0bs —X2,0bs| _ [8.103 — 8.503]
\/“5’12/34 +32/25 1/0.5072/34 + 0.8162/25

Donc on rejette Hy pour accepter Hy : pi; # j,.
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

. 2 __ 2
. 2 2

La statistique de test (variable de décision) a utiliser est:

m/}

n— L 02 = 03

sty 7 F(m—1m—1), (sous Ho: ol =03), (12)
ny—1

ol F(m —1,ny —1) désigne la loi de Fisher a (n; — 1, ny — 1) degrés de

liberté.
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

A un seuil de signification «, la region critique associée est

W = {(Xl(l)' __.'Xl(nl);xz(l)' “"X2(n2)> c RMHM |

2 2
s _m(m—1) s _m(m—1)

= > ———<qou— < ——=¢
Fomm—1)" " F T m(n-1)"

ol c¢j et ¢ sont deux constantes telles que

P(F(nl—l,ng—l)ch):P(F(nl—l,nz—l)§c2):tx/2.
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

Exemple. On veut comparer les dispersions des dépenses hebdomadaires
des étudiants de deux Universités A et B a un niveau de signification de
5%. Pour cela il sélectionne deux échantillons aléatoires de 20 et 30
étudiants respectivement et obtient les réponses suivantes:

120, 150, 180, 200, 130, 150, 170, 160, 190, 100,
125,145, 175, 200, 120, 130, 135, 165, 150, 180
115,118,135, 185, 195, 170, 155, 180, 191, 200
B 100, 98, 105, 135, 145, 155, 118, 120, 112,130

118, 125, 135, 155, 165, 156, 187, 198, 127, 130

A
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

Note test est de la forme
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

Tout d'abord on doit vérifier la normalité de deux échantillons. Pour cela

on va utiliser le test de normalité de Shapiro&Wilk (Shapiro and Wilk,
1964) a I'aide du logiciel R:

A<-c(120,150,180,200,130,150,170,160,190,100,125,145,
175,200,120,130,135,165,150,180)

B<-c(115,118,135,185,195,170,155,180,191,200, 100,
98,105,135,145,155,118,120,112,130,118,125,135,
155,165, 156,187,198,127,130)

shapiro.test(4)
shapiro.test(B)
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

Apreés |'excusions, voici les résultats obtenus

Shapiro-Wilk normality test
data: A

W = 0.96807, p-value = 0.7138
et

Shapiro-Wilk normality test
data: B

W = 0.93314, p-value=0.05952

Pour les deux cas la p-valeur est supérieure a 0.05, donc on accepte la

normalité des deux échantillons.
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

La région critique de ce test est

W = {(x(l), ...,x(zo);xz(l), ...,X2(30)) c ]Ri0 |

1 1
32 20—1 32 20—1

$2 _30(20 )Clou%§30(o )Cz_
0(30—-1) 55~ 20(30—1)
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

En d'autres termes
1 20 1 30
Wz{(xl(),...,xl( );x2(),...,x2( )) E]Rio|

~2 ~2
%}2 > 0.982 ¢; ou %}2 < 0.982 q} ,
2 2

ou

P (F (19,29) > ¢;) = P (F (19,29) < ) = 0.05/2 = 0.025.
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

En utilisant le logiciel R on écrit:

##### le quantile d’ordre 0.975 de Fisher a (19,29) degfe de
liberté

c1<-qf(0.975,19,29)

##### le quantile d’ordre 0.025 de Fisher a (19,29) degré
deliberté

c2<-qf(0.025,19,29)
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

Apreés I'excusion, on obtient: ¢; = 2.231 et ¢ = 0.416, ainsi la région

critique est
W = {(Xl(l), ...,x1(20);x2(1), ...,X2(30)> € lRio |
52 52
g% > 2.190 ou g% < 0.408}.
2 2
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Test de conformité ou de comparaison des variances (les

moyennes inconnues)

Les valeurs observées des variances des deux échantillons A et B sont,
respectivement, Efobs = 772.187 et Egobs = 036.630. On remarque que le

rapport
2
T ohs  172.187
1005 = 0.81022,
3 b 953.0622

ni > 2.190 ni < 0.408, donc les deux échantillons n'appartiennent pas a la
région de rejet W. Ce qui signifie que |'"hypothése qui prétende que les
dispersions des dépenses hebdomadaires des étudiants de deux Universités
A et B sont égales est en effet vraie.
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La p-valeur (the p-value)

D’aprés le Lemme de Neyman-Pearson, ci-dessus. la statistique de décision

(test) entre deux hypothéses simples, est basée sur le rapport de
vraisemblance

Ly (X1, .., Xp
T=T(X,...X,):= L;EXiX; (ne dépend pas de 0).

Pour un seuil (niveau) « fixé, la région critique est définie par
W ={T > ky}, ot k, est telle que Py (T > k) = a.
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La p-valeur (the p-value)

Etant donné une observation (xi, ..., x,) de I'échantillon (Xi, .., X,), nous
disposons donc d'une valeur observée de T, notée

Tobs =T (Xl, ceny X,,)

Nous allons affaire & une valeur cruciale appelée la p-valeur (en anglais the
p-value) définie par la probabilité

p = PO(T > 7_obs)-

Cette probabilité est fréquemment utilisée comme une régle de décision
pour les tests statistiques implémentés dans les logiciels de
programmations, tels que le R, Matlab, S, SAS,... Les résultats des tests
statistiques sont exprimés en général par le T,ps et la p-valeur.
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La p-valeur (the p-value)

Supposons que
Po (T > Tops) <a=Po (T > k)

se qui implique Tops > k, et par conséquent (xi, ..., x,) € W conduisant a
la rejection de I'hypothése nulle Hy. Le cas contraire conduit évidement a
garder I'hypothese nulle Hy
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La p-valeur (the p-value)

A titre d’application, considérons I'Exemple 1 ci-dessus en prenant
I'échantillon de taille 9 issu d'une loi normale A/ (0, 1) :

—1.64;0.13;0.04;1.29;1.83;0.49; 1.45; —1.08; —0.23.
On veut tester I'hypothése Hp : 1 = 0 contre I'hypothese H; : p =1, au
niveau de signification & = 0.05. La statistique de décision dans cette
exemple est T = X et la région critique

W = {(Xl, e Xn) € R :x > 0.54} }

Le test optimal (le plus puissant) est par conséquent:

" ) 1 six> 054 (13)
X1, .0 Xp) =
! 0 six <054
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La p-valeur (the p-value)

Nous avons

1
Tobs = 9 (—1.64+0.134+0.04 +1.29+1.83 +0.49 + 1.45 — 1.08 — 0.23)
= 0.25.

La p-valeur qui correspond & cet échantillon (observé) est

p=Py (T >025) =P (Z>3(0.25))
=1-P(Z<075)=1-®(0.75) =1—0.77 = 0.23,

Nous avons p = 0.23 > 0.05 = &, ceci nous conduit & ne pas rejeter Hp.
En utilisant la régle du test 6 donnée dans (13) en remarque que
Tops = x = 0.25 < 0.54 donc § = 0, ce qui conduit aussi & garder Hp.
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La p-valeur (the p-value)

Densités de T sous HO et H1

/\

X=N(m1)

0.5

0.0

Tops =0.25
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