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2- Méthode de résolution des EDPs  paraboliques 

Pour un problème unidimensionnel la formulation est donnée par: 

𝝏∅

𝝏𝒕
= 𝜶

𝝏𝟐∅

𝝏𝒙𝟐
 

avec  𝜶 est un coefficient de diffusion 

Les conditions aux limites sont données par: 

∅(𝒙 = 𝟎, 𝒕) = ∅𝑮 

∅(𝒙 = 𝑳, 𝒕) = ∅𝑫 

Avec une condition initiale: 

∅(𝒙, 𝒕 = 𝟎) = 𝒇(𝒙) 

Le problème consiste à déterminer  ∅(𝒙, 𝒕) en point x et à un instant t dans le domaine d'étude 

Pour la résolution de l'équation différentielle précédente, il existe essentiellement trois 

méthodes (schémas): 

1. Méthode explicite 

2. Méthode implicite 

3. Méthode de Crank Nicolson 

 

2-1- Schéma explicite 

L'appellation explicite de la méthode se justifie par le fait que la solution recherchée ∅𝒊 ,𝒋+𝟏 à 

l'instant du temps actuelle (𝒋 + 𝟏)∆𝒕 est explicitement déterminée à partir des solutions 

∅𝒊−𝟏 ,𝒋, ∅𝒊 ,𝒋 ,   ∅𝒊+𝟏 ,𝒋  connues à l'étape du temps précédente  𝒋∆𝒕 

 

- Maillage 

 

𝒎 =
𝑳

∆𝒙
+ 𝟏    Nombre de nœuds suivant la direction x 

𝒏 =
𝑫

∆𝒕
+ 𝟏    Nombre de nœuds suivant la direction t 

𝑫 est la durée du phénomène physique transitoire 

- Discrétisation : 

On utilisé un schéma avant d’ordre un pour la dérivée par rapport au temps et un schéma 

centré d’ordre deux pour la dérivée par rapport à l’espace.  
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𝝏∅

𝝏𝒕
≃

∅𝒊,𝒋+𝟏 − ∅𝒊,𝒋

∆𝒕
 

𝝏𝟐∅

𝝏𝒙𝟐
≃

∅𝒊−𝟏,𝒋 − 𝟐∅𝒊,𝒋 + ∅𝒊+𝟏,𝒋

(∆𝒙)𝟐
 

L'équation différentielle sera approximer comme suit: 

∅𝒊,𝒋+𝟏 − ∅𝒊,𝒋

∆𝒕
= 𝜶

∅𝒊−𝟏,𝒋 − 𝟐∅𝒊,𝒋 + ∅𝒊+𝟏,𝒋

(∆𝒙)𝟐
 

Avec un réarrangement, on obtient: 

∅𝒊,𝒋+𝟏 = 𝒓∅𝒊−𝟏,𝒋 + (𝟏 − 𝟐𝒓)∅𝒊,𝒋 + 𝒓∅𝒊+𝟏,𝒋 

𝒓 =
𝜶∆𝒕

(∆𝒙)𝟐
 

 

Ce schéma est représenté par sous forme  moléculaire suivante. 

 

- Stabilité et convergence de la méthode 

Le schéma explicite est stable et convergent si 

𝒓 ≤ 𝟎. 𝟓 

- Algorithme de la méthode explicite : 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒊 = 𝟏,𝒎 

∅(𝒊, 𝟎) = 𝒇(𝒙)                       𝑪𝒐𝒏𝒅𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒂𝒍𝒆(𝒕 = 𝟎)  

𝑭𝒊𝒏 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒋 = 𝟏, 𝒏 − 𝟏 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒊 = 𝟐,𝒎 − 𝟏 

∅(𝒊, 𝒋 + 𝟏) = 𝒓∅(𝒊 − 𝟏, 𝒋) + (𝟏 − 𝟐𝒓)∅(𝒊, 𝒋) + 𝒓∅(𝒊 + 𝟏, 𝒋)                    

𝑭𝒊𝒏 

𝑭𝒊𝒏 
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Exemple 

Considérons une tige en acier qui est soumise à une température de 100°C à l'extrémité 

gauche et de 25°C à l'extrémité droite. Si la tige à une longueur  L=0.05m, utiliser la 

méthode explicite pour trouver la distribution de la température dans la tige à partir de 

t=0s à t=9s. 

Données:  ∆𝒕 = 𝟑𝒔,   ∆𝒙 = 𝟎. 𝟎𝟏𝒎,   𝜶 = 𝟏. 𝟒𝟏𝟐𝟗. 𝟏𝟎−𝟓 

La température initiale de tige est 20°C 
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2-2- Schéma implicite 

Pour formuler la méthode implicite, on évalue la dérivée seconde  à l'étape j+1 donc: 

∅𝒊,𝒋+𝟏 − ∅𝒊,𝒋

∆𝒕
= 𝜶

∅𝒊−𝟏,𝒋+𝟏 − 𝟐∅𝒊,𝒋+𝟏 + ∅𝒊+𝟏,𝒋+𝟏

(∆𝒙)𝟐
 

On pose   

𝒓 =
𝜶∆𝒕

(∆𝒙)𝟐
 

Avec un réarrangement, on obtient: 

∅𝒊,𝒋 = −𝒓∅𝒊−𝟏,𝒋+𝟏 + (𝟏 + 𝟐𝒓)∅𝒊,𝒋+𝟏 − 𝒓∅𝒊+𝟏,𝒋+𝟏 

à l'étape 𝒋 + 𝟏 les solutions ∅𝒊,𝒋+𝟏 sont inconnues 

à l'étape 𝒋 les solutions ∅𝒊,𝒋 sont connues. 

 

Le  schéma est toujours numériquement stable et convergent, mais plus numérique que le 

schéma explicite, car il nécessite la résolution d’un système d’équations numériques à chaque 

pas du temps  

- Algorithme de la méthode implicite : 
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𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒊 = 𝟏,𝒎 

∅(𝒊, 𝟎) = 𝒇(𝒙)                       𝑪𝒐𝒏𝒅𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒂𝒍𝒆(𝒕 = 𝟎)  

𝑭𝒊𝒏 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒋 = 𝟏, 𝒏 − 𝟏 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒊 = 𝟐,𝒎 − 𝟏 

−𝒓∅(𝒊 − 𝟏, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 + 𝟐𝒓)∅(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓∅(𝒊 + 𝟏, 𝒋 + 𝟏) = ∅(𝒊, 𝒋)      

  (𝑹é𝒔𝒐𝒖𝒅𝒓𝒆 𝒖𝒏 𝒔𝒚𝒔𝒕è𝒎𝒆 à 𝒄𝒉𝒂𝒒𝒖𝒆 𝒑𝒂𝒔 𝒅𝒖 𝒕𝒆𝒎𝒑𝒔 )                 

𝑭𝒊𝒏 

𝑭𝒊𝒏 

Exemple : 

Soit l’exemple précédent : 

L’équation algébrique s’écrit : 

−𝒓𝑻(𝒊 − 𝟏, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 + 𝟐𝒓)𝑻(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝑻(𝒊 + 𝟏, 𝒋 + 𝟏) = 𝑻(𝒊, 𝒋) 

Si le système est composé de six nœuds alors : 

Pour i=2 

−𝒓𝑻(𝟏, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 + 𝟐𝒓)𝑻(𝟐, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝑻(𝟑, 𝒋 + 𝟏) = 𝑻(𝟐, 𝒋) 

Pour i=3 

−𝒓𝑻(𝟐, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 + 𝟐𝒓)𝑻(𝟑, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝑻(𝟒, 𝒋 + 𝟏) = 𝑻(𝟑, 𝒋) 

Pour i=4 

−𝒓𝑻(𝟑, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 + 𝟐𝒓)𝑻(𝟒, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝑻(𝟓, 𝒋 + 𝟏) = 𝑻(𝟒, 𝒋) 

 

Pour i=5 

−𝒓𝑻(𝟒, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 + 𝟐𝒓)𝑻(𝟒, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝑻(𝟔, 𝒋 + 𝟏) = 𝑻(𝟓, 𝒋) 

Avec : 

𝑻(𝟏, 𝒋) = 𝟏𝟎𝟎, 𝑻(𝟔, 𝒋) = 𝟐𝟓      Présentent les conditions aux limites 

Sous forme matricielle : 

[

(𝟏 + 𝟐𝒓)            − 𝒓         𝟎        𝟎
−𝒓             (𝟏 + 𝟐𝒓)         − 𝒓        𝟎
𝟎        − 𝒓         (𝟏 + 𝟐𝒓)      − 𝒓
𝟎            𝟎      − 𝒓             (𝟏 + 𝟐𝒓)

]

[
 
 
 
𝑻(𝟐, 𝒋 + 𝟏)

𝑻(𝟑, 𝒋 + 𝟏)

𝑻(𝟒, 𝒋 + 𝟏)

𝑻(𝟓, 𝒋 + 𝟏)]
 
 
 

=

[
 
 
 
𝑻(𝟐, 𝒋) + 𝒓𝑻(𝟏, 𝒋 + 𝟏)

𝑻(𝟑, 𝒋)

𝑻(𝟒, 𝒋)

𝑻(𝟓, 𝒋) + 𝒓𝑻(𝟔, 𝒋 + 𝟏)]
 
 
 

 

𝑻(𝟏, 𝒋 + 𝟏) = 𝑻(𝟏, 𝒋) = 𝟏𝟎𝟎,   𝑻(𝟔, 𝒋 + 𝟏) = 𝑻(𝟔, 𝒋) = 𝟐𝟓     (Conditions aux limites) 
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Les variables de type 𝑻(𝒊, 𝒋)  représentent la solution numérique à l’itération précédente. La 

solution de ce système donne directement la solution de l’équation. On constate que 

l’adoption de n’importe qu’elle valeur du paramètre 𝒓 aboutit à une solution numérique 

stable. On conclue que le schéma implicite est inconditionnellement stable. 

Pour   𝒓 = 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗 

Température aux nœuds lorsque t=t1=3s  

[

(𝟏 + 𝟐𝒓)           − 𝒓         𝟎        𝟎
−𝒓             (𝟏 + 𝟐𝒓)         − 𝒓        𝟎
𝟎        − 𝒓         (𝟏 + 𝟐𝒓)      − 𝒓
𝟎            𝟎      − 𝒓             (𝟏 + 𝟐𝒓)

] [

𝑻(𝟐, 𝟐)

𝑻(𝟑, 𝟐)

𝑻(𝟒, 𝟐)

𝑻(𝟓, 𝟐)

] = [

𝑻(𝟐, 𝟏) + 𝒓𝑻(𝟏, 𝟐)

𝑻(𝟑, 𝟏)

𝑻(𝟒, 𝟏)

𝑻(𝟓, 𝟏) + 𝒓𝑻(𝟔, 𝟐)

] 

Avec 𝑻(𝟔, 𝟐) = 𝑻(𝟔, 𝟏) = 𝟐𝟓   et   𝑻(𝟏, 𝟐) = 𝑻(𝟏, 𝟏) = 𝟏𝟎𝟎    conditions aux limites 

𝑻(𝟐, 𝟏) = 𝑻(𝟑, 𝟏) = 𝑻(𝟒, 𝟏) = 𝑻(𝟓, 𝟏) = 𝟐𝟎  condition initiale 

[

𝟏. 𝟖𝟒𝟕𝟖             − 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗         𝟎                     𝟎
−𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗                𝟏. 𝟖𝟒𝟕𝟖         − 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗        𝟎

𝟎                       − 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗         𝟏. 𝟖𝟒𝟕𝟖      − 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗
𝟎                     𝟎                   − 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗              𝟏. 𝟖𝟒𝟕𝟖

] [

𝑻(𝟐, 𝟐)

𝑻(𝟑, 𝟐)

𝑻(𝟒, 𝟐)

𝑻(𝟓, 𝟐)

] = [

𝟔𝟐. 𝟑𝟗
𝟐𝟎
𝟐𝟎

𝟑𝟎. 𝟓𝟗𝟕𝟓

] 

[

𝑻(𝟐, 𝟐)

𝑻(𝟑, 𝟐)

𝑻(𝟒, 𝟐)

𝑻(𝟓, 𝟐)

] = [

𝟒𝟏. 𝟒𝟐
𝟐𝟖. 𝟓𝟖
𝟐𝟑. 𝟖𝟕
𝟐𝟑. 𝟑𝟑

] 

Exemple : 

Soit à résoudre le problème 

𝝏𝒚

𝝏𝒕
= 𝟎. 𝟎𝟏

𝝏𝟐𝒚

𝝏𝒙𝟐
                𝟎 < 𝒙 < 𝟏   ,   𝒕 > 𝟎 

𝒚(𝟎, 𝒕) = 𝒚(𝑳, 𝒕) = 𝟎    𝐩𝐨𝐮𝐫 𝒕 ≥ 𝟎 

𝒚(𝒙, 𝟎) = 𝟑𝟎𝟎 

𝒓 =
𝜶∆𝒕

(∆𝒙)𝟐
    avec      𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟏 

 

2-3- Schéma semi implicite (Crank Nicolson) 

Le schéma est une combinaison des méthodes implicite et explicite. On évalue la moyenne 

des dérivées secondes de l’équation parabolique par rapport à x en j et j + 1. 

 On a: 
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∅𝒊,𝒋+𝟏 − ∅𝒊,𝒋

∆𝒕
=

𝜶

𝟐
(
∅𝒊−𝟏,𝒋+𝟏 − 𝟐∅𝒊,𝒋+𝟏 + ∅𝒊+𝟏,𝒋+𝟏

(∆𝒙)𝟐
+

∅𝒊−𝟏,𝒋 − 𝟐∅𝒊,𝒋 + ∅𝒊+𝟏,𝒋

(∆𝒙)𝟐
) 

Donc: 

𝒓∅𝒊−𝟏,𝒋+𝟏 − 𝟐(𝟏 + 𝒓)∅𝒊,𝒋+𝟏 + 𝒓∅𝒊+𝟏,𝒋+𝟏 = − 𝒓∅𝒊−𝟏,𝒋 − 𝟐(𝟏 − 𝒓)∅𝒊,𝒋 − 𝒓∅𝒊+𝟏,𝒋 

 

On peut réarranger sous forme matricielle : 

𝑨∅𝒋+𝟏 = 𝑩∅𝒋 

𝑨  et  𝑩  sont des matrices tridiagonales 

La méthode implicite et la méthode de Crank Nicolson sont toujours stables et convergentes 

quelques soit  r 

 

- Algorithme de la méthode de Crank Nicolson : 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒊 = 𝟏,𝒎 

∅(𝒊, 𝟎) = 𝒇(𝒙)                       𝑪𝒐𝒏𝒅𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒂𝒍𝒆(𝒕 = 𝟎)  

𝑭𝒊𝒏 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒋 = 𝟏, 𝒏 − 𝟏 

𝑷𝒐𝒖𝒓 𝒊 = 𝟐,𝒎 − 𝟏 

𝒓∅(𝒊 − 𝟏, 𝒋 + 𝟏) − 𝟐(𝟏 + 𝒓)∅(𝒊, 𝒋 + 𝟏) + 𝒓∅(𝒊 + 𝟏, 𝒋 + 𝟏)

= −𝒓∅(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐(𝟏 − 𝒓)∅(𝒊, 𝒋) − 𝒓∅(𝒊 + 𝟏, 𝒋)     

  (𝑹é𝒔𝒐𝒖𝒅𝒓𝒆 𝒖𝒏 𝒔𝒚𝒔𝒕è𝒎𝒆 à 𝒄𝒉𝒂𝒒𝒖𝒆 𝒑𝒂𝒔 𝒅𝒖 𝒕𝒆𝒎𝒑𝒔 )                 

𝑭𝒊𝒏 

𝑭𝒊𝒏 

Exemple : 

Considérons l’exemple étudié par la méthode explicite : 

Une tige en acier  est soumise à une température de 100°C à l'extrémité gauche et de 

25°C à l'extrémité droite. Si la tige à une longueur  L=0.05m, utiliser la méthode explicite 

pour trouver la distribution de la température dans la tige à partir de t=0s à t=9s. 

Données:  ∆𝒕 = 𝟑𝒔,   ∆𝒙 = 𝟎. 𝟎𝟏𝒎,   𝜶 = 𝟏. 𝟒𝟏𝟐𝟗. 𝟏𝟎−𝟓 
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𝒓𝑻(𝒊 − 𝟏, 𝒋 + 𝟏) − 𝟐(𝟏 + 𝒓)𝑻(𝒊, 𝒋 + 𝟏) + 𝒓𝑻(𝒊 + 𝟏, 𝒋 + 𝟏)

= −𝒓𝑻(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐(𝟏 − 𝒓)𝑻(𝒊, 𝒋) − 𝒓𝑻(𝒊 + 𝟏, 𝒋)     

Avec :  

𝒓 =
𝜶∆𝒕

(∆𝒙)𝟐
= 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗 

L’équation devient : 

𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗𝑻(𝒊 − 𝟏, 𝒋 + 𝟏) − 𝟐. 𝟖𝟒𝟕𝟕𝑻(𝒊, 𝒋 + 𝟏) + 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗𝑻(𝒊 + 𝟏, 𝒋 + 𝟏)

= −𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗𝑻(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟏. 𝟏𝟓𝟐𝟑𝑻(𝒊, 𝒋) − 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟗𝑻(𝒊 + 𝟏, 𝒋)     

Température aux nœuds lorsque t=t1=3s,  T(i,2) 
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A t=9s les résultats, pour différentes méthodes sont résumés dans le tableau suivant 

 

  


