CHAPITRE 2
Méthodes analytiques

1. Equations différentielles linéaire:

une équation différentielle est linéaire si la variable dépendante U et ses dérivées partielles
apparaissent separément et au mois a la premiere puissance et n'apparaissent dans aucune des
fonctions.

Exemple:

Eq. diff. du premier ordre linéaire

du N ou 0
ax dy
Eq. diff. du premier ordre non linéaire

ou Jdu . _
Ix + 3y + sinifu) = 0
Eq. diff. du second ordre non linéaire
ou 9*u
ax + ua—yZ =0
2. Principe de superposition:
Si uq et u, satisfont une EDP linéaire et homogene, alors une combinaison linéaire arbitraire

au, + fu, avec a et B € R satisfait également la méme équation.

3. Méethode de séparation des variables:
La méthode de séparation des variables est largement utilisée pour résoudre des équations
différentielles partielles vérifiant certaines conditions initiales et certaines conditions aux
limites.
3-1- Applications:
3-1-1 Equation de la chaleur
Considérons un fil ou une fine tige métallique de longueur L. Soit x la position le long du fil et
soit t le temps. soit u(x, t) la température au point x et au temps t.
L'équation régissant cette configuration s'écrit:

ou  d*u .

a = kﬁ ouk >0 (1)
Les extrémités du fil sont maintenues a la température T=0. Alors les conditions aux limites
sont:

u(0,t) =0, u(L,t)=0 (conditions de diriclet) (2)
On a également besoin d'une condition initiale
Autemps t=0 u(x,0) = f(x) 3)

Application de la méthode des séparation des variables:

la méthode des séparation des variables consiste a essayer de trouver des solutions qui des
produits de fonctions a une variable.

on essaie de trouver les solutions de la forme:



u(x, t) = X(x).T(t) (€))

Par différentiation de (4) par rapport a t

du .
E =T (t)X(X)

et deux fois par rapport a x

2

9 ,
a—;; - X' (OT®)

et par substitution dans (1), on obtient:
T (O)X(x) = kX (x)T(t) O<x<L t>0
On peut écrire:

T'(t) kX” (x)
Tt) =~ X(x)

(5)

Cette doit étre valable pour tout x et pour tout t mais le coté gauche ne dépend pas de x et le
coté droite ne dépend pas de t. Par conséquent chaque coté doit étre une constante. Appelons
cette constante (—A4) .

On obtient:

T X (x)

kKT(t)  X(x) —4

ou

X' +1X=0 (6)

T +AkT =0 (7)
On cherche une solution non triviale et on peut supposer que T(t) #= 0 alors

{u(O, )=X0).T®)=0 _ X0)=X(L)=0

u(L,t) =X(L).T(t) =0
On cherche maintenant a résoudre le systéeme d'équations différentielles ordinaires suivant:
{ X' +2X=0

X(0) =0, X(L) =0 (8)
On distingue trois cas:



Casl: A=—pu?<0 alors:
X(x) = ae™ ™ + Bet*

a et B sont des réels.
Les conditions aux limites donnent
a+p=0
{ae_"L + et =0
a=—p
ae M = gett
si a # 0, on obtient e?*L =1
ceci n'est pas possible car w#0 etL # 0
Par conséquent
a==0 alors X=0 et u(x,t)=0

Cas2: A=0 alors:
X(x) =a+ Bx
Les conditions aux limites donnent
{ a=0
BL=0
avec L#0
Alors a==0
danscecas X=0 et u(x,t)=0 tout 0<x<L t=>0

Cas3: A=pu?>0 alors:
X(x) = acosifux) + Bsini{ux)

Les conditions aux limites donnent
{ a=20

Bsini{ul) =0
pour éviter la solution X =0 , on suppose 8 # 0
Alors:
. nm 2
sin(uL) =0 = uL=nm et A:(T) neN
Enfin:

.
X, (x) = ﬁn51n=_fQT x)

Il reste maintenant a résoudre I'équation (7)
c'est I'une des équations fondamentale et la solution est une exponentielle. elle est donnée par:

nm 2
T, =8,e (0t newn
Alors:

NI (mamy?
u(x,t) = Ensini_f@Tx)e K(T) ¢

On utilise le principe de superposition pour écrire



N LN _p(mm)?
u(x,t) = 2 Ensinif@Tx)e k() ¢
n=1
u(x,0) = Y1 Eysin (nL—"x) = f(x) condition initiale.

3-1-2 Equation de Laplace

Soit le domaine Q, I'équation de Laplace par rapport a la dépendante u s'écrit

%u 0*u

A =4 —=
U= 9xz T axz

(9)
Pour:
0<x<L et 0<y<K
Les conditions aux limites
u(0,y) =u(L,y) =0 pour0<y<K
u(x,0) =¢px) etu(lx,K) =¢P(x) pour0<x<1L (10)
Ou ¢ ,¥: [0, L] - R sont des fonctions données. Dans ce cas les conditions de compatibilités
sont:
9(0) = (L) =y(0)=9(L) =0
- Séparation des variables:
La méthode repose sur la séparation des variables x et y . Nous supposons une solution u de la
forme:
u(x,y) = X(x).Y(y) (11)
en injectant (11) dans (9), nous obtenons I'égalité suivante:

X (0.Y®) =-Y (3.X®)
et donc il y a une constante A telle que
X —2X(x) =Y () +2¥(y) =0

On cherche une solution non triviale et on peut supposer que Y(y) # 0 alors

{u(O,y) =X(0).Y(y)=0 =X(0)=X(L)=0

u(L,y) = X(L).Y(y) =0

On cherche la solution du probléme aux limites
{X”—szo pour 0 < x < L
X0)=0, X(L)=0

—A=p%*>0 alors:
X(x) = acosi{ux) + Bsinifux)

Les conditions aux limites donnent
a=20
{ﬁsini?@uL) =0
pour éviter la solution X = 0 , on suppose B # 0



Alors:
. )\ 2
sin(uLl) =0 = uL=nm et Az—(T) neN
Enfin:
.

X,(x) = anm=.5¢T x)

La solution générale de:
Y () +4¥(y) =0

nm

Pour A = — (T)Z est:

nn _nn
Y(y) =PeL” +Qe T’
avec P et Q sont des constantes arbitraires
Les solutions de (9) ayant la forme:

nm nn _nm
u,(x,y) = sinTx(Pe LY+ Qe I y)
avec le principe de superposition pour écrire

m
nm

nn _nm
u(x,y) = Z (Pne L + Qe Ly) sin—x
n=1 L
On essaie de choisir m, P, Q,, afin de satisfaire les conditions (10) qui deviennent

¢(x) =u(x,0) = E(Pn + Qn)sinnL—nx
n=1

et

nm

m
nm nm
Y(x) =ulx,K) = z (PneTK + Qne_TK) sinTx
n=1
On peut écrire:

[oe]

nm
ox) = Z ansinTx
n=1
et

P = ) Busin—x
n=1

Ou tous, sauf un nombre fini, les coefficient a,, et B,, sont nuls.:

y nm
a, = Zf (p(x)smedx =P,+Q,
0



2 (L nm nm, _nm,
Bn. = Zf tp(x)sinTxdx =P,el” +Q.e L
0

La solution de ce systeme est

—nm nm
K

— K
Pn—ane L apel " —f

P, = ”—"_”K et Q, = n—EKn
2sinhe L 2sinhe L

En ce cas la solution est:

© —nm nm

Ll e LY e
—a,.e L nm a.e L — _nm nm
u(x,y)=z Br r LV 4T m,ﬁ"e r” sin——x
n=1 2sinhe L ¥ 2sinhe L
© . N
sme . nrm . nrm
= ) — | Bnsinh -V~ a,sinh I (y—K)
n—12sinhe L

avec

[ee]

nm
ox) = Z ansinTx

n=1
et

P(x) = Z ﬁnsinnL—nx
n=1

3-1-3 Equation d'onde
soit a trouver la solution de I'équation:

%u o, 9%u 12
az ¢ ox2 (12)
satisfaisant aux conditions aux limites:
u(0,t) =0,
u(L,t) =0,
u(x,0) = f(x),
du _
at =0 - (p(x)’

Nous cherchons une solution non identiquement nulle de I'équation (12) satisfaisant les
conditions aux limites précédentes sous forme de produit de deux fonctions X(x) et T(t)
dont la premiére ne dépend que de x et la deuxiéme ne dépend que de t

u(x,t) = X(x)T(t)
effectuant une substitution dans (12) et avec un réarrangement on obtient:

" "

T _ X
a’T X
Nous obtenons de ces égalités deux équations:

X +2X=0



T  +a*AT =0
Les solutions générales de ces équations sont:

X(x) = Acos(ux) + Bsin(ux)
T(t) = Ccos(aut) + Dsin(aut)
avec
p=va
et
A, B, C et D sont des constantes arbitraires
alors

u(x, t) = (Acos(x/ﬁx) + Bsin(x/ﬁx)) (Ccos(a\/it) + Dsin(aﬁt))

Choisissant maintenant les constantes A et B de sorte que soient vérifiées les conditions aux
limites. Nous obtenons

X(0)=4=0
X(L) = Bsin(¥Ax) = 0
pour B = 0
sin(vAx) = 0
d'ou
nm
vVi=

Nous obtenons ainsi:

X(x) = Bsin (Z—nx)

Connaissons ¥4 , nous pouvons écrire:

T(t) = Ccos(anT”t)+Dsin(anL—”t) n=1,23,....)
Alors
u,(x,t) = sin (nL_n x) (Cncos (anL_n t) + D, sin (anL_n t))
avec
u(x,t) = Z u,(x,t)
- n=1
= ; sin (nTn x) <Cncos (anL—” t) + D,,sin (anL_n t))
Pour t=0
f(x) = Z C,sin (nL—ﬂx)
n=1
et

2 (L . nm
Cn=zf0 f(x)smedx



ox) = ZD sm nLnx)

amt 2 nm
D,— f (p(x)sm —xdx

finalement

D = 2 f’“ ()_nnd
n—amtoq)xsmLxx



