1- Partie sphérigue et déviatorigue des contraintes

L’analyse du tenseur des contraintes nous permet de distinguer des états de contraintes
indépendants qui peuvent jouer un role tres important dans les relations contraintes-
déformations dans les domaines plastique et élastique. La partie déviatrice du tenseur
des contraintes est donnée par ;

Dij = 0ij — 0y 6ij 31

Avec, o, = g(a11 + 0y,+033) = éll ; Contrainte moyenne ou octahédrale. 32

D1 Di; Dy3 011 — Onm 012 013
Dij = D21 Dzz D23 = [ 021 O22 — Oy 033 ] 33
D3y D3, Dss 031 033 033 — Oy

La somme des composantes diagonales du tenseur déviatorique est nulle.
Dy = Dy; + Dyp+D33 = (011 — 0p) + (023 — 0y) + (033 — 0) = 0. 34

L’équation (34) est une condition nécessaire et suffisante pour que 1’état des
contraintes soit un cisaillement pur. Donc un tenseur de contrainte déviatorique est un
état de cisaillement pur. Le tenseur déviateur des contraintes a les mémes propriétés
qu’un tenseur des contraintes ordinaire. A partir de I’équation (31) on peut écrire ;

Uij =DU+ Om 61] 35

Qui signifie que chaque €tat de contrainte se compose d’un €tat déviatorique D;; €t un
état de tension sphérique représentée par a,, dij.

On peut toujours obtenir les contraintes principales du tenseur déviateur par une
simple soustraction de la contrainte moyenne o, ;

D, 01 Om
D3 0-3 O-m

Les contraintes principales du tenseur déviateur peuvent étre déterminées de la méme
facon que les contraintes principales d’un tenseur de contraintes ordinaire c-a-d ;

| Dij — D&ij |I=0 37
Qui signifie ;
D3 —J,D% +J,D —J; = 0. 38
Avec ;
Ji=D;y=Dy34+Dyy+ D33 =D, +D, + D3 =0 39
1 D,, D D;; D D;;, D
Jo=5 @0 = =57 2l =1 bl = 1o b

1
J2 = 5 (D + D7 + D3)



1
]2 = 6 [(Gx - Gy)z + (O_y — 0y )2 + (O_z - ax)z] +Ta%y + T3212+T22x 40
Js =3 (DijDjkDki) = 5 (D} + D} + D3) = D, D, D; 41
Ou J;, J, et J5 sont appelés les invariants du tenseur déviateur, ils sont inaffectés par la
rotation des axes de coordonnées. Ces invariants seront utiles pour 1’étude ultérieure
des criteres de rupture dans les matériaux isotropiques.

2- Les contraintes octahédrales

Un plan octahédral de contrainte est un plan de normal faisant angles égaux avec chaque
axe principal de contrainte. Supposons que x;, x,et x5 sont les axes principaux, les
normales n; a un plan octahédral a la forme ;

1

F111] 42

n; = [nnyng] =
La contrainte normale o, sur un plan octahédral est donné par Cauchy sous la forme ;
Ot = Oy, = Olijninj = oyn? + o,n3 + oyn’ 43

1
Toct™= [o1 + 0, + 03]= 0p, 44
Et les contraintes de cisaillement sur un plan octahédral sont données par ;

— 2 2 2 2
Toct = (01 nl) +(02 nz) + (03 n3) “Yoct

1 1
25(012+022+03?)— ;(01+02+03)2

20 = 5[(01 = 02)? + (02 — 03)? + (03 — 01)7] 45

En utilisant (40) on peut écrire Toer =( 212)1/2 46

3- Les contraintes de cisaillement principales

Le cisaillement maximum est, d’aprées le cercle de M’hor, un demi de la plus grande
valeur de la différence entre deux contraintes principales quelconques. Il se passe sur un
plan de normale faisant angles de 45° par rapport aux axes principaux de contraintes.

1 1 1
T, = 5[01 — 03], 1, = 5[02 — 03],13 = 5[03 — 0q]. 47

Tmax = Max|[tq, Ty, T3 |- 48



7-Les équations d’équilibre du solide

Soit Fx, Fy et Fz les forces par unité de volume appliquées au point de coordonnées

(X,y,2) du solide et soient vyi les accélérations du point de coordonnées (x,y,z) et p la

masse volumique du matériau, alors pour établir I’équilibre en translation ; dessin

d
0oy ,Y + 7, 2) = 0y by.2)1 5 dy

\ _gxz(x:yvz)

—»

_ny(x! Y, Z)

gxz{xJ vz + dz) = sz(x,‘/l)*% dz

-la projection sur x de la somme des forces appliquées au parallélépipéde rectangle
infiniment petit de cotés dx, dy et dz, est nulle, soit, apres simplification ;

—oxx(x,y,z)dydz + oxx(x + dx,y,z)dydz
—oxy(x,y,z)dxdz + oxy(x,y + dy,z)dxdz

—oxz(x,y,z)dxdy + oxz(x,y,z + dz)dxdy + Fx dxdydz =

doxx | doxy , Ooxz _
6x+6y+6z+Fx_pYX 49
ou oxx(x +dx,y,z) = oxx(x,y,2z) + a;;cx dx.

De méme pour les deux autres directions ;

doyx doyy doyz _
dx + dy + 9z + Fy =pvy

Uxx(x + dx: Y, Z) = Gxx(X,V.Z)*a—

Txx
dx

dx



dozx dozy dozz
Fz = pyz
ax + dy + 0z + Py

La deuxiéme partie de 1’équation (5) s’applique dans ce cas, c'est-a-dire que,
olij = oji.

Dans le cas statique les accélérations sont nulles et les équations d’équilibres deviennent
homogeénes.

doxx dox doxz
4 doxy

+ + Fx=20

dx ady 0z
doyx doyy doyz
Fv =
9% + oy + Py + Fy=0 50

dozx doz dozz
+22 4224 Fz=0
dx ady 0z

En forme tensorielle les trois équations d’équilibre s’écrivent de la manicre suivante ;
oi,j+ fi = pyj pyj  ladensité et I’accélération dans le cas dynamique général

oi,j+fi=0 dans le cas statique

Maintenant on voit que nous avons trois (03) équations a six (06) inconnues qui sont les
composantes de contraintes qu’il faut déterminer a chaque point du solide pour que 1’état
des contraintes soit entierement connu. Pour résoudre ce probléme on doit chercher un
autre systéme d’équations qui va nous servir comme outil de solution et qui sera le
systeme d’équations cinématiques.



