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EMD 1

Exercice 1 ./6pts

Notons que la loi d’Erlang, notée Ey()), d’ordre k (k € N*) et de parametre A est la loi de la somme de
k variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi exponentielle de parametre \.

1. Proposé un algorithme de génération d'un échantillon de taille k& d’une loi Exponentielle de
parametre A (donner les détails de construction de ’algorithme).(1.5pts)

2. Ecrire un algorithme de génération d’un échantillon de taille n d'une loi d’Erlang d’ordre £k de
parametre A. (1.5pts).

3. En utilisant 'approche Monté Carlo, proposé un algorithme qui nous permet d’estimer la moyenne
et la variance d’une variable aléatoire issue d’une loi d’Erlang d’ordre k et de parametres \.(3pts)

Exercice 2 (./8pts)
1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne y et de variance o2.

Question : Proposé un algorithme de simulation qui nous permettra d’estimer la probabilité
Pla < X <). (4pts)

2. Soient les deux fonctions f et g définies par
f(x) = sin(x) et g(z) = cos(x).

Question : proposer un simulateur qui nous permet d’estimer la surface délimitée par les fonctions
f et g et les deux axes vertical x = 0 et x = 7.(4pts)

Exercice 3 (./6pts)

Soit la densité conjointe
ze ™ siy>0et0<ax<1;
0, sinon.

fxy) = {
et la paire (X,Y’) de variables aléatoires suivant cette loi.
1. Quelle est la loi de X 7 (2.5pts)
2. Quelle est la loi de Y sachant X = x 7 (2pts)

3. Proposer un algorithme de simulation d’un n-échantillon de (X,Y’). (1.5pts)
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Corrigé de 'EMD 1

Solution de ’Exercice 1

1. Pour générer un k-échantillon d’une loi exponentielle on peut utiliser la méthode d’inversion.

Pour une loi Exponentielle on sait que sa fonction de répartition est donnée par F(z) = 1 — e,

de plus F(z) est une variable aléatoire uniforme sur 'intervalle [0, 1] alors

Ainsi, on aura l’algorithme suivant :

function [X]=GenereExpo(k, \)
for i=1:k

u=random("unif’,0,1);

X(i) =5 In(1 — )

end
end

2. Pour générer un n-échantillon d’une loi d’Erlang, on peut utiliser le programme de la premiere
question c’est-a-dire in utilise la méthode de convolution. Ainsi, I’algorithme sera comme suit:

function [X]=GenereErlang(k, A\, n)
for i=1:n
y=GenereExpo(k, \);

X(i) = sum(y);

end

3. L’algorithme de génération d’un n-échantillon d’une loi Ej()), sera de la forme suivante :
function [M,V]=ErlangMoyVar(k, A\, n, mc)

for i=1:mc

X=GenereErlang(k, A\, n);



m(i) = mean(z);
v(i) = var(x);
end
M=mean(m);
V=mean(v);

Solution de I’Exercice 2

1. Par définition la probabilité
b
Pla< X <b) = / f(x)dz,

donc on a affaire au calcul d'une intégrale.

On a ) ,
_(z—p)
f(x) = e 202 s
2ro
de plus Vz € R on a
1
0< f(x) <
2ro

alors I'algorithme sera comme suit:

function [P]=Probability (u,o,n)
nbr=0;

for i=1:n

x; = random('unif’ a,b);

y; = random('unif’, 0, —=);

'\ 2mo
. _(wi=m)?
lf Yi S 271'0'6 20°
nbr=nbr+1;
end
_ 1 .
P = (nbr/n)* (b—a)* o=:;
end

2. Soit s la surface recherchée. Par définition la surface en question est définie par I'intégrale suivante

Jus

5= /0 isin(z) — cos(x)|da.

Sachant que dans I'intervalle [0, 7] on a

—N—
o O
VANIVAN

sin(z) < 1 N 0 < sin(z) < 1
cos(z) < 1 -1 < —cos(z) < 0

— —1 <sin(z) —cos(z) <1
—> |sin(x) — cos(z)| < 1



Ainsi, I'algorithme sera comme suit :
function [s|=Surface(n)
nbr = 0;

for i=1:n

x; = random("unif’, 0, 7/2);
y; = random("unif’,0,1);
if y; < |sin(x;) — cos(z;)|
nbr = nbr + 1;
end
s = (nbr/n) * (1/2);

end
Solution de I’Exercice 3
1. Trouvons d’abord la densité marginale de X. Par définition, elle est égale a
+00 +00

fa)= [ sty = [ aemay = o) =1

—00 —0o0

Trouvons maintenant la fonction de répartition de la variable aléatoire X. Dans ce cas in distingue
trois cas, a savoir :

Cas z < 0:

F(x):/;f(t)dt:/;()dt:().

F(a;)—/_;f(x,t)dt—/_;OdtJr/OIldt—x.

Y 0 1 x
F(y) = / flx, t)dt = / Odt —|—/ 1dt —I—/ 0dt = 1.
oo oo 0 1

D’apres ces résultats il est clair que la distribution de la variable aléatoire de X est une loi uniforme
sur U'intervalle [0, 1].

Cas 0 <z <1:

Cas z > 1:

2. Afin d’obtenir la loi conditionnelle de Y sachant X = 1, déterminant sa fonction de répartition
pour un z fixe. Par définition on a

o= [

, ainsi on distingue deux cas:

f@t) Y e
70 dt_/oof( Jt)dt

Cas y < 0:

FX(y):/Zof(x,t)dt:/:Odt:O.



Cas y > 0:
Y 0 y
Ex) = [ s nde= [ oars [t =1 o
—o0 —0o0 0
D’apres la forme de F'(y) il est clair que la loi de Y n’est rien d’autre qu’une loi Exponentielle de

parametre x.

. L’analyse du probleme nous permet de conclure que I’algorithme de simulation qui nous permettra
de générer un échantillon de taille n du couple (X,Y’) aura la forme suivante :

function [X,Y]=CoupleXY(n)

for i=1:n

X (i) = random('unif’,0,1);
Y (i) = random(exp’, X (7));

end



