
 الجمهورية الجزائرية الديموقراطية الشعبية

 وزارة التعليم العالي و البحث العلمي

 –بسكرة  –جامعة محمد خيضر 

 كلية العلوم الاقتصادية و التجارية  وعلوم التسيير 

 

 قســـم العلـــوم التجـــارية

 

 

و أعمـــال موجهـــــةدروس   

اتــرياضي اســـــقيم  

 لطلبة السنة الأولى 

 السداسي الثاني 

 

 

 من إعداد الأستاذة : 

 د. سـلطــان لويـزة 

 

2021-2020السنة الجامعية :   

 

 



 

 

 لفــهـــــــرسا

 

 3 .............................................................. بـــــنية الفضــــــــــــاء الشعـــــاعيالفصــــــل الأول:  

 14 ........................................................................................................ 1ة ـــــــسلسل

 21 ........................................................................ الفصــــــل الثــــاني: التطبيقــــات الخطيــــة

 32 ........................................................................................................ 2ة ـــــــسلسل

 43 .................................................... مفـــاهيم عامـــة حــــول المصــــــفوفاتالفصــــــل الثالــث:  

 45 ......................................................................... العمليــــات الأساسية على المصفــــوفات

 49 ................................................................................................ رتبـــة المصفـــوفات

 56 ................................................................................................ حســــاب المقلــــوب

 58 ........................................................................................................ 3ة ـــــــسلسل

 64 ........................................................... الفصــــــل الرابع:  حــل جملـــــة معــــــادلات خطيـــــة

 69 ........................................................................................................ 4ة ـــــــسلسل

 75 .............................................. الفصــــــل الخامس:  القيــــــم الـذاتيــــــة و الأشعـــة الذاتيـــــــــة

 78 ........................................................................................................ 5ة ـــــــسلسل

 81 ..............................................................................................................المـــــراجع

 

 

 

 

  



  دروس و أعمال موجهة
 

 د. سلطــــان لــــويزة 3
 

 اء الشعـــــاعيــــــــــــضفبـــــنية ال ول: الأل ــــــالفص

 : تذكيــــــــر

 تـــــــعريف:

 

 

 

 

 

 مثـــــــال :

 .ℕخيلة في  اعملية د (+)

 .ℕفي داخلية ليست عملية   (−)

 .      𝑷(𝐄) ة فييخلاالاتحاد و التقاطع عمليات د

𝑷(𝐄)   جموعة أجزاءم𝐄 

 تـــــــعريف:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مجموعة غير خالية، Eلتكن 

𝐄) أو قانون تركيب داخلي ( كل تطبيق  Eعلى  ةليخاعملية د (∗)نسمي  ×  𝐄 نحوE . 

 .𝐄هو عنصر وحيد من 𝐄تركيب كل عنصرين من المجموعة  أنعلى  يعبر

,𝒙)∀أي :                  𝒚) ∈ 𝑬 ∶                𝒙 ∗ 𝒚 ∈ 𝑬 

 . +مجموعة غير خالية مزودة بعملية داخلية نرمز لها بـ 𝐄لتكن 

 زمــرة إذا تحققت الشروط الثلاثة التالية  : ( +,𝐄)نقول إن 

,𝒙∀تجميعية (+)العملية  .1 𝒚, 𝒛 ∈ 𝑬 ∶   𝒙 + (𝒚 + 𝒛 ) = (𝔁 +  𝒚 ) + 𝒛 

 بحيث :  (𝟎𝐄 أو𝟎)عنصر حيادي يرمز له بـ 𝐄يوجد في  .2

∀𝒙 ∈ 𝑬 ∶ 𝒙 + 𝟎𝐄 = 𝟎𝐄 +  𝒙 = 𝒙  

𝒙كل عنصر  .3 ∈ 𝑬  يقبل نظيرا𝐲  بحيث +بالنسبة لـ: 

∀𝒙 ∈ 𝑬 , ∃𝒚 ∈ 𝑬 ∶  𝒙 + 𝒚 = 𝒚 + 𝒙 =  𝟎𝐄𝟎أين𝐄  هو العنصر حيادي

 . +للعملية 



 ملاحظــــة : 

,𝒙∀تبديلية أي   +إذا كانت العملية   .1 𝒚 ∈ 𝑬 ∶  𝒙 + 𝒚 = 𝒚 + 𝒙   

 إنها زمرة تبديلية . (+,E)فإننا نقول           

 العنصر الحيادي إذا وجد فهو وحيد وهو نظير نفسه.  .2

 :  أمثلـــــــــة

 (ℕ,  -)  (  ليست عملية داخلية.-ليست زمرة لان ) 

 (ℕ, + )  ليس نظيرا في  1ليست زمرة لأنه مثلاℕ . 

  كل من(ℕ, + ) , (ℚ , + ) , (ℝ, + ) .زمرة تبديلية 

 ـف:ـــــــعــريت

 

 

 بـــــنية الفضاء الشعـــــاعي

 تـــــــعريف :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظــــة: 

  عناصرE تسمى أشعة و عناصر  ℝ . سلميات 

يرمز  ℝوبعملية خارجية بتمثيل في  +ية داخلية نرمز لها بـ بعملمجموعة غير خالية مزودة  Eلتكن 

 ـــ ف ، ش ( اذا تحقق مايلي :ℝ) ℝعلى  )ف ش( فضاء شعاعي ( . , + , E )لها بـ

1. ( E , + ) . زمرة تبديلية 

 . تحقق الخواص التالية :  العملية .2

 ∀(𝜶, 𝜷) ∈ ℝ𝟐 , ∀𝒙 ∈ 𝑬: 𝜶 . (𝜷 . 𝒙) = (𝜶𝜷). 𝒙 

 ∀𝔁 ∈ 𝐄:       𝟏 . 𝔁 =  𝔁 

 ∀(𝜶, 𝜷) ∈ ℝ𝟐 , ∀𝒙 ∈ 𝑬:   (𝜶 + 𝜷) ∙ 𝔁 = 𝜶 ∙ 𝔁 + 𝜷 ∙ 𝔁 

 ∙جمع الأعداد الحقيقية توزيعي بالنسبة لـ 

 ∀𝛌 ∈ ℝ , ∀( 𝒙, 𝒚 ) ∈ 𝑬𝟐: 𝝀 ∙ (𝒙 + 𝒚) = (𝝀 ∙ 𝒙) + (𝝀 ∙ 𝒚) 

 ∙توزيعي بالنسبة لـ     Eجمع عناصر من  

𝐄مجموعة حيث   Eلتكن ≠ ∅ ، 

ℝكل تطبيق من  ℝبتمثيل في 𝐄سمي عملية خارجية على ن  × E   نحو𝐄 . 
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  العنصر الحيادي𝑶𝐄 .يسمى الشعاع المعدوم 

 ن يكون خالي.أيشمل على الأقل الشعاع المعدوم و منه من غير الممكن  كل ف ش 

 قضيـــــة:

∀𝛌 ∈ ℝ , ∀𝒙 ∈ 𝑬: 

𝛌 ∙ 𝒙 =  𝑶𝐄 ⇔ 𝛌 = 𝐎ℝ 𝐕𝒙 = 𝑶𝐄 

(−𝛌 ) ∙ 𝒙 = 𝝀 ∙ (−𝒙) = −(𝝀  ∙ 𝒙 )  

 ملاحظــــة:   

𝛌 ∙ 𝑶𝐄 = 𝑶𝐄 

𝐎ℝ ∙  𝛘 = 𝑶𝐄 

 مثــــــال:

.)و  (+) ف .ش  من اجل العمليات ℝ–هو   ℝ𝒏تحقق ان نل  المعرفة كما يلي :   (

{
(𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 ,… ,𝒙𝒏)+ (𝒚𝟏, 𝒚𝟐,… ,𝒚𝒏)= (𝒙𝟏+𝒚𝟏, 𝒙𝟐+𝒚𝟐,… . , 𝒙𝒏+𝒚𝒏)

𝛌 ∙  (𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 ,… ,𝒙𝒏)= (𝛌 ∙ 𝒙𝟏 , 𝛌 ∙ 𝒙𝟐 ,…𝛌 ∙ 𝒙𝒏 ),              𝛌 ∈ ℝ
 

 من الواضح إن:

 ، تجميعية و تبديلية .   ℝ𝒏عملية داخلية على  + .1

𝑶ℝ𝐧 = (𝟎, 𝟎, … ,  . +هو العنصر الحيادي بالنسبة لـ   (𝟎

𝒙اذا كان  = (𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 ,… ,𝒙𝒏)  فان𝒙′ = (−𝒙𝟏 , −𝒙𝟐 ,… ,−𝒙𝒏)  هو نظير𝛘   ويرمز له بــ−𝒙 

 من جهة اخرى : 

 ( هي عملية خارجية تحقق : ·) .2

(𝛂 + 𝛃) · 𝔁 = 𝛂 · 𝔁 + 𝛃 · 𝔁, 𝛂 ·  (𝛃 ·  𝔁) = (𝛂𝛃) · 𝔁, 

𝟏 · 𝔁 = 𝔁و𝛌 ·  (𝔁 +  𝐲) = (𝛌 · 𝔁) + (𝛌 ·  𝐲) 

 سوف نتعامل كثيرا مع المجموعات التالية :

ℝ𝟐  هي مجموعة الثنائيات(𝔁, 𝐲)بحيث𝔁, 𝐲 ∈ ℝ 

ℝ𝟑  هي مجموعة الثلاثيات(𝔁, 𝐲, 𝐳)  بحيث𝔁, 𝐲, 𝐳 ∈ ℝ 



 الفضـــاء الشعـــاعي الجـــزئي )ف ش ج(:

 تـــــــعريف:

 

 

 

 

 ملاحــــظات: 

1. F   ف ش ج لـE    : اذن𝑶𝑬 ∈ 𝑭 

𝔁غير خالي إذن يوجد   Fبما  ∈ 𝑭   ومنه𝑶ℝ ∙ 𝔁 ∈ 𝑭    اي𝑶𝐄 ∈ 𝐅. 

𝟎𝑬غير خالي نتحقق من إن  Fعمليا لإثبات إن  .2 ∈ 𝑭 

 : مثــــال

𝑭المعرفة  بـ :    ℝ𝟑من   Fلمجموعة الجزئية ا - = {(𝔁, 𝒚, 𝟏): 𝔁, 𝒚 ∈ ℝ} 

𝑶ℝ𝟑:ف ش ج لان تليس = (𝟎, 𝟎, 𝟎) ∉ 𝑭 

 مثــــال:

𝑾حيث  ℝ𝟑فضاء شعاعي جزئي في  𝑾لنثبت أن  = {(𝒙, 𝒚, 𝟎); 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ} 

𝑾نلاحظ ان  𝑾من تعريف المجموعة   .1 ⊂ ℝ𝟑  𝟎وℝ𝟑 = (𝟎, 𝟎, 𝟎), 𝟎 ∈ ℝ)  العنصر الحيادي

𝟎ℝ𝟑يعني أن  ℝ𝟑)لـ ف ش ∈ 𝑾  و منه𝑾 ≠ ∅ 

2. ∀𝜶, 𝜷 ∈ ℝ, ∀ 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑾: (𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 ? ? ? 

𝑿لدينا             ∈ 𝑾⟹ 𝑿 = (𝒙, 𝒚, 𝟎)  , 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ 

𝒀 ∈ 𝑾⟹ 𝒀 = (𝒙′, 𝒚′, 𝟎)  , 𝒙′, 𝒚′ ∈ ℝ 

(𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) = 𝛂(𝒙, 𝒚, 𝟎)  + 𝜷(𝒙′, 𝒚′, 𝟎) 

                             = (𝜶𝒙, 𝜶 𝒚, 𝟎)  + (𝜷𝒙′, 𝜷𝒚′, 𝟎) 

                      = (𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′, 𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′, 𝟎) 

 

𝜶𝑿)إذن :  + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 

 ℝ𝟑ف ش ج من  𝑾نستنتج أن  2و  1من 

 ملاحظــــات: 

 (تحاد ليس صحيحا في الحالة العامةالا) ش ج .هو ف  𝐄ف ش ج من   تقاطع .1

 .   𝐄ف ش ج من     𝐆فان    𝐅ف ش ج من     𝐆و   𝐄ف ش ج من    𝐅اذا كان .2

 هو ف ش ج . 𝐄من ف ش    𝐅لإثبات ان جزء  .3

: 𝐄 ف ش 

 إذا تحقق:  𝐄ف ش ج من  𝐅نقول أن 

1. ∅ ≠ 𝑭 ⊂ 𝑬  أي الشرطين
𝑭 ⊂ 𝑬
𝐅 ≠ ∅

} 

2. ∀𝜶, 𝜷 ∈ 𝕂, ∀𝑿, 𝒀 ∈ 𝑭: (𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) ∈ 𝑭 
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 نستخدم :   

  ان   أولاالتحقق𝐅    غير خالي(𝑭 ≠ ونبين الاستقرار بالنسبة للعملية الداخلية و   (∅

 .الخارجية

 ان  إثبات𝐅  هو تقاطع ل ف ش ج من𝐄 . 

 ان  إثبات𝐅  من  فشجهو𝐄  من  بأشعةالمولد𝐄 . 

 ان   إثبات𝐅   صورة تطبيق خطي. أوهو نواة 

 التركيبــــات الخطيـــــة للأشــــعة : .1
 : شعاع pلـ  مزج

 تـــــــعريف :

 

 

 

 

 

 

 مثـــال: 

)الشعاع    ℝ𝟐في 
𝟏
𝟗
)}هو تركيب خطي لشعاعين (

𝟑
−𝟏
) , (
𝟏
𝟐
)} 

): لدينا 
𝟏
𝟗
) = 𝟒 (

𝟏
𝟐
) − (

𝟑
𝟏
) 

 : شعاع  pفضاء شعاعي جزئي مولد بـ 

 تـــــــعريف :

 

 

 

 

 

 

,𝑼𝟏 )ليكن  𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑)P   شعاع منE نسمي الشعاع ،𝑿  تركيب خطي للأشعة

( 𝑼𝟏, 𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑)   اذا وجدت السلميات𝛌𝟏, 𝛌𝟐, . . , 𝛌𝒑  منℝ بحيث : 

𝐗 = 𝝀𝟏𝑼𝟏 + 𝝀𝟐𝑼𝟐 +⋯+ 𝝀𝒑𝑼𝒑 =∑𝝀𝒌𝑼𝒌

𝒑

𝒌=𝟏

 

,𝑷(𝐔𝟏ليكن   𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑)و𝒑 ∈ ℕ
للمجموعة الجزئية   F، ولنرمز بـ   Eشعاع  من   ∗

 Eمن 

,𝑼𝟏)المكونة من كل التركيبات الخطية للأشعة     𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑) : 

𝑭 = {𝝀𝟏𝑼𝟏 + 𝝀𝟐𝑼𝟐 +⋯+ 𝛌𝐩𝐔𝐩, 𝛌𝟏, 𝛌𝟐, … , 𝛌𝐩  ∈ ℝ} 

 



 

 

 

 

 

 مثـــــال:
 ليكن 

𝑵 = {(, 𝒚, 𝒛): 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = 𝟎} 

 ℝ𝟑  ج من ف ش Nلنبين ان  

 لدينا

𝑵 = {(𝒙, 𝒚, 𝒛): 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = 𝟎} 

                        = {𝑥 (
2
0
0
) + 𝑦(

0
1
0
) + 𝑧 (

0
0
−1
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) , 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ ℝ} 

)كل التركيات الخطية للأشعة  مجموعةهو   Nنلاحظ أن       
2
0
0
) ) و

0
1
0
) , (

0
0
−1
)  

)ف ش ج مولد بالأشعة   Nو منه      
2
0
0
) ) و

0
1
0
) , (

0
0
−1
)}〉=N و نكتب   (

2
0
0
) ) و

0
1
0
) , (

0
0
−1
)}〉 

𝑵 إذن      = {𝜶(
2
0
0
) + 𝜷(

0
1
0
) + 𝜸(

0
0
−1
) ;  𝜶, 𝜷, 𝜸 ∈ ℝ} هو ف ش ج من فℝ𝟐 

 الأســـس و الأبعــــاد: .2
 الجملــــة المـــولدة:

 تعـــــــريف:
 

 

 

 

 

 

 

,𝑷(𝐔𝟏ليكن   𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑)    جشعاع من ف ش𝐄  ، 

,𝐔𝟏)نسمي   𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑) جملة مولدة لـ𝐄    اذا وفقط اذا كان𝐄    مولد بـ(𝐔𝟏, 𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑) 

𝐄 = 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝐔𝟏, 𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑) 

𝑽 ∀أي:             ∈ 𝑬; ∃𝝀𝟏, 𝝀𝟐, … , 𝝀𝑷 ∈ ℝ:  𝑽 = 𝝀𝟏𝑼𝟏 + 𝝀𝟐𝑼𝟐 +⋯+ 𝛌𝐩𝐔𝐩 

,𝑼𝟏):المولد بـ ج ش ف يسمى   ،Eي ف ش ج من  ه Fالمجموعة   𝑼𝟐, … . , 𝑼𝒑)  

 بـ:يرمز و 

 𝑭 = 𝐕𝐞𝐜𝒕(𝑼𝟏, 𝑼𝟐, … , 𝑼𝑷) = 〈𝑼𝟏, 𝑼𝟐, … , 𝑼𝒑〉 

𝑭 = 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝐔𝟏, 𝐔𝟐, … , 𝐔𝐏) = {𝝀𝟏𝑼𝟏 + 𝝀𝟐𝑼𝟐 +⋯+ 𝛌𝐩𝐔𝐩,

𝛌𝟏, 𝛌𝟐, … , 𝛌𝐩  ∈ ℝ 
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 ـال : ــمثـــ        

𝔁)نلاحظ انه من اجل كل شعاع        
𝒚
 : لدينا  ℝ𝟐من    (

(
𝔁

𝒚
) = (

𝔁 + 𝟎

𝒚 + 𝟎
) = (

𝔁

𝟎
) + (

𝟎

𝒚
) = 𝒙(

𝟏

𝟎
) + 𝒚 (

𝟎

𝟏
) 

𝟏)خطي لـ  يكتبكتركيب ℝ𝟐كل شعاع من  إذن      
𝟎
), (𝟎

𝟏
 ومنه  (

,(𝟏𝟎)} الجملة      (
𝟎
ℝ𝟐 ونكتب  ℝ𝟐هي جملة مولدة لـ  {(𝟏 = 〈(𝟏𝟎), (

𝟎
𝟏)〉 

 :اعي ـــــاء شعــــد فضــــبع

 

 

 ال :ـــمث        

𝑬 = ℝ𝟐     منته البعد لان : جهو ف ش 

ℝ𝟐 = 〈(
𝟏

𝟎
) , (
𝟎

𝟏
)〉 

 :يـــــالخط و الإرتـــــــاط لالــــالاستق

 ريف:ــــــعــت

 

 

 

 

 

 :ظةـــــملاح
 الجملة التي ليست مستقلة خطيا هي مرتبطة خطيا 

 ة :ــــــثلـأم
,𝒆𝟐(𝟎ن الشعاعي .1 ,𝐞𝟏(𝟏و  (𝟏  مستقلان خطيا لان: (𝟎

∀α, β ∈ ℝ: α𝒆𝟏 + β𝑒2 = 0ℝ𝟐 = (0,0)  ⟹ α = β = 0 

𝜶(𝟏, 𝟎) + 𝜷(𝟎, 𝟏) = (𝟎, 𝟎) 

تشمل )منتهية   𝐄انه ذو بعد منته اذا وجدت جملة مولدة لـ     Eنقول عن فضاء شعاعي   

 (.عدد منته من العناصر

 

E  هوℝ-ف .ش 

,𝔁𝟏}الأشعةجملة  𝔁𝟐, … , 𝔁𝒏}   من𝐄 : مستقلة خطيا اذا كان 

∀𝝀𝟏, 𝝀𝟐, … , 𝝀𝒏 ∈ ℝ ∶  ∑ 𝝀𝒊𝑿𝒊⟹ 𝝀𝟏 = 𝝀𝟐 = ⋯ = 𝝀𝒏 = 𝟎
𝒏

𝒊=𝟏
 

 



⟹ {
𝜶 = 𝟎
𝜷 = 𝟎

⟹  𝜶 = 𝜷 = 𝟎 

 مستقلة خطيا . شعاعينالومنه 

2. ∀𝛂𝟏, 𝜶𝟐  ∈ ℝ, 𝑼, 𝑽 ∈ ℝ
𝟐: 𝛂𝟏𝑼 + 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎) 

𝛂𝟏𝑼 + 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎) ⟹ 𝛂𝟏 (
𝟐
−𝟑
) + 𝜶𝟐 (

𝟔
−𝟗
) = (

𝟎
𝟎
) 

⟹ (
𝟐𝛂𝟏
−𝟑𝛂𝟐

) + (
𝟔𝜶𝟐
−𝟗𝜶𝟐

) = (
𝟎
𝟎
) 

⟹ {
𝟐𝛂𝟏 + 𝟔𝜶𝟐 = 𝟎
−𝟑𝛂𝟐 − 𝟗𝜶𝟐 = 𝟎

 

𝟎بحل جملة المعادلتين نجد:  = ,𝑼إذن الشعاعين  𝟎 𝑽  مرتبطين خطيا لأحظ أن 

{𝑼, 𝑽} = {(𝟐, −𝟑), (𝟔, −𝟗)} 

             = {(𝟐, −𝟑), 𝟑(𝟐, −𝟑)} 

= {𝑼, 𝟑𝑼} 

𝑽 = 𝟑𝑼أيأن الشعاع𝑽 كتب كمزج خطي من الشعاع𝑼 
 

 خــــــــواص :  

 جملة مولدة. أيضاهي  𝑬كل مجموعة جزئية تحوي جملة مولدة لـ .1

 كل مجموعة جزئية من جملة مستقلة هي جملة مستقلة. .2

 كل مجموعة تشمل شعاع معدوم هي مرتبطة. .3

 هي مستقلة خطيا.كل جملة تشمل شعاع وحيد غير معدوم  .4

 

 اس:ســـــالأ

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظــــة:

 كل فضاء شعاعي يملك اســاس.       

 قضيـــــة :

𝒅𝒊𝒎𝑬 بكونرمز له  𝐧هو  𝐄عنصر ونقول ان بعد  𝐧  يشمل بالضبط 𝐄لـ  أخر أساسكل  .1 =

𝒏 

 

 

 𝐁اذا وفقط اذا كانت  𝐄لـ  أساسأنها  𝑬غير خالية من  𝐁أشعة نقول عن جملة  

 مستقلة ومولدة.

{

𝐁 مستقلة خطيا

(𝐁 اساس  لـE)إذا   وفقط

 𝐁 مولدة
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𝒅𝒊𝒎({𝟎})ولدينا:  = 𝟎 

 عنصر. 𝐧الأكثركل جملة مستقلة تشمل على  .2

 عنصر. 𝐧الأقلكل جملة مولدة تشمل على  .3

𝑩اذا كان    .4 = {𝒆𝟏, … , 𝒆𝒏}   اساس لـ𝐄 فان كل شعاع من𝐄تركيب ك يكتب وبطريقة وحيدة

𝒆𝟏،𝑿خطي لـ  = ∑ 𝝀𝒊𝒆𝒊
𝒏
𝒊=𝟏   السلميات𝝀𝒊 تسمى بمركبات𝐱  بالنسبة للأساس𝐁 . 

 : 1ريةـنظ
 ،ذو بعد منته  جف ش  𝑬اذا كان 

 مولدة . أوشعاع تكون اساس اذا كانت مستقلة  𝐧فان كل جملة مكونة من 

 

 : )بعد فضاء شعاعي جزئي ( 2  نظرية
 𝐄ف ش ج لـ  𝐅ذو بعد منته و  جف ش  𝐄ليكن 

 
𝐝𝐢𝐦𝑭ذو بعد منته و  𝐅:      إذن ≤ 𝐝𝐢𝐦𝑬 
 

 : أشعةرتبة جمـــلة 

𝑺ليكن       = {𝑼𝟏, … ,𝑼𝒑}   جملة من𝐩  جشعاع من ف ش𝐄 

 𝐒بعد الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بـ  𝐒 رتبة نسمي

𝒓𝒂𝒏𝒈(𝑺) = 𝒅𝒊𝒎𝑽𝒆𝒄𝒕(𝑺) 

 : خصـــائص
1. 𝐫𝐠 (𝐒)  ≤   𝐩 

2. (𝐫𝐠 (𝐒)  =  𝐩 )  ⇔  ( 𝐒   خطيا مستقلة) 

 𝐒المستقلة خطيا التي يمكن استخراجها من  الأشعةمن  الأكبررتبة   هو العدد  .3

𝒓𝒈(𝑺)فان :   𝐧ذو بعد منته  𝐄اذا كان  .4 ≤ 𝒏 

𝒓𝒈(𝑺))( مولدة جملة 𝐒 ) ⇔فان : 𝐧ذو بعد منته   𝐄اذا كان   .5 = 𝒏)  

 مثــــــال : 

𝐔𝟏الأشعة           = (
2
0
0
) , 𝑼𝟐 = (

0
1
0
) ,𝑼𝟑 = (

0
0
−1
 :مستقلة خطيا لان  (

∀α, β, 𝛾 ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 = 0ℝ𝟑 = (0,0,0)  ⟹ α = γ = β = 0 

 التبرير:



𝜶(
2
0
0
) + 𝜷(

0
1
0
) + 𝜸(

0
0
−1
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) 

 

⟹ {
𝟐𝜶 = 𝟎
𝜷 = 𝟎
−𝜸 = 𝟎

⟹  𝜶 = 𝜷 = 𝜸 = 𝟎 

, 𝒓𝒈 (𝑼𝟏إذنو منه الأشعة مستقلة خطيا  𝑼𝟐 , 𝑼𝟑) = 𝟑 

 : ةـــجزئي هــشعاعياءات ـــر لفضـــع المباشـــالجم

 ريف:ـــــــتع

 

 

 

 

 

 ش ج  نـــلفضائيير ـــع المباشـــالجم   

 :ــفــــريـتع   

 

 

 

 

 ة :ـــــــقضي    

,𝑬𝟐ف .ش و  ℝ–هو  𝑬ليكن  𝑬𝟏  ف ش ج من𝑬  نسمي مجموع𝑬𝟐, 𝑬𝟏  الفضاء الشعاعي

𝑭  من𝑬 : المعرف كمايلي 

𝑭 = {𝒙𝟏 + 𝔁𝟐; 𝔁𝟏 ∈ 𝑬𝟏, 𝔁𝟐 ∈ 𝑬𝟐} 

𝑭و يرمز له بـ:         = 𝑬𝟏 + 𝑬𝟐 

𝐝𝐢𝐦(𝑬𝟏و لدينا :          + 𝑬𝟐) = 𝒅𝒊𝒎𝑬𝟏 + 𝒅𝒊𝒎𝑬𝟐 − 𝐝𝐢𝐦 (𝑬𝟏 ∩ 𝑬𝟐) 

,𝑬𝟐ف.ش و  -ℝهو  Eليكن    𝑬𝟏  ف ش ج منE . 

,𝑬𝟐نقول إن مجموع  𝑬𝟏  مباشر اذا كان𝑬𝟏 ∩ 𝑬𝟐 = {𝑶𝑬} ـويرمز له ب𝑬𝟏⊕𝑬𝟐 
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,𝑬𝟐ف .ش و  ℝ–هو  𝑬من اجل  𝑬𝟏  ف ش ج من𝑬 .𝑩𝟐, 𝑩𝟏 اسس𝑬𝟐, 𝑬𝟏  ،على الترتيب

 القضايا التالية متكافئة: 

𝑬𝟐المجموع  .1 + 𝑬𝟏 مباشر 

𝒙𝟏اذا كان  .2 ∈ 𝑬𝟏  و𝒙𝟐 ∈ 𝑬𝟐  بحيث𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 = 𝒙𝟏فان  𝟎 = 𝒙𝟐 = 𝟎. 

3. 𝑩𝟏 ∩ 𝑩𝟐 = ∪,𝑩و  ∅ 𝑩𝟐  اساس ل𝑬𝟐 + 𝑬𝟏. 

4. 𝐝𝐢𝐦(𝑬𝟏 + 𝑬𝟐) = 𝒅𝒊𝒎𝑬𝟏 + 𝒅𝒊𝒎𝑬𝟐 

 افيــــالإضزئي ــــاعي الجـــــاءالشعـــالفض

 

 ريف:ـــــــــتع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

,𝑬𝟐نقول عن فضئين شعاعين جزئيين  𝑬𝟏 من ف ش ج𝑬  إضافيان في𝑬  اذا كان 

𝑬 = 𝑬𝟏⊕𝑬𝟐 

{
𝑬 = 𝑬𝟏 + 𝑬𝟐
𝑬𝟏 ∩ 𝑬𝟐 = {𝑶𝑬}

 أي:                                                

𝐝𝐢𝐦𝑬ومنه فان :                                 = 𝒅𝒊𝒎𝑬𝟏 + 𝒅𝒊𝒎𝑬𝟐 

 



 سلسلـــــــة 1
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 :1التمرين 

 تحديد العناصر لاي فضاء شعاعي تنتمي

,𝟑)الشعاع  - −𝟐,  ℝ𝟑ينتمي الي الفضاء الشعاعي  (𝟖

,𝟑)الشعاع  - 𝟔 + 𝟐𝒊)  ينتمي الي الفضاء الشعاعيℂ𝟐 

,𝟐−)الشعاع  -  ℝ𝟐ينتمي الي الفضاء الشعاعي  (𝟎

,𝟏−)الشعاع  - 𝟐, 𝟓,  ℝ𝟒ينتمي الي الفضاء الشعاعي  (𝟔
 

 :2التمرين 

,𝒙)إذا كان  𝒚و  𝒙إيجاد  -1 𝟑) = (𝟐, 𝐱 + 𝐲) 

{
𝒙 = 𝟐

𝟑 = 𝒙 + 𝒚
⇒ {

𝒙 = 𝟐
𝒚 = 𝟏

 

 

𝒙)إذا كان  𝒚و  𝒙إيجاد  -2 + 𝟐, 𝒚 − 𝒛, 𝒙 + 𝒛) = (𝐲, −𝐱, 𝐲 + 𝟏) 

{

𝒙 + 𝟐 = 𝒚…… . . (𝟏)

𝒚 − 𝒛 = −𝒙…… (𝟐)

𝒙 + 𝒛 = 𝒚 + 𝟏…(𝟑)
 ⟹  {

𝒙 = 𝒚 − 𝟐
𝒛 = 𝟐𝒚 − 𝟐

 

𝒚نجد:  (𝟑)في المعادلة  𝒛و  𝒙نعوض كل من       = 𝒙و منه  تكون  𝟓/𝟐 = 𝒛و  𝟏/𝟐 = 𝟑 

𝐯إذا كان  𝒚و  𝒙إيجاد  -3 = (𝐱 + 𝐲, 𝐱 −  شعاع الصفري  (𝟑

(𝟎, 𝟎) = (𝐱 + 𝐲, 𝐱 − 𝟑) 

{
𝒙 + 𝒚 = 𝟎
𝒙 − 𝟑 = 𝟎

⟹ {
𝒚 = 𝟑
𝒙 = 𝟑

 

 :3التمرين 

 حساب ما يلي:

1- (
𝟕
−𝟒
𝟐
) + (

−𝟑
−𝟏
𝟓
) = (

𝟕 + (−𝟑)

−𝟒 + (−𝟏)

𝟐 + 𝟓

) = (
𝟒
−𝟓
𝟕
) 

(
−𝟐
𝟑
𝟒
) + (−𝟐

𝟒
 لا يمكن الجمع لأنهما ليس من نفس النوع. (

2- 𝟓(
−𝟐
𝟑
𝟒
) = (

−𝟐 × 𝟓
𝟑 × 𝟓
𝟒 × 𝟓

) = (
−𝟏𝟎
𝟏𝟓
𝟐𝟎
) ,   −𝟐( 𝟕

−𝟓
) = ( −𝟐×𝟕

−𝟐×(−𝟓)
) = (−𝟏𝟒

𝟏𝟎
) 

3- ( 𝟔
−𝟑
) − ( 𝟐

−𝟓
) = (𝟒

𝟐
)      ،(𝟑, −𝟓, 𝟔, 𝟖) − (𝟒, 𝟏,−𝟕, 𝟗) = (−𝟏,−𝟔, 𝟏𝟑, −𝟏) 

 



 :4التمرين 

𝟑𝒖إيجاد كل من   − 𝟒𝒗       ،𝟐𝒖 + 𝟑𝒗 − 𝟓𝒘 

𝟑𝒖 − 𝟒𝒗 = 𝟑(𝟐, −𝟕, 𝟏) − 𝟒(−𝟑, 𝟎, 𝟒) 

                 = (𝟔, −𝟐𝟏, 𝟑) − (−𝟏𝟐, 𝟎, 𝟏) 

                 = (𝟔 + 𝟏𝟐,−𝟐𝟏 − 𝟎, 𝟑 − 𝟏𝟔) 

                 = (𝟏𝟖, −𝟐𝟏, −𝟏𝟑) 

 

𝟐𝒖 + 𝟑𝒗 − 𝟓𝒘 = 𝟐(𝟐, −𝟕, 𝟏) + 𝟑(−𝟑, 𝟎, 𝟒) − 𝟓(𝟎, 𝟓,−𝟖) 

                             = (𝟒, −𝟏𝟒, 𝟐) + (−𝟗, 𝟎, 𝟏𝟐) − (𝟎, 𝟐𝟓,−𝟒𝟎) 

                              = (𝟒 − 𝟗 + 𝟎, −𝟏𝟒 + 𝟎 − 𝟐𝟓, 𝟐 + 𝟏𝟐 − 𝟒𝟎) 

                              = −𝟓, −𝟑𝟗, 𝟓𝟒 

 :5التمرين 

𝒘كتابة  .1 = (𝟏, 𝒖كمج خطي من الشعاعين   (𝟗 = (𝟏, 𝒗و  (𝟐 = (𝟑, −𝟏) 

𝒘 = 𝜶𝒖 + 𝜷𝒗 ⟹ (𝟏, 𝟗) = 𝜶(𝟏, 𝟐) + 𝜷(𝟑, −𝟏) 

⟹ (𝟏, 𝟗) = (𝜶, 𝟐𝜶) + (𝟑𝜷, −𝜷) 

⟹ {
𝜶 + 𝟑𝜷 = 𝟏
𝟐𝜶 − 𝜷 = 𝟗

 

𝛂بالجمع و التعويض نجد :  = 𝛃و  𝟒 = −𝟏 

𝒘: إذن = 𝟒𝒖 − 𝒗 

 
 

𝒗كتابة  .2 = (𝟐, −𝟑, 𝒖𝟏كمزج خطي من الأشعة (𝟒 = (𝟏, 𝟏, 𝟏), ،𝒖𝟐 = (𝟏, 𝟏, 𝟎) 

𝒖𝟑 = (𝟏, 𝟎, 𝟎) 

𝒗 = 𝜶𝒖𝟏 + 𝜷𝒖𝟐 

(𝟐, −𝟑, 𝟒) = 𝜶(𝟏, 𝟏, 𝟏) + 𝜷(𝟏, 𝟏, 𝟏𝟎) + 𝜸(𝟏, 𝟎, 𝟎) 

(
𝟐
−𝟑
𝟒
) = (

𝜶
𝜶
𝜶
) + (

𝜷
𝜷
𝟎

) + (
𝜸
𝟎
𝟎
) ⟹ {

𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟐…(𝟏)
𝜶 + 𝜷 = −𝟑… . . . (𝟐)

𝟒 = 𝜶………… . . (𝟑)
 

𝛂( نجد: 3من االمعادلة رقم ) = 𝛃نجد:  (𝟐). نعوض بقيمتها في المعادلة 𝟒 = −𝟕 

,𝛂بتعويض قيمتي  𝜷 ( نجد: 1في المعادلة )𝛄 = 𝟓 

𝒗إذن  = 𝟒𝒖𝟏 − 𝟕𝒖. + 𝟓𝒖𝟑 

 

 

 :6التمرين 
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𝑾حيث  ℝ𝟑ف ش ج من في  𝑾إثبات أن  .1 = {(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑;  𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎} 

𝑾نلاحظ ان  𝑾من تعريف المجموعة    .1 ⊂ ℝ𝟑 و 

𝟎ℝ𝟑 = (𝟎, 𝟎, 𝟎) ∈ ℝ
𝟑;  𝟎 + 𝟎 + 𝟎 = 𝟎ℝ𝟑يعني أن  ℝ𝟑)العنصر الحيادي لـ ف ش(𝟎 ∈

𝑾  و منه𝑾 ≠ ∅ 

2. ∀𝜶, 𝜷 ∈ ℝ, ∀ 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑾: (𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 ? ? ? 
 

𝑿لدينا      ∈ 𝑾⟹ 𝑿 = (𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑  ;  𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 

𝒀 ∈ 𝑾⟹ 𝒀 = (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) ∈ ℝ𝟑 ;   𝒙′ + 𝒚′ + 𝒛′ = 𝟎 

(𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) = 𝛂(𝒙, 𝒚, 𝒛)  + 𝜷(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) 

                                 = (𝜶𝒙, 𝜶𝒚,𝜶𝒛)  + (𝜷𝒙′, 𝜷𝒚′, 𝜷𝒛′) 

                                    = (𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′, 𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′, 𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′) 

𝜶𝑿)لكي يكون  +) ∈ 𝑾 : يكفي أن يكون 

(𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′) + (𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′) + (𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′) = 𝟎  ? ?  
(𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′) + (𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′) + (𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′) = 𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′ +  𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′ + 𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′ 

=  𝜶𝒙 + 𝜶𝒚 + 𝜶𝒛 + 𝜷𝒙′ + +𝜷𝒚′ + +𝜷𝒛′ 

 = 𝜶(𝒙 + 𝒚 + 𝒛) + 𝜷(𝒙′ + 𝒚′ + 𝒛′) 

                = 𝜶. 𝟎 + 𝜷. 𝟎 

= 𝟎 

𝜶𝑿)إذن :  + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 

 ℝ𝟑ف ش ج من  𝑾نستنتج أن  2و  1من 

 :7التمرين 

 تحديد  إذ ما كانت الأشعة مستقلة خطيا أم لا

 نقول ان   شعاعان مستقلان خطيا إذاا: 

 

∀α, β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟐 = (0,0)  ⟹ α = β = 0 

1. ∀𝛂𝟏, 𝜶𝟐  ∈ ℝ, 𝑼, 𝑽 ∈ ℝ
𝟐: 𝛂𝟏𝑼 + 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎)  

𝛂𝟏𝑼 + 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎) ⟹ 𝛂𝟏 (
𝟑
𝟒
) + 𝜶𝟐 (

𝟏
−𝟑
) = (

𝟎
𝟎
) 

⟹ (
𝟑𝛂𝟏
𝟒𝛂𝟐

) + (
𝜶𝟐
−𝟑𝜶𝟐

) = (
𝟎
𝟎
) 

⟹ {
𝟑𝛂𝟏 + 𝜶𝟐 = 𝟎
𝟒𝛂𝟐 − 𝟑𝜶𝟐 = 𝟎

 

𝛂𝟏بحل جملة المعادلتين نجد:  = 𝜶𝟐 = ,𝑼إذن الشعاعين  𝟎 𝑽  مستقلين خطيا 

2. ∀𝛂𝟏, 𝜶𝟐  ∈ ℝ, 𝑼, 𝑽 ∈ ℝ
𝟐: 𝛂𝟏𝑼 + 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎)  

𝛂𝟏𝑼 + 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎) ⟹ 𝛂𝟏 (
𝟐
−𝟑
) + 𝜶𝟐 (

𝟔
−𝟗
) = (

𝟎
𝟎
) 



⟹ (
𝟐𝛂𝟏
−𝟑𝛂𝟐

) + (
𝟔𝜶𝟐
−𝟗𝜶𝟐

) = (
𝟎
𝟎
) 

⟹ {
𝟐𝛂𝟏 + 𝟔𝜶𝟐 = 𝟎
−𝟑𝛂𝟐 − 𝟗𝜶𝟐 = 𝟎

 

𝟎بحل جملة المعادلتين نجد:  = ,𝑼إذن الشعاعين  𝟎 𝑽  مرتبطين خطيا لأحظ أن 

{𝑼, 𝑽} = {(𝟐, −𝟑), (𝟔, −𝟗)} 

             = {(𝟐, −𝟑), 𝟑(𝟐, −𝟑)} 

= {𝑼, 𝟑𝑼} 

𝑽 = 𝟑𝑼أيأن الشعاع𝑽 كتب كمزج خطي من الشعاع𝑼 

,(𝟏𝟏)} الشعاعين إنبين  .3 (
𝟐
 .   ℝ𝟐ليست مستقلة خطيا في   {(𝟐

,𝜶ليكن   𝜷, 𝜸      من𝑰𝑹   : بحيث𝜶(𝟏
𝟏
) + 𝜷(𝟐

𝟐
) = 𝑶𝑰𝑹𝟐 

 

}لدينا :
𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝟎
𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝟎

⟹ 𝜶 = −𝟐𝜷 

 

𝜶ليست بالضرورة   إذن = 𝜷 =  .الحلول ومنه الاشعة مرتبطة خطيا. "للجملة حل لا نهائي من 𝟎

 :9التمرين

 ℝ𝟒أثبات أن الأشعة تشكل أساس لـ 

𝑨لدينا   = {(

𝟎
𝟎
𝟎
𝟏

) , (

𝟎
𝟎
𝟏
𝟏

) , (

𝟎
𝟏
𝟏
𝟏

) , (

𝟏
𝟏
𝟏
𝟏

)} 

𝑈𝟏ندرس الاستقلال الخطي لأشعة الثلاثة = (

𝟎
𝟎
𝟎
𝟏

),  𝑈2 = (

𝟎
𝟎
𝟏
𝟏

), 𝑈3 = (

𝟎
𝟏
𝟏
𝟏

), 𝑼𝟒 = (

𝟏
𝟏
𝟏
𝟏

) 

 

∀α,β, 𝛾, 𝜆 ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 + 𝜆𝑈4 = 0ℝ𝟒
???
⇒ α = β = 𝛾 = 0 

α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 + 𝜆𝑈4 = 0ℝ𝟒 ⟹ α(

0
0
0
1

) + β(

0
0
1
1

) + 𝛾 (

0
1
1
1

) = (

1
1
1
1

) 

                                  ⟹ {

𝜆 = 0… .……………… . . .1
𝛾 + 𝜆 = 0……………… . .2
𝛽 + 𝛾 + 𝜆 = 0………… . .3
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝜆 = 0…… .4

 

 

𝛂بحل الجملة  نجد: = 𝛃 = 𝛾 = 𝜆 =  إذن الأشعة مستقلة خطيا  0

𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟒)بالتالي نستنتج أن   = 𝟒 
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𝑪𝒂𝒓𝒅(𝑨)من جهة أخرى لدينا = 𝟒 

𝑪𝒂𝒓𝒅(𝑨)إذن  = 𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟒) = 𝟒 

 .ℝ𝟒إذن الأشعة تشكل أساس لــــ 

 :10 التمرين

 ℝ𝟑من  𝑴إيجاد أساس  للفضاء الجزئي

𝑴 = {(𝒙, 𝒚): 𝒙 + 𝒚 = 𝟎} 

                         = {(𝒙, 𝒚): 𝒙 (
𝟏

𝟎
) + 𝒚(

𝟎

𝟏
) = (

𝟎

𝟎
)} 

𝟏)هو كل التركيات الخطية للأشعة   Mنلاحظ أن 
𝟎
𝟎) و(

𝟏
𝟏)ف ش ج مولد بالشعاعين   Mو منه  (

𝟎
𝟎) و(

𝟏
و   (

M=〈{(𝟏 نكتب 
𝟎
), (𝟎

𝟏
)}〉 

,𝟎)الشعاعان  ,𝟏)و  (𝟏  مستقلان خطيا لان: (𝟎

∀α, β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟐 = (0,0)  ⟹ α = β = 0 

 التبرير:

𝜶(𝟏, 𝟎) + 𝜷(𝟎, 𝟏) = (𝟎, 𝟎) 
 

⟹ {
𝜶 = 𝟎
𝜷 = 𝟎

⟹  𝜶 = 𝜷 = 𝟎 

,𝟏)إذن الشعاعان 𝟎), (𝟎,  ℝ𝟑يشكلان أساس لـــ (𝟏

 

 :11التمرين 

𝑩بالنسة للأساس الجديد  ℝ𝟐إيجاد إحداثيات الاشعة في   = {𝒆𝟏 = (𝟐, −𝟏), 𝒆𝟐 = (𝟑, 𝟎)} 

,𝟐)هي  ℝ𝟐إحداثياته في  𝑨لدينا الشعاع  .1 ,𝜶𝟏، و لتكن (𝟏− 𝜶𝟐  إحداثياته في الاساس𝐁  : أي 

𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 = (𝟎, 𝟎) 

𝜶𝟏 (
𝟐
−𝟏
) + 𝜶𝟐 (

𝟑
𝟎
) = (

𝟐
−𝟏
) 

⟹ {
𝟐𝜶𝟏 + 𝟑𝜶𝟐 = 𝟐 ⟹ 𝜶𝟐 = 𝟎
−𝜶𝟏 = −𝟏  ⟹ 𝜶𝟏 = 𝟏

 

 

 

 

𝑨هي  𝑩بالنسة للأساس 𝑨إذن إحداثيات الشعاع  = (𝟏, 𝟎) 

,𝟎)هي  ℝ𝟐إحداثياته في  𝑩الشعاعلدينا  .2 ,𝜶𝟏، و لتكن (𝟎 𝜶𝟐  إحداثياته في الاساس𝐁  : أي 

𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 = 𝑩 = (𝟎, 𝟎) 



𝜶𝟏 (
𝟐
−𝟏
) + 𝜶𝟐 (

𝟑
𝟎
) = (

𝟎
𝟎
) 

⟹ {
𝟐𝜶𝟏 + 𝟑𝜶𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝜶𝟐 = 𝟎
−𝜶𝟏 = 𝟎  ⟹ 𝜶𝟏 = 𝟎

 

 

 

𝑩هي  𝑩بالنسة للأساس 𝑩إذن إحداثيات الشعاع  = (𝟎, 𝟎) 

,𝟎)هي  ℝ𝟐إحداثياته في  𝑪لدينا الشعاع  .3 ,𝜶𝟏، و لتكن (𝟏 𝜶𝟐  إحداثياته في الاساس𝐁  : أي 

𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 = 𝑪 = (𝟎, 𝟏) 

𝜶𝟏 (
𝟐
−𝟏
) + 𝜶𝟐 (

𝟑
𝟎
) = (

𝟎
𝟏
) 

⟹ {
𝟐𝜶𝟏 + 𝟑𝜶𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝜶𝟐 = 𝟐/𝟑
−𝜶𝟏 = 𝟏 ⟹ 𝜶𝟏 = −𝟏

 

 

 

𝑪هي  𝑩بالنسة للأساس 𝑪إذن إحداثيات الشعاع  = (−𝟏, 𝟐/𝟑) 
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 ةــــالخطيات ــــالتطبيق: الثــــانيالفصــــــل 

 تعريف التطبيق الخطي .1
 ريفـــــــتع

 

 

 

 

 

 

,𝓛(𝑬بـ:  𝑭نحو  𝑬نرمز لمجموعة التطبيقات الخطية المعرفة من  𝒇) 

 ليكن : : مثـــــــال
  𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚)
 

 تطبيق خطي    𝒇ن أبت لنث

∀𝑼 = (𝒙, 𝒚), 𝑽 = (𝒙′, 𝒚′) ∈ ℝ𝟐, 𝒇(𝑼 + 𝑽) = 𝒇(𝑼) + 𝒇(𝑽) 

𝒇(𝑼 + 𝑽) = 𝒇[(𝒙, 𝒚) + (𝒙′, 𝒚′)] 

                    = 𝒇(𝒙 + 𝒙′, 𝒚 + 𝒚′) 

                    = (𝒙 + 𝒙′ + 𝒚 + 𝒚′, 𝒙 + 𝒙′ − 𝒚 − 𝒚′, 𝒙 + 𝒙′ + 𝒚 + 𝒚′) 

                    = (𝒙 + 𝒚 + 𝒙′ + 𝒚′, 𝒙 − 𝒚 + 𝒙′ − 𝒚′, 𝒙 + 𝒚 + 𝒙′ + 𝒚′) 

                    = (𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚) + (𝒙′ + 𝒚, 𝒙′ − 𝒚′, 𝒙′ + 𝒚′)  

                    = 𝒇(𝑼) + (𝑽) 

𝒇(𝝀𝑼) = 𝒇[𝝀(𝒙, 𝒚)] 

                    = 𝒇(𝝀𝒙, 𝝀𝒚) 

                    = (𝝀𝒙 + 𝝀𝒚, 𝝀𝒙 − 𝝀𝒚, 𝝀𝒙 + 𝝀𝒚) 

                    = 𝝀(𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚) 

                    = 𝝀𝒇(𝑼) 

خطي اذا  𝑭نحو  𝑬معرف من  𝒇، نقول ان التطبيق ℝفضائيين شعاعين على  F و    Eليكن 

 تحقق ما يلي : 

1. ∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑬𝟐, 𝒇(𝒙 + 𝒚) = 𝒇(𝒙) + 𝒇(𝒚) 

 

2. ∀(𝝀, 𝒙) ∈ ℝ 𝐱 𝐄, 𝒇(𝝀, 𝒙) = 𝝀. 𝒇(𝒙) 



 تطبيق خطـــي 𝒇و منه           

 

 :ملاحظــــــة
𝒇اذا كان  ∈ 𝓛(𝑬, 𝑭)   إذن𝒇(𝑶𝑬) = 𝑶𝑭 

 ليكن : ـال :ــــــمثـ

𝒇:  ℝ𝟐 → ℝ𝟐 

                                     (𝒙, 𝒚) ↦ 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝒙 + 𝟏, 𝒚) 

,𝒇((𝟎لدينا :  𝟎)) = (𝟏, 𝟎) ≠ (𝟎, 𝟎) 

 . ليس تطبيقا خطيا 𝒇إذن 

 : ـــــــةملاحظ
𝒇ليكن :  ∈ 𝓛(𝑬, 𝑭) و𝒏 ∈ ℕ∗ 

∀(𝝀𝟏, 𝝀𝟐, … , 𝛌𝒏) ∈ ℝ
𝐧, ∀(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, ……… , 𝒙𝒏) ∈ 𝑬

𝒏 

𝒇(∑𝝀𝒊𝒙𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

) =∑𝝀𝒊𝒇(𝒙𝒊)

𝒏

𝒊=𝟏

 

 خطيتطبيق  𝒇أن ب نثبتل نستخدم التعريف التالي يمكن أن 

 :فـريــــــــتع

 

 

 : مثـــــــال
  𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚)
 

 تطبيق خطي    𝒇ن   أبت لنث

∀(𝛂, 𝜷) ∈ ℝ𝟐, ∀𝑼 = (𝒙, 𝒚), 𝑽 = (𝒙′, 𝒚′) ∈ ℝ𝟐, 𝒇(𝜶𝑼 + 𝜷𝑽) = 𝛂𝒇(𝑼) + 𝛃𝒇(𝑽) 

𝒇(𝜶𝑼 + 𝜷𝑽) = 𝒇[𝜶(𝒙, 𝒚) + 𝜷(𝒙′, 𝒚′)] 

                = 𝒇(𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′, 𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′) 

                = (𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′ + 𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′, 𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′ − 𝜶𝒚 − 𝜷𝒚′, 𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′ + 𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′) 

              = (𝜶𝒙 + 𝜶𝒚 + 𝜷𝒙′ + 𝜷𝒚′, 𝜶𝒙 − 𝜶𝒚 + 𝜷𝒙′ − 𝜷𝒚′, 𝜶𝒙 + 𝜶𝒚 + 𝜷𝒙′ + 𝜷𝒚′) 

              = (𝜶𝒙 + 𝜶𝒚, 𝜶𝒙 − 𝜶𝒚, 𝜶𝒙 + 𝜶𝒚) + (𝜷𝒙′ + 𝜷𝒚, 𝜷𝒙′ − 𝜷𝒚′, 𝜷𝒙′ + 𝜷𝒚′)  

              = 𝛂(𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚) + 𝜷(𝒙′ + 𝒚, 𝒙′ − 𝒚′, 𝒙′ + 𝒚′) 

𝒇ليكن  ∈ 𝓛 (𝑬, 𝑭)  نقول عن ،𝒇  : انه تطبيق خطي اذا تحقق مايلي 

∀(𝛂, 𝜷) ∈ ℝ𝟐, ∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝐄𝟐: 𝒇 (𝛂𝔁 + 𝛃𝐲) = 𝜶  .  𝒇 (𝒙) + 𝛃𝒇(𝒚) 
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              = 𝜶𝒇(𝑼) + 𝜷𝒇(𝑽) 

 يـــق خطـــــواة تطبيــــورة ونـــص .2
 

 : الغامر يــــق الخطـــالتطبي–صورة التطبيق الخطي 

 

 :ــرــــــتذكي
 انه غامر اذا تحقق ما يلي : 𝐅نحو  𝐄تطبيق معرف من  𝒇نقول عن 

∀𝒚 ∈ 𝑭 ∶ ∃ 𝔁 ∈ 𝑬 ∶  𝒚 = 𝒇(𝒙) ⟺ غامر   𝒇 

 ف:تعــــــــري

 

 

 

 

 

 :   ةـــــملاحظ 

𝒇اذا كان  ∈ 𝓛 (𝑬, 𝑭)  اذن𝑰𝒎(𝒇) من  هي عبارة عن ف ش ج𝒇 

 ملاحظـــــــة : 

𝒇ليكن  ∈ 𝓛(𝑬, 𝑭)   نقول ان ,𝒇 : غامر اذا وفقط اذا تحقق مايلي 

𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎(𝒇)) = 𝒅𝒊𝒎(𝑭) 

 : ال ـــــمـثــ
 تطيق خطي   𝒇 لدينا

  𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚)
 

 𝑰𝒎𝒇أي تعييــن  𝒇تعييـــــــن صورة     

𝑰𝒎𝒇 = {𝑽 ∈ 𝑭 ;  ∃𝑼 ∈ 𝑬 :  𝑽 =  𝒇(𝑼)} 

= {(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) ∈ ℝ𝟑, ∃(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 ∶  (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) = 𝒇(𝒙, 𝒚)} 
 

= {∃(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 : (
𝒙′
𝒚′

𝒛′

) = (

𝒙 + 𝒚
𝒙 − 𝒚
𝒙 + 𝒚

)} 

 

𝒇ليكن  ∈ 𝓛 (, 𝑭)  تعرف صورة ,𝒇  ويرمز لها بالرمز𝑰𝒎(𝒇) مجموعة صور كل

 .𝐄في  𝔁الأشعة 

𝑰𝒎(𝒇) = {𝒇(𝔁), 𝔁 ∈ 𝑬} 

= {∀𝒚 ∈ 𝑭, ∃𝔁 ∈ 𝑬: 𝒚 =𝒇 (𝔁)} 

 

 

 



= {∃(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 : (
𝒙′
𝒚′

𝒛′

) = 𝑥 (
1
1
1
) + 𝑦 (

1
−1
1
)} 

                                            = 〈(
1
1
1
),   (

1
−1
1
)〉 

𝑼𝟏ندرس الاستقلال الخطي لشعاعين = (
1
1
1
),  𝑈2 = (

1
−1
1
) 

∀α,β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟑 = (0,0,0)
???
⇒ α = β = 0 

α𝑼𝟏 + β𝑈2 = (0,0,0) ⟹ α(
1
1
1
) + β(

1
−1
1
) = (

0
0
0
) 

                                                      ⟹ {

𝛼 + 𝛽 = 0… . .1
𝛼 − 𝛽 = 0… . .2
𝛼 + 𝛽 = 0… . .3

 ⟹ 𝛼 = 𝛽 = 0 

)إذن الشعاعين 
𝟏
𝟏
𝟏
)و  (

𝟏
−𝟏
𝟏
 𝑰𝒎𝒇 مستقلان خطيا و بما أنها مولدة لـــ(

)}الجملة 
1
1
1
) ،(

1
−1
1
 𝑰𝒎𝒇 لـــتشكل أساس   {(

𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇)إذن يمكن أن نستنتج أن:     = 𝟐. 

𝒇    ليس غامر لان :𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟑) = 𝟑 ≠ 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) = 𝟐 

 

 اين:  ـــي المتبــــالخط قـــالتطبي -يـــخط قـــتطبيواة ـــن

 ر:ــــــتذكي
 متباين اذا تحقق مايلي :  𝒇، نقول ان  𝐅نحو  𝐄تطبيقا معرفا من  𝒇ليكن 

[∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑬𝟐: 𝔁 ≠ 𝒚 ⟹ 𝒇(𝔁) ≠ 𝒇(𝒚)] ⟺ متباين       

 أو

[∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑬𝟐: 𝒇(𝔁) = 𝒇(𝒚) ⟹ 𝔁 = 𝒚] ⟺ متباين      

 تعـــــريف:

 

 

 

 

 :ة ــــظـلاحـم
 𝐄من  هي عبارة عن ف ش ج 𝒌𝒆𝒓 (𝒇) إذن 𝐅نحو  𝐄خطيا معرفا من  تطبيقا 𝒇اذا كان 

،  𝒌𝒆𝒓 (𝒇)، ونرمز لها بالرمز  𝒇نعرف نواة  𝐅نحو  Eتطبيقا خطيا معرفا من  𝒇ليكن 

 التي صورها معدومة اي :𝐄مجموعة العناصر من 

𝒌𝒆𝒓(𝒇) = {𝔁 ∈ 𝑬, 𝒇(𝔁) = 𝑶𝑭} 

𝑰𝒎𝒇 يولدان الشعاعان   



  دروس و أعمال موجهة
 

 د. سلطــــان لــــويزة 25
 

 

 :ـــــــــةظـلاحـم
 ، انه متباين اذا وفقط كان : 𝐅نحو  𝐄ن تطبيق خطي معرف م 𝒇نقول عن 

𝒌𝒆 𝒓(𝒇) = {𝑶𝑬} 

 : ـــالمثـــــ
 تطيق خطي   𝒇لدينا  

  𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚)
 

 تطبيق خطيق خطي متباين ؟ 𝒇هل 

 𝒌𝒆𝒓𝒇أي تعيــــن  𝒇تعـــــين نواة 

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {𝑼 ∈ 𝑬:   𝒇(𝑼) = 𝟎𝑭} 
 

                                    = {  (𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐:   𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟎, 𝟎, 𝟎)} 

                            = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 :  (

𝒙 + 𝒛
𝒙 − 𝒚
𝒙 + 𝒚

) = (
𝟎
𝟎
𝟎
)} 

 

⟹ {

𝒙 + 𝒚 = 𝟎………… . 𝟏
𝒙 − 𝒚 = 𝟎… . . …… . 𝟐
𝒙 + 𝒚 = 𝟎… . . …… . 𝟑

⟹   𝒙 = 𝒚 = 𝟎  

 إذن

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {(𝟎, 𝟎)} 

𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇): يمكن أن نستنتج أن = 𝟏 

𝒌𝒆𝒓𝒇بما ان = {(𝟎,  .متباين 𝒇إذن  {(𝟎

 ن :  ـــــن خطييـــب تطبيقيـــتركي .3
 ر:ــــــــتذكي
, 𝐠 ( 𝐅بحيث  شعاعيهفضاءات  𝐅  ,𝐄و  𝐆ليكن  𝐆 )  و𝒇 ∈ 𝓛 ( 𝑬 , 𝑭 ) 

 معرف كما يلي :  𝒈𝒐𝒇التطبيق

𝑬
𝒇
→ 𝑭

𝒈
→ 𝑮 

↪ 𝒈𝒐𝒇 ↩ 

𝒈𝒐𝒇: 𝑬 → 𝑮 



𝔁 ↦ (𝒈𝒐𝒇)(𝒙) = 𝒈[𝒇(𝔁)] 

 ة :ـــضيق
:𝒈تطبيقين معرفين كما يلي  𝒇و  gليكن  𝑭 → 𝑮  و𝒇: 𝑬 → 𝒇 

 
 𝐆من نحو E  هو عبارة عن تطبيق خطي معرف 𝒈𝒐𝒇إذن
 

 ان :ـرهـالب

∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑬𝟐: 

𝒇𝒐𝒈(𝔁 + 𝒚) = 𝒈[𝒇(𝔁 + 𝒚)] = 𝒈[𝒇(𝔁) + 𝒇(𝒚)] 

= 𝒈[𝒇(𝔁)] + 𝒈[𝒇(𝒚)] 

= (𝒈𝒐𝒇)(𝒙) + (𝒈𝒐𝒇)(𝒚) 

 خطيين  𝒇و  gلأن           

∀(𝒉, 𝒙) ∈ ℝ × 𝐄 

(𝒈𝒐𝒇)(𝝀𝒙) = 𝒈[𝒇(𝝀𝔁)] = 𝒈[𝝀𝒇(𝒙)] 

= 𝝀𝒈[𝒇(𝔁)] = 𝝀(𝒈 𝒐 𝒇)(𝒙) 

 تطبيق خطي   𝒈 𝒐 𝒇إذن ، خطيين 𝒇و  gلأن                    

 الفضاءات الشعاعية تماثل 

 ريـف:ـــــتعـ

 

 

 

 مـــــلاحظة : 

 الرياضية التالية :هذا التعريف يأخذ الصيغة 

 انه تقابلي اذا و فقط اذاتحقق مايلي :  𝐅نحو  𝐄معرف من  𝒇تقول عن تطبيق 

∀ 𝒚 ∈ 𝑭, ∃ 𝔁  ! ∈ 𝑬 ;  𝒚 = 𝒇 (𝔁) 

 متباين 𝒇غامر ، و الوحدانية من كون   𝒇وحيد مرتبط بكون  𝔁وجود  

 

 

    نقول عن التطبيق𝒇    المعرف من𝐄   نحو𝐅   أنه تقابل اذا و فقط اذا كان𝒇 غامر و متباين 

 

  التطبيق الخطي التقابلي𝒇    المعرف من𝐄   نحو𝐅  هو عبارة عن ايزومورفيزم 
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 :  ــثالمـــــ

,𝒇(𝔁:  ـب ℝ𝟐نحو    ℝ𝟐من  المعرف  𝒇التطبيق الخطي  𝒚) = (𝒚, 𝒙) 

 ℝ𝟐في   تماثلهو عبارة عن  

 ف:ـريــــعـت

 

 

 د ـــة البعـــاعية المنتهيــــاءات الشعـــالة الفضــح

 هو عبارة عن فضاء شعاعي منتهي البعد  𝐄في هذه الحالة تغيير 

 يــــق خطـــق تطبيـــــوف اســــالأسورة ــــص

𝐄 فضاء شعاعي منتهي البعد و 𝐄لنفرض أن  ≠ يملك  أساس .لتكن إذا    𝐄، نقول أن  {𝟎}

(𝒆𝟏, … . . 𝐞𝐧)  ـأساس ل 𝐄 

∀𝒇 ∈ 𝓛(𝑬, 𝑭), ∀𝒙 ∈ 𝑬, ∃ ! (𝒙𝟏 , … . . 𝒙𝒏) ∈ ℝ
𝐧 : 𝒙 = 𝒙𝟏𝒆𝟏 + 𝒙𝟐 𝒆𝟐 +⋯𝒙𝒏𝒆𝒏 

 إذن بخطية التطبيق نجد أن : 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟏𝒇(𝒆𝟏) + 𝒙𝟐𝒇(𝒆𝟐) + ⋯ + 𝒙𝒏𝒇(𝒆𝒏) 

,𝒇(𝒆𝟏)}مولدة بالاشعة  𝑓 نستنتج أن 𝒇(𝒆𝟐),… 𝒇(𝐞𝐧)} 

 :  ةـــــقضي   

 لدينا :  𝑓نحو  Eتطييق معرف من    𝑓ليكن 

1. 𝑓  تطبيق متباين اذا و فقط اذا كان صورة جملة مولدة مستقلة منE  هي عبارة عن جملة مستقلة

 .Fفي  

 𝐄معرف من   تماثل   𝒇م اذا وجد تطبيق فيزايزومور  𝐅و  𝐄نقول عن الفضاءات الشعاعية  

 𝐅نحو  

 

 

 

 



2. 𝑓  تطبيق غامر اذا و فقط اذا كان صورة جملة مولدة مستقلة منE   هي عبارة عن جملة مولدة

 .Fفي  

3. 𝑓  تطبيق تقابلي  اذا و فقط اذا كان صورة اساس  منE   هي أساس  فيF. 

 ان :ــــالبره

 𝑓هي عن جملة حرة  في   Eو فقط اذا كانت صورة جملة حرة في غامر اذا 𝑓لنبرهن أن : 

  غامر لنفرض أن     

,e1}لتكن :     … . , ep}   جملة حرة فيEإذن(𝑝 ≤ 𝑛) 

,𝑓(𝑒1)}لنبرهن أن :  … , 𝑓(𝑒𝑝)}  جملة حرة فيF 

∀(λ1, … , λp) ∈ ℝ
p : λ1𝑓(𝑒1) + λ2𝑓(𝑒2) + ⋯+ λp𝑓(𝑒𝑝) = 0 

 لدينا : 

λ1𝑓(𝑒1) + λ2𝑓(𝑒2) + ⋯+ λp𝑓(𝑒𝑝) = 0 ⟺ 𝑓(λ1𝑒1  + λ2𝑒2  + ⋯+ λp𝑒𝑝) = 0

⟺ λ1𝑒1  + λ2𝑒2  + ⋯+ λp𝑒𝑝 ∈ ker ( 𝑓) 

⟺ λ1𝑒1  + λ2𝑒2  + ⋯+ λp𝑒𝑝 = 0 

⟺ 𝛌𝟏 = 𝛌𝟐 = ⋯ = 𝛌𝐩 = 𝟎 

𝐤𝐞𝐫(𝒇)ن : ذأ = {𝟎} 

,𝐞𝟏}لأن :  … . , 𝐞𝐩}   جملة حرة في𝐄 

,𝒇(𝒆𝟏)}إذن نقول أن :  … , 𝒇(𝒆𝒑)}     حرة في𝐅 

  لنفرض أن صورة جملة حرة في𝐄  هي جملة حرة في𝐅 

𝔁فرض لن ∈ 𝐤𝐞𝐫(𝒇)    و نبرهن أن𝔁 = 𝟎 

,𝐞𝟏}لتكن  … . , 𝐞𝒏}    أساس لـ𝐄   إذن يوجد(𝒙𝟏 , … . . 𝒙𝒏) ∈ ℝ
𝒙 

𝒙بحيث  = 𝒙𝟏𝒆𝒏 +⋯+ 𝒙𝒏𝒙𝒏 
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𝔁 ∈ 𝐤𝐞𝐫( 𝒇) ⇒ 𝒇(𝔁) = 𝟎 ⇒ 𝒙𝟏 𝒇 (𝒆𝟏) + ⋯+ 𝒙𝒏𝒇(𝒆𝒏) = 𝟎 

,𝐞𝟏}بما أن :  … . , 𝐞𝒏}ـأساس ل  :Eإذن{𝒇(𝒆𝟏), … ; , 𝒇(𝒆𝒏)} جملة حرة في𝐅 

= 𝒙𝟏وبالتالي تستنتج ان  𝒙𝟐 = 𝒙𝒏 = 𝒙إذن   𝟎 = 𝐤𝐞𝐫(𝒇)ومنه    𝟎 = و  {𝟎}

  𝒇بالتالي 

 ( في القضية .3( و )2متباين بنفس الطريقة يتم البرهان على النقطة )

 :ملاحـــــظة

 ،فضاء شعاعي ذو بعد منتهي  𝐅أن  لنفرض

𝒇اذا كان  ∈ 𝓛(𝑬, 𝑭) متباين اذن و𝐝𝐢𝐦𝐄 ≤ 𝐝𝐢𝐦𝐅 

𝒇إذا كان  ∈ 𝓛 (𝑬, 𝑭)    وغامر اذن :𝐝𝐢𝐦𝐄 ≥ 𝐝𝐢𝐦𝐅 

 :ملاحـــــظة
 هو عبارة عن ف ش  𝑭ايزومورف اذن   𝑭و   𝑬ذو بعد منتهي وكان   ف ش  𝐅لنفرض أن 

𝒅𝒊𝒎𝑬منتهي البعد ولدينا :  = 𝒅𝒊𝒎𝑭 

 

 ي : ــــق خطــــة تطبيـــرتب

 

 :تذكيــــر

 .هي عبارة عن ف ش ج  𝑰𝒎 (𝒇)و  𝑭نحو   تطبيق خطي معرف من  𝒇 إذا كان تطبيق

تملك جملة مولدة منتهية اذن هي عبارة   𝑰𝒎 (𝒇)، نلاحظ ان     𝑬مولدة بصورة اساس من    𝑭من 

 شعاعي منتهي البعد. .عن فضاء

 

 ـريـف:ـــــتعـ

 

 

 

 

 𝒓𝒂𝒏𝒈 (𝒇)ونرمز لها بالرمز  𝒇ليكن   تطبيق معرف من   نحو ، تعرف رتبة التطبيق      

𝒓𝒂𝒏𝒈(𝒇)أي   𝑰𝒎 (𝒇)هي بعد الفضاء      = 𝒅𝒊𝒎𝑰𝒎(𝒇)  

 

 



 ملاحـــــظة: ) تمييز التطبيقات الخطية المتباينة و الغامرة ( 

𝒅𝒊𝒎𝑬)فضائين شعاعين منتهي البعد ، لنغرض ان     𝑬و   𝑭ليكن  = 𝒏)   و(𝒅𝒊𝒎𝑭 = 𝒑) 

 لدينا :    𝑭 نحو  𝑬تطبيق متبايت معرف من   𝒇وليكن  

1) 𝒇   متباين⟺ 𝒓𝒂𝒏𝒈(𝒇) = 𝒏 

 

2) 𝒇  غامر⟺ 𝒓𝒂𝒏𝒈(𝒇) = 𝒑 

 نظريـــة البعـــد :        

 نظريـــة 

𝒇ليكن :     ∈ 𝓛 (𝑬, 𝑭)     اين𝑬     𝟎فضاء ذو بعد منتهي ، يساوي < 𝑛    : لدينا إذن 

𝒅𝒊𝒎𝑬 = 𝐝𝐢𝐦 (𝐤𝐞𝐫(𝒇) + 𝐝𝐢𝐦 (𝑰𝒎(𝒇)) 

 مثـــال : 

  𝒇:ℝ𝟐 ⟶ℝ𝟑ليكن 

(𝒙, 𝒚) ⟼ 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟐𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙𝟐𝒚) 

 نلاحـــظ أن : 

∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝐤𝐞𝐫(𝒇) ⟺ 𝒙 = 𝒚 = 𝟎 

 إذن : 

𝐤𝐞𝐫(𝒇) = {𝟎ℝ𝟐} 

 و منه 

𝐝𝐢𝐦 𝐤𝐞𝐫(𝒇) = 𝟎 

 

 و بالتالي : 

𝒓𝒂𝒏𝒈(𝒇) = 𝐝𝐢𝐦 𝑰𝒎(𝒇) = 𝟐 
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 بنفس البعد : إشعاعيةحالة التطبيقات الخطية بين فضاءات 

𝒇ليكن :  ∈ 𝓛 (𝑬, 𝑭)  أن  ، نفرض𝒅𝒊𝒎𝑬 = 𝒅𝒊𝒎𝑭 

 لدينا  التكافؤات المنطقية التالية : 

𝑓 تقابلي ⟺ 𝑓 متباين ⟺  𝑓 غامر

 

  



2ة ـــــــسلسل  
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 :2التمرين 

𝒇: ℝ𝟐اثبــــــــــات أنه يوجــــــد تطــــــبيق خطـــــي وحــــــــيد  -1 → ℝ𝟐 :يحقق 

,𝒇(𝟏و 𝟐) = (𝟐, 𝟑)𝒇(𝟎, 𝟏) = (𝟏, 𝟒) 

 

 

 

𝑬لدينا = ℝ𝟐   و𝑭 = ℝ𝟐 

𝑩و   = {(𝟎, 𝟏), (𝟏, ′𝑩و     {(𝟐 = {(𝟏, 𝟒), (𝟐, 𝟑)} 

  𝟎)الشعاعان, ,𝟏)و  (𝟏  مستقلان خطيا لان: (𝟐

∀α, β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟐 = (0,0)  ⟹ α = β = 0 

 التبرير:

𝜶(𝟎, 𝟏) + 𝜷(𝟏, 𝟐) = (𝟎, 𝟎) 
 

⟹ {
𝜷 = 𝟎

𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝟎
⟹  𝜶 = 𝜷 = 𝟎 

 

:عدد الأشعة المستقلةو   𝒄𝒂𝒓𝒅(𝑩) = 𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟐) =  خطيا  𝟐

,𝟎)إذن الشعاعان 𝟏), (𝟏, 𝑬يشكلان أساس لـــ (𝟐 = ℝ𝟐 .)فضاء الإنطلاق( 

  𝟐)الشعاعان, ,𝟏)و  (𝟑  مستقلان خطيا لان: (𝟒

∀α, β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟐 = (0,0)  ⟹ α = β = 0 

 التبرير:

𝜶(𝟏, 𝟒) + 𝜷(𝟐, 𝟑) = (𝟎, 𝟎) 
 

⟹ {
𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝟎
𝟒𝜶 + 𝟑𝜷 = 𝟎

⟹  𝜶 = 𝜷 = 𝟎 

 

:عدد الأشعة المستقلةو من جهة أخرى  𝒄𝒂𝒓𝒅(𝑩′) = 𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟐) =  خطيا  𝟐

,𝟏)إذن الشعاعان  𝟒), (𝟐, 𝑭يشكلان أساس لـــ (𝟑 = ℝ𝟐 .)فضاء الوصول( 

 . 𝒇.  و منه حسب القاعدة السابقة يوجد تطبيق خطي وحيد𝐅أساس لـ  ’𝐁و بالتالي 

,𝒇(𝒙أي إيـــــجاد 𝒇إيـــــــجاد صيغـــة  -2 𝒚): 

 فهو يكتب من الشكل: ℝ𝟐نحو  ℝ𝟐تطبيق خطي من  𝒇بما ان 

𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝜶𝒙 + 𝜷𝒚, 𝜶′𝒙 + 𝜷′𝒚) 
 

,𝜶:   يتم البحث عن 𝜷, 𝛂′, 𝛃′ 
 

𝒇: 𝑬إذا كان قــــــــــاعدة:     → 𝑭   و𝑩  هو أساس لـ𝑬  

 𝑭هو أساس لــ  ’𝑩و   ’𝑩هو الأساس  𝒇بواسطة  𝑩 و صورة الأساس  

𝒇: 𝑬يوجد تطبيق خطي وحيد حيث:   : فإن → 𝑭. 



𝒇(𝟏, 𝟐) = (𝜶 + 𝟐𝜷, 𝜶′ + 𝟐𝜷′) = (𝟐, 𝟑) 

𝒇(𝟎, 𝟏) = (𝜷, 𝜷′) = (𝟏, 𝟒) 

 و منه

{

𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝟐………𝟏

𝜶′ + 𝟐𝜷′ = 𝟑…… . 𝟐
𝜷 = 𝟏…………… . 𝟑

𝜷′ = 𝟒…………… . 𝟒

 ⟹ {

𝜶 = 𝟎
𝜶′ = −𝟓
𝜷 = 𝟏

𝜷′ = 𝟒

 

 إذن
 

𝒇:  ℝ𝟐   → ℝ𝟐

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝒚, −𝟓𝒙 + 𝟒𝒚 )
 

 

,𝒇−𝟏(𝟐حـــــــساب  -3 𝟕)    ,    𝒇(𝟓, 𝟔) 

𝒇(𝟓, 𝟔) = (𝟔,−𝟓 × 𝟓 + 𝟒 × 𝟔) 
 

𝒇(𝟓, 𝟔) = (𝟔, −𝟏) 

 

,𝒇−𝟏(−𝟐حســـــاب  ,𝒙)يعني إيـــــجاد  (𝟕 𝒚)  التي تحقق𝒇(𝒙, 𝒚) = (−𝟐, 𝟕) 

 

𝒇(𝒙, 𝒚) = (−𝟐, 𝟕) ⟹ (𝒚, −𝟓𝒙 + 𝟒𝒚) = (−𝟐, 𝟕) 

 

⟹ {
𝒚 = −𝟐

−𝟓𝒙 + 𝟒𝒚 = 𝟕
 

 

⟹ {
𝒚 = −𝟐
𝒙 = −𝟑

 

,𝒇−𝟏(−𝟐: إذن 𝟕) = (−𝟑, −𝟐) 

 :5التمرين 

لدينا
𝒇 ∶  ℝ𝟑 → ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚, 𝒛) → 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛,   𝒚 + 𝒛, 𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛)
 

 

 

 

 

 𝐈𝐦𝒇أي إيـــــجاد 𝒇يــــــجاد قاعدة )أساس(صورةا -1

𝑰𝒎𝒇 = {𝑽 ∈ 𝑭 ;  ∃𝑼 ∈ 𝑬 :  𝑽 =  𝒇(𝑼)} 

 

= {(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) ∈ ℝ𝟑, ∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 ∶  (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)} 
 

 

 قاعدة: 

:𝑓ليكن  𝐸 → 𝐹 تطبيق خطي 

- 𝒌𝒆𝒓𝒇 = {𝑼 ∈ 𝑬:   𝒇(𝑼) = 𝟎𝑭},         

- 𝑰𝒎𝒇 = {𝑽 ∈ 𝑭; ∃𝑼 ∈ 𝑬:  𝑽 = 𝒇(𝑼)} 

 

 

 

 𝒇نواة  

 𝒇صور
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= {∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑: (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)} 

= {∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑: (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) = (𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛,   𝒚 + 𝒛, 𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛)} 

= {∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 : (
𝑥′

𝑦′

𝑧′
) = 𝑥 (

1
0
1
) + 𝑦(

2
1
1
) + 𝑧 (

−1
1
−2
)} 

= 〈(
1
0
1
) , (

2
1
1
) , (

−1
1
−2
)〉 

 

𝑼𝟏ندرس الاستقلال الخطي لأشعة الثلاثة = (
1
0
1
),  𝑈2 = (

2
1
1
), 𝑈3 = (

−1
1
−2
) 

 

∀α,β, 𝛾 ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 = 0ℝ𝟑 = (0,0,0)
???
⇒ α = β = 𝛾 = 0 

α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 = (0,0,0) ⟹ α(
1
0
1
) + β(

2
1
1
) + 𝛾 (

−1
1
−2
) = (

0
0
0
) 

 

                                  ⟹ {

𝛼 − 2𝛽 − 𝛾 = 0……1
𝛽 + 𝛾 = 0………… . .2
𝛼 + 𝛽 − 2𝛾 = 0……3

 

 

𝜷نجد  2من المعادلة  = −𝜸  نعوض قيمة𝜷 :في المعتدلتين نجد 

 

{
𝛼 − 3𝛾 = 0
𝛼 − 3𝛾 = 0

 

 الأشعة مرتبطة خطيا إذن نأخذ شعاعين و ندرس الاستقلال الخطي لهما، مثلا نأخذ 

α𝑼𝟏 + β𝑈2 = (0,0,0) ⟹ α(
1
0
1
) + β(

2
1
1
) = (

0
0
0
) 

⟹ {

𝛼 − 2𝛽 = 0……1
0 + 𝛽 = 0…… .2
𝛼 + 𝛽 = 0……3

  ⟹ 𝛼 = 𝛽 = 0 

)إذن الشعاعين 
𝟏
𝟎
𝟏
)و  (

𝟐
𝟏
𝟏
)}الجملة 𝑰𝒎𝒇 مستقلان خطيا و بما أنها مولدة لـــ  (

𝟏
𝟎
𝟏
) ،(

𝟐
𝟏
𝟏
و منه الجملة  {(

 𝑰𝒎𝒇 تشكل أساس لـــ

𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇)إذن يمكن أن نستنتج أن  - = 𝟐. 

𝑰𝒎𝒇 الأشعة تولد 



 𝒌𝒆𝒓𝒇إيــــــجاد أساس )قاعدة( النواة   -2

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {𝑼 ∈ 𝑬:   𝒇(𝑼) = 𝟎𝑭} 

 

= {(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑:   𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟎, 𝟎, 𝟎)} 
 

                                            = {(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 :  (

𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛
𝒚 + 𝒛

𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
)} 

 

⟹ {

𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 = 𝟎…𝟏
𝒚 + 𝒛 = 𝟎……… .𝟐
𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 = 𝟎. . 𝟑

  ⟹   
𝒚 = −𝒛
𝒙 = 𝟑𝒛

 

 إذن

∀(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 /𝒙 = 𝟑𝒛, 𝒚 = −𝒛 ⟹ (𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟑𝒛, −𝒛, 𝒛) 

 و منه

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {𝒛(𝟑, −𝟏, 𝟏); 𝒛 ∈ ℝ} 

 أي 

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {(𝟑,−𝟏, 𝟏)} 

 

 المجموعة ذات شعاع وحيد غير معدوم إذن هي مستقلة خطيا و بما أنها مولدة

,𝟑)〉)الجملة −𝟏,  (𝒌𝒆𝒓𝒇تولد〈(𝟏

 𝒌𝒆𝒓𝒇إذن الجملة تشكل أساس لــــ 

𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇)يمكن أن نستنتج أن  - = 𝟏 

𝒅𝒊𝒎(𝑬) لتحقق من العمل لدينا قاعدة: - = 𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇) + 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) 

 

𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟑) إذن = 𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇) + 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) 

𝟑 = 𝟏 + 𝟐 

 : 8التمرين 

𝒇)إيـــــــجاد - + 𝒈)(𝑽)   ،(𝟑𝒇)(𝑽)        𝟐)و𝒇 − 𝟓𝒈)(𝑽) 

:لدينا
 𝒇 : ℝ𝟑  →      ℝ𝟐

(𝒙, 𝒚, 𝒛) → 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟐𝒙, 𝒚 + 𝒛)
 

و
 𝒈 : ℝ𝟑  →      ℝ𝟐

(𝒙, 𝒚, 𝒛) → 𝒈(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝒙 − 𝒛, 𝒚)
 

 (𝒇 + 𝒈)(𝑽) = 𝒇(𝑽) + 𝒈(𝑽),                            V=(2,3,4) 

= 𝒇(𝟐, 𝟑, 𝟒) + 𝒈(𝟐, 𝟑, 𝟒) 

                       = (𝟐 × 𝟐, 𝟑 + 𝟒) + (𝟐 − 𝟒, 𝟑) 

                       = (𝟒, 𝟕) + (−𝟐, 𝟑) 

                       = (𝟒 − 𝟐, 𝟕 + 𝟑) 

                       = (𝟐, 𝟏𝟏) 
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 (𝟑𝒇)(𝑽) = 𝟑 × 𝒇(𝟐, 𝟑, 𝟒) = 𝟑(𝟐 × 𝟐, 𝟑 + 𝟒) = 𝟑(𝟒, 𝟕) = (𝟏𝟐, 𝟐𝟏) 
 
 

 (𝟐𝒇 − 𝟓𝒈)(𝑽) = 𝟐𝒇(𝑾) − 𝟓𝒈(𝑾),              W=(5,1,3) 

= 𝟐𝒇(𝟓, 𝟏, 𝟑) − 𝟓𝒈(𝟓, 𝟏, 𝟑) 

                            = 𝟐(𝟐 × 𝟓, 𝟏 + 𝟑) − 𝟓(𝟓 − 𝟑, 𝟏) 

                            = 𝟐(𝟏𝟎, 𝟒) − 𝟓(𝟐, 𝟏) 

                            = (𝟐𝟎, 𝟖) − (𝟏𝟎, 𝟓) 

                            = (𝟐𝟎 − 𝟏𝟎, 𝟖 − 𝟓) 

                            = (𝟏𝟎, 𝟑) 

 : 9التمرين 

:       لدينا
 𝒇 : ℝ𝟑  →      ℝ𝟒

(𝒙, 𝒚, 𝒛) → 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝒙 + 𝒛, 𝒙 − 𝒚, 𝒛 + 𝒚, 𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛)
 

 𝒌𝒆𝒓𝒇أي تعيــــن   𝒇تعـــــين نواة  -1

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {𝑼 ∈ 𝑬:   𝒇(𝑼) = 𝟎𝑭} 

= {  (𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑:   𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟎, 𝟎, 𝟎, 𝟎)} 

                                            = {(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 :  (

𝒙 + 𝒛
𝒙 − 𝒚
𝒛 + 𝒚

𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛

) = (

𝟎
𝟎
𝟎
𝟎

)} 

 

⟹{

𝒙 + 𝒛 = 𝟎………… .𝟏
𝒙 − 𝒚 = 𝟎… . . …… . 𝟐
𝒚 + 𝒛 = 𝟎………… . 𝟑
𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟎……𝟒

⟹ {
𝒙 = −𝒛
𝒚 = −𝒛 

 إذن

∀(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑/𝒙 = −𝒛, 𝒚 = −𝒛 ⟹ (−𝒛, −𝒛, 𝒛) = 𝒛(−𝟏, −𝟏, 𝟏) 
 

𝒌𝒆𝒓𝒇و منه = {𝒛(−𝟏, −𝟏, 𝟏), 𝒛 ∈ ℝ} 

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {(−𝟏,−𝟏, 𝟏)} 

المجموعة ذات شعاع وحيد غير معدوم إذن هي مستقلة خطيا و بما أنها مولدة لــ 

𝒌𝒆𝒓𝒇𝟏−,𝟏−)〉)الجملة,  (.𝒌𝒆𝒓𝒇تولد〈(𝟏

 𝒌𝒆𝒓𝒇إذن الجملة تشكل أساس لــــ

𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇):   يمكن أن نستنتج أن - = 𝟏 

 



 

 

 

𝒌𝒆𝒓𝒇بما ان  ≠ {(𝟎, 𝟎,  .متباين ليس𝒇فإن{(𝟎

 𝐈𝐦𝒇أي إيـــــجاد   𝒇يــــــجاد قاعدة )أساس(صورة ا -2

𝑰𝒎𝒇 = {𝑽 ∈ 𝑭 ;  ∃𝑼 ∈ 𝑬 :  𝑽 =  𝒇(𝑼)} 

= {(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′, 𝒕′) ∈ ℝ𝟒, ∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 ∶  (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′, 𝒕′) = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)} 
 

= {∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 : (

𝒙′
𝒚′

𝒛′
𝒕′

) = (

𝒙 + 𝒛
𝒙 − 𝒚
𝒛 + 𝒚

𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛)

)} 

= {∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 : (

𝑥′

𝑦′

𝑧′

𝑡′

) = 𝑥 (

1
1
0
1

) + 𝑦(

0
−1
1
1

) + 𝑧(

1
0
1
2

)} 

= 〈(

1
1
0
1

) , (

0
−1
1
1

) , (

1
0
1
2

)〉 

 

𝑼𝟏ندرس الاستقلال الخطي لأشعة الثلاثة = (

1
1
0
1

),  𝑈2 = (

0
−1
1
1

), 𝑈3 = (

1
0
1
2

) 

 

∀α, β, 𝛾 ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 = 0ℝ𝟒 = (0,0,0,0)
???
⇒ α = β = 𝛾 = 0 

α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 = (0,0,0,0) ⟹ α(

1
1
0
1

) + β(

0
−1
1
1

) + 𝛾 (

1
0
1
2

) = (

0
0
0
0

) 

                                  ⟹ {

𝛼 + 𝛾 = 0………… . .1
𝛼 − 𝛽 = 0………… . .2
𝛽 + 𝛾 = 0………… . .3
𝛼 + 𝛽 + 2𝛾 = 0…… .4

 

𝜶نجد  2من المعادلة  = −𝜸 نجد 2و من المعادلة𝜶 = 𝜷  3نعوض القيمتين في المعادلة 

𝜸−نجد: + 𝜸 =  الأشعة مرتبطة خطيا إذن ندرس الاستقلال الخطي لشعاعين، مثلا نأخذ    𝟎

 

 

 قاعدة:

:𝑓إذ كان  𝐸 → 𝐹  و𝒌𝒆𝒓𝒇 = 𝟎𝑬    فإن𝒇اينــــــــمتب 

 

 

 

𝑰𝒎𝒇الأشعة تولد 
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α𝑼𝟏 + β𝑈2 = (0,0,0,0) ⟹ α(

1
1
0
1

) + β(

0
−1
1
1

) = (

0
0
0
0

) 

⟹ {

𝛼 = 0
𝛼 − 𝛽 = 0
𝛽 = 0

𝛼 + 𝛽 = 0

  ⟹  𝛼 = 𝛽 = 0 

)إذن الشعاعين 

𝟎
−𝟏
𝟏
𝟏

)و  (

𝟏
𝟏
𝟎
𝟏

الجملة 𝑰𝒎𝒇مستقلان خطيا و بما أنها مولدة لـــ (

{(

1
1
0
1

) ،(

0
−1
1
1

 𝑰𝒎𝒇تشكل أساس لـــ {(

𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇): إذن يمكن أن نستنتج أن = 𝟐. 

 

 

𝒇   : ليس غامر لان𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟒) = 𝟒 ≠ 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) = 𝟐 

 :10التمرين 

لدينا:       
 𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝒙 + 𝒚, 𝒙 − 𝒚, 𝒙 + 𝒚)
 

 𝒌𝒆𝒓𝒇أي تعيــــن   𝒇تعـــــين نواة  -3

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {𝑼 ∈ 𝑬:   𝒇(𝑼) = 𝟎𝑭} 
 

= {  (𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐:   𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟎, 𝟎, 𝟎)} 

                            = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 :  (

𝒙 + 𝒛
𝒙 − 𝒚
𝒙 + 𝒚

) = (
𝟎
𝟎
𝟎
)} 

 

⟹ {

𝒙 + 𝒚 = 𝟎………… . 𝟏
𝒙 − 𝒚 = 𝟎… . . …… . 𝟐
𝒙 + 𝒚 = 𝟎… . . …… . 𝟑

⟹   𝒙 = 𝒚 = 𝟎  

 إذن

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {(𝟎, 𝟎)} 

 قاعدة:

:𝑓إذ كان  𝐸 → 𝐹  و𝒅𝒊𝒎(𝑭) = 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇)    فإن𝒇غــــــــــامر 



𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇): يمكن أن نستنتج أن - = 𝟏 

𝒌𝒆𝒓𝒇بما ان = {(𝟎,  .متباين𝒇فإن{(𝟎

 𝐈𝐦𝒇أي تعييــن  𝒇صورة تعييـــــــن -4

𝑰𝒎𝒇 = {𝑽 ∈ 𝑭 ;  ∃𝑼 ∈ 𝑬 :  𝑽 =  𝒇(𝑼)} 

= {(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) ∈ ℝ𝟑, ∃(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 ∶  (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) = 𝒇(𝒙, 𝒚)} 
 

= {∃(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 : (
𝒙′
𝒚′

𝒛′

) = (

𝒙 + 𝒚
𝒙 − 𝒚
𝒙 + 𝒚

)} 

= {∃(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 : (
𝒙′
𝒚′

𝒛′

) = 𝑥 (
1
1
1
) + 𝑦 (

1
−1
1
)} 

 

                                        = 〈(
1
1
1
),   (

1
−1
1
)〉 

𝑼𝟏ندرس الاستقلال الخطي لشعاعين = (
1
1
1
),  𝑈2 = (

1
−1
1
) 

∀α,β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟑 = (0,0,0)
???
⇒ α = β = 0 

α𝑼𝟏 + β𝑈2 = (0,0,0) ⟹ α(
1
1
1
) + β(

1
−1
1
) = (

0
0
0
) 

                                                      ⟹ {

𝛼 + 𝛽 = 0… . .1
𝛼 − 𝛽 = 0… . .2
𝛼 + 𝛽 = 0… . .3

 ⟹ 𝛼 = 𝛽 = 0 

)إذن الشعاعين 
𝟏
𝟏
𝟏
)و  (

𝟏
−𝟏
𝟏
)}الجملة 𝑰𝒎𝒇 مستقلان خطيا و بما أنها مولدة لـــ(

1
1
1
) ،(

1
−1
1
تشكل   {(

 𝑰𝒎𝒇أساس لـــ 

𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇)إذن يمكن أن نستنتج أن:   - = 𝟐. 

𝒇 غامر لانليس :𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟑) = 𝟑 ≠ 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) = 𝟐 

 :11التمرين 

 ℝ𝟑نحو ℝ𝟑تطبيـــق خطــــي معرف من fلدينا  

𝑬لدينا  = ℝ𝟑   و𝑭 = ℝ𝟑 

 

𝑰𝒎𝒇 يولدان الشعاعان   
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𝑩 = {𝒆𝟏 = (𝟏, 𝟎, 𝟎), 𝒆𝟐 =  (𝟎, 𝟏, 𝟎),  𝒆𝟑 = (𝟎, 𝟎,  ℝ3أساس قانوني لـ   {(𝟏

𝒇(𝒆𝟏) = −𝟐𝒆𝟏 + 𝟐𝒆𝟑,    𝒇(𝒆𝟐) =  𝟑𝒆𝟐,    𝒇(𝒆𝟑) = −𝟒𝒆𝟏 + 𝟒𝒆𝟑و 

 f(x,y,z)تعييـــن  -1

∀(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑: (𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝒙𝒆𝟏 + 𝒚𝒆𝟐 + 𝒛𝒆𝟑 

                 ⟹  𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝒇(𝒙𝒆𝟏 + 𝒚𝒆𝟐 + 𝒛𝒆𝟑) 

                                           = 𝒙𝒇(𝒆𝟏) + 𝒚𝒇(𝒆𝟐) + 𝒛𝒇(𝒆𝟑) 

= 𝒙(−𝟐𝒆𝟏 + 𝟐𝒆𝟑) + 𝒚( 𝟑𝒆𝟐) + 𝒛𝒇(−𝟒𝒆𝟏 + 𝟒𝒆𝟑) 

= 𝒙(−𝟐(𝟏, 𝟎, 𝟎) + 𝟐(𝟎, 𝟎, 𝟏)) + 𝒚( 𝟑(𝟎, 𝟏, 𝟎)) + 𝒛(−𝟒(𝟏, 𝟎, 𝟎) + 𝟒(𝟎, 𝟎, 𝟏)) 

= 𝒙((−𝟐, 𝟎, 𝟎) + (𝟎, 𝟎, 𝟐)) + 𝒚((𝟎, 𝟑, 𝟎)) + 𝒛((−𝟒, 𝟎, 𝟎) + (𝟎, 𝟎, 𝟒)) 

= 𝒙((−𝟐, 𝟎, 𝟐)) + 𝒚((𝟎, 𝟑, 𝟎)) + 𝒛((−𝟒, 𝟎, 𝟒)) 

= ((−𝟐𝒙, 𝟎, 𝟐𝒙)) + ((𝟎, 𝟑𝒚, 𝟎)) + ((−𝟒𝒛, 𝟎, 𝟒𝒛)) 

= (−𝟐𝒙 − 𝟒𝒛, 𝟑𝒚, 𝟐𝒙 + 𝟒𝒛) 

إذن: 
 𝒇 : ℝ𝟑  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚, 𝒛) → 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (−𝟐𝒙 − 𝟒𝒛, 𝟑𝒚 , 𝟐𝒙 + 𝟒𝒛)
 

 𝒇تعـــــين أساس نواة  -1

 𝒌𝒆𝒓𝒇 = { 𝑼 ∈ 𝑬:   𝒇(𝑼) = 𝟎𝑭} 
 

= {  (𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑:   𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟎, 𝟎, 𝟎)} 

                               = {(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 :  (
−𝟐𝒙 − 𝟒𝒛
𝟑𝒚

𝟐𝒙 + 𝟒𝒛
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
)} 

 

⟹ {
−𝟐𝒙 − 𝟒𝒛 = 𝟎…… . . 𝟏
𝟑𝒚 = 𝟎… . . …… . . 𝟐
𝟐𝒙 + 𝟒𝒛 = 𝟎… . . 𝟑

⟹  
𝒚 = 𝟎
 𝒙 = −𝟐𝒛

 

 إذن

∀(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑/𝒙 = −𝟐𝒛, 𝒚 = 𝟎 ⟹ (𝒙, 𝒚, 𝒛) = (−𝟐𝒛, 𝟎, 𝒛) 

                                                  ⟹ (𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝒛(−𝟐, 𝟎, 𝟏), 𝒛 ∈ ℝ𝟑 

𝒌𝒆𝒓𝒇و منه = {𝒛(−𝟐, 𝟎, 𝟏), 𝒛 ∈ ℝ} 

𝒌𝒆𝒓𝒇 = {(−𝟐, 𝟎, 𝟏)} 

المجموعة ذات شعاع وحيد غير معدوم إذن هي مستقلة خطيا و بما أنها مولدة لــ 

𝒌𝒆𝒓𝒇𝟐−)〉)الجملة, 𝟎,  (𝒌𝒆𝒓𝒇تولد  〈(𝟏



𝒌𝒆𝒓𝒇.𝒌𝒆𝒓𝒇إذن الجملة تشكل أساس لــــ ≠ (𝟎, 𝟎,  اينــــمتبليس  𝒇و منه    (𝟎

𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇):   يمكن أن نستنتج أن - = 𝟏. 

 

 

 

𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟑) = 𝟑,    𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇) = 𝟏 ⟹ 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) = 𝟐 

 غـــــامر يجب ان يكون 𝑓لكي يكون و 

𝒅𝒊𝒎(𝑭) = 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) 

  لدينا

𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟑) = 𝟑 ≠ 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) = 𝟐 

 ليس غـــــامر 𝒇 إذن

 𝒇تعييـــــــنأساس لصـــورة  -5

𝑰𝒎𝒇 = {𝑽 ∈ 𝑭 ;  ∃𝑼 ∈ 𝑬 :  𝑽 =  𝒇(𝑼)} 

= {(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) ∈ ℝ𝟑, ∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 ∶  (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)} 
 

= {∃(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑 : (
𝒙′
𝒚′

𝒛′

) = (
−𝟐𝒙 − 𝟒𝒛
𝟑𝒚

𝟐𝒙 + 𝟒𝒛
)} 

= {∃(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐 : (
𝒙′

𝒚′

𝒛′
) = 𝑥 (

−2
0
2
) + 𝑦 (

0
3
0
) + 𝑧 (

−4
0
4
)} 

𝑼𝟏إذن  = (
−2
0
2
),  𝑈2 = (

0
3
0
𝑈3و( = (

−4
0
4
 𝑰𝒎𝒇تولد  (

𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇)و بما أن  =  مرتبطة خطيا 𝑼𝟑و  𝑼𝟏 ،𝑼𝟐إذن الأشعة  𝟐

 .2أي عدد الأشعة المشكلة للأساس هي 

𝑼𝟑نلاحظ أن :  = 𝟐𝑼𝟏   أي𝑼𝟑و 𝑼𝟏  مرتبطة خطيا و بالتالي نأخذ𝑼𝟐و 𝑼𝟏  كأساس لــ𝑰𝒎𝒇 

)}هو  𝑰𝒎𝒇و منه أساس
−2
0
2
) , (

0
3
0
)} 

 𝒇   =𝒓𝒂𝒏𝒈(𝒇)رتبة  

𝒓𝒂𝒏𝒈(𝒇) هو عدد أشعة أساس : 𝑰𝒎𝒇 

 

𝒓𝒂𝒏𝒈(𝒇): إذن = 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) = 𝟐 

  

 قاعدة:

𝒅𝒊𝒎(𝑬) = 𝒅𝒊𝒎(𝒌𝒆𝒓𝒇) + 𝒅𝒊𝒎(𝑰𝒎𝒇) 



  دروس و أعمال موجهة
 

 د. سلطــــان لــــويزة 43
 

 مفـــاهيم عامـــة حــــول المصــــــفوفاتالفصــــــل الثالــث:  

 تعـــــاريف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. 

 

 

 

 

 عددان طبيعيان ℝ . 𝓷 ،𝓶ليكن الحقل  

𝓲حيث     ℝمن الحقل   𝐚𝓲𝓳) الأعداد الحقيقية (  اتيمسللنأخذ  = 𝟏,… . ,𝓶 .𝒋 = 𝟏, … . , 𝒏  

 لتالي :موزعة في أسطر و في أعمدة كا ℝهي جدول من عناصر  مصفوفة ،

(

 
 

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 𝒂𝟏𝟑 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟐𝟑 … 𝒂𝟐𝒏
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑 … 𝒂𝟑𝒏
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒎𝟏 𝒂𝒎𝟐 𝒂𝒎𝟑 ⋯ 𝒂𝒎𝒏)

 
 

 

نقول عندئذ أن المصفوفة  𝒋 .يمثل العمود رقم 𝒋و الدليل الثاني   𝒊يمثل السطر رقم  𝒊الدليل الأول 

،𝓶أنها من الدرجة   عمودا    𝓷سطرا و   𝓶ذات   ×   𝒏  العنصر𝒂𝓲𝓳    يقع في السطر𝓲   و

 .𝓳العمود  

يمكن أن نرمز يرمز لمصفوفة بأحد الحروف الكبيرة أما عناصرها بأحد الحروف الصغيرة. 

𝑨للمصفوفة السابقة بالرمز التالي  = (𝒂𝒊𝒋)𝟏≤𝒊≤𝒎
𝟏≤𝒋≤𝒏

 

 . 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)عموادا بالرمز      𝓷سطرا و   𝒎رمز لمجموعة المصفوفات ذات ي

 

A    وB  :مصفوفتين حيث𝑨 = (𝒂𝒊𝒋), 𝑩 = (𝒃𝒊𝒋). 

س أي )لهما نف نفس النوع من 𝑨  و 𝑩ا كان متساويتين إذ 𝑨  و  𝑩نقول ان المصفوفتين   -

 .و كانت عناصرهما المتناظرة متساوية أي( عدد الأعمدةعدد الأسطر و نفس 

𝒂𝒊𝒋 = 𝒃𝒊𝒋,   𝒊 = 𝟏, … ,𝒎; 𝒋 = 𝟏,… , 𝒏𝐀 = 𝐁 

𝒎المصفوفة المربعة هي المصفوفة التي يكون عدد أسطرها مساوي لعدد أعمدتها أي  - =

𝒏 و هنا نقول أنها من الدرجة𝓷  و تسمى العناصر𝒂𝒊𝒊   أي𝒂𝟏𝟏  ،𝒂𝟐𝟐  ، ... ،𝒂𝒎𝒏  

 بالقطر الرئيسي للمصفوفة .

,𝒊∀المصفوفة الصفرية هي المصفوفة التي جميع عناصرها أي  - 𝒋;  𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 



 : تكونالمصفوفة المربعة 

𝒊∀إذا كانت جميع العناصر التي تحت القطر الرئيسي معدومة ،  :مثلية علوية - > 𝑗 ;  𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 

(

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝟎 𝒂𝟏𝟐 … 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝟎 … 𝟎 𝒂𝒏𝒏

) 

𝒊∀مثلية سفلية إذا كانت جميع العناصر التي فوق القطر الرئيسي معدومة ، - < 𝒋 ;  𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 

(

𝒂𝟏𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝟎
𝟎𝒏𝟏 … 𝒂𝒏𝟐 𝒂𝒏𝒏

) 

 ،دومة قطرية إذا كانت جميع عناصرها معدومة ما عدا عناصر القطر الرئيسي ليست كلها مع -

∀𝒊 ≠ 𝒋 ; 𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 , ∃𝒊 ; 𝒂𝒊𝒋 ≠ 𝟎   

(

𝒂𝟏𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎
𝟎 𝒂𝟐𝟐 … 𝟎
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 ⋯ 𝒂𝒏𝒏

) 

𝒂𝟏𝟏إذا كان  - = 𝒂𝟐𝟐⋯ = 𝒂𝒏𝒏 = في المصفوفة القطرية فإنها تسمى مصفوفة الوحدة ويرمز  𝟏

 𝑰𝒏لها بالرمز 

....... ،𝑰𝟑 = (
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

) ،𝑰𝟐 = (
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

) 

المصفوفة  المتناظرة  أو التناظرية هي المصفوفة المربعة التي تكون عناصرها المتناظرة بالنسبة  -

,𝒊∀للقطر الرئيسي متساوية    𝒋 ; 𝒂𝒊𝒋 = 𝒂𝒊𝒋 : مثلا 

(
1 3 2
3 4 1
2 1 3

) 

 𝑴𝒎,𝟏(ℝ)بالإضافة إلى مصفوفة عمود هي مصفوفة من النوع  -

𝑨 = (

𝒂𝟏𝟏
⋮
𝒂𝒎𝟏

) 

 

 𝑴𝟏,𝒏(ℝ)و مصفوفة سطــر هي مصفوفة من النوع  -

𝑨 = (𝒂𝟏𝟏 … 𝒂𝟏𝒏) 
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 وفاتــــعلى المصف الأساسية اتــــعمليال
 ن ـــمصفوفتي ) أو طــرح(  وعـــــمجم

.فإن   𝒃𝒊𝒋هي    𝑩وعناصر  𝜶𝒊𝒋هي 𝑨من نفس الدرجة حيث عناصر  𝑨 ،𝑩لتكن المصفوفتان 

𝑨مصفوفة المجموع   + 𝑩     مكونة من العناصر𝒄𝒊𝒋  حيث : 

𝒄𝒊𝒋 = 𝜶𝒊𝒋 + 𝒃𝒊𝒋 

 فإن المجموع غير معرف. ت المصفوفتان ليستا من نفس النوعو إذا كان

 مثــــــــال : 

(
𝟏 −𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 −𝟔

) + (
𝟑 𝟎 𝟐
−𝟕 𝟏 𝟖

) = (
𝟏 + 𝟑 −𝟐 + 𝟎 𝟑 + 𝟐
𝟒 − 𝟕 𝟓 + 𝟏 −𝟔 + 𝟖

) = (
𝟒 −𝟐 𝟓
−𝟑 𝟔 𝟐

) 

(
𝟐 −𝟒 𝟔
𝟖 𝟏𝟎 −𝟏𝟐

) − (
𝟗 𝟎 𝟔
−𝟐𝟏 𝟑 𝟐𝟒

) = (
𝟐 − 𝟗 −𝟒 − 𝟎 𝟔 − 𝟔

𝟖 − (−𝟐𝟏) 𝟏𝟎 − 𝟑 −𝟏𝟐 − 𝟐𝟒
) 

                                  = (
−𝟕 −𝟒 𝟎
𝟐𝟗 𝟕 −𝟑𝟔

) 

 :يـــمصفـــــوفة في سلم بضر
 في جميع عناصر المصفوفة .  𝝀نضرب العدد  𝝀𝑨عدد حقيقي . لحساب الجداء  𝝀مصفوفة و  𝑨لتكن 

 لة : ـــــــأمث

𝝀 (
𝒙 𝒚
𝒛 𝒘

) = (
𝝀𝒙 𝝀𝒚
𝝀𝒛 𝝀𝒘

) 

−𝟓(
𝟏 −𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 −𝟔

) = (
−𝟓 −𝟏𝟎 −𝟏𝟓
−𝟐𝟎 −𝟐𝟓 𝟑𝟎

) 

 :وفات ــــــداء المصفــــــــج

𝑩لتكن المصفوفتان  = (𝒃𝒊𝒋)، 𝑨 = (𝒂𝒊𝒋) 
من الدرجة   𝑨. فإذا كانت   𝑩مساويا لعدد أسطر   𝑨معرفا إذا كان عدد أعمدة     𝑨𝑩يكون الجداء  

𝒎𝑿𝒏      و𝑩     من الدرجة𝒏𝑿𝒓     وبفرض𝑪 = 𝑨𝑩     حيث𝑪 = (𝒄𝒊𝒋)    فإن 

𝒄𝒊𝒋 =∑𝒂𝒊𝒌𝒃𝒌𝒋

𝒏

𝒌=𝟏

                   ,     (𝒊 = 𝟏,…… . ,𝒎 ; 𝒋 = 𝟏,… , 𝒏) 



(

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒎𝟏 𝒂𝒎𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒏

)(

𝒃𝟏𝟏 𝒃𝟏𝟐 ⋯ 𝒃𝟏𝒓
𝒃𝟐𝟏 𝒃𝟐𝟐 … 𝒃𝟐𝒓
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒃𝒏𝟏 𝒃𝒏𝟐 ⋯ 𝒃𝒏𝒓

) = (

𝒄𝟏𝟏 𝒄𝟏𝟐 ⋯ 𝒄𝟏𝒓
𝒄𝟐𝟏 𝒄𝟐𝟐 … 𝒄𝟐𝒓
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒃𝒎𝟏 𝒃𝒎𝟐 ⋯ 𝒃𝒎𝒓

) 

 يعني أن:

𝒄𝟏𝟏 = ∑𝒂𝟏𝒌𝒃𝒌𝟏

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝟏𝟏𝒃𝟏𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒃𝟐𝟏 + 𝒂𝟏𝟑𝒃𝟑𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒃𝒏𝟏 

𝒄𝟏𝟐 = ∑𝒂𝟏𝒌𝒃𝒌𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝟏𝟏𝒃𝟏𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒃𝟐𝟐 + 𝒂𝟏𝟑𝒃𝟑𝟐 +⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒃𝒏𝟐 

𝒄𝟐𝟏 = ∑𝒂𝟐𝒌𝒃𝒌𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝟐𝟏𝒃𝟏𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒃𝟐𝟏 + 𝒂𝟐𝟑𝒃𝟑𝟏 +⋯+ 𝒂𝟐𝒏𝒃𝒏𝟏 

𝒄𝒎𝟐 = ∑𝒂𝒎𝒌𝒃𝒌𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

 = 𝒂𝒎𝟏𝒃𝟏𝟐 + 𝒂𝒎𝟐𝒃𝟐𝟐 + 𝒂𝒎𝟑𝒃𝟑𝟐 +⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒃𝒏𝟐 

 ثم تجمع 𝑩تضرب في عناصر العمود 𝑨لاحظ أن: عناصر السطر

عناصر  العمود  في 𝑨السطر الأول للمصفوفة  عناصر نضرب 𝒄𝟏𝟏العنصرللحصول على يعني أن

 و هكذا ثم نجمع 𝑩الأول للمصفوفة 

 

 ال:ــــــــــمث
 لنحسب الجداء التالي:  

𝑨 × 𝑩 = (
𝟐 −𝟏
𝟏 𝟎
−𝟑 𝟒

)

𝟑×𝟐

× (
𝟏 −𝟐 −𝟓
𝟑 𝟒 𝟎

)
𝟐×𝟑

 

 

 

 

=(

𝟐 × 𝟏 + (−𝟏) × 𝟑 𝟐 × (−𝟐) + (−𝟏) × 𝟒 𝟐 × (−𝟓) + (−𝟏) × 𝟎

𝟏 × 𝟏 + 𝟎 × 𝟑 𝟏 × (−𝟐) + 𝟎 × 𝟒 𝟏 × (−𝟓) + 𝟎 × 𝟎

−𝟑 × 𝟏 + 𝟒 × 𝟑 −𝟑 × (−𝟐) + 𝟒 × 𝟒 −𝟑 × (−𝟓) + 𝟎 × 𝟒

) 

 

= (
−𝟏 −𝟖 −𝟏𝟎
𝟏 −𝟐 −𝟓
𝟗 𝟐𝟐 𝟏𝟓

)

𝟑×𝟑

 

 

 

 

 

= 
 يساويB عدد أسطرالمصفوفة  Aعدد أعمدة المصفوفة
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 مثـــــال:

𝑨ليــكن  = (𝟏 𝟐 𝑩و            (𝟑 = (
𝟐
𝟏
𝟎
) 

𝐀𝐁 = (𝟏 𝟐 𝟑) (
𝟐
𝟏
𝟎
) = 𝟒 

𝐀𝐁  𝟏)مصفوقة من النوع. 𝟏) 

𝑩𝑨 = (
𝟐
𝟏
𝟎
) (𝟏 𝟐 𝟑) = (

𝟐 𝟒 𝟔𝟔
𝟐 𝟐 𝟑
𝟎 𝟎 𝟎

) 

.𝟑)الجداء هو مصفوفة من النوع  𝟑) 

𝑨𝑩لاحظ أن  ≠ 𝑩𝑨 
 

 ـــــة:ظملاحـ
 .جــــــداء مصفـــــوفتين ليس بالضـــــرورة تبـــــــديلي

 

 تعــــــــريف:

𝑩لتكن المصفوفتان  = (𝒃𝒊𝒋)، 𝑨 = (𝒂𝒊𝒋) 

𝐀𝐁إذا كان  𝐀هي مصفوفة عكسية يمنى لـــ  𝑩نقول أن  = 𝑰𝐧   و إذا كان𝑩𝑨 = 𝑰𝒏  في هذه

 . 𝑩مصفوفة عكسية  يسرى لــ 𝑨الحالة 
 

 تعريــــــــف:

 حيث:𝑴𝒏(ℝ)من  𝑩نقول أنها قابلة للقلب إذا وجدت مصفوفة 𝑴𝒏(ℝ)من   𝑨مصفوفة 

𝐀𝐁 = 𝑩𝑨 = 𝑰𝒏 

 𝑨−𝟏بـــ  و نرمز للمقلوب

 وفة ـــــول مصفـــــــــمنق

𝑨لتكن المصفوفة   = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)   فإن منقول المصفوفة .𝑨    هي المصفوفة𝑨𝑻 

 حيث 

𝑨𝑻 = (𝒄𝒊𝒋)  ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)  و𝒄𝒊𝒋 = 𝜶𝒊𝒋 

 فللحصول على منقول المصفوفة نجعل الأسطر أعمدة والأعمدة أسطرا.

𝑻(𝑨𝑻)ينتج من هذا التعريف أن  = 𝑨 

 ملاحــــــظة:

(𝑨𝑻)إذا كان   - = 𝑨    فإن𝑨   تسمى مصفوفة متناظرة . 

- 𝑨  مصفوفة ضد تناظرية إذا كان𝐴 = −𝐴𝑇 

- ∀𝑨, ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)    ,          (𝑨 + 𝑩)𝑻 = (𝑨)𝑻 + (𝑩)𝑻 



- ∀𝑨, ∈ 𝑴𝒎,𝒏(ℝ)    ,        ∀𝑩, ∈ 𝑴𝒏,𝒓(ℝ)    ,             (𝑨𝑩)
𝑻 = (𝑩)𝑻(𝑨)𝑻 

 

 ال:ـــــــــــمث

𝑨 = (
𝟏
𝟐
𝟑
) 𝑨𝒕 = (𝟏 𝟐 𝟑) 

 ةـــــوفة مربعـــــر مصفــــــأث

𝑨لتكن المصفوفة المريعة  = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝑴𝒏(ℝ) ، أثر المصفوفة   هو مجموع عناصر القطر

 ، أي أن   𝑻𝒓(𝑨)الرئيسي و يرمز له بالرمز  

𝑻𝒓(𝑨) = ∑𝒂𝒌𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

 

 ـــــــــال:مث

𝑨 = (
𝟒 𝟏 −𝟑
𝟏 𝟐 𝟒
𝟗 𝟎 −𝟏

) ⟹ 𝑻𝒓(𝑨) = 𝟒 + 𝟐 + (−𝟏) = 𝟓 

 ي ــــق خطـــة لتطبيـــوفة المرافقـــالمصف
 على التوالي ، وليكن :  𝒎  ،𝒏ببعدين منتهيين   ℝشعاعين على الحقل   فضائيين𝑬𝟏،𝑬𝟐يكن  

{𝒖𝟏, 𝒖𝟐, … , 𝒖𝒏}  أساسا في𝑬𝟏                         ،{𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏}  أساسا في𝑬𝟐 

…،𝑬𝟏 :𝒇(𝒖𝒏)أشعة أساسصور ، 𝑬𝟐نحو    𝑬𝟏تطبيقا خطيا من    𝒇وليكن   ،𝒇(𝒖𝟐)،𝒇(𝒖𝟏) 

 على النحو التالي : 𝑬𝟐فهي تكتب على شكل تركيب خطي لأشعة أساس 𝑬𝟐هي أشعة من 

𝒇(𝐮𝟏) = 𝐚𝟏𝟏𝐯𝟐 + 𝐚𝟐𝟏𝐯𝟐 +⋯+ 𝐚𝐦𝟏𝐯𝐦 

𝒇(𝐮𝟐) = 𝐚𝟏𝟐𝐯𝟏 + 𝐚𝟐𝟐𝐯𝟐 +⋯+ 𝐚𝐦𝟐𝐯𝐦 

⋮      =     ⋮     +     ⋮      +       +    ⋮ 

𝒇(𝐮𝐧) = 𝐚𝟏𝐧𝐯𝟏 + 𝐚𝟐𝐧𝐯𝟐 +⋯+ 𝐚𝐦𝐧𝐯𝐦 

 .  ℝهي عناصر من الحقل  𝒂𝒊𝒋حيث 

𝑨 نسمي المصفوفة  = (

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒎𝟏 𝒂𝒎𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒏

 𝑓بالمصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي(
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, 𝒖𝟏}بالنسبة لأساس  𝒖𝟐 , … , 𝒖𝐧}  في𝑬𝟏  و الأساس{𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏}  في𝑬𝟐 ، أن  أيضاو نقول

𝒇  هو التطبيق الخطي المرافق للمصفوفةA . 

 

 ، ولأولىادلة اللمرج الخطي في المع للمصفوفة مكون من المقادير السليمة الأوللاحظ أن العمود 

 .ة الثانية و هكذا إلى آخر العمودالعمود الثاني من المعادل
 

 :ةـــــملاحظ

𝐝𝐢𝐦(𝑬𝟏)عدد الأعمدة = عدد أشعة أساس فضاء المنطق  = 𝑬𝟏 

𝐝𝐢𝐦(𝑬𝟐)عدد الأسطر = عدد أشعة أساس فضاء الوصول )المستقر (  = 𝑬𝟐 
 

له تكون ذات أربعة  فإن   المصفوفة المرافقة ℝ𝟐نحو    ℝ𝟒ق الخطي معرفا منفمثلا إذا كان التطبي

 .أعمدة وسطران

التطبيق الخطي المرافق لها يكون  أعمدةوإذا كانت المصفوفة ذات ثلاثة أسطر و خمسة أعمدة فإن 

 ℝ𝟓نحو   ℝ𝟑معرفا من   
 

 ة : ــــــملاحظ
 .س فإن عناصر المصفوفة أيضا تتغيرإذا غيرنا الأسا

 وفاتـــة المصفـــرتب

 

 ريف:ــــــــتع

 

 

 

 ال :ـــــــمث

)ماهي رتبة المصفوفة 
𝟏 𝟑 𝟐
𝟑 𝟒 𝟏
𝟐 𝟏 𝟑

 ؟ (

𝛎𝟏هي  الأعمدةأشعة  = (
𝟏
𝟑
𝟐
)       ،𝒗𝟐 = (

𝟑
𝟒
𝟏
)      ،𝒗𝟑 = (

𝟐
𝟏
𝟑
فإذا كانت هذه الأشعة    (

و إذا لم تكن كذلك نبحث هل يوجد شعاعان مستقلان خطيا و في  3مستقلة خطيا فالمصفوفة رتبتها 

 . 1و إذا كانت كل الأشعة مرتبطة خطيا مثنى فالرتبة  2هذه الحالة رتبتها 

 يمكننا البحث عن التطبيق الخطي المرافق لها ثم تعين الرتبة .

 

هي رتبة  التطبيق الخطي المرافق لها و هي أيضا أكبر   𝑴(𝒓𝒂𝒏𝒈 )رتبة المصفوفة  

 أشعة أعمدة تكون مستقلة خطيا .

  ت شعاعركبامونقصد بأشعة أعمدة الأشعة المكونة من عناصر الأعمدة فكل عمود يعطينا 

 



 مثـــــال :
 نالدي

 𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟐

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟐𝒙 − 𝟓𝒚, 𝟑𝒙 + 𝒚)
 

𝑩و         = {𝒖𝟏 = (𝟐, 𝟏), 𝒖𝟐 = (𝟑,  ℝ𝟐أساس في  {(𝟐

,𝒇(𝒖𝟐)حســـــاب  -1 𝒇(𝒖𝟏) 

𝒇(𝒖𝟏) = 𝒇(𝟐, 𝟏) = (𝟐 × 𝟐 − 𝟓 × 𝟏, 𝟑 × 𝟐 + 𝟏) = (−𝟏, 𝟕) 

𝒇(𝒖𝟐) = 𝒇(𝟑, 𝟐) = (𝟔 − 𝟏𝟎, 𝟗 + 𝟐) = (−𝟒, 𝟏𝟏) 

 𝑩في الأساس   𝒇(𝒖𝟏)   و𝒇(𝒖𝟐)كتابة كل من  -2

 لدينا

𝒇(𝒖𝟏) = (−𝟏, 𝟕) 

𝜶𝒖𝟏 + 𝜷𝒖𝟐 = (−𝟏, 𝟕)  ⟹  𝜶(𝟐, 𝟏) + 𝜷(𝟑, 𝟐) = (−𝟏, 𝟕) 

                                               ⟹ (𝟐𝜶 + 𝟑𝜷, 𝜶 + 𝟐𝜷) = (−𝟏, 𝟕) 

⟹ {
𝟐𝜶 + 𝟑𝜷 = −𝟏……𝟏
𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝟕…… . . . 𝟐

 

𝜷نجد:  1ثم جمعها مع المعادلة (𝟐−)في  2بضرب المعادلة  = 𝟏𝟓 

𝜶نجد:  2في المعادلة  𝜷بتعويض قيمة  = −𝟐𝟑 

𝒇(𝒖𝟏)و منه                                        = −𝟐𝟑𝒖𝟏 + 𝟏𝟓𝒖𝟐 

 لدينا

𝒇(𝒖𝟐) = (−𝟒,   𝟏𝟏) = 𝜶𝒖𝟏 + 𝜷𝒖𝟐 

(−𝟒, 𝟏𝟏) =  𝜶(𝟐, 𝟏) + 𝜷(𝟑, 𝟐)  ⟹ (−𝟒, 𝟏𝟏)

= (𝟐𝜶 + 𝟑𝜷, 𝜶 + 𝟐𝜷) 

⟹ {
𝟐𝜶 + 𝟑𝜷 = −𝟒……𝟏
𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝟏𝟏…… . . . 𝟐

 

𝜷نجد:  1ثم جمعها مع المعادلة (𝟐−)في  2بضرب المعادلة  = 𝟐𝟔 

𝜶نجد:  2في المعادلة  𝜷بتعويض قيمة  = −𝟒𝟏 

𝒇(𝒖𝟐)و منه                                        = −𝟒𝟏𝒖𝟏 + 𝟐𝟔𝒖𝟐 

 𝑩في الأســــاس  𝒇المصفــــوفة المرفقـــــة لـــ  -3

 

 

 
 

𝒇(𝒖𝟏) 𝒇(𝒖𝟐) 

 )بعد فضاء الانطلاق(  𝒅𝒊𝒎(𝑬)=عدد الأعمدة  -

𝒅𝒊𝒎(𝑭)عدد الأسطر -  )بعد فضاء الوصول(  =



  دروس و أعمال موجهة
 

 د. سلطــــان لــــويزة 51
 

𝑴𝒇(𝑩) = (
−𝟐𝟑 −𝟒𝟏
𝟏𝟓 𝟐𝟔

)
𝒖𝟏
𝒖𝟐

 

𝒗حــساب صورة الشعاع  -4 = (𝟑,  𝒇و باستخدام المصفوفة المرفقة لــ  𝑩في الأساس   𝒇بواسطة  (𝟒

 :لدينا

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝑴𝒇(𝑩) × (𝐱, 𝐲) 
 

 

⟹ 𝒇(𝟑, 𝟒) = (
−𝟐𝟑 −𝟒𝟏
𝟏𝟑 𝟐𝟔

) (
𝟑
𝟒
) 

 

⟹ 𝒇(𝟑, 𝟒) = (
−𝟐𝟑𝟑
𝟏𝟒𝟒

) 

 مثـــــال:

𝒇: ℝ𝟐لدينا:  →      ℝ𝟑  :تطبيق خطي معرف بالمصفوفة التالية 

𝒇(𝒆𝟏)   𝒇(𝒆𝟐) 

(
𝟑 −𝟏
𝟐 𝟒
𝟓 −𝟔

)

𝒆′𝟏
𝒆′𝟐
𝒆′𝟑

 

 أن: 𝑨من الواضح من خلال المصفوفة 

 𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚)
 

 وصول.ضاء الأعمدة المصفوفة يساوي بعد فضاء البدء، عدد أسطر المصفوفة يساوي بعد فلان عدد 

 

𝒗حســـــاب صورة  .1 = (𝟐, 𝟑,  fبواسطة (𝟏
 

𝒗بما الشعاع = (𝟐, 𝟑, 𝟏) ∉ ℝ𝟐  إذن لا يمكن حساب صورته 
 

,𝒇(𝒙ايــــــــــــجاد عبــــــارة  .2 𝒚) 
 

نحو  𝑹𝟐نلاحظ ان المصفوفة ذات عمودين و  ثلاثة اسطر اذن التطبيق الخطي المرافق لها معرف من 

𝑹𝟑 . 

,𝒇(𝒙اذن فالبحث عن  𝒚) = (? , ? , ? ) 

 نللفضائيي سوف نستخدم الأسس القانونية

- {𝒆𝟏 = (𝟏, 𝟎), 𝒆𝟐 = (𝟎,  .𝑹𝟐أساس قانوني للفضاء {(𝟏

- {𝒆′𝟏 = (𝟏, 𝟎, 𝟎), 𝒆′𝟐 = (𝟎, 𝟏, 𝟎), 𝒆′𝟑 = (𝟎, 𝟎,  𝑹𝟑أساس قانوني للفضاء {(𝟏

 و بالتالي



{
𝒇(𝒆𝟏) = 𝒂𝟏𝟏𝒆

′
𝟏 + 𝒂𝟐𝟏𝒆

′
𝟐 + 𝒂𝟑𝟏𝒆

′
𝟑

𝒇(𝒆𝟐) = 𝒂𝟏𝟐𝒆
′
𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒆

′
𝟐 + 𝒂𝟑𝟐𝒆

′
𝟑
 

  اذن

{
𝒇(𝒆𝟏) = 𝟑𝒆

′
𝟏 + 𝟐𝒆

′
𝟐 + 𝟓𝒆

′
𝟑

𝒇(𝒆𝟐) = −𝒆
′
𝟏 + 𝟒𝒆

′
𝟐 − 𝟔𝒆

′
𝟑
⟹ {

𝒇(𝒆𝟏) = (𝟑, 𝟐, 𝟓)

𝒇(𝒆𝟐) = (−𝟏, 𝟒,−𝟔)
 

 

,𝒙)لدينا 𝒚)  شعاع من𝑹𝟐  فهو يكتب على الشكل 

(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝒆𝟏 + 𝒚𝒆𝟐 

 اذن

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙𝒆𝟏 + 𝒚𝒆𝟐) 

 تطبيق خطي اذن: 𝒇بما ان 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝒇(𝒆𝟏) + 𝒚𝒇(𝒆𝟐)                                                                            

= 𝒙(𝟑, 𝟐, 𝟓) + 𝒚(−𝟏, 𝟒, −𝟔) 

=  (𝟑𝒙, 𝟐𝒙, 𝟓𝒙) + (−𝒚, 𝟒𝒚, −𝟔𝒚) 

= (𝟑𝒙 − 𝒚, 𝟐𝒙 + 𝟒𝒚, 𝟓𝒙 − 𝟔𝒚) 

 اذن:

 𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟑𝒙 − 𝒚, 𝟐𝒙 + 𝟒𝒚, 𝟓𝒙 − 𝟔𝒚)
 

 𝒇بطريقة أبسط: لإيجاد عبارة 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝑴𝒇 × (
𝒙
𝒚)  = (

𝟑 −𝟏
𝟐 𝟒
𝟓 −𝟔

)(
𝒙
𝒚) = (

𝟑𝒙 − 𝒚
𝟐𝒙 + 𝟒𝒚
𝟓𝒙 − 𝟔𝒚

) 

                                     = (𝟑𝒙 − 𝒚, 𝟐𝒙 + 𝟒𝒚, 𝟓𝒙 − 𝟔𝒚) 

 اذن:

 𝒇 : ℝ𝟐  →      ℝ𝟑

(𝒙, 𝒚) → 𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟑𝒙 − 𝒚, 𝟐𝒙 + 𝟒𝒚, 𝟓𝒙 − 𝟔𝒚)
 

 

𝑽حـــــساب صـــــورة الشعاع  .3 = (𝟐, 𝟑) 

 :   1طريقة

𝒇(𝟐, 𝟑) = (𝟑 × 𝟐 − 𝟑, 𝟐 × 𝟐 + 𝟒 × 𝟑, 𝟓 × 𝟐 − 𝟔 × 𝟑) 

𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟑, 𝟏𝟔, −𝟖  ) 
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 2طريقة

𝑴𝒇  = (
𝟑 −𝟏
𝟐 𝟒
𝟓 −𝟔

) 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝑴𝒇 × (
𝒙
𝒚) 

𝒇(𝟐, 𝟑) = (
𝟑 −𝟏
𝟐 𝟒
𝟓 −𝟔

) (
𝟐
𝟑
) = (

𝟑
𝟏𝟔
−𝟖
) 

 المحـــددات

  (La règle de développementطريقة النشر )
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :ةملاحـــــظ
 يعطي محدد المصفوفة ذات العنصر الوحيد ) سطر وعمود واحد ( كما يلي :

𝒅𝒆𝒕(𝒂𝟏𝟏) = 𝒂𝟏𝟏 

 ة :ــــــــأمثل

𝒊)إذا كانت المصفوفة من الدرجة الثانية فإن محددها يحسب كما يلي : )لنختر  - = 𝟏 

𝑨لتكن  = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝑴𝒏(ℝ)  𝟏مصفوفة مربعة حيث ≤ 𝒊, 𝒋 ≤ 𝒏 . 

 الذي يحسب العلاقة التالية :  |𝑨|أو    𝒅𝒆𝒕 (𝑨)هو العدد الحقيقي     𝑨محدد المصفوفة

𝒅𝒆𝒕(𝑨) = |𝑨| =∑(−𝟏)𝒊+𝒋
𝒏

𝒋=𝟏

𝒂𝒊𝒋|𝑨𝒊𝒋| 

𝒅𝒆𝒕(𝑨) = |𝑨| =∑(−𝟏)𝒊+𝒋
𝒏

𝒊=𝟏

𝒂𝒊𝒋|𝑨𝒊𝒋| 

، أما الثانية تعطي نشر لــ 𝑨من  𝒊بالنسبة لعناصر السطر   |𝑨|بالنسبة للأولى تعطي نشر لــ 

|𝑨|  بالنسبة لعناصر العمود𝒋  من𝑨. 

 . 𝑨من المصفوفة    𝒋و العمود    𝒊هي المصفوفة الناتجة من حذف السطر    |𝑨𝒊𝒋|حيث  

 



|
𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐

| = ∑(−𝟏)𝒊+𝒋
𝒏

𝒋=𝟏

𝒂𝒊𝒋 𝒅𝒆𝒕(𝑨𝒊𝒋) =∑(−𝟏)𝟏+𝒋
𝟐

𝒋=𝟏

𝒂𝟏𝒋 𝒅𝒆𝒕(𝑨𝟏𝒋) 

= (−𝟏)𝟏+𝟏𝒂𝟏𝟏𝒅𝒆𝒕(𝑨𝟏𝟏) + (−𝟏)
𝟏+𝟐𝒂𝟏𝟐 𝒅𝒆𝒕(𝑨𝟏𝟐) 

= (−𝟏)𝟐𝒂𝟏𝟏𝒂𝟐𝟐 + (−𝟏)
𝟑𝒂𝟏𝟐𝒂𝟐𝟏 

= 𝒂𝟏𝟏𝒂𝟐𝟐 − 𝒂𝟏𝟐𝒂𝟐𝟏 

𝑑𝑒𝑡 (
0 −2
1 1

) = |
0 −2
1 1

| = (0)(1) − (−2)(1) = 2 

𝒊أما محدد مصفوفة من الدرجة الثالثة فيحسب كما يلي : ) باختيار  - = 𝟏  ) 

𝑑𝑒𝑡 (

𝑎11 𝑎12 𝑎23
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

) =∑(−1)𝑖+𝑗
𝑛

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑖𝑗) =∑(−1)1+𝑗
3

𝑗=1

𝑎1𝑗 𝑑𝑒𝑡(𝐴1𝑗) 

= (−1)1+1𝑎11 𝑑𝑒𝑡(𝐴11) + (−1)
1+2𝑎12 𝑑𝑒𝑡(𝐴12) + (−1)

1+3𝑎13 𝑑𝑒𝑡(𝐴13) 

= 𝑎11 𝑑𝑒𝑡 (
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

) −𝑎12 𝑑𝑒𝑡 (
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

) + 𝑎13 𝑑𝑒𝑡 (
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

) 

= 𝑎11 |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

| − 𝑎12 |
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

| +𝑎13 |
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

| 

 يكونلاثة فلكل من المحددات الثنطبـــق محـــدد مصفــــوفة من الدرجــــة الثانيـــة 

    = 𝑎11𝒂𝟏𝟏𝒂𝟐𝟐 − 𝑎11𝒂𝟏𝟐𝒂𝟐𝟏 − 𝑎12𝒂𝟐𝟏𝒂𝟑𝟑 + 𝑎12𝒂𝟑𝟏𝒂𝟐𝟑 + 𝑎13𝒂𝟐𝟏𝒂𝟑𝟐 − 𝑎13𝒂𝟑𝟏𝒂𝟐𝟐 

 ال:ـــــــــمث

𝑨:حيث  𝑨لنحسب محدد المصفوفة  = (
𝟒 𝟏 𝟓
𝟎 𝟑 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟐

) 

|𝐀| = |
𝟒 𝟏 𝟓
𝟎 𝟑 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟐

| 

= +(𝟎) |
𝟏 𝟓
𝟑 −𝟏

| − (𝟎) |
𝟒 𝟓
𝟎 −𝟏

| + (𝟐) |
𝟒 𝟏
𝟎 𝟑

| 

= 𝟐 × 𝟏𝟐     

 ملاحـــــظة:
بـــر عدد من ي على أكــــونختـــار السطــــر أو العمــــود الذي يحت بلتسهيـــل عمليـــة الحســــا

 الأصــــفار
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 La règle de Sarrus)) سوطريقـــــة سار

 لحساب محدد مصفوفة من الدرجة الثالثة  تطبق هذه الطريقة 

ثم  نستعمل أسهم قطرية مع إشارات موجبة   𝑨ن الأول و الثاني أمام المصفوفة العمودينقوم بإعادة كتابة 

 وسالبة هكذا : 

(

+ + +
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

)

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

 

 

|𝑨| = 𝒂𝟏𝟏𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟑𝟑 + 𝒂𝟏𝟐𝒂𝟐𝟏𝒂𝟐𝟐 + 𝒂𝟏𝟐𝒂𝟐𝟑 𝒂𝟑𝟏 − 𝒂𝟏𝟑𝒂𝟐𝟏𝒂𝟑𝟐 − 𝒂𝟑𝟐𝒂𝟐𝟑𝒂𝟏𝟏 
− 𝒂𝟏𝟐𝒂𝟐𝟏𝒂𝟐𝟐  

 لنطيق هذه الطريقة على المثال السابق 

  

|𝐀| = |
𝟒 𝟏 𝟓
𝟎 𝟑 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟐

|
𝟒   
𝟎  
𝟎   

 𝟏
 𝟑
 𝟎

 

 

                             = (24 + 0 + 0) − (0 + 0 + 0) = 24 

 :اتـــــــملاحظ

 ئيسي .يساوي جداء عناصر القطر الرو المثلثية أو السفلية أمحدد المصفوفة القطرية  (1

 متساويين إذن محددها معدوم.إذا كان صفين من مصفوفة  (2

 إذا غير صفين من مصفوفة إذن محددها يغير إشارته. (3

 .𝛂فإن محددها يكون مضروب بـ   𝛂إذا كان أحد صفوف مصفوفة مضروب بسلمي  (4

 إذا كان أحد صفوف المصفوفة معدوم إذن محددها معدوم. (5

 نظـــــــــــرية :

 المصفوفة أي :محدد مصفوفة مربعة يساوي محدد منقول هذه 

𝒅𝒆𝒕(𝑩) = 𝒅𝒆𝒕(𝑩𝑻) 

 



 وبــــمقلالاب ــــحس

 

 

 

 

 

 

 
 

 :الـــــمث

 الية ــــوفة التــــوب المصفــــأحسب مقل

𝐴 = (
4 1 5
0 3 −1
0 0 2

) 

|𝐀| = 𝟐𝟒 ≠ 𝟎 

 قابلة للتقلب  𝑨إذن

𝑨−𝟏 =
𝟏

|𝑨|
× (𝒂𝒅𝒋(𝑨))𝒕 

adj(A) =

(

  
 

|
3 −1
0 2

| − |
0 −1
0 2

| |
0 3
0 0

|

− |
1 5
0 2

| |
4 5
0 2

| − |
4 1
0 0

|

|
1 5
3 −1

| − |
4 5
0 −1

| |
4 1
0 3

| )

  
 

 

 

𝑨لتكن المصفـــــوفة  = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝑴𝒏(ℝ) 

- 𝑨 ـــب لقــــابلة للق .التطبيـــق الخطــــي المــــرافق لهــــا تقـــــابلي 

- A ـــب لقـــــابلة للق  أشـــعة أعمــدة المصفـــوفة𝐀 .مستقــــلة خطيــا 

- A ــــبلقــــابلة للق𝐝𝐞𝐭(𝐀) = |𝐀| ≠ 𝟎 

 و يحســــب بالعلاقـــــة التــــالية: 𝐀−𝟏بــــ 𝐀نرمـــز لمقـــــلوب  

𝑨−𝟏 =
𝟏

|𝑨|
× (𝒂𝒅𝒋(𝑨))𝒕,         |𝑨| ≠ 𝟎 

𝒂𝒅𝒋(𝑨)حيث  = (𝒂′𝒊𝒋) هي مصفــــوفة ناتجــــةمن المصفــوفةA :بالعلاقــــة التالية 

𝒂′𝒊𝒋 = (−𝟏)
𝒊+𝒋|𝑨𝒊𝒋| 

 أي 

𝒂𝒅𝒋(𝑨) =  (

𝒂′𝟏𝟏 𝒂′𝟏𝟐 𝒂′𝟏𝟑
𝒂′𝟐𝟏 𝒂′𝟐𝟐 𝒂′𝟐𝟑
𝒂′𝟑𝟏 𝒂′𝟑𝟐 𝒂′𝟑𝟑

) 

(𝑎𝑑𝑗(𝐴))تسمى 
𝑡

 𝐴بالمصفـــوفة المرافقــــة لـــ  
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 إذن

𝐚𝐝𝐣(𝐀) = (
𝟔 𝟎 𝟎
𝟐 𝟖 𝟎
−𝟏𝟔 𝟒 𝟏𝟐

) 

(𝒂𝒅𝒋(𝑨)) و منه المصفوفة المرفقة
𝒕

 هي  𝐴للمصفوفة   

(𝒂𝒅𝒋(𝑨))
𝒕
= (

𝟔 𝟐 −𝟏𝟔
𝟎 𝟖 𝟒
𝟎 𝟎 𝟏𝟐

) 

 و التالي

𝑨−𝟏 =
𝟏

𝟐𝟒
(
𝟔 𝟐 −𝟏𝟔
𝟎 𝟖 𝟒
𝟎 𝟎 𝟏𝟐

) =
𝟏

𝟏𝟐
(
𝟑 −𝟏 −𝟖
𝟎 𝟒 𝟐
𝟎 𝟎 𝟔

) 

 

 

 

 

 

 

 

 



 سلسلـــــــة 3
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 :1لتمرين

,𝒂𝟐𝟐مع تحديد العناصر إيــــجاد نـــــوع المـصفوفات  𝒂𝟏𝟑𝒃𝟏𝟐, 𝒃𝟐𝟐, 𝒃𝟑𝟏, 𝒄𝟏𝟐, 𝒄𝟐𝟐, 𝒄𝟑𝟐 

 

𝑨 = (
𝟑 𝟒 𝟏
𝟐 𝟓 𝟎

)  =     (
𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 𝒂𝟏𝟑
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟐𝟑

) 

 

𝟐من الدرجة  𝐀إذن المصـــفوفة  - × 𝟑    .𝒂𝟐𝟐 = 𝟓,   𝒂𝟏𝟑 = 𝟏 
 

𝑩 = (
𝟏 𝟒 𝟏
𝟎 𝟓 𝟎
𝟐 𝟐 𝟏

) = (

𝒃𝟏𝟏 𝒃𝟏𝟐 𝒃𝟏𝟑
𝒃𝟐𝟏 𝒃𝟐𝟐 𝒃𝟐𝟑
𝒃𝟑𝟏 𝒃𝟑𝟐 𝒃𝟑𝟑

) 

 

𝟑من الدرجة  𝐁إذن المصـــفوفة  - × 𝟑  .𝒃𝟏𝟐 = 𝟒 , 𝒃𝟐𝟐 = 𝟓,  𝒃𝟑𝟏 = 𝟐  
 

𝑪 = (
𝟏𝟐 𝟒
𝟒 𝟏
𝟏 𝟏

) = (

𝒄𝟏𝟏 𝒄𝟏𝟐
𝒄𝟐𝟏 𝒄𝟐𝟐
𝒄𝟑𝟏 𝒄𝟑𝟐

) 

 

𝟑من الدرجة  𝐂إذن المصـــفوفة  - × 𝟐       .𝒄𝟏𝟐 = 𝟒 , 𝒄𝟐𝟐 = 𝟏,   𝒄𝟑𝟐 = 𝟏 

 :2التمرين 

,𝒙ايـــــجاد  -1 𝒚, 𝒛, 𝒘 

)لدينا
𝒙 + 𝒚 𝟐𝒛 + 𝒘
𝒙 − 𝒚 𝒛 − 𝒘

) = (
𝟑 𝟓
𝟏 𝟒

) 

 

⟹إذن                               {

𝒙+ 𝒚 = 𝟑…………𝟏
𝟐𝒛 + 𝒘 = 𝟓………𝟐
𝒙 − 𝒚 = 𝟏……… . . 𝟑
𝒛 − 𝒘 = 𝟒……… . . 𝟒

 

 

𝒙: نجد 3مع  1بجمع المعادلة  = 𝒚: نجد 1في المعادلة  𝒙نعوض قيمة  𝟐 = 𝟏 

𝒛: نجد 4مع  2بجمع المعادلة  = 𝒘: نجد 4في المعادلة  𝒛نعوض قيمة  𝟑 = −𝟏 

,𝒙)و منه  𝒚, 𝒛, 𝒘) = (𝟐, 𝟏, 𝟑, −𝟏). 

,𝒙إيــــجاد -2 𝒚, 𝒛, 𝒘 

(
𝒙 + 𝒚 𝒛 + 𝟑
𝒚 − 𝟒 𝒛 + 𝒘

) = 𝟎𝟐 = (
𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

) 

 

⟹ {

𝒙+ 𝒚 = 𝟎…………𝟏
𝒛 + 𝟑 = 𝟎…………𝟐
𝒚 − 𝟒 = 𝟎……… . . 𝟑
𝒛 + 𝒘 = 𝟎……… . . 𝟒

⟹ {

𝒙 = −𝟒
𝒚 = 𝟒    
𝒛 = −𝟑
𝒘 = 𝟑   

 



 :3التمرين 

 حــــساب المجامـــــيع: .1

 

𝑨 + 𝑩 = (
𝟏 −𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 −𝟔

) + (
𝟑 𝟎 𝟐
−𝟕 𝟏 𝟖

) = (
𝟏 + 𝟑 −𝟐 + 𝟎 𝟑 + 𝟐
𝟒 − 𝟕 𝟓 + 𝟏 −𝟔 + 𝟖

) 

 

                                                     = (
𝟒 −𝟐 𝟓
−𝟑 𝟔 𝟐

) 

 

𝑪 + 𝑫 = (
𝟑 𝟓
𝟏 −𝟐

) + (
𝟏 𝟕
𝟐 −𝟑
𝟎 −𝟏

 لا يمكن الجمع:   (

 

 ليس من نفس الدرجة. 𝐃و 𝐂لان

 

 حســـــاب ما يلي: .2

𝟑𝑫 = 𝟑(
𝟏 𝟕
𝟐 −𝟑
𝟎 −𝟏

) = (

𝟑 × 𝟏 𝟑 × 𝟕
𝟑 × 𝟐 𝟑 × (−𝟑)

𝟑 × 𝟎 𝟑 × (−𝟏)
) = (

𝟑 𝟐𝟏
𝟔 −𝟗
𝟎 −𝟑

) 

 

−𝟓𝑨 = −𝟓(
𝟏 −𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 −𝟔

) = (
−𝟓 −𝟏𝟎 −𝟏𝟓
−𝟐𝟎 −𝟐𝟓 𝟑𝟎

) 
 

 

𝟐𝑨 − 𝟑𝑩 = 𝟐 (
𝟏 −𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 −𝟔

) − 𝟑(
𝟑 𝟎 𝟐
−𝟕 𝟏 𝟖

) 

 

                  = (
𝟐 −𝟒 𝟔
𝟖 𝟏𝟎 −𝟏𝟐

) − (
𝟗 𝟎 𝟔
−𝟐𝟏 𝟑 𝟐𝟒

) 

 

= (
𝟐 − 𝟗 −𝟒 − 𝟎 𝟔 − 𝟔

𝟖 − (−𝟐𝟏) 𝟏𝟎 − 𝟑 −𝟏𝟐 − 𝟐𝟒
) 

 

                  = (
−𝟕 −𝟒 𝟎
𝟐𝟗 𝟕 −𝟑𝟔

) 
 

,𝒙أيـــــجاد  .3 𝒚, 𝒛, 𝒘 

𝟑لدينا: (
𝒙 𝒚
𝒛 𝒘

) = (
𝒙 𝟔
−𝟏 𝟐𝒘

) + (
𝟒 𝒙 + 𝒚

𝒛 + 𝒘 𝟑
) 

 
 

(
𝟑𝒙 𝟑𝒚
𝟑𝒛 𝟑𝒘

) = (
𝒙 + 𝟒 𝒙 + 𝒚 + 𝟔

𝒛 + 𝒘 − 𝟏 𝟐𝒘+ 𝟑
) 

 :أذن

{

𝟑𝒙 = 𝒙 + 𝟒…………𝟏
𝟑𝒚 = 𝒙 + 𝒚 + 𝟔……𝟐
𝟑𝒛 = 𝒛 + 𝒘 − 𝟏……𝟑
𝟑𝒘 = 𝟐𝒘 + 𝟑………𝟒

{

𝒙 = 𝟐
𝒚 = 𝟒 
𝒘 = 𝟑
𝒛 = 𝟏
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 :4التمرين

 حســـــاب الجــــــــــــداء في كل حالة

1. 𝑨 × 𝑩 = (
𝟐 −𝟏
𝟏 𝟎
−𝟑 𝟒

)

𝟑×𝟐

× (
𝟏 −𝟐 −𝟓
𝟑 𝟒 𝟎

)
𝟐×𝟑

 

 

 

 

=(

𝟐 × 𝟏 + (−𝟏) × 𝟑 𝟐 × (−𝟐) + (−𝟏) × 𝟒 𝟐 × (−𝟓) + (−𝟏) × 𝟎

𝟏 × 𝟏 + 𝟎 × 𝟑 𝟏 × (−𝟐) + 𝟎 × 𝟒 𝟏 × (−𝟓) + 𝟎 × 𝟎

−𝟑 × 𝟏 + 𝟒 × 𝟑 −𝟑 × (−𝟐) + 𝟒 × 𝟒 −𝟑 × (−𝟓) + 𝟎 × 𝟒

) 

 

= (
−𝟏 −𝟖 −𝟏𝟎
𝟏 −𝟐 −𝟓
𝟗 𝟐𝟐 𝟏𝟓

)

𝟑×𝟑

 

 

 عناصر السطر تضرب في عناصر العمود لاحظ أن:

 

2. 𝑨 × 𝑩 = (
𝟏 𝟑
𝟐 −𝟏

)
𝟐×𝟐

× (
𝟐 𝟎 −𝟒
𝟑 −𝟐 𝟔

)
𝟐×𝟑

 

 

= (
𝟏𝟏 −𝟔 𝟏𝟒
𝟏 𝟐 −𝟏𝟒

)
𝟐×𝟑

 

(2   4   − 1) (
3
5
1
) = ((2 𝑋 3 + ( 4 𝑋 5 ) + (−1) 𝑋 1) = (6 + 20 − 1) = (25) 

(
3
5
1
) (2   4 − 1) = (

3 𝑋 2 3 𝑋 4 3 𝑋 (−1)
5 𝑋 2 5 𝑋 4 5 𝑋 (−1)

1 𝑋 2 1 𝑋 4 1 𝑋 (−1)
) = (

6 12 −3
10 20 −5
2 4 −1

) 

 . ضرب المصفوفات ليس تبديليامن خلال الجداءين الأخيرين تستنتج أن 

 :5التمرين 

 يــــــجاد منقول المصفـــــوفات التالية:ا

𝑨 = (
𝟏
𝟐
𝟑
)𝑨𝒕 = (𝟏 𝟐 𝟑) 

= 
 يساويB عدد أسطرالمصفوفة  Aأعمدة المصفوفة عدد



𝑩 = (
𝟐 𝟎
𝟏 𝟑

)𝑩𝒕 = (
𝟐 𝟏
𝟎 𝟑

) 

𝑪 = (
𝟏 𝟏 𝟓
𝟐 𝟎 𝟐

)𝑪𝒕 = (
𝟏 𝟐
𝟏 𝟎
𝟓 𝟐

) 

 

 :8التمرين 

 حســـــــــاب المحددات -

|
𝟐 𝟎
𝟏 𝟑

| = (𝟐 × 𝟑) − (𝟏 × 𝟎) = 𝟔 − 𝟎 = 𝟔 

 (La règle de développement) طريقة النشر -1

|
𝟐 𝟔 𝟏
𝟑 𝟐 𝟒
𝟒 𝟏 𝟎

| = +𝟐 × |
𝟐 𝟒
𝟏 𝟎

| − 𝟔 |
𝟑 𝟒
𝟒 𝟎

| + 𝟏 |
𝟑 𝟐
𝟒 𝟏

| 

= 𝟐 × (𝟐 × 𝟎 − 𝟏 × 𝟒) − 𝟔(𝟑 × 𝟎 − 𝟒 × 𝟒) + 𝟑(𝟑 × 𝟏 − 𝟒 × 𝟐) 

= 𝟖𝟑                                                                                                 

 La règle de Saurrs)) طريقة سايرياو  -2

 

|
𝟐 𝟔 𝟏
𝟑 𝟐 𝟒
𝟒 𝟏 𝟎

|
𝟐 𝟔
𝟑 𝟐
𝟒 𝟏

= (𝟎 + 𝟗𝟔 + 𝟑) − (𝟖 + 𝟖 + 𝟎) = 𝟖𝟑 

 

 :9التمرين 

 حســـــــــــاب مقلــــــــوب )او معكوس( مصفوفة -
 

1. (
𝟐 𝟔 𝟏
𝟑 𝟐 𝟒
𝟒 𝟏 𝟎

) 

 

𝑨−𝟏 =
𝟏

|𝑨|
× (𝒂𝒅𝒋(𝑨))𝒕,           |𝑨| ≠ 𝟎 

 

|
𝟐 𝟔 𝟏
𝟑 𝟐 𝟒
𝟒 𝟏 𝟎

| = 𝟖𝟑 ≠ 𝟎 

𝒂′𝒊𝒋 = (−𝟏)
𝒊+𝒋|𝑨𝒊𝒋|و  𝒂𝒅𝒋(𝑨) = (

𝒂′𝟏𝟏 𝒂′𝟏𝟐 𝒂′𝟏𝟑
𝒂′𝟐𝟏 𝒂′𝟐𝟐 𝒂′𝟐𝟑
𝒂′𝟑𝟏 𝒂′𝟑𝟐 𝒂′𝟑𝟑

) 

0 96 
3 

0 8 8 

+ - + 
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𝒂𝒅𝒋(𝑨) =

(

  
 

+ |
𝟐 𝟒
𝟏 𝟎

| − |
𝟑 𝟒
𝟒 𝟎

| + |
𝟑 𝟐
𝟒 𝟏

|

− |
𝟔 𝟏
𝟏 𝟎

| + |
𝟐 𝟏
𝟒 𝟎

| − |
𝟐 𝟔
𝟒 𝟏

|

+ |
𝟔 𝟏
𝟐 𝟒

| − |
𝟐 𝟏
𝟑 𝟒

| + |
𝟐 𝟔
𝟑 𝟐

|)

  
 
= (

−𝟒 𝟏𝟔 −𝟓
𝟏 −𝟒 𝟐𝟐
𝟐𝟐 −𝟓 −𝟏𝟒

) 

 

(𝒂𝒅𝒋(𝑨))
𝒕
= (

−𝟒 𝟏 𝟐𝟐
𝟏𝟔 −𝟒 −𝟓
−𝟓 𝟐𝟐 −𝟏𝟒

) 

 و منه

𝑨−𝟏 =
𝟏

𝟖𝟑
(
−𝟒 𝟏 𝟐𝟐
𝟏𝟔 −𝟒 −𝟓
−𝟓 𝟐𝟐 −𝟏𝟒

) 

 

2. (

−𝟏   
𝟐
𝟎
𝟎

−𝟏    
𝟏 
𝟎
𝟎

𝟎   
𝟎  
𝟏  
𝟐  

𝟎 
𝟎
𝟐
𝟏

) 

 

 

𝑨−𝟏 =
𝟏

|𝑨|
(𝒂𝒅𝒋(𝑨))𝒕 

 

𝑨−𝟏 =
𝟏

−𝟑
(

−𝟑
𝟔
𝟎
𝟎

−𝟑
𝟑
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎
𝟏
−𝟐

𝟎
𝟎
−𝟐
𝟏

) 

 

𝑨−𝟏 = (

𝟏
−𝟐
𝟎
𝟎

𝟏
−𝟏
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎
𝟏/𝟑
−𝟐/𝟑

𝟎
𝟎

−𝟐/𝟑
𝟏/𝟑

) 

 



 ةـــــادلات خطيــــــة معـــــجملحــل :  رابعالفصــــــل ال

درسنا في الفصل السابق المصفوفات و المحددات وأنواعها المعرفة على حقل الأعداد الحقيقية . ندرس في 

مجهول باستخدام طريقة مقلوب المصفوفة، طريقة كرامر، طريقة  𝐧 معادلة خطية بـ 𝐦جملة  هذا الفصل حل

 وطريقة غوص ليالحذف المتتالي للمجاه

 :مجهول nمعادلة خطية بـ   mجملة  .1
 مجهول هو 𝒏معادلة خطية بـ  𝒎إن الشكل العام لجملة 

{
 
 

 
 
𝒂𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒙𝒏 = 𝒃𝟏
𝒂𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝟐𝒏𝒙𝒏 = 𝒃𝟐

.

.

.
𝒂𝒎𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝒎𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒙𝒏 = 𝒃𝒎

           ……… (𝟏) 

  تسمى العناصر𝒂𝐢𝐣 للجملةت أو الأمثال لاالمعام. 

  وتسمى العناصر 𝒃 𝒊المقادير الحرة أو الثابتة. 

  العناصر𝒙𝐢المجاهل. 

 تسمى المصفوفة :𝑨 = (

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒑
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … 𝒂𝟐𝒑
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒏𝟏 𝒂𝒏𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒑

 لاتمصفوفة المعام (

𝑿 فإذا رمزنا = (

𝒙𝟏
𝒙𝟏
⋮
𝒙𝒏

𝑩و       ( = (

𝒃𝟏
𝒃𝟏
⋮
𝒃𝒎

يمكن كتابة جملة بالإستفادة من جداء المصفوفات  و (

 : بالشكل المختصر(𝟏) ت الخطيةلاالمعاد

𝐀𝐗 = 𝐁……      (𝟐) 

 ملاحظــــة:

معدومة سميت الجملة متجانسة و إذا كان أحدها على الأقل غير معدوم  𝒃𝐢إذا كانت جميع العناصر
 .الجملة غير متجانسة سميت

 

 :ثة أسئلةلاوهنا نطرح ث(𝟏)حققيالذي  𝐗يعني إيجاد الشعاع (𝟏)أن حل جملة المعادالت الخطية
 .هل هذه الجملة قابلة للحل ام مستحيلة الحل .1
 إذا كانت الجملة قابلة للحل فكم حال لها ؟ .2
 كيف يمكن إيجاد جميع حلول هذه الجملة ؟ .3

 

 :مجهول  𝒏معادلة و  𝒏حل جملة  .2
 :أهم هذه الطرقمصفوفة مربعة ويوجد طرق عديدة لحل الجملة نذكر  𝑨 في هذه الحالة تكون
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 :وفةـــلوب المصفــة مقـــطريق .1.2
𝐀𝐗من العلاقة = 𝑩……      (𝟐)  حيث𝐀 ت و مصفوفة المعاملا𝐁 العمود للمقادير  مصفوفة

 لذلك بضرب𝐀−𝟏 .معكوس 𝐀فانه يوجد لـ  𝑨| 𝟎|قابلة للقلب أي  𝐀الثابتة فإذا كانت المصفوفة 

 : نجد 𝐀−𝟏من اليسار بـ  (𝟐)طرفي العلاقة 

𝐀−𝟏𝐀𝐗 = 𝐀−𝟏𝐁 
  , أي

𝐗 = 𝐀−𝟏𝐁 
تدعى هذه  .عدومكون الحل الوحيد هو الشعاع مويكون الحل وحيدا. وإذا كانت الجملة متجانسة ي

 ت الخطيةلاريقة المصفوفية لحل جملة المعادالطريقة بالط

 : ت الخطيةلاحل جملة المعادال:ــــمث

{

𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝒏 = 𝟏
−𝟐𝒙𝟏 − 𝟒𝒙𝟐 − 𝟓𝒙𝒏 = 𝟐
𝟑𝒙𝟏 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝟔𝒙𝒏 = 𝟑

 

 أولا نقوم بكتابة الجملة الخطية على شكل كتابة مصفوفيه أي:

𝑨𝑿 = 𝑩 ⟺ (
𝟏 𝟐 𝟑
−𝟐 −𝟒 −𝟓
𝟑 𝟓 𝟔

)(
𝒙
𝒚
𝒛
) = (

𝟏
𝟐
𝟑
) 

 : حيث

𝑨 = (
𝟏 𝟐 𝟑
−𝟐 −𝟒 −𝟓
𝟑 𝟓 𝟔

) ,   𝑿 = (
𝒙
𝒚
𝒛
) ,   𝑩 = (

𝟏
𝟐
𝟑
) 

 

|𝑨|يمكن ايجاد أن  ≠ 𝑨−𝟏: و أن 𝟎 = (
𝟏 𝟑 𝟐
−𝟑 −𝟑 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟎

 :فإن و بالتالي (

𝑿 = 𝑨−𝟏𝑩  ⟺   𝑿 = (
𝟏 𝟑 𝟐
−𝟑 −𝟑 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟎

)(
𝟏
𝟐
𝟑
)   ⟺   𝑿 = (

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
) = (

𝟏𝟑
−𝟏𝟐
𝟒
) 

 

 رامر : ــــــة كـــــطريق .2.2
 .𝑨معكوس المصفوفة 𝑨−𝟏سابقة كانت بإيجاد الصعوبة الطريقة ن إ

بعمود  𝑨من محدد المصفوفة  𝒊نحصل عليه باستبدال العمود ذي الرتبة  𝒊∆ دد التاليحنعرف الأن الم

 المقادير الحرة أوالثابتة 

  إذا كان|𝑨| ≠ 𝒊 ل  لة المعادلات حل وحيد يعطى بالشكفلجم 𝟎 = 𝟏, … , 𝒏   , 𝒙𝐢 =
∆𝒊

|𝑨|
 

  أما إذا كان|𝑨| =  : نميز حالتين𝟎

≠𝒊∆:الحالة الأولى 𝟎,   𝒊 = 𝟏, … , 𝒏:   ستحيلة الحل (𝟏)ندئذ جملة المعادلات لخطية ع 

=𝒊∆:الحالة الثانية 𝟎,   𝒊 = 𝟏, … , 𝒏:  عدد غير (𝟏)عندئذ يوجد لجملة المعادلات الخطية
 .منته من الحلول

 



 

 السابقاستخدم طريقة كرامر لحل جملة المعادلات الخطية في المثال مثــــــال:

|𝑨|بما أن ≠ 𝒊فان لجملة المعادلات حل وحيد يعطى بالشكل𝟎 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 , 𝒙𝐢 =
∆𝒊

|𝑨|
 

 أي أن

𝒙𝟏 =
∆𝟏
|𝑨|
       ,    𝒙𝟐 =

∆𝟐
|𝑨|
       ,      𝒙𝟑 =

∆𝟑
|𝑨|

 

 

 و منه 
 

𝑥1 =

|
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 −𝟒 −𝟓
𝟑 𝟓 𝟔

|

|
𝟏 𝟐 𝟑
−𝟐 −𝟒 −𝟓
𝟑 𝟓 𝟔

|

= 𝟏𝟑  ,    𝑥2 =

|
𝟏 𝟏 𝟑
−𝟐 𝟐 −𝟓
𝟑 𝟑 𝟔

|

|
𝟏 𝟐 𝟑
−𝟐 −𝟒 −𝟓
𝟑 𝟓 𝟔

|

= −𝟏𝟐  ,   

𝑥3 =

|
𝟏 𝟐 𝟏
−𝟐 −𝟒 𝟐
𝟑 𝟓 𝟑

|

|
𝟏 𝟐 𝟑
−𝟐 −𝟒 −𝟓
𝟑 𝟓 𝟔

|

= 𝟒 

 
 : (Gauss)صحل جملة معادلات خطية بطريقة غو .2.3

𝐀𝐗الجملة الخطية على الشكل المصفوفينكتب  = 𝐁 

 على اليمين  𝐁على اليسار و المصفوفة  𝐀نضع المصفوفة 
 

𝑨𝒏 = (

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 ⋯ :𝒃𝟏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 … :𝒃𝟐
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒏𝟏 𝒂𝒏𝟐 ⋯ :𝒃𝒏

) 

 
ثيه علوية  حتى تتحصل على مصفوفة مثل   Aللمصفوفة  إجراء تحويلات تعتمد طريقة غوص على 

 أو مثلثيه سفلية،  من ثم نحل الجملة الجديدة مباشرة.

 لتكن الجملة : ال :ــــــــمث

{
 

 
𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = 𝟐……(𝟏)

𝟑𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝟑 = 𝟏…… (𝟐)

𝟒𝒙𝟏 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 = 𝟑…… (𝟑)

𝟐𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 = 𝟒…(𝟒)

 

(

𝟏 𝟐 𝟏 ⋮ 𝟐
𝟑 𝟏 −𝟐 ⋮ 𝟏
𝟒 −𝟑 −𝟏 ⋮ 𝟑
𝟐  𝟒    𝟐 ∶  𝟒

)~(

𝟏 𝟐 𝟏 ⋮ 𝟐
𝟎 −𝟓 −𝟓 ⋮ −𝟓
𝟎 −𝟏𝟏 −𝟓 ⋮ −𝟓
𝟎     𝟎      𝟎 ∶  𝟎

)~(

𝟏 𝟐 𝟏 ⋮ 𝟐
𝟎 𝟏 𝟏 ⋮ 𝟏
𝟎 −𝟏𝟏 −𝟓 ⋮ −𝟓
𝟎     𝟎      𝟎 ∶  𝟎

) 
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~(

𝟏 𝟎 −𝟏 ⋮ 𝟎
𝟎 𝟏 𝟏 ⋮ 𝟏
𝟎 𝟎 𝟏 ⋮ 𝟏
𝟎 𝟎  𝟎 ∶  𝟎

)~(

𝟏 𝟎 𝟎 ⋮ 𝟏
𝟎 𝟏 𝟎 ⋮ 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏 ⋮ 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 ∶ 𝟎

) 

 التالية :و منه حل الجملة السابقة مكافئ لحل الجملة 

{

𝒙𝟏 = 𝟏        
𝟐𝒙𝟐 = 0 
𝒙𝟑 = 𝟏  

 

𝑿:  أي أن الحل هو  = (
𝟏
𝟎
𝟏
) 

 

 ةـــة المتجانســـادلات الخطيـــلة المعـــحل جم .3

 شكلة بالفي هذه الحالة تكون أعمدة المقادير الحرة أو الثابتة يساوي الصفر وتصبح الجمل

{
 
 

 
 
𝒂𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒙𝒏 = 𝟎
𝒂𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝟐𝒏𝒙𝒏 = 𝟎

.

.

.
𝒂𝒎𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝒎𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒙𝒏 = 𝟎

   ………(𝟐) 

 أو بالشكل المختصر

𝑨𝑿 = 𝟎 
= 𝐢يا كان أ  𝒙𝐢وكما وجدنا سابقا أنه من الواضح أن 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧  حل لجملة المعادلات الخطية

 .المتجانسة
لحل لا غير اسة حلوالمعادلات الخطية المتجانونعلم أيضا أن الشرط اللازم والكافي حتى يكون لجملة 

 .يكون محدد الجملة مساويا للصفر الصفري هو أن

 :  مثـــــــال
 :𝒌اقش حلول الجملة الخطية المتجانسة التالية بحسب قيمنا

{

𝟑𝒙𝟏 + 𝒌𝒙𝟐 − 𝒙𝒏 = 𝟎
𝟐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝒏 = 𝟎
𝒙𝟏 + 𝒌𝒙𝟐−𝒙𝒏 = 𝟎

 

 نحسب محدد الجملة

|
𝟑 𝒌 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟏
𝟏 𝒌 −𝟏

| = 𝟐𝒌 − 𝟖 

 

≠∆  نلاحظ أن  .وعندها يكون للجملة الحل الصفري وحيد𝒌  𝟒عندما𝟎

= 𝒌أما من أجل  =∆ن    يكو𝟒   :للجملة عدد غير منته من الحلول وتصبح الجملة بالشكل و 𝟎



{

𝟑𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 − 𝒙𝒏 = 𝟎
𝟐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝒏 = 𝟎
𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐−𝒙𝒏 = 𝟎

 

 
 :نجري تحويلات أولية على مصفوفة األجملة

𝑨 = (
𝟑 𝟒 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟏
𝟏 𝟒 −𝟏

) → (
𝟏 𝟒 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟏
𝟑 𝟒 −𝟏

) → (
𝟏 𝟒 −𝟑
𝟎 −𝟕 𝟕
𝟎 −𝟖 𝟖

) 

 

 :وتؤول الجملة إلى المعادلتين

{
𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝟑 = 𝟎
    −𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = 𝟎

 

 𝒙𝟑وبالتالي عدد المجاهيل يزيد بمقدار واحد على عدد المعادلات وبالتالي نفرض متحول حر وليكن 

𝒙𝟐: نجد 2من المعادلة  = 𝒙𝟑 نعوض في المعادلة الأولى نجد𝒙𝟏 = −𝒙𝟑و منه الحلول هي 

(

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
) = (

−𝒙𝟑
𝒙𝟑
𝒙𝟑
) = 𝒙𝟑 (

−𝟏
𝟏
𝟏
) 
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 سلسلـــــــة 4

 

 

 



 التمرين1:

:باستعمال مقلوب المصفوفةالخطية  ةحل الجمل  

المرافقة للجملة مربعة و محددها غير  𝐀إذا كانت المصفوفة   مقلوبتـــكون الجملة جملة قابلة للحل بطريقة ال

 معدوم

{

𝟐𝒙 + 𝟔𝒚 + 𝒛 = 𝟑   
𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟒𝒛 = 𝟐
𝟒𝒙 + 𝒚 = 𝟏             

………… (𝟏) 

 أولا نقوم بكتابة الجملة الخطية على شكل كتابة مصفوفيه أي: .1

   𝑨𝑿 = 𝑩 ⟺  (
𝟐 𝟔 𝟏
𝟑 𝟐 𝟒
𝟒 𝟏 𝟎

) (
𝒙
𝒚
𝒛
) = (

𝟑
𝟐
𝟏
) 

 : حيث

𝑨 = (
𝟐 𝟔 𝟏
𝟑 𝟐 𝟒
𝟒 𝟏 𝟎

) ,
⏟          

𝑿 = (
𝒙
𝒚
𝒛
)

⏟      
 ,                       𝑩 = (

𝟑
𝟐
𝟏
)

⏟      
 

 

 

 حساب المحدد .2

 La règle de Saurrs)طريقة سايري )ب         

 

|
𝟐 𝟔 𝟏
𝟑 𝟐 𝟒
𝟒 𝟏 𝟎

|
𝟐 𝟔
𝟑 𝟐
𝟒 𝟏

= (𝟎 + 𝟗𝟔 + 𝟑) − (𝟖 + 𝟖 + 𝟎) = 𝟖𝟑 ≠ 𝟎 

 

 المصفوفة مربعة ومحددها غير معدوم ومنه الجملة تقبل حل وحيد.

 وهي معطاة بالعلاقة التالية: ، (1الذي يحقق ) 𝐗لإيجاد الشعاع  نستعمل طريقة المقلوب  .3

𝑨𝑿 = 𝑩 ⟺ 𝑿 = 𝑨−𝟏𝑩 

𝑨−𝟏 مقلوب(:𝑨 يوجد لـ ،𝑨  معكوس إذا كان|𝑨| ≠ 𝟎). 

 منه حل الجملة هو:و 

𝑿 = 𝑨−𝟏𝑩    ⟺       (
𝒙
𝒚
𝒛
) = 𝑨−𝟏 (

𝟑
𝟐
𝟏
) 

𝑨−𝟏بحيث أن :  𝑨−𝟏و عليه المطلوب هنا إيجاد  .4 =
𝟏

|𝑨|
(𝒂𝒅𝒋(𝑨))𝒕 

 

 مصفوفة المعاملات
,𝐱العناصر  𝐲, 𝐳  تسمى

 المجاهيل
تسمى  3، 2، 1العناصر 

 المقادير الحرة او الثابتة

0 96 
3 

0 8 8 
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 إذن

𝒂𝒅𝒋(𝑨) =

(

  
 

+ |
𝟐 𝟒
𝟏 𝟎

| − |
𝟑 𝟒
𝟒 𝟎

| + |
𝟑 𝟐
𝟒 𝟏

|

− |
𝟔 𝟏
𝟏 𝟎

| + |
𝟐 𝟏
𝟒 𝟎

| − |
𝟐 𝟔
𝟒 𝟏

|

+ |
𝟔 𝟏
𝟐 𝟒

| − |
𝟐 𝟏
𝟑 𝟒

| + |
𝟐 𝟔
𝟑 𝟐

|)

  
 
= (

−𝟒 𝟏𝟔 −𝟓
𝟏 −𝟒 𝟐𝟐
𝟐𝟐 −𝟓 −𝟏𝟒

) 

 

(𝒂𝒅𝒋(𝑨))
𝒕
= (

−𝟒 𝟏 𝟐𝟐
𝟏𝟔 −𝟒 −𝟓
−𝟓 𝟐𝟐 −𝟏𝟒

) 

 و منه

𝑨−𝟏 =
𝟏

𝟖𝟑
(
−𝟒 𝟏 𝟐𝟐
𝟏𝟔 −𝟒 −𝟓
−𝟓 𝟐𝟐 −𝟏𝟒

) 

و بالتالي    

(
𝒙
𝒚
𝒛
) = 𝐴−1 (

𝟑
𝟐
𝟏
) ⟹ (

𝒙
𝒚
𝒛
) =

𝟏

𝟖𝟑
(
−𝟒 𝟏 𝟐𝟐
𝟏𝟔 −𝟒 −𝟓
−𝟓 𝟐𝟐 −𝟏𝟒

)(
𝟑
𝟐
𝟏
) 

 إذن

⟹ (
𝒙
𝒚
𝒛
) =

𝟏

𝟖𝟑
(
−𝟒 × 𝟑 + 𝟏 × 𝟐 + 𝟐𝟐 × 𝟏
𝟏𝟔 × 𝟑 − 𝟒 × 𝟐 − 𝟓 × 𝟏
−𝟓 × 𝟑 + 𝟐𝟐 × 𝟐 − 𝟏𝟒 × 𝟏

) 

 و منه 

(
𝒙
𝒚
𝒛
) =

𝟏

𝟖𝟑
(
𝟏𝟐
𝟑𝟓
𝟏𝟓
) = (

𝟏𝟐/𝟖𝟑
𝟑𝟓/𝟖𝟑
𝟏𝟓/𝟖𝟑

) 

,𝒙)حلول الجملة هي:   𝒚, 𝒛) = {(
𝟏𝟐

𝟖𝟑
,
𝟑𝟓

𝟖𝟑
,
𝟏𝟓

𝟖𝟑
 المعادلات نتحقق من صحة النتائج. ىبالتعويض في إحد. {(

 نتبع نفس الخطوات لحل الجملة الثانية

{

𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟑𝒛 = 𝟎                
𝟓𝒙 + 𝟒𝒚 + 𝒛 = −𝟏             
𝟐𝒙 + 𝟕𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟏             

 



 ية للجملةالكتابة المصفوف .1

𝑨𝑿 = 𝑩⟺ (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟓 𝟒 𝟏
𝟐 𝟕 𝟏

)(
𝒙
𝒚
𝒛
) = (

𝟎
−𝟏
𝟐
) 

 

|𝑨|حساب المحدد .2 = 𝟔𝟔 ≠ 𝟎 
 

لإيجاد نستعمل طريقة المقلوب .المصفوفة مربعة ومحددها غير معدوم ومنه الجملة تقبل حل وحيد .3

 وهي معطاة بالعلاقة التالية:، (1الذي يحقق ) 𝐗الشعاع  

 

𝑿 = 𝑨−𝟏𝑩⟺ (
𝒙
𝒚
𝒛
) = 𝑨−𝟏 (

𝟎
−𝟏
𝟐
) 

 

𝐴−1بالعلاقة المعطاة : 𝑨−𝟏نحسب  .4 =
1

|𝐴|
(𝑎𝑑𝑗(𝐴))𝑡 

 

𝑎𝑑𝑗(𝐴) = (
1 −8 27
17 −4 −3
−10 14 −6

) 

(𝑎𝑑𝑗(𝐴))
𝑡
= (

1 17 −10
−8 −4 14
27 −3 −6

) 

 إذن :     

𝐴−1 =
1

66
(
1 17 −10
−8 −4 14
27 −3 −6

) 

 و منه

(
𝒙
𝒚
𝒛
) =

1

66
(
1 17 −10
−8 −4 14
27 −3 −6

)(
𝟎
−𝟏
𝟐
) =

𝟏

𝟔𝟔
(

𝟏 × 𝟎 + 𝟏𝟕 × (−𝟏) + (−𝟏𝟎) × 𝟐

−𝟖 × 𝟎 + (−𝟒) × (−𝟏) + 𝟏𝟒 × 𝟐

𝟐𝟕 × 𝟎 + +(−𝟑) × (−𝟏) + (−𝟔) × 𝟐

) 

)بعد الحساب نجد:      
𝒙
𝒚
𝒛
) =

𝟏

𝟔𝟔
(
−𝟑𝟕
𝟑𝟐
−𝟗

) = (

−𝟑𝟕/𝟔𝟔
𝟑𝟐/𝟔𝟔
−𝟗/𝟔𝟔

) = (

−𝟑𝟕/𝟔𝟔
𝟏𝟔/𝟑𝟑
−𝟑/𝟐𝟐

) 

 

,𝒙)حلول الجملة هي:   𝒚, 𝒛) = {(
−𝟑𝟕

𝟔𝟔
,
𝟏𝟔

𝟑𝟑
,
−𝟑

𝟐𝟐
 المعادلات نتحقق من صحة النتائج. ىبالتعويض في إحد.{(
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 التمرين 2:

كرامرلة الخطية باستعمال حل الجم  

{

𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟔        
𝒙 − 𝒚 + 𝟑𝒛 = 𝟖           
𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟔             

 

 الكتابة المصفوفية للجملة .1

𝑨𝑿 = 𝑩 ⟺  (
𝟐 −𝟏 𝟐
𝟏 −𝟏 𝟑
𝟏 𝟏 𝟏

)(
𝒙
𝒚
𝒛
) = (

𝟔
𝟖
𝟔
) 

 

 حساب المحدد .2

 La règle de Saurrs)طريقة سايري )ب         

 

|𝐴| = |
𝟐 −𝟏 𝟐
𝟏 −𝟏 𝟑
𝟏 𝟏 𝟏

|
𝟐 −𝟏
𝟏 −𝟏
𝟏 𝟏

= (−𝟐 − 𝟑 + 𝟐) − (−𝟐 + 𝟔 − 𝟏) = −𝟔 ≠ 𝟎 

 

 

 قة كرامر هي:حلول الجملة بطري.المصفوفة مربعة ومحددها غير معدوم ومنه الجملة تقبل حل وحيد .3

𝑥 =
∆𝑥
|𝐴|
,       𝑦 =

∆𝑦
|𝐴|
,       𝑧 =

∆𝑧
|𝐴|
. 

 حيث:

∆𝑥= |
𝟔 −𝟏 𝟐
𝟖 −𝟏 𝟑
𝟔 𝟏 𝟏

| = −𝟔 

∆𝑦= |
𝟐 𝟔 𝟐
𝟏 𝟖 𝟑
𝟏 𝟔 𝟏

| = −𝟏𝟐 

∆𝑧= |
𝟐 −𝟏 𝟔
𝟏 −𝟏 𝟖
𝟏 𝟏 𝟔

| = −𝟏𝟖 

 و منه 

𝒙 =
−𝟔

−𝟔
= 𝟏,       𝒚 =

−𝟏𝟐

−𝟔
= 𝟐,       𝒛 =

−𝟏𝟖

−𝟔
= 𝟑.    

-2 -3 

2 

-1 6 -2 



,𝒙)حلول الجملة هي:   𝒚, 𝒛) = {(𝟏, 𝟐,  المعادلات نتحقق من صحة النتائج. ىبالتعويض في إحد.{(𝟑

 :3التمرين 

 حل الجمل المتجانسة

{

𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟑𝒛 = 𝟎        
𝟐𝒙 + 𝟓𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟎           
𝟑𝒙 − 𝒚 − 𝟒𝒛 = 𝟎             

 

 الكتابة المصفوفية للجملة .1

𝑨𝑿 = 𝑩 ⟺  (
𝟏 𝟐 −𝟑
𝟐 𝟓 𝟐
𝟑 −𝟏 −𝟒

)(
𝒙
𝒚
𝒛
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) 

 

|𝑨|حساب المحدد .2 = 𝟔𝟏 ≠ 𝟎 

|𝑨|بما ان  .3 ≠  فإن الجملة لديها حل وحيد و هو الحل الصفري أي مجموعة حلول الجملة  𝟎

,𝒙)هي  𝒚, 𝒛) = {(𝟎, 𝟎, 𝟎)} 

 حل الجمل المتجانسة

{

𝟑𝒙 + 𝟒𝒚 − 𝒛 = 𝟎…… . 𝑳𝟏
𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 ……𝑳𝟐
𝒙 + 𝟒𝒚 − 𝟑𝒛 = 𝟎…𝑳𝟑

 

 الكتابة المصفوفية للجملة .1

𝑨𝑿 = 𝑩 ⟺  (
𝟑 𝟒 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟏
𝟏 𝟒 −𝟑

)(
𝒙
𝒚
𝒛
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) 

 

|𝑨|حساب المحدد .2 = 𝟎 

|𝑨|بما ان  .3 =  لجملةنجري تحويلات أولية علىافإن الجملة لديها عدد غير منته من الحلول،  𝟎

{

𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎      …… . 𝑳𝟐
𝟓𝒙 + 𝟓𝒚 = 𝟎 … . . 𝑳𝟏 + 𝑳𝟐
𝟐𝒙 + 𝟐𝒛 = 𝟎…  𝑳𝟏 − 𝑳𝟑

 

 بالتالي يكون لديناو

{
𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎…… . (𝟏)        

𝒙 = −𝒚         
𝒙 = −𝒛            

 

𝐳نجد  (𝟏)و منه في المعادلة   𝐱بتعويض قيمة  = 𝐲  إذن 

(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (−𝒚, 𝒚, 𝒚) = 𝒚(−𝟏, 𝟏, 𝟏) 

 

 .نحصل على حل جديد للجملة yو بالتالي من أجل كل قيمة لــــ 
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 القيــــــم الـذاتيــــــة و الأشعـــة الذاتيـــــــــة:  لخامسالفصــــــل ا

 :تعريـــــف

 

 

 

 تعريـــــف:

 

 

 :لمصفـــوفة زــــدود المميــــر الحــــكثي

 

 

 

 لتكن المصفوفة التالية :ال :ــــــمث

𝑨 = (
𝟏 𝟑
𝟐 𝟐

) 

 :  كثير الحدود المميز للمصفوفة .1

|𝑨 − 𝝀𝑰𝟐| = |(
𝟏 𝟑
𝟐 𝟐

) − 𝝀 (
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

)| = |
𝟏 − 𝝀 𝟑
𝟐 𝟐 − 𝝀

| = 𝝀𝟐 − 𝟑𝝀 − 𝟐 

𝝀𝟐القيم الذاتية هي   − 𝟑𝝀 − 𝟐 = 𝟎 ⇔ (𝛌 − 𝟒)(𝛌 + 𝟏) = 𝟎 

𝝀𝟏أي أن  = 𝝀𝟐و   𝟒 = −𝟏. 

𝐴  من  مصفوفة𝑀𝑛(𝐾) ن ,نقول ع𝜆  منK   أنها قيمة ذاتية للتطبيق الخطي𝑓  المرافق

𝑋إذا وجد شعاع   𝑉المعرف على الفضاء الشعاعي 𝐴  ةللمصفوف ≠ بحيث :     Vمن    0

𝑓(𝑋) = 𝜆𝑋، 

 . 𝜆شعاع ذاتي مرفق بالقيمة الذاتية    𝑋يسمى 

 

𝑨 = (𝜶𝒊𝒋)      من𝑴𝒏(𝑲)     نقول عن الشعاع𝑿    منℝ𝒏     أنه شعاع ذاتي للمصفوفة𝑨  

𝑨𝑿 بحيث يكون  𝝀إذا وجدت سليمة   = 𝝀𝑿، تسمى في هذه الحالة 𝝀  قيمة ذاتية ملحقة

 .𝑿بالشعاع  

𝑨|نسمي − 𝝀𝑰𝒏| حيث𝑨 ∈ 𝑴𝒏(𝑲) يز للتطبيق الخطي بكثير الحدود المم𝒇  المرافق  لـ𝑨 . 

𝑨|جذور المعادلة   − 𝝀𝑰𝒏| = مصفوفة  𝑰 : نحيث أ، 𝑨تمثل القيم الذاتية للمصفوفة    𝟎

 n.  المرتبةالوحدة من 

 



 الأشعة الذاتية: .2

  من أجل𝝀𝟏 = 𝑨)لدينا  𝟐 − 𝝀𝑰𝟏)𝑿 = 𝟎  : 

(
−𝟑 𝟑
𝟐 −𝟐

) (
𝐱𝟏
𝐱𝟐
) = (

𝟎
𝟎
) ⟹ 𝒙𝟏 = 𝐱𝟐 

𝝀𝟏إذن الشعاع الذاتي المرافق للقيمة الذاتية  = 𝑿𝟏هو       𝟐 = 𝒙𝟏 (
𝟏
𝟏
، الفضاء الشعاعي    (

𝑬𝝀𝟏الجزئي الذاتي المشارك لهذه القيمة هو :  = [(
𝟏
𝟏
)] 

   من أجل𝝀𝟐 = 𝑨) لدينا 𝟏 − 𝝀𝑰𝟐)𝑿 = 𝟎  : 

(
−𝟐 𝟑
−𝟐 𝟑

) (
𝐱𝟏
𝐱𝟐
) = (

𝟎
𝟎
) ⟹ 𝒙𝟏 = −

𝟑

𝟐
𝒙𝟐 

𝝀𝟐إذن الشعاع الذاتي المرافق للقيمة الذاتية   = 𝑿𝟐هو     𝟏 = 𝒙𝟐 (
−
𝟑

𝟐

𝟐
، والفضاء الشعاعي (

𝑬𝝀𝟏الجزئي الذاتي المشارك لهده القيمة هو :  = [(
−
𝟑

𝟐

𝟐
)]. 

 ريات ــنظ

|𝑨|:  ا الذاتية أي أنهقيم جداءيساوي 𝐀  إن قيمة محدد المصفوفة .1 = ∏ 𝛌𝐤
𝐧
𝐤=𝟏 

 :تكون أصفارا أي أنجميع قيمها الذاتية  نمصفوفة صفرية فإ A إذا كانت المصفوفة .2

𝑨𝒏 = 𝟎𝒏 ⇒ 𝝀𝒌 = 𝟎, ∀𝒌 = 𝟏, 𝟐,… , 𝒏 

ا الذاتية تكون متساوية وتساوي الواحد هفإن جميع قيم 𝐈 لوحدةي مصفوفة اه 𝐀 إذا كان المصفوفة .3

 : الصحيح أي أن

𝑨𝒏 = 𝑰𝒏 ⇒ 𝝀𝒌 = 𝟏, ∀𝒌 = 𝟏, 𝟐,… , 𝒏 

 

 أن: ا القطرية. أي ها الذاتية تساوي عناصرهفإن قيم 𝐃 مصفوفة قطرية 𝐀 ذا كانت المصفوفةإ .4

𝑨 = 𝑫 = (
𝒂𝟏𝟏 𝟎 𝟎
⋮ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 𝒂𝒌𝒌

) ⇒ 𝝀𝒌 = 𝒂𝒌𝒌, ∀𝒌 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒏 

 .إلى مصفوفة قطرية لهامصفوفة وذلك بتحوي لأي𝝀𝒌ويستفاد من هذه النظرية في إيجاد القيم الذاتية

,𝑿𝟏الأشعة الذاتية  .5 𝑿𝟐… ,𝑿𝒌  للقيم الذاتية  قابلةالم𝝀𝟏, 𝝀𝟐… , 𝝀𝒌 على الترتيب مستقلة خطيا. 
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, 𝐀 فتينللمصفوفتين مختيمكن أن يكون  .6 𝐁 ما نفس المرتبةهل و 𝐧 × 𝐧 ا هنفس القيم الذاتية: وعند

 . )ى المصفوفاتلا في التعرف عهيستفاد من)تان. همتشاب  𝐀,𝐁تكو ن

 .𝝀 ما نفس كثير الحدود بالنسبة لـهن للأنفس القيم الذاتية وذلك  𝑨𝒕ها لمنقول و 𝐀 صفوفةلمإن ل .7

 ىفإننا سنحصل عل 𝐓 بحسب ترتيبيا مصفوفة 𝐀 مصفوفةالأشعة الذاتية لدة نا من أعمإذا شكل .8

و إذا كانت المصفوفة  𝐀 رية لـهبالمصفوفة الظا 𝐓 تسمى المصفوفة و 𝐀 مصفوفة مربعة من مرتبة

𝐓  نظامية(|𝑻| ≠ 𝑫 قةلاالمعرفة بالع 𝐃 فإن المصفوفة (𝟎 = 𝑻−𝟏 × 𝑨 × 𝑻  تكون مصفوفة

حسب الترتيب  𝑨 تساوي القيم الذاتية لــ و 𝐃 ي القيم الذاتية لـها الرئيسي هوان عناصر قطر قطرية

 :أي أنالسابق 

𝑫 = 𝑻−𝟏 × 𝑨 × 𝑻 = (
𝝀𝟏 𝟎 𝟎
⋮ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 𝝀𝒌

) 

𝑫 تين وتسمى المصفوفةهتكونان متشاب𝑨,𝑫أي أن المصفوفتين = 𝑻−𝟏 × 𝑨 × 𝑻 ة لبتحوي

فوفات إلى مصفوفات قطرية، المص ية تحويللذه النظرية في عمهويستفاد من  هالتشاب و ستقطارالا

 .شعة الذاتيةالأيات التحقق من صحة لوفي عم

  



 سلسلـــــــة 5

 :1 رينـــــتم

 بطريقة غوص التالية لةجملحل ا .1

{

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 = 𝟑
𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = −𝟏
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 = 𝟒

 

 .𝐀 عين كثير الحدود المميز للمصفوفة .2

 ذاتية.ـلقيم اللرافقة الفضاءات الشعاعية الجزئية الذاتية المأوجد القيم الذاتية، الأشعة الذاتية و  .3

 : أخذ المصفوفة المتناظرة التاليةلن:2 تمـــــرين

(
𝟓 −𝟐 −𝟒
−𝟐 𝟐 𝟐
−𝟒 𝟐 𝟓

) 

 .𝐀 شعة الذاتية لـالأالقيم وأوجد  .1

𝑻−𝟏ثم أحسب الجداء T عين المصفوفة  .2 × 𝑨 × 𝑻 . 

 :1حــــل التمرين 

 بطريقة غوص التالية لةلجمحل ا .1

 لتكن الجملة : 

{

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 = 𝟑
𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = −𝟏
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 = 𝟒

 

 الكتابة المصفوفية للجملة هي:

(
𝟏 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐

:    𝟑
: −𝟏
:    𝟒

)~(
𝟏 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟏 𝟏
𝟎 𝟎 𝟏

:    𝟑
: −𝟏
:    𝟓

) 

 أي أن حلـــول الجملة تكتب من الشكل 

{

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 = 𝟑
𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = −𝟏
     𝒙𝟑 = 𝟓  

⇒ {

𝒙𝟏 = 𝟏𝟒
𝒙𝟐 = −𝟔
𝒙𝟑  =   𝟓
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 .𝐀 عين كثير الحدود المميز للمصفوفةت .2

|𝑨 − 𝝀𝑰𝟑| = |(
𝟏 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐

) − 𝝀(
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

)| = |
𝟏 − 𝝀 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟏 − 𝝀 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐 − 𝝀

| = 𝟎 

⇔ 𝝀𝟑 + 𝟒𝝀𝟐 − 𝟒𝝀 + 𝟏 = 𝟎 

 الذاتيةم قة لـلقيلمرافاتعـــين القيم الذاتية، الأشعة الذاتية و الفضاءات الشعاعية الجزئية الذاتية  .3

 تعـــين القيم الذاتية

𝝀𝟑 + 𝟒𝝀𝟐 − 𝟒𝝀 + 𝟏 = 𝟎 ⇔ (𝟏 − 𝝀) (𝝀 +
√𝟓 − 𝟑

𝟐
)(𝝀 −

√𝟓 + 𝟑

𝟐
) = 𝟎 

𝝀𝟏القيم الذاتية هي  أي أن  = 𝟏       ،𝝀𝟐 =
−√𝟓+𝟑

𝟐
، 𝝀𝟑 =   

√𝟓+𝟑

𝟐
. 

 تعــــين الأشعة الذاتية

  من أجل𝝀𝟏 = 𝑨)لدينا  𝟏 − 𝝀𝟏𝑰𝟏)𝑿 = 𝟎  : 

(
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟏
𝟎 𝟏 𝟏

)(
𝐱𝟏
𝐱𝟐
𝐱𝟑
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) 

𝝀𝟏إذن الشعاع الذاتي المرافق للقيمة الذاتية  = 𝑿𝟏هو       𝟏 = (
𝐱𝟏
𝐱𝟐
𝐱𝟑
) = 𝒙𝟏 (

𝟏
𝟎
𝟎
) 

𝑬𝝀𝟏الفضاء الشعاعي  الجزئي الذاتي المشارك لهذه القيمة هو :  و  = [(
𝟏
𝟎
𝟎
)] 

   من أجل𝝀𝟐 =
−√𝟓+𝟑

𝟐
𝑨) لدينا  − 𝝀𝟐𝑰𝟑) 𝑿 = 𝟎  : 

(

 
 
 
 

√𝟓 − 𝟏

𝟐
𝟏 −𝟏

𝟎
√𝟓 − 𝟏

𝟐
𝟏

𝟎 𝟏
√𝟓 + 𝟏

𝟐 )

 
 
 
 

(
𝐱𝟏
𝐱𝟐
𝐱𝟑
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) 



𝝀𝟐إذن الشعاع الذاتي المرافق للقيمة الذاتية   = 𝑿𝟐هو     𝟏 = 𝒙𝟑 (

√𝟓 + 𝟐
−√𝟓−𝟏

𝟐

𝟏

) ، 

𝑬𝝀𝟐والفضاء الشعاعي الجزئي الذاتي المشارك لهده القيمة هو :   = [(

√𝟓 + 𝟐
−√𝟓−𝟏

𝟐

𝟏

)] 

   من أجل𝝀𝟑 =
√𝟓+𝟑

𝟐
𝑨) لدينا  − 𝝀𝟑𝑰𝟑) 𝑿 = 𝟎  : 

(

 
 
 
 

−√𝟓 − 𝟏

𝟐
𝟏 −𝟏

𝟎
−√𝟓 − 𝟏

𝟐
𝟏

𝟎 𝟏
−√𝟓 + 𝟏

𝟐 )

 
 
 
 

(
𝐱𝟏
𝐱𝟐
𝐱𝟑
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) 

𝝀𝟐إذن الشعاع الذاتي المرافق للقيمة الذاتية   = 𝑿𝟑هو     𝟏 = 𝒙𝟑 (

−√𝟓 + 𝟐
√𝟓−𝟏

𝟐

𝟏

، والفضاء  (

𝑬𝝀𝟑الجزئي الذاتي المشارك لهده القيمة هو :  الشعاع = [(

−√𝟓 + 𝟐
√𝟓−𝟏

𝟐

𝟏

)] 
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