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مقدمة
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عقدیة.أعدادأوحیقیةأعداد

أمثلةونظریاتنتائج،تعاریف،علىفصلكلیحويفصولستةعلىالمطبوعةھذهتتضمن
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الأسیةالدوالبدراسةیھتمالرابعالفصلالإشتقاق.والمستمرةالتطبیقاتیدرسحیث
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المجموعــــاتنظــــریةمبــــــادئالأول:الفصـل

المجمـــوعاتحـولمدخـل
الریاضیةالتراكیبوالموضوعاتجمیعوالریاضیات،لكلالأساسھيالمجموعةفكرةإن

مجملاھناسنقدمالمجموعات،لنظریةالأساسیةللأھمیةنظراوالمجموعات.نظریةتستخدم
كثیرا.سنستعملھاالتيوالمجموعاتبنظریةالخاصةالمصطلحاتوللرموزقصیرا

المجمـوعة.1
فيیدخلشيءكلیسمىوالأقل،علىمعینةصفةأوبخاصةتشتركلأشیاءتجمعھي

المجموعة.ھذهمنعنصرامامجموعةتكوین

كلوالطلابالمجموعةھذهتكوینفيیدخلمجموعةیشكلونالأولىالسنةطلابمثال:
الأقل.على"طالب"صفةھيعناصرھابینالمشتركةالصفةو"طالب"ھومنھاعنصر

ترمیز:
,𝐴...مثل:الكبیرةالحروفبأحدمالمجموعةنرمز-  𝐵,  𝐶,  𝑋,  𝑌,
,𝑎مثل:الصغیرةالحروفبأحدمامجموعةعناصرمنعنصرلكلنرمز-  𝑏,  𝑐,  𝑥,  𝑦,...  
بـالرمزنقرأوبـلذلكرمزنامجموعةمنعنصرھوالعنصركانإذا- 𝑥 𝐴𝑥 ∈ 𝐴∈

من""عنصراأوالى""الإنتماء
.بـاختصارالذلكنرمزإلىینتميلاكانإذا- 𝑥𝐴𝑥 ∉ 𝐴
بـاختصارالذلكنرمز،كانإذا- 𝑦 ∈ 𝐴𝑥 ∈ 𝐴𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴
لعناصرھا.الممیزةبالصفةأوصراحةبعناصرھاإمامجموعةكلتحدد- 𝐴

حیث:المجموعةلتكنمثال: 𝐴

𝐴 =  1,  2,  3,  6{ } = 𝑛 ∈ ℕ*, 6 لـ قاسم   𝑛
⎰
⎱

⎱
⎰           

العددیةالمجموعات.2
حیث:بـلھانرمزوالطبیعیةالأعدادمجموعة- ℕ

ℕ = 0,  1,  2,  3,...{ }
حیث:بـلھانرمزوالصحیحةالاعدادمجموعة- ℤ

ℤ = ..., − 2, − 1,  0,  1,  2,  ...{ }
حیث:بـلھانرمزوالناطقةالاعدامجموعة- ℚ

ℚ = 𝑝
𝑞 ,  𝑝 ∈ ℤ,  𝑞 ∈ ℤ*⎰

⎱
⎱
⎰

ھي:وبـلھانرمزوالحقیقیةالأعدادمجموعة- ℝ
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ℝ = ..., − 1, − 1
2 ,  0, − 1

2 ,  1,  7
2 ,...{ }

الشكلمنللأعدادبالإضافةالمجموعةھي ℚ𝜋,  2,  3,  ...
ℕ.دوما:لدیناو ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ

الاحتواء.3
مجموعتین،وكانتإذاتعریف: 𝐴𝐵

كلكانإذا،بالرمزلھانرمزو،منجزءأنأوفيمحتواةأننقول 𝐴𝐵𝐴𝐵𝐴 ⊆ 𝐵
.منعنصرحتماھومنعنصر 𝑥𝐴𝐵

∀ 𝑥: ( 𝑥 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐵).

أنأيوبینالمساواةتنفيلاالكتابةملاحظة: 𝐴 ⊆ 𝐵𝐴𝐵

 أو }⇔
𝐴⊂𝐵
𝐴=𝐵𝐴 ⊆ 𝐵

صحیحتانوفالكتابتان ℕ ⊆ ℝℕ ⊂ ℝ

الاحتواءعدم.4
مجموعتین،وكانتإذاتعریف: 𝐴𝐵

إذا،بالرمزلھانرمزو،منجزءلیستأنأوفيمحتواةغیراننقول 𝐴𝐵𝐴𝐵𝐴⊈𝐵
كان

.∃𝑥:  𝑥 ∈ 𝐴  و  𝑥 ∉ 𝐵( )
أن:أي

⇔ ∃𝑥:  𝑥 ∈ 𝐴  و  𝑥 ∉ 𝐵( )𝐴⊈𝐵 

حیث:والمجموعتینلتكنمثال: 𝐴𝐵
𝐴 = 1,  2,  3,{ } ,                   𝐵 = 1,  2,  3,  4{ }

التامالاحتواء.5
مجموعتینولتكنتعریف: 𝐴𝐵

ھومنعنصركلانیعني:بـلذلكنرمزوفيتمامامحتواةاننقول 𝐴𝐵𝐴 ⊂ 𝐵𝐴
.فيموجودغیرمنالأقلعلىعنصرھناكوفيموجود 𝐵𝐵𝐴

∀𝑥:  (𝑥 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐵)
و 𝐴 ⊂ 𝐵⇔

∃𝑥
0

∈ 𝐵 و 𝑥
0

∉ 𝐴



مجموعتینتساوي.6
مجموعتینولتكنتعریف: 𝐴𝐵

تحققإذاوفقطإذانكتبومتساویتان،انھماوالمجموعتینعننقول 𝐴𝐵𝐴 = 𝐵
أن:أيوالشرطان: 𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 ⊆ 𝐴

𝐴 = 𝐵 ⇔𝐵 ⊆ 𝐴   𝐴 ⊆ 𝐵 و 

لأنفإن,مثال: 𝐵 = 1, 2, 3, 4{ }𝐴 = 1, 2, 3{ }𝐴 ≠ 𝐵
أيمحققغیرینمامحقق 𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 ⊆ 𝐴𝐵⊈𝐴

الخالیةالمجموعة.7
لاأيالإسم،بھذاسمیتلذاوالعناصر،منتخلومجموعةھيالخالیةالمجموعةتعریف:
}.بالرمزلھانرمزوعنصرأيعلىتحوي ∅  أو {

,مثال: ∅ = 𝑥 ∈ ℕ,  𝑥 =− 4{ }∅ = 𝑥 ∈ ℝ,  𝑥 = 𝑥{ }

:1نظریة
.مجموعةأيمنجزئیةمجموعةھيالخالیةالمجموعة- ∅𝐴
وحیدة.الخالیةالمجموعة- ∅

مجموعةأجزاءمجموعة.8
كیفیةمجموعة تكنل تعریف: 𝐸 
التيالمجموعاتكلمجموعةھيو;،بـلھانرمزو،أجزاءمجموعةنسمي 𝐸𝒫(𝐸)
أي:منإستخراجھایمكن 𝐸

𝐴 ∈ 𝒫(𝐸) ⇔ 𝐴 ⊆ 𝐸

𝐸المجموعةلتكنمثال: = 1, 2{ }
𝒫(𝐸) = ∅,  1{ },  2{ },  𝐸{ }.

ملاحظة:
1.𝐸 ∈ 𝒫(𝐸),  ∅ ∈ 𝒫(𝐸)
22ھوعناصرعددفإنھوعناصرعددكانإذا.2 𝐸𝑛𝒫(𝐸)

.4ھوعناصرعددإذنھوالسابقالمثالفيالمجموعةعناصرعددمثال: 𝐸2𝒫(𝐸)

محمود.بنوسعودكتابفيالفرضیةبرھانعلىالاطلاعیمكن1
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التقاطعوالاتحاد.9
.منجزئیتینمجموعتینولتكنمجموعتین:اتحادتعریف 𝐴𝐵𝐸
إحدىإلىالأقلعلىتنتميالتيالعناصرمجموعةھيوالمجموعتیناتحاد 𝐴𝐵

نكتب:والإتحادھذاإلىبـنرمز،أوالمجموعتین 𝐴𝐵𝐴 ∪ 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑥 ∈ 𝐸:  𝑥 ∈ 𝐴  أو 𝑥 ∈ 𝐵{ }     

بمعنى:
𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐴 أو 𝑥 ∈ 𝐵                

والمجموعتینلتكنمثال: 𝐴 = 1, 2{ }𝐵 = 1, 3, 4{ }
𝐴إذن: ∪ 𝐵 = 1, 2, 3, 4{ }

.منجزئیتینمجموعتینولتكنمجموعتین:تقاطعتعریف 𝐴𝐵𝐸
بـلھانرمزووبینالمشتركةالعناصرمجموعةھيومجموعتینتقاطع 𝐴𝐵𝐴𝐵

نكتب:. 𝐴 ∩ 𝐵
𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑥 ∈ 𝐸:  𝑥 ∈ 𝐴 و  𝑥 ∈ 𝐵{ }      

بمعنى:
𝑥 ∈ 𝐴 و 𝑥 ∈ 𝐵             𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ⇔

والمجموعتینلتكنمثال: 𝐴 = 1, 2{ }𝐵 = 1, 3, 4{ }
𝐴إذن: ∩ 𝐵 = 1{ }

منجزئیةمجموعاتثلاثةو,لتكنخواص: 𝐴𝐵𝐶𝐸
تبدیلي)(الإتحاد- 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴
تبدیلي)(التقاطع- 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴
-𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴
لتقاطع)بالنسبةالماص(العنصر- 𝐴 ∩ ∅ = ∅
للإتحاد)بالنسبةالحیادي(العنصر- 𝐴 ∪ ∅ = 𝐴
تجمیعیة)التقاطع(عملیة- 𝐴 ∩ 𝐵( ) ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶( )
تجمیعیة)الإتحاد(عملیة-  𝐴 ∪ 𝐵( ) ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶( )
الإتحاد)علىتوزیعيالتقاطع(- 𝐴 ∩ 𝐵 ∪ 𝐶( ) = 𝐴 ∩ 𝐵( ) ∪ 𝐴 ∩ 𝐶( )
التقاطع)علىتوزیعي(الإتحاد- 𝐴 ∪ 𝐵 ∩ 𝐶( ) = 𝐴 ∪ 𝐵( ) ∩ 𝐴 ∪ 𝐶( )

نتیجة:
-𝑥 ∉ 𝐴 ∩ 𝐵 ⇔ 𝑥 ∉ 𝐴 أو  𝑥 ∉ 𝐵
-𝑥 ∉ 𝐴 ∪ 𝐵 ⇔ 𝑥 ∉ 𝐴 و   𝑥 ∉ 𝐵



مجموعتینبینالفرق.10
.منجزئیتینمجموعتینولتكنتعریف: 𝐴𝐵𝐸
مجموعةعنعبارةھووأوالرمزلھنرمزووبینفرقانسمي 𝐴𝐵𝐴 − 𝐵𝐴\𝐵

:أنأيفيموجودةلیستوفيالموجودةالعناصر 𝐴. 𝐵
𝑥 ∈ 𝐴 − 𝐵 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐴 أو 𝑥 ∉ 𝐵                

نكتب:و
𝐴 − 𝐵 = 𝑥 ∈ 𝐸: 𝑥 ∈ 𝐴 و 𝑥 ∉ 𝐵{ }                

فإن:والمجموعتینلتكنمثال: 𝐴 = 1, 2{ }𝐵 = 1, 2, 3{ }
فإنعلیھو، 𝐴 − 𝐵 = ∅𝐵 − 𝐴 = 3{ }𝐴 − 𝐵 ≠ 𝐵 − 𝐴

مجموعتینبینالتناظريالفرق.11
تعریف:

الموجودةالعناصراتحادھوالرمزلھنرمزوومجموعتینبینالتناظريالفرق 𝐴𝐵𝐴∆𝐵
:أيفيموجودةلیستوفيالموجودةالعناصرمعفيموجودةلیستوفي 𝐴𝐵𝐵𝐴

𝐴∆𝐵 = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) = 𝐵∆𝐴                

المتممــة.12
ايمنجزئیةمجموعةومامجموعةلتكنتعریف:  𝐸 𝐴𝐸𝐴 ⊆ 𝐸
الىتنتميلاالتيعناصرمجموعةھيفيالمجموعةمتممة  𝐴𝐸𝐸 𝐴

نكتب:.بـلھانرمزو 𝐴𝑐أو  𝐴,  𝐶
𝐸
𝐴

𝐶
𝐸
𝐴 = 𝑥 ∈ 𝐸: 𝑥 ∉ 𝐴{ } = 𝐸 − 𝐴

بمعنى
𝑥 ∈ 𝐶

𝐸
𝐴 ⇔ 𝑥 ∉ 𝐴                     

فإن:ولدینامثال: 𝐴 = 1, 2{ }𝐸 = 1, 2, 3, 5{ }

𝐶
𝐸
𝐴 = 3, 5{ }

مایلي:لدینافإنھ،منجزئیتینمجموعتینولتكنخواص: 𝐴𝐵𝐸

و- ∅𝐶
𝐸
𝐸 =𝐶

𝐸
∅ = 𝐸

و- 𝐴 ∪ 𝐶
𝐸
𝐴 = 𝐸𝐴 ∩ 𝐶

𝐸
𝐴 = ∅

-𝐶
𝐸

𝐶
𝐸
𝐴

= 𝐴
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𝐶-:مورغانقانون-
𝐸
𝐴∪𝐵 = 𝐶

𝐸
𝐴 ∩ 𝐶

𝐸
𝐵

-𝐶
𝐸
𝐴∩𝐵 = 𝐶

𝐸
𝐴 ∪ 𝐶

𝐸
𝐵

𝐴المتممة:تناقص- ⊆ 𝐵 ⇔ 𝐵𝑐 ⊆ 𝐴𝑐

.منجزئیتینمجموعتینولتكنتعریف: 𝐴𝐵𝐸
التالیة:المجموعةھوبالرمزلھنرمزوولمجموعتینالدیكارتيالجداء 𝐴𝐵𝐴 × 𝐵

𝐴 × 𝐵 = 𝑥, 𝑦( ) ∈ 𝐴 × 𝐵: 𝑥 ∈ 𝐴  و  𝑦 ∈ 𝐵{ }
ترتیةوفاصلةثنائیة،تسمى (𝑥, 𝑦)𝑥𝑦

𝐴المجموعتینلتكنمثال: = 1, 2{ }       ;     𝐵 = 𝑎, 𝑏, 𝑐{ }
بالعلاقة:یعطىالدیكارتيالجداء

𝐴 × 𝐵 = 1, 𝑎( ), 1, 𝑏( ), 1, 𝑐( ){ }, 2, 𝑎( ), 2, 𝑏( ), 2, 𝑐( )}

ملاحظة:
:التالیةبالخاصیةالثنائیاتتتمتع.1

(𝑥, 𝑦) = (𝑎, 𝑏) ⇔ 𝑥 = α   و  𝑦 = β
الثنائیةووالعنصرینذاتالمجموعة:بیندائماالتمییزمنلابد.2 𝑥, 𝑦{ }𝑥𝑦𝑥, 𝑦( )

مھم.الترتیبلكن،:لان 𝑥, 𝑦{ } = 𝑦, 𝑥{ }𝑥, 𝑦( ) ≠ (𝑦, 𝑥)

:التالیةبالخواصالدیكارتيالجداءیتمتعخواص:
1.(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 ⇔ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝐵 × 𝐴
2.𝐴 × 𝐵 = ∅ ⇔ 𝐴 = 𝐵  أو  ∅ = ∅
3.𝐶 ⊆ 𝐴 و  𝐷 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝐶 × 𝐷 ⊆ 𝐴 × 𝐵

العلاقـــات

العلاقـــــة.1
منعناصرومنعناصربینصلةأورابطةكلنسميمجموعتین،ولتكنتعریف: 𝐴𝐵𝐴

.وبینعلاقةأو.منعناصرومنعناصربینعلاقة، 𝐵𝐴𝐵𝐴𝐵
1.(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 ⇔ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝐵 × 𝐴

بینعلاقةتشكللــ"مربع"ھوالجملةفإنمثال: 𝐴 = 1, 2, 3{ }    ;   𝐵 = 1, 4, 9{ }  
:الكتابةبینھماالربطفیمكنوكانإذاأي،عناصروعناصر 𝐴𝐵𝑥 ∈ 𝐴𝑦 ∈ 𝐵

".لــمربع" 𝑦𝑥



ملاحظة:
مثل:مابرمزمجموعتینبینمالعلاقةیرمزفإنھالكتابةلإختصار

ℜ,  ℑ,  *,  ...

:أينكتبو"لــمربع"لدیناالسابقالمثالفيلاحظمثال: 𝑦𝑥𝑥ℜ𝑦1ℜ1,   2ℜ4

عـلاقةبیـــان.2
منالثنائیاتمجموعة،تسمىومجوعتینبینماعلاقةلتكنتعریف: ℜ𝐴𝐵 (𝑥, 𝑦)

بالرمزلبیانیرمزوالعلاقةبیان،أيبالعلاقةترتبطالتي 𝐴 × 𝐵ℜ𝑥ℜ𝑦ℜℜ𝐺
فنكتب:

𝐺 = 𝑥, 𝑦( ) ∈ 𝐴 × 𝐵: 𝑥ℜ𝑦{ } ⊆ 𝐴 × 𝐵
العلاقةمستقرأووصولمجموعةتسمىو،العلاقةمنطلقأودءمجموعةتسمى 𝐴ℜ𝐵

.ℜ

مثال:
𝐺 = { 1, 1( ), (2, 4), (3, 9)} ⊆ 𝐴 × 𝐵

لان:
𝐴 × 𝐵 = 1, 1( ), 1, 4( ), 1, 9( ), 2, 1( ), 2, 4( ), 2, 9( ), 3, 1( ), 3, 4( ), 3, 9( ){ }

العكسیةالعلاقة.3
تعریف:

بینعلاقةھيالعكسیةالعلاقةفإن،بیانھاوبینعلاقةكانتإذا ℜ = 𝐺, 𝐴, 𝐵( )𝐴𝐵𝐺

.بالرمزلھانرمزومنبعنصرمنعنصراتربطأي.عناصروعناصر 𝐵𝐴𝐵𝐴ℜ−1

ℜ−1 = 𝐺−1, 𝐵, 𝐴( )
أن:أي

𝑥ℜ𝑦 ⇔ 𝑦ℜ−1𝑥
أن:أي

𝐺−1 = 𝑦, 𝑥( ) ∈ 𝐵 × 𝐴: 𝑦ℜ−1𝑥{ }
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أيلــ""ھوجذرتعنيیكونالسابقالمثالفيمثال: ℜ−1

𝐺−1 = { 1, 1( ), (4, 2), (9, 3)}

التوابع)(التطبیقــات

تطبیقتعریف.1
تعریف:

(لیسأي،بیانھاعناصروعناصربینعلاقةعننقول 𝑓𝐴𝐵 𝐺𝑓 = (𝐺, 𝐴, 𝐵)
یأخذوعلىمعرفتابعأوتطبیقأنھامختلفین)،ویكونأنبالضرورة 𝐴𝐵𝐴

وحیدعنصرعنصركلقابلإذاافيلـتطبیقاأوفيقیمھ 𝐵𝐴𝐵𝑥 ∈ 𝐴𝑦 ∈ 𝐵
,عنصرین(بینالارتباطلرمزالحالةھذهفينرمزوالعلاقةوفق ،𝑓𝑥𝑓𝑦𝑥𝑦

أي:،بالرمز)بالعلاقة 𝑓𝑦 = 𝑓(𝑥)
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⇔ 𝑓 تطبیق

نكتبو
𝑓: 𝐴 → 𝐵

                    𝑥 ↦ 𝑦 = 𝑓(𝑥)
.تعریفبمجموعةالحالةھذهفيالتطبیقمنطلقیسمىو 𝑓𝑓

ترمیز:
صورة.تسمىسابقة،تسمى- 𝑥𝑦
السوابق).(البدءمجموعةتدعى- 𝐴
(الصور)الوصولمجموعةتدعى- 𝐵



مثال:

بـ:معرفلیكنمثال: 𝑓
𝑓: ℝ → ℝ

+

                  𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2

بحیثوحیدعنصریقابلھعنصرأيلانتطبیق 𝑓𝑥 ∈ ℝ 𝑦𝑦 = 𝑥2 ∈ ℝ
+

تطبیقینتطابق.2
بحیث:تطبیقینولیكنتعریف: 𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑔: 𝐶 → 𝐷

 𝐻 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐶( 𝐻  أي ( ⊆ 𝐴 و 𝐻 ⊆ 𝐶
التالي:الشرطتحققإذاوفقطإذافيمنطابقانوأننقول 𝑓𝑔𝐻

∀𝑥 ∈ 𝐻:  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)

فنعرفتطبیقین،ولدیناكانإذانتیجة: 𝑓: 𝐷
1

⊆ ℝ → ℝ𝑔: 𝐷
2

⊆ ℝ → ℝ

أي:المجموعةعلىالتالیةالتطبیقات 𝐷
1

∩ 𝐷
2

∀𝑥 ∈ 𝐷
1

∩ 𝐷
2
: (𝑓 ± 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)

                           : (𝑓. 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)
و

                            𝑓
𝑔( )(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥) 𝑔(𝑥) عندما     ≠ 0.  

مثال:
𝑔(𝑥) = 1 − 𝑥    ،      𝑓(𝑥) = 𝑥
𝐷

𝑔
=] − ∞, 1[  ،   𝐷

𝑓
= [0, + ∞[
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علىمعرفینویكون:و،تعریفمجموعةإلىمثلاتشیرحیث 𝐷
𝑓

𝑓𝑓 + 𝑔𝑓. 𝑔

𝐷مجموعة
𝑓

∩ 𝐷
𝑔

= 0, 1[ ]

تطبیقینتساوي.3
تعریف:

إذاانكتبومتساویتینأننقولتطیقین،كانإذا 𝑓 ,  𝑔 : 𝐴 → 𝐵𝑔 و 𝑓𝑓 = 𝑔
𝑥∀.:الشرطتحقق ∈ 𝐴:  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)

مثال:
فإن:، 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑔(𝑥) = 1

𝑥

𝐷
𝑓

∩ 𝐷
𝑔

= 𝐷
𝑓.𝑔

= ℝ*     و    𝐷
𝑔

= ℝ*،  𝐷
𝑓

=  ℝ

𝑥∀.:أنرغمفإنھ ∈ 𝐷
𝑓.𝑔

:  𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = 1

:لأنحیثالتابعیساويلافإن 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) = 1𝐷
ℎ

=  ℝ

𝐷
ℎ

=  ℝ ≠ ℝ* = 𝐷
𝑓.𝑔

الثابتالتطبیق.4
تعریف:

.علىثابتأنفنقولثابت،مقدارحیثكانإذا ∀𝑥 ∈ 𝐴:  𝑓(𝑥) = 𝑘𝑘𝑓𝐴

المطابقالتطبیق.5
تعریف:

یحقق:الذيالتطبیقھوالمطابق)(أوالحیاديلتطبیقا
∀𝑥 ∈ 𝐴:  𝑓(𝑥) = 𝑥

أن:أي.بالرمزلھنرمزو 𝐼𝑑
𝐴

∀𝑥 ∈ 𝐴:  𝐼𝑑
𝐴

(𝑥) = 𝑥

المتباین-الغامر-المتقابل):التطبیق(تطبیقخواص.6
:أننقولتطبیقالیكنتطبیق):(تباینالمتباینةالتطبیقاتتعریف 𝑓: 𝐴 → 𝐵

منالأكثرعلىسابقةمنعنصرلكلكانإذاوفقطإذاتباینأومتباینأننقول 𝑓𝐵
أن:أي. 𝐴

𝑓 متباین ⇔ ∀𝑥
1
,  𝑥

2
∈ 𝐴:  𝑥

1
≠ 𝑥

2
⇒  𝑓(𝑥

1
) ≠ 𝑓(𝑥

2
)

أو
𝑓 متباین ⇔ ∀𝑥

1
,  𝑥

2
∈ 𝐴:  𝑓(𝑥

1
) = 𝑓(𝑥

2
) ⇒ 𝑥

1
= 𝑥

2



:1مثال

بـالمعرفالتطبیق:2مثال 𝑓
𝑓: ℝ → ℝ

                                  𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1
لكنأيوھماوسابقتینیقبلالعددأننلاحظ 2− 1( )1𝑓(− 1) = 𝑓(1)
متباین.غیرمنھوالعدد − 1 ≠ 1𝑓

بـالمعرفالتطبیق:3مثال 𝑓

𝑓: ℕ* → ℚ
                     𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 2

3𝑥

𝑓 متباین   ⇔  ∀𝑥
1
,  𝑥

2
∈ ℕ*:  𝑓(𝑥

1
) = 𝑓(𝑥

2
) ⇒ 𝑥

1
= 𝑥

2
     ???

لدینا
𝑓(𝑥

1
) = 𝑓(𝑥

2
) ⇒ 2

3𝑥
1

= 2
3𝑥

2

                     ⇒ 2
 3𝑥

1

2
3 = 2

 3𝑥
2

2
3

            ⇒ 1
𝑥

1
= 1

𝑥
2

            ⇒ 𝑥
1

= 𝑥
2

متباین.إذن 𝑓
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تطبیقالیكن(الغمر):الغامرةالتطبیقاتتعریف 𝑓: 𝐴 → 𝐵
.منالأقلعلىسابقةمنعنصرلكلكانإذاوفقطإذاغمرأوغامرأننقول 𝑓𝐵𝐴

أن:أي
⇔ 𝑓 غامر  ∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃ 𝑥 ∈ 𝐴:  𝑦 = 𝑓(𝑥) 

:1مثال

بـالمعرفالتطبیق:2مثال 𝑓
𝑓: ℝ − 1{ } → ℝ − 1{ }

                     𝑥       ↦    𝑓(𝑥) = 𝑥
𝑥−1

الغمرلندرس
⇔ 𝑓 غامر   ∀ 𝑦 ∈ ℝ − 1{ }, ∃ 𝑥 ∈ ℝ − 1{ }:  𝑦 = 𝑓(𝑥) ?

لدینا
𝑦 = 𝑓(𝑥)
𝑦 = 𝑥

𝑥−1   

𝑥 = 𝑦
𝑦−1   ∈ ℝ − 1{ }

غامر.منھوموجوددائماأننلاحظ  𝑥𝑓

بـالمعرفالتطبیق:3مثال 𝑓
𝑓: ℝ − − 2{ } → ℝ

               𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥−1
𝑥+2

⇔ 𝑓 غامر   ∀ 𝑦 ∈ ℝ, ∃ 𝑥 ∈ ℝ − 2{ }:  𝑦 = 𝑓(𝑥) ?
 𝑦 = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑦 = 𝑥−1

𝑥+2

                  ⇒ 𝑥 = −1−2𝑦
𝑦−1

فيسابقةلھالیستإذن 𝑦 = 1ℝ − 2{ }



تطبیقالیكن:التقابليالتطبیقتعریف 𝑓: 𝐴 → 𝐵
وحیدةسابقةمنعنصرلكلكانإذاوفقطإذاتقابلي)(اوتقابلتطبیقأننقول 𝑓𝐵

نكتب:.من 𝐴
⇔ 𝑓  تقابلي  ∀ 𝑦 ∈ 𝐵, ∃!  𝑥 ∈ 𝐴:  𝑦 = 𝑓(𝑥) 

ملاحظة:
غامرا.ومتبایناكانإذاتقابليتطبیق 𝑓

:1مثال

بـالمعرفالتطبیق:2مثال 𝑓
𝑓: ℝ

+
→ ⦍1,  + ∞⦍

                  𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1

ھوفيوحیداحلاتقبلالمعادلةلأنتقابليتطبیقالتطبیق 𝑓𝑦 = 𝑥2 + 1ℝ
+

𝑥 = 𝑦2 − 1
بـالمعرفالتطبیق:3مثال 𝑓

𝑓: ℝ → ℝ

                       𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2

بـالمعرفالتطبیقلكنغامر.لیسومتباینلیستطبیق 𝑓𝑓
𝑓: ℝ → ℝ

+

                  𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2

بـالمعرفالتطبیقومتباین.لیسوغامرتطبیقھو 𝑓
𝑓: ℝ

+
→ ℝ

                    𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2

بـالمعرفالتطبیقمنھوغامر.لیسومتباینتطبیقھو 𝑓
𝑓: ℝ

+
→ ℝ

+

                 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2

تقابلي.تطبیقھو
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العكسيالتطبیق.7
تقابلیاتطبیقاكانإذا:العكسيالتطبیقتعریف 𝑓: 𝐴 → 𝐵

                                𝑥 → 𝑦 = 𝑓(𝑥)

یلي:كمامعرفأیضا،تقابلھووبـلھنرمزعكسیا،تطبیقالـفإن 𝑓𝑓−1

𝑓−1: 𝐴 → 𝐵

                       𝑦⟼𝑥 = 𝑓−1(𝑦)

لانمتعاكسانأنھماوالتطبیقینعننقولو 𝑓𝑓−1

و 𝑓−1(𝑓(𝑦)) = 𝑥𝑓(𝑓−1(𝑦)) = 𝑦

بـالمعرفالتطبیقمثال: 𝑓
𝑓: ℝ

+
→ ⦍1,  + ∞⦍

               𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1
ھو:عكسيتطبیقیقبلوتقابليتطبیق

𝑓−1: ⦍1,  + ∞⦍ → ℝ
+

                                                𝑦 ↦ 𝑓−1 = 𝑦2 − 1

تطبیقوفقالعكسیةالصورةوالمباشرةالصورة.8
وفقللمموعةالمباشرةالصورةنسمي،ولیكن:تعریف 𝑓: 𝐴 → 𝐵𝐷 ⊆ 𝐴𝐷𝑓
التالیة:المجموعةبالرمزلھاونرمز 𝑓(𝐷)

𝑓(𝐷) = {𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵:  𝑥 ∈ 𝐷}
بالرمزلھاونرمزبواسطةللمجموعةالعكسیةالصورةونعرف 𝐶(𝐶 ⊆ 𝐵)𝑓

:للمجموعة 𝑓−1(𝐷)

𝑓−1(𝐶) = { 𝑥 ∈ 𝐴 :  𝑓(𝑥) ∈ 𝐶}

تطبیقینتركیب.9
و:حیثتطبیــقینوكانإذا 𝑓𝑔𝑓: 𝐷

𝑓
→ 𝑅

𝑓
𝑔: 𝐷

𝑔
→ 𝑅

𝑔

بأنھبــتركیبناتجنعرفأنیمكنالحالةھذهفيكانإذا ∅𝐷
𝑔

≠𝑅
𝑓

∩𝑔𝑓

التطبیق:
𝑔∘𝑓: 𝐷

𝑔∘𝑓
→   𝑅

𝑔∘𝑓

𝑥    →  𝑔∘𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)]



حیث:
لــتعریفمجموعة 𝐷

𝑔∘𝑓
= 𝑥 ∈ 𝐷

𝑓
:  𝑓(𝑥) ∈ 𝐷

𝑔{ }𝑔∘𝑓

لــوصولمجموعة 𝑅
𝑔∘𝑓

= 𝑔(𝑓(𝑥)):  𝑥 ∈ 𝐷
𝑔∘𝑓{ }𝑔∘𝑓

ملاحظة:
لدیناو.تكونعندمابكاملھاعلىمعرفةتكون- 𝑔∘𝑓𝐷

𝑓
𝑅

𝑓
⊆ 𝐷

𝑔

أيتعریفمجموعةمنجزئیةمجموعةھيتعریفمجموعة- 𝑔∘𝑓𝑓𝐷
𝑔∘𝑓

⊆ 𝐷
𝑓

أيوصولمجموعةمنجزئیةمجموعةھيوصولمجموعة- 𝑔∘𝑓𝑔𝑅
𝑔∘𝑓

⊆ 𝑅
𝑔

حیث:تطبیقینولیكنمثال: 𝑓𝑔
𝑓: ℝ

+
→ ℝ𝑔: ℝ → ℝ

−

               𝑥 →  𝑓(𝑥) = 𝑥   𝑥  →  𝑓(𝑥) =− (𝑥2 + 1)
ھي:تعریفمجموعة 𝑔∘𝑓

𝐷
𝑔∘𝑓

= 𝑥 ∈ 𝐷
𝑓
:  𝑓(𝑥) ∈ 𝐷

𝑔{ }
= 𝑥 ∈ ℝ

+
:  𝑥 ∈ ℝ{ } =ℝ

+

ھي:تعریفمجموعة- 𝑓∘𝑔
𝐷

𝑓∘𝑔
= 𝑥 ∈ 𝐷

𝑔
:  𝑔(𝑥) ∈ 𝐷

𝑓{ }
= 𝑥 ∈ ℝ : − (𝑥2 + 1) ∈ ℝ

+{ }
= 𝑥 ∈ ℝ : − (𝑥2 + 1) ≥ 0{ }
= 𝑥 ∈ ℝ : (𝑥2 + 1) ≤ 0{ } = ∅

أنالسببونقطــةأيعندمعرفالیسأنأي 𝑓∘𝑔𝑅
𝑔

∩ 𝐷
𝑓

= ℝ
−

∩ ℝ
+

= ∅
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:ھامــةملاحظة
𝑓∘𝑔.أيتبدیلیةلیسـتعموماالتطبیقــاتتركیـبعملیـة ≠ 𝑔∘𝑓

الرتیبةالتطبیقات.10
تطبیقاكانومرتبتینمجموعتینوكانإذا 𝐴,  ≤( )𝐵,  ≤( )𝑓:  𝐸 → 𝐹

الشرط:تحققإذامتزایدنقول- 𝑓
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴:  𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑦)

كان:إذاوفقطإذاتمامامتزایدنقول- 𝑓
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴:  𝑥 < 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦)

كان:إذاوفقطإذامتناقصنقول- 𝑓
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴:  𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦)

كان:إذاوفقطإذاتمامامتناقصنقول- 𝑓
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴:  𝑥 < 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦)

متناقصةاومتزایدةكانتإذارتیبةأننقول 𝑓
تماما.متناقصةأوتمامامتزایدةكانتإذاتمامارتیبةأننقول 𝑓

الادنىوالاعلىالحدالأصغر،العنصرالأكبر،العنصرالحادة،العناصر.11
خالیةغیرمجموعةلتكنومرتبةمجموعةلتكن 𝐸,  ≤( )𝐴∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝐸
إذاا:وفقطإذاللمجموعةأعــلىحــادمنأننقول- 𝑋𝐸𝐴

الأعلى.منمحدودةأننقولھنا (∀ 𝑎 ∈ 𝐴,  𝑎 ≤ 𝑋)𝐴
إذاا:وفقطإذاللمجموعة(الأدنى)الأسفلحــادمنأننقول- 𝑥𝐸𝐴

الأسفل.منمحدودةأننقولھنا (∀ 𝑎 ∈ 𝐴,  𝑎 ≥ 𝑥)𝐴
مجموعةأننقولواحد،آنفيوالأسفلالأعلىمنمحدودةكانتإذا- 𝐴𝐴

أي:محـدودة
محدودة 𝐴 ⇔(∃ 𝑥, 𝑋 ∈ 𝐸,  ∀ 𝑎 ∈ 𝐴,  𝑥 ≤ 𝑎 ≤ 𝑋)

إذاا:منعنصرأكبرمنأننقول- 𝑀𝐸𝐴
بالرمزوجدإنالعنصرھذاإلىنرمز.و 𝑀 ∈ 𝐴(∀ 𝑎 ∈ 𝐴,  𝑎 ≤ 𝑀)
.𝑚𝑎𝑥(𝐴)

إذاا:منعنصرأصغرمنأننقول- 𝑚𝐸𝐴
بالرمزوجدإنالعنصرھذاإلىنرمز.و 𝑚 ∈ 𝐴(∀ 𝑎 ∈ 𝐴,  𝑚 ≤ 𝑎) 
.𝑚𝑖𝑛(𝐴)

كانإذاوفقطإذاالجزئیةللمجموعةالأعلىالحدمنأننقول- 𝑠𝐸𝐴𝑠
𝑠𝑢𝑝(𝐴).بالرمزوجدإنھذاإلىنرمزوالعلیاالحوادأصغر

أكبركانإذاوفقطإذاالجزئیةللمجموعةالأدنىالحدمنأننقول- 𝐼𝐸𝐴𝐼
بالرمزوجدإنالعنصرھذاإلىنرمزو،عنالدنیاالحواد 𝐴𝐼𝑛𝑓(𝐴)



:1مثال
;لدینا 𝐸 = ℝ𝐴 =]1, 3]
العلیاالحوادمجموعة- [3,  + ∞]⇐𝑠𝑢𝑝(𝐴) = 3
السلفىالحوادمجموعة- ] − ∞,  1]⇐𝑖𝑛𝑓(𝐴) = 1
لان- 𝑚𝑎𝑥(𝐴) = 33 ∈ 𝐴
لانموجودغیر- 𝑚𝑖𝑛(𝐴)1 ∉ 𝐴( )
الأسفلمنمحدودةوالأعلىمنمحدودةلأنھامحدودةالمجموعة- 𝐴
:2مثال
;لدینا 𝐸 = ℝ𝐴 =]5,  + ∞[
علیاحوادمجموعةتقبللا- 𝐴
السفلىالحوادمجموعة- ] − ∞,  5]⇐𝑖𝑛𝑓(𝐴) = 5
موجودغیر- 𝑚𝑎𝑥(𝐴)
موجودغیر- 𝑚𝑖𝑛(𝐴)
فقطالأسفلمنمحدودةلأنھامحدودةلیست- 𝐴
:2مثال

،فيمحدودة 𝐴 = 1, 2, 3{ }ℕ, ≤( )∀𝑥 ∈ 𝐴:  0 ≤ 𝑥 ≤ 5
إذن:ھوأصغرھاوھيفيلـالعلیاالحوادمجموعة 𝐴ℕ3, 4, 5{ }3

.𝑠𝑢𝑝(𝐴) = 3
.:إذنھوأكبرھاوھيفيلـالدنیاالحوادمجموعة 𝐴ℕ0, 1{ }1𝑖𝑛𝑓(𝐴) = 1

فإن:كانإذا:21نتیجة  𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ ℝ
𝑚𝑖𝑛(𝐴) ⇒ 𝑖𝑛𝑓(𝐴) 
𝑚𝑎𝑥(𝐴) ⇒ 𝑠𝑢𝑝(𝐴)

𝑖𝑛𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥(𝑖𝑛𝑓(𝐴),  𝑖𝑛𝑓(𝐵)) 
𝑠𝑢𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥(𝑠𝑢𝑝(𝐴),  𝑠𝑢𝑝(𝐵))

فإن:∅كانإذا:2نتیجة ≠ 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ ℝ
𝑠𝑢𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) ≤ 𝑖𝑛𝑓(𝑠𝑢𝑝(𝐴),  𝑠𝑢𝑝(𝐵)) 

𝑖𝑛𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) ≥ 𝑠𝑢𝑝(𝑖𝑛𝑓(𝐴),  𝑖𝑛𝑓(𝐵))

:1مثال
ولتكن  𝐴 = {0, 2, 3, 5}𝐵 = {1,  2,  3,  4}

𝐴لدینا ∩ 𝐵 = {2, 3}
𝑠𝑢𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) = 3

𝑚𝑖𝑛(𝑠𝑢𝑝(𝐴),  𝑠𝑢𝑝(𝐵)) = 𝑚𝑖𝑛(5, 4) = 4
3 = 𝑠𝑢𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) < 𝑚𝑖𝑛(𝑠𝑢𝑝(𝐴),  𝑠𝑢𝑝(𝐵)) = 4

2 = 𝑖𝑛𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) > 𝑚𝑎𝑥(𝑖𝑛𝑓(𝐴),  𝑖𝑛𝑓(𝐵)) = 𝑚𝑎𝑥(0,  1) = 1
علابلقادةواحد'حقیقيلمتغیرالتوابع'الریاضيالتحلیلمنعناصركتابفيالنتیجةبرھانعلىالاطلاعیمكنكم2

20



:2مثال
𝐶لتكن = [− 1,  3] ∪ [5,  10[
إذن

𝑠𝑢𝑝(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥(𝑠𝑢𝑝(𝐴),  𝑠𝑢𝑝(𝐵)) = 𝑚𝑎𝑥(3, 10) = 10
𝑖𝑛𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥(𝑖𝑛𝑓(𝐴),  𝑖𝑛𝑓(𝐵)) = 𝑚𝑎𝑥(− 1,  5) = 5  

المجالات.12
𝐸لیكن = ℝ𝑎,  𝑏 ∈ ℝ /

:الأشكالأحدیأخذحیثمنجزءكلطرفاهمفتوحامجالانسمي.1 𝑏 أو 𝑎ℝ
]𝑎,  𝑏[= {𝑥 ∈ ℝ :  𝑎 < 𝑥 < 𝑏}
]𝑎,  + ∞[= {𝑥 ∈ ℝ :  𝑎 < 𝑥}
] − ∞,  𝑏[= {𝑥 ∈ ℝ :  𝑥 < 𝑏}

ℝالتالیة:المجموعةمفتوحامجالاأیضانسميو =] − ∞,  + ∞[
:التاليالجزءطرفاهمغلقمجالانسمي.2  𝑏 و  𝑎

[𝑎,  𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ :  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}
منجزءكلطرفاهمغلق)نصف(أومفتوحنصفمجالانسمي.3  𝑏 و  𝑎ℝ

التالیة:الأشكالأحدیأخذحیث
[𝑎,  𝑏[= {𝑥 ∈ ℝ :  𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏}
]𝑎,  𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ :  𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏}

مثال:
[0,  + ∞[= {𝑥 ∈ ℝ :  0 ≤ 𝑥} = ℝ

+

] − ∞,  0[= {𝑥 ∈ ℝ :  0 ≥ 𝑥} = ℝ
−

− ∞, + ∞[ ] = ℝ = ℝ ∪ − ∞, + ∞{ }

ملاحظة:
وطرفاهالذيالمجالبطولالعددیسمى- 𝑏 − 𝑎𝑎𝑏
وطرفاهالذيالمجالمركزالعددنسمي- 𝑎+𝑏

2𝑎𝑏

-[𝑎,  𝑎] = {𝑎}
-]𝑎,  𝑎] = [𝑎,  𝑎[=]𝑎,  𝑎[= ∅



المطلقةالقیمة.13
تعریف:
یلي:كمامعرفبـلھیرمزتطبیقھيالمطلقةالقیمة .| |

.| |:  ℝ → ℝ
+

                     

𝑥↦ 𝑥| | = {
−𝑥  𝑠𝑖  𝑥≤0
𝑥    𝑠𝑖   𝑥≥0

خواص:
-𝑥| | > 0,  (𝑥 ≠ 0)
-0| | = 0
-𝑥| | = − 𝑥| |
-𝑥| | ≥ 𝑥,  𝑥| | ≥− 𝑥 یكون علیھ و 𝑥| | = 𝑚𝑎𝑥(− 𝑥,  𝑥)
-𝑥. 𝑦| | = 𝑥| |. 𝑦| |
-𝑥

𝑦
|| || = 𝑥| |

𝑦| | ,  (𝑦 ≠ 0)

-𝑥 ± 𝑦| | ≤ 𝑥| | + 𝑦| |
-𝑥| | − 𝑦| || | ≤ 𝑥 + 𝑦| |
-𝑥| | ≤ 𝑎 ⇔ − 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,  (𝑥 ∈ [− 𝑎,  𝑎]
-𝑥| | ≥ 𝑎 ⇔ 𝑥 ≥ 𝑎 أو 𝑥 ≤− 𝑎
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التسییرعلوموالتجاریةوالاقتصادیةالعلومكلیة

الأولىالسنةالمشتركالجذعقسم
1ریاضیات

01رقمالسلسلة

:01التمرین

والمجموعةمنأجزاءثلاثحیثالتاليVenneمخططلدینالیكن-1  𝐴, 𝐵, 𝐶  𝐸
منعناصر 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ𝐸

:لماذاوخاطئةأمصحیحةالتالیةالعلاقاتھل-2

:02التمرین

مجالاتإتحادأومجالاتشكلعلىالتالیةالمجموعاتأكتب-1

, ,𝐴 = {𝑥ϵℝ: |𝑥 + |𝑥||≥2} 𝐵 = {𝑥ϵℝ/𝑥2≤4 و 𝑥2≠1}
𝐶 = {𝑥ϵℝ: 𝑥 + 1 < 1} 

.علىشروطشكلعلىالتالیةللمجموعاتانتماءعلاقةفسرالمطلقة,القیمةباستعمال-2 𝑥𝑥

,,, 𝑥ϵ[− 3, 5]𝑥ϵ[− 1, 3] −  {1}𝑥ϵ]3, 7]𝑥 ∈] − ∞, − 2]ᴜ[   2, +  ∞[  



:03التمرین

غامر؟متباین؟ھوھل:بالمعرفنحومنالمعرفالتطبیق 𝑓ℝ − {2}ℝ𝑓(𝑥) = 𝑥−1
𝑥+2

التطبیقأوجدالحالةھذهفي؟تقابلتكونحتىالوصولمجموعةعلىنفرضھاالتيالشروطماھي 𝑓
العكسي.

:4التمرین

:وجدإنالتالیةللمجموعاتالأصغروالأكبرالعنصروالأدنىوالأعلىالحدأوجد

 𝐴 =]3, 7]

,𝐵 =] − ∞, − 2]

,𝐶 = [   2, +  ∞[

,𝐷 = [− 1, 3]ᴜ {7}

,𝐸 =] − 3, 5[

𝐹 = 𝑥 = 1
2 + 𝑛

2𝑛+1 , 𝑛ϵℕ{ },

.𝐺 = 𝑥 = 1
2 − 𝑛

2𝑛+1 , 𝑛ϵℕ{ }
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المتتــالیاتحولعامةمفاھیمالثــاني:الفصــل

العددیة:المتتالیات

ترمیزوتعاریف.1

ترمیز:وتعریف
)ℂ(أونحو)منمنتھغیرجزء(أومنتطبیقكلعددیةمتتالیةنسمي ℕℕℝ

أي:

التالیة:المجموعاتإحدىتسمىو
𝑢(ℕ) = 𝑢(𝑛): 𝑛 ∈ ℕ{ } = 𝑢

𝑛
:  𝑛 ∈ ℕ{ }

          = {𝑢(0), 𝑢(1),...} = {𝑢
0
, 𝑢

1
,...} = (𝑢

𝑛
)

𝑛∈ℕ

:القیمتسمىوالعددیة،المتتالیةحدودمجموعة
𝑢(0) = 𝑢

0
, 𝑢(1) = 𝑢

1
, 𝑢(𝑛) = 𝑢

𝑛
,...

أوالنونيبالحدو…الثانياحدوالأولالحدیسمىوالمتتالیة،بحدود 𝑢
0

𝑢
1

𝑢
𝑛

أيأكبر،ایھاعنالنظربغضالأدلةتزایدحسبالمتتالیةحدودنكتبوالعام،الحد
.الأدلةتزایدحسب:نكتب 𝑢

0
,  𝑢

1
, 𝑢

2
, 𝑢

3
,...,0, 1, 2,...

متتالیةقیماإعطاءذلكوبالعكس،والحدودبقیةمعرفةیمكنالعامالحدبمعرفةو 𝑛
الأخرى.تلوالواحدیأتيأيتتالى،الحدودأنمنجاءتمتتالیةكلمةو.من ℕ
أوالرمزدائماسنأخذو،العامحدھادراسةتعنيمامتتالیةدراسةإن 𝑢

𝑛
(𝑢

𝑛
)

𝑛∈ℕ

.العامالحدذاتالمتتالیةعلىللدلالة (𝑢
𝑛
)

𝑛
𝑢

𝑛

التراجعیة)(التدریجیةالمتتالیة.2

تعریف:
الشكلمنھاوتسبقھ.التيالحدودبدلالة(النوني)العامالحدفیھایعطىالتيھي

التالي:

وبینالعلاقةھيحیث 𝑓𝑢
𝑛

𝑢
𝑛+1



یلي:كمامعرفةالمتتالیةلتكنمثال:  (𝑢
𝑛
)

𝑛∈ℕ

ثمعوضناأي،فإن 𝑢
1

= 4 + 𝑢
0

= 5𝑢
2

= 4 + 𝑢
1

= 9𝑛 = 0

المعطاةالعلاقةفيالخ… 𝑛 = 1

المحدودةالمتتالیة.3

تعریف:
قیمھامجموعةكانتإذاافيالأعلىمنمحدودةالمتتالیةأننقول-1 (𝑢

𝑛
)

𝑛
ℝ

.فيالأعلىمنمحدودة 𝑢
0
,  𝑢

1
,...  { }ℝ

الشرط:تحققإذااالأعلىمنمحدودةأنأي (𝑢
𝑛
)

𝑛

أعلىحاد 𝑀∃𝑀 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢
𝑛

≤ 𝑀

الشرط:تحققإذااالأدنىمنمحدودأننقول-2 (𝑢
𝑛
)

𝑛

أدنىحاد 𝑚∃𝑚 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢
𝑛

≥ 𝑀

أن:أيالأدنىمنوالأعلىمنمحدودةكانتإذاامحدودةأننقول-3 (𝑢
𝑛
)

𝑛

محدودة (𝑢
𝑛
)

𝑛
⇔∃𝑚, 𝑀 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑚 ≤  𝑢

𝑛
≤ 𝑀

أو
محدودة (𝑢

𝑛
)

𝑛
⇔∃ ∈ ℝ

+
, ∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢

𝑛| | ≤ 𝑘

الثانيتحققإليیؤديمنھماأيتحققأيمتكافئین،)3(فيالمذكورینالشرطینإن
بالعكسو

بـ:المعرفةالمتتالیةمثال:  (𝑢
𝑛
)

𝑛

𝑛∀لأنھمحدودة ∈ ℕ*: 0 ≤ 1
𝑛 ≤ 1

𝑢بینما
𝑛

= 𝑛2
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متتالـــیة:نھایة.4

تعریف:
والعددنحوتتقاربالمتتالیةأنأونھایةللمتتالیةأننقول (𝑢

𝑛
)

𝑛
ℝ𝑙 ∈(𝑢

𝑛
)

𝑛
𝑙

أو:بالرمزلذلكنرمز
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

= 𝑙 

نھایتھاأي(متباعدةأنھاأومتقاربةلیستالمتتالیةأنفنقولذلكیتحققلمإذاو
نھایة).تقبللاأوحقیقیاعددالیست

النھایة)(وحدانیة3نظریة
أن:أيوحیدةتكونالنھایةفإنعددنحوماعددیةمتتالیةتقاربتإذا (𝑢

𝑛
)

𝑛
𝑙 𝑙 

فإن:المتتالیةمثال: 𝑢
𝑛

= (− 1)𝑛

زوجیاعدداعندما
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

= 1𝑛

فردیاعدداعندما
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

=− 1𝑛

لأنمتباعدةالمتتالیةأنإلاالحالتینفيالنھایةوجودمنالرغمفعلى 𝑙(𝑢
𝑛
)

𝑛∈ℕ
𝑙

𝑙.وحیدةلیست =− 𝑙   و  1 = 1
نظریة:

ومحدودة.فإنمتقاربةكانتإذاعندئذعددیة،متتالیةلتكن (𝑢
𝑛
)

𝑛
(𝑢

𝑛
)

𝑛
(𝑢

𝑛
)

𝑛

العامة.الحالةفيصحیحالیسالعكس

ومحدودة.أننرىمثال: 𝑢
𝑛

= (− 1)𝑛𝑢
𝑛| | ≤ 1

.ونھایتینلھالانمتقاربةلیستو (𝑢
𝑛
)

𝑛
1− 1

التحلیلمنعناصركتابأولخضرعیسىبنومحمودلسعودالریاضيالتحلیلكتابفيالفصلھذانظریاتبرھانعلىالاطلاعیمكنكم3
علاب.لقادةواحد'حقیقيلمتغیر'التوابعالریاضي



نظریات:
فإن:عددنحومتقاربةمتتالیةكانتإذا-1 (𝑢

𝑛
)

𝑛
𝑙 

عندئذكانإذا- 𝑙 > 𝑎∃𝑁
1

∈ ℕ, ∀𝑛 ≥ 𝑁
1
:  𝑢

𝑛
> 𝑎

عندئذكانإذا- 𝑙 < 𝑎∃𝑁
2

∈ ℕ, ∀𝑛 ≥ 𝑁
2
:  𝑢

𝑛
< 𝑎

كانت:ومتقاربتین،متتالیتینوكانتإذا-2 (𝑢
𝑛
)

𝑛
(𝑣

𝑛
)

𝑛

∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢
𝑛

> 𝑣
𝑛

:تكونعندئذ
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

≥
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

لدینا:یكونعندئذمتقاربتین،متتالیتینوكانتإذا-3 (𝑢
𝑛
)

𝑛∈ℕ
(𝑣

𝑛
)

𝑛∈ℕ

وحیث،و،المتتالیات- (𝑢
𝑛

± 𝑣
𝑛
)

𝑛
(𝑢

𝑛
. 𝑣

𝑛
)

𝑛

𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

( )
𝑛

𝑣
𝑛

≠ 0)

متقاربة.كلھا (
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

≠ 0            

لدین:-

𝑛 +∞
lim
→

(𝑢
𝑛

± 𝑣
𝑛
) =

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

±
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

𝑛 +∞
lim
→

(𝑢
𝑛
. 𝑣

𝑛
) =

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛
.

𝑛 +∞
lim
→

𝑣
𝑛

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

( ) =
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

𝑛 +∞
lim
→

𝑣
𝑛

فإن:لتكنمثال: 𝑢
𝑛

= 2𝑛+1
3𝑛+2

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

2𝑛+1
3𝑛+2 =

𝑛 +∞
lim
→

𝑛(2+ 1
𝑛 )

𝑛(3+ 2
𝑛 )

= 2
3

متقاربین.والمتتالیتینلأن (2 + 1
𝑛 )3 + 2

)ى )
نظریات:

شكلعلىكتابةعندئذفنحاولما،نوعامعقدةمتتالیةدراسةعند (𝑤
𝑛
)

𝑛
(𝑤

𝑛
)

قسمةشكلعلىأومتتالیتینجداءشكلعلىأومنھاأبسطأكثر)(أومجموعتین
عموماصحیحالیسالعكسومتتالیتین
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أوأومثال: 𝑤
𝑛

= 𝑢
𝑛

+ 𝑣
𝑛

𝑤
𝑛

= 𝑢
𝑛
. 𝑣

𝑛
𝑤

𝑛
=

𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

متقاربة.فإنمتقاربةكانتفأن،والبسیطتینالمتتالتینندرس 𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

𝑤
𝑛

:لاحظلكن

متقاربة.:أنحینفيمتباعدتین، 𝑢
𝑛

= 𝑛𝑣
𝑛

= 𝑛2𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

= 1
𝑛

:أنحینفيمتباعدتین،و 𝑢
𝑛

=− 𝑛 + 1
𝑛𝑣

𝑛
= 𝑛𝑢

𝑛
+ 𝑣

𝑛
= 1

𝑛

متقاربة.

نظریات:
نحومتقاربةلأخرىومحدودةإحداھمامتتالیتینوكانتإذا-1 (𝑢

𝑛
)

𝑛
(𝑣

𝑛
)

𝑛

الصفرنحومتقاربةالجداءالمتتالیةتكونعندئذ،الصفر (𝑙 = 0)(𝑢
𝑛
. 𝑣

𝑛
)

𝑛

أیضا.
فإن‘موجةحدودذاتونحومتقاربةمتتالیةكانتإذا-2 (𝑢

𝑛
)

𝑛
𝑙 𝑢

𝑛
≥ 0)( )

لدینا:وأیضامتقاربة،المتتالیة 𝑘 ∈ ℕ*𝑘 𝑢
𝑛( )

𝑛

𝑛 +∞
lim
→

𝑘 𝑢
𝑛

= 𝑘

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

= 𝑘 𝑙

كانتو‘تماماموجةحدودذاتمتتالیةكانتإذا-3 (𝑣
𝑛
)

𝑛
∀𝑛: 𝑣

𝑛
> 0( )

لدینا:وأیضامتقاربةالمتتالیةتكونعندئذ
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛+1

𝑣
𝑛

= 𝑙𝑛 𝑣
𝑛( )

𝑛

𝑛 +∞
lim
→

𝑛 𝑣
𝑛

= 𝑙

مثال:
حیثإن،العامحدھاالمعرفةالمتتالیةلتكن-1 𝑢

𝑛
= 𝑠𝑖𝑛𝑛

𝑛𝑢
𝑛

= 1
𝑛 . 𝑠𝑖𝑛𝑛

فإنلماولأنمحدودة 𝑣
𝑛

= 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑣
𝑛| | ≤ 1𝑤

𝑛
= 1

𝑛 → 0𝑛 → + ∞

النظریة).منالأولالجزء(حسب
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

= 0

أحسب-2
𝑛 +∞

lim
→

5 𝑛
3𝑛+2



أننرىبوضع 𝑢
𝑛

= 𝑛
3𝑛+2∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢

𝑛
≥ 0

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

𝑛
𝑛(3+ 2

𝑛 )
=

𝑛 +∞
lim
→

1
3+ 2

𝑛

= 𝑛 +∞
lim
→

1

𝑛 +∞
lim
→

(3+ 2
𝑛 )

= 1
3

فإن:النظریةمنالثانيالجزءحسبو

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

5 𝑛
3𝑛+2 = 5

𝑛 +∞
lim
→

𝑛
3𝑛+2 = 5 1

3

أحسب-3
𝑛 +∞

lim
→

𝑛 𝑛+1
𝑛+4

إذن.ولدینا 𝑣
𝑛

= 𝑛+1
𝑛+4 > 0

𝑛 +∞
lim
→

𝑣
𝑛+1

𝑣
𝑛

= 1

النظریة)منالثالثالجزء(حسب
𝑛 +∞

lim
→

𝑛 𝑛+1
𝑛+4 = 1

(الحصر):نظریة
الشرط:تحققعددیةمتتالیاتو،كانتإذا (𝑢

𝑛
)

𝑛
(𝑣

𝑛
)

𝑛
(𝑤

𝑛
)

𝑛

كانت:ومعینةرتبةمنإنطلاقا 𝑢
𝑛

≤  𝑤
𝑛

≤ 𝑣
𝑛

𝑛 ≥ 𝑁

فإن
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

= 𝑙
𝑛 +∞

lim
→

𝑤
𝑛

= 𝑙

الرتیبـةالمتتــالیات.5

تعریف:
ماتحققتماما)إذاا(متزایدةمتزایدةأننقولعددیة،متتالیةلتكن (𝑢

𝑛
)

𝑛
(𝑢

𝑛
)

𝑛

یلي:
∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢

𝑛
≤ 𝑢

𝑛+1
 (𝑢

𝑛
< 𝑢

𝑛+1
)

أو:
∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢

𝑛+1
− 𝑢

𝑛
≥ 0 (𝑢

𝑛+1
− 𝑢

𝑛
> 0)

مایلي:تحققإذااتماما)(متناقصةمتناقصةأننقولو (𝑢
𝑛
)

𝑛

∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢
𝑛

≥ 𝑢
𝑛+1

 (𝑢
𝑛

> 𝑢
𝑛+1

)

أو:
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∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

≤ 0 (𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

< 0)

تكبر.أوتزدادقیمھاأنأي،:أنتعنيفالمتتالیة 𝑢
0

≤ 𝑢
1

≤ 𝑢
2

≤... ≤ 𝑢
𝑛

≤...

تنقصقیمھاأنأيأنتعنيمتناقصةمتتالیةو 𝑢
0

≥ 𝑢
1

≥ 𝑢
2

≥... ≥ 𝑢
𝑛

≥...

تصغر.أو
متناقصة.أومتزایدةكانتإذاارتیةالمتتالیةأننقولو (𝑢

𝑛
)

𝑛

تماما.متناقصةأوتمامامتزایدةكانتإذااتمامارتیةالمتتالیةأننقولو (𝑢
𝑛
)

𝑛

مثال:
لأن:متناقصة 𝑢

𝑛
= 1

𝑛𝑢
1

= 1 ≥ 𝑢
1

= 1
2 ≥ 𝑢

3
= 1

3 ≥...

لأن:متزایدةو 𝑣
𝑛

= 𝑛𝑣
1

= 0 ≤ 𝑣
1

= 1 ≤ 𝑣
3

= 2 ≤...

ملاحظــة:
المتتالیةتكونعندماالفرقإشارةبدراسةمتتالیةمتتالیةرتابةنتبین 𝑢

𝑛+1
− 𝑢

𝑛

.الكسرومقارنةأیضایمكنناموجبة (𝑢
𝑛
)

𝑛
1

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

نظریة
متقاربةتكونالأعلىمنمحدودةوتماما)(متزایدةمتزایدةمتتالیةكل-1 (𝑢

𝑛
)

𝑛

الأعلى.حدھانحو
متقاربةتكونالأدنىمنمحدودةوتماما)(متناقصةمتناقصةمتتالیةكل-2 (𝑣

𝑛
)

𝑛

الأدنى.حدھانحو
متقاربة.تكونمحدودةوتماما)(رتیبةرتیبةمتتالیةكل-3

المتجاورةالمتتــالیات.6

تعریف:
إنھمامتناقصةالأخرىومتزایدةإحداھمامتتالیتین،عننقول (𝑢

𝑛
)

𝑛
(𝑣

𝑛
)

𝑛

معدومة.نھایةالفرققبلإذامتجاورتات 𝑢
𝑛

− 𝑣
𝑛

نظریة:
النھایة.نفسلھماومتقاربتانمتجاورتینمتتالیتینكلإن



:متجاورتانالمتتالیتینھلمثال:

𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

= 1
1! +... + 1

(𝑛+1)!( ) − 1
1! +... + 1

𝑛!( ) = 1
(𝑛+1)!

لدینا:أخرىجھةمنومتزایدة.منھو (𝑢
𝑛
)

𝑛

𝑣
𝑛+1

− 𝑣
𝑛

= 𝑢
𝑛+1

+ 1
(𝑛+1)!( ) − 𝑢

𝑛
+ 1

𝑛!( )
= 𝑢

𝑛+1
− 𝑢

𝑛( ) + 1
(𝑛+1)!

1
𝑛!( )

= 1
(𝑛+1)! + 1

(𝑛+1)! − 1
𝑛!( )

= 2
(𝑛+1)! − 1

𝑛! = 1−𝑛
(𝑛+1)! ≤ 0

:عبارةمنلدیناومتناقصة.منھو (𝑣
𝑛
)

𝑛
(𝑣

𝑛
)

𝑛

𝑣
𝑛

= 𝑢
𝑛

+ 1
𝑛!( ) ⇒ 𝑣

𝑛
− 𝑢

𝑛
) = 1

𝑛!( )
متجاورتان.وبالتاليومنھو

𝑛 +∞
lim
→

(𝑣
𝑛

− 𝑢
𝑛
) = 0(𝑢

𝑛
)

𝑛
(𝑣

𝑛
)

𝑛

الحسابیةالمتتالیة.7

تعریف:
بینالفرقیكونحیثالأعدادمنمتتالیةھيالحسابیة المتتابعةأوالحسابیةالمتتالیة

نكتبوثابتا.متتالینحدینأي
∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑢

𝑛+1
= 𝑢

𝑛
+ 𝑟

مثال:
،3،5أنّأي.2یساويأساسلھاحسابیةمتتالیةھي…،3،5،7،9،11،13
متتالیین.حدّینكلبینالمضافالعددھو2والأساسالمتتالیةھذهمنحدودھي7

ھومتتالیینحدینبینالفرقوھوالحسابیةالمتتالیةمنالأولالحدكانإذا 𝑢
1

𝑟

التالیة:بالعلاقةحسابیةمتتالیةمنالترتیبذيالحدعنیعبرعندھا 𝑛

𝑢
𝑛

= 𝑢
1

+ (𝑛 − 1)𝑟

𝑢عامبشكلأو
𝑛

= 𝑢
𝑝

+ (𝑛 − 𝑝)𝑟 

32



مثال:
.ھوأساسھاھوالأولحدھاحسابیةمتتالیةحدودھي 8,  6,  4,  2,  00𝑟 = 2

حسابیةمتتالیةتغیرات
أساسھاوالأولحدھا،علىمعرفةحسابیةمتتالیة (𝑢

𝑛
)ℕ𝑢

0
𝑟

𝑛 𝑢:طیعيعددكلأجلمنلدینا
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

= 𝑟

متناقصة.المتتالیةفإنكانإذا- 𝑟 < 0
متزایدة.المتتالیةفإنكانإذا- 𝑟 > 0
ثابتة.المتتالیةفإنكانإذا- 𝑟 = 0

الحسابیةالوسطقانون
فإن:حسابیة‘متتالیةمنمتعاقبةحدوداكانتإذا 𝑐,  𝑏,  𝑎𝑎 + 𝑐 = 2𝑏

حسابیةمتتالیةحدودمجموع

𝑆 =
𝑘=0

𝑛

∑ 𝑢
𝑘

= 𝑢
0

+ 𝑢
1

+... + 𝑢
𝑛

= 𝑛 + 1( ) ×
𝑢

0
+𝑢

𝑛

2

)2الأخیر)/الأول+الحدالحدود)*((الحد(عددالمجموع=أي
)1الأول+الحدالأخیر-رتبةالحد(رتبةالحدود=عدد

عامبشكلو

𝑆 = 𝑛 − 𝑝 + 1( ) ×
𝑢

𝑛
+𝑢

𝑝

2

الھندسیةالمتتالیة.8

تعریف:
یُحصلالأولبعدحدودھامن(جملة)حدكلعددیةمتتالیةھيالھندسیةالمتتالیة

كذلك(ویعرفالنسبةقدریدعىمنعدمغیرثابتعددفيقبلھالذيالحدبضربعلیھ
التالي:الشكلعلىماھندسیةمتتالیةشكلیكونھكذا،المشتركة).والنسبةبالأساس

𝑣
1
, 𝑣

1
𝑞,  𝑣

1
𝑞2,  𝑣

1
𝑞3,  𝑣

1
𝑞4,  ...  

التالیة:المعادلةنستعملھندسیة،لمتتالیةالنونيالحدلایجاد
𝑣

𝑛
= 𝑣

1
× 𝑞𝑛−1

المتتالیةلتمییزھناالرمز(یُغیرالعامالفرقھيوالأولالحدھوحیث 𝑣
1

𝑞

الحدود.عددھيوالحسابیة),عنالھندسیة 𝑛
عامبشكلو

𝑣
𝑛

= 𝑣
𝑝

× 𝑞𝑛−𝑝



مثال:
لأن3ھوالاولحدھاو2یساويأساسلھاھندسیةمتتالیةھي3،6،12،24

12و،2تعطي3علىمقسومة6(2دائماتعطيسبقھالذيالحدعلىماحدقسمة
وھكذا).،2تعطي12علىمقسومة24و2تعطي6علىمقسومة

ھندسیةمتتالیةتغیرات
أساسھاوالأولحدھا،علىمعرفةحسابیةمتتالیة (𝑣

𝑛
)ℕ𝑣

0
𝑟

𝑛 𝑣:طیعيعددكلأجلمنلدینا
𝑛+1

/𝑣
𝑛

= 𝑞

متناقصة.المتتالیةفإنوكانإذا- 0 < 𝑞 < 1𝑣
0

> 0

متزایدة.المتتالیةفإنوكانإذا- 0 < 𝑞 < 1𝑣
0

< 0

متناقصة.المتتالیةفإنوكانإذا- 𝑞 < 1𝑣
0

< 0

متزایدة.المتتالیةفإنوكانإذا- 𝑞 > 1𝑣
0

> 0

ثابتة.المتتالیةفإنكانإذا- 𝑞 = 1

الھندسيالوسطقانون

فإن:ھندسیة،متتالیةمنمتعاقبةحدودكانتإذا 𝑐,  𝑏,  𝑎𝑎. 𝑐 = 𝑏2

ھندسیةمتتالیةحدودمجموع

فإنكانإذا 𝑞 ≠ 1𝑆 = الحد الأول × 1−𝑞عدد الحدود

1−𝑞

)1الأول+الحدالأخیر-رتبةالحد(رتبةالحدود=عدد
فإنكانإذا 𝑞 ≠ 1𝑆 = (𝑛 + 1)𝑣

0

ھندسیةمتتالیةنھایة
المتتالیةاذنفإنوكانإذا- 𝑞 > 1𝑣

0
> 0

𝑛 +∞
lim
→

𝑣
𝑛

=+ ∞𝑣
𝑛( )

متباعدة

المتتالیةاذنفإنوكانإذا- 𝑞 < 1𝑣
0

< 0
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

=− ∞𝑣
𝑛( )

متباعدة
متقاربةالمتتالیةإذنفإن- 𝑞 ∈] − 1; 1[

𝑛 +∞
lim
→

𝑣
𝑛

= 0𝑣
𝑛( )

موجودة)غیر(نھایةمتباعدةالمتتالیةفإن- 𝑞 ≤− 1𝑣
𝑛( )
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التسییرعلوموالتجاریةوالاقتصادیةالعلومكلیة

الأولىالسنةالمشتركالجذعقسم
1ریاضیات

02رقمالسلسلة

:01التمرین

تكونمنھإنطلاقاالذيالحدرتةأوجد،العامالحدذاتالمتتالیاتمنمتتالیةكلأجلمن-1 (𝑢
𝑛
)

الأولى.اثالثةالحدودمجموعأحسومعرفة،المتتالة

،، 𝑢
𝑛

= 𝑛2 + 4𝑛𝑢
𝑛

= (− 1)𝑛 𝑛𝑢
𝑛

= 𝑛+1

𝑛2−1

التالیة:المتتالیاترتابةأدرس-2

،، 𝑢
𝑛

= 2𝑛 − 𝑛𝑢
𝑛

= 2𝑛3 + 𝑛𝑢
𝑛

=− 1
2+ 𝑛

:02التمرین

التالیة:المتتالیاتطبیعةأدرس

، ، ،𝑢
𝑛

= 2𝑛+1
𝑛+325 𝑢

𝑛
= 2𝑛2−3𝑛+2

1−𝑛 𝑢
𝑛

= 3
2 𝑛−17

𝑢
𝑛

= 3𝑛+1
3+ 𝑛

،𝑢
𝑛

= 𝑛 + 1 − 𝑛 𝑢
𝑛

= 𝑛2 + 1 − 𝑛

:03التمرین

یلي:كمامعرفةالمتتالیةلتكن (𝑢
𝑛
)

.،كلأجلمنأنھأثبت- 𝑛𝑢
𝑛

≤ 4

متزایدة.المتتالیةأنبالتراجعبرھن- (𝑢
𝑛
)

متقاربةأنإستنتج- (𝑢
𝑛
)



:04التمرین

یلي:كمامعرفةالمتتالیةلتكن (𝑢
𝑛
)

متناقصة.المتتالیةأنأثبت- (𝑢
𝑛
)

.،كلأجلمنأنھأثبت- 𝑛0 < 𝑢
𝑛

≤ 3

.نھایةنحومتقاربةأنإستنتج- (𝑢
𝑛
)𝑙

𝑙.عین-
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حقیقــــيبمتغیـــرالحقیقیــةالتــوابعالثــالث:الفصــل

الدوالعلىعمومیات

تعریفمجموعة.1

ترمیز:وتعریف
علىمعرفأو(فيقیمةیأخذوعلىمعرفتطبیقكلھيحقیقي،بمتغیرالدالة 𝑓𝑓ℝℝ
أي:)،منجزءفيقیمةیأخذومنجزء ℝℝ

𝑓: ℝ → ℝ
                    𝑥 →  𝑦 = 𝑓(𝑥)

أو
𝑓: 𝐴 ⊆ ℝ → 𝐵 ⊆ ℝ

                    𝑥 →  𝑦 = 𝑓(𝑥)
حیث:الدالةتعریفمجالھيالمجموعة- 𝐷

𝑓
𝑓

𝐷
ℝ

= 𝑥 ∈ ℝ/معرفة 𝑓{ }

حیث:الدالةبیانھي- 𝐶
ℝ

𝑓

.𝐶
ℝ

= 𝑥, 𝑓(𝑥( )/𝑥 ∈ 𝐷
𝑓{ }

مثال:
أيعلىمعرفة),,(الحدودكثیراتدوال.1 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 +...ℝ

.𝐷
𝑓

=  ℝ

.الناطقة:الدوال.2 𝑓(𝑥) = ℎ(𝑥)
𝑔(𝑥)←𝐷

𝑓
= 𝑥 ∈ ℝ/𝑔(𝑥) ≠ 0{ } 

.الجذریة:الدالة.3 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ←𝐷
𝑓

= 𝑥 ∈ ℝ/𝑔(𝑥) ≥ 0{ }

جذر:دالةمقامھاوالناطقةالدالة.4
.𝐷

𝑓
= 𝑥 ∈ ℝ/𝑔(𝑥) ≥ 0{ } ← 𝑓(𝑥) = ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)

𝐷.:اللوغاریتمیةالدالة.5
𝑓

= 𝑥 ∈ ℝ/𝑔(𝑥) > 0{ } ← 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛[𝑔(𝑥)]

مثال:
𝑓: ℝ → ℝ

                 𝑥 →  𝑦 = 1
𝑥

.𝐷
𝑓

= 𝑥 ∈ ℝ/𝑥 ≠ 0{ } = ℝ*



مثال:
𝑓: ℝ → ℝ

                       𝑥 →  𝑦 = 1
𝑥−1

𝐷
𝑓

= 𝑥 ∈ ℝ/𝑥 − 1 > 0{ } =]1, + ∞[

فردیة):/(زوجیةدالةشفاعیة.2

تعریف:
أن:نقولحقیقي،بمتغیردالةلتكن 𝑓

:أنیعنيزوجیةدالة- 𝑓
.∀𝑥 ∈ 𝐷

𝑓
 , (− 𝑥) ∈ 𝐷

𝑓
:  𝑓(− 𝑥) = 𝑓(𝑥)

.للمستقیمبالنسبةمتناظرالدالةبیاناننقول 𝑓(𝑜𝑦)
:أنیعنيفردیةدالة- 𝑓

.∀𝑥 ∈ 𝐷
𝑓
 , (− 𝑥) ∈ 𝐷

𝑓
:  𝑓(− 𝑥) =− 𝑓(𝑥)

.المبدألنقطةبالنسبةمتناظرةاننقول 𝑓𝑂

النھایات

النھایةتعریف.1

تعریف:
فيداخلیةنقطةوولتكنحیثلیكن 𝑓:  𝐼 = [𝑎, 𝑏] → ℝ 𝐼 ⊆ ℝ 𝑥 ∈ 𝐼𝑥

0
𝐼

الأكثرعلىبإستثناءعلىمعرفةو (𝑎 < 𝑥
0

< 𝑏)𝑓 𝐼𝑥
0

اذاا:یمینعلىنھایةیقبلأننقول.1 𝑓𝑥
0

وحیدةوموجودة
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑙
1

اذاا:یسارعلىنھایةیقبلأننقول.2 𝑓𝑥
0

وحیدةوموجودة
𝑥

<
𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑙
2

أي:كانتاذاعندنھایةیقبلأننقول.3 𝑓𝑥
0

(𝑙
1

= 𝑙
2
)

ولـالمشتركةالقیمةھي
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) =
𝑥

<
𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑙 )𝑙
1

(𝑙
2

بالرمزاختصارالذلكنرمزو
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑙
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ملاحظة:
:ھيالمھمةوالمتداولةالتعیینعدمحالاتبعض

0
0 ، ±∞

±∞ ، 0 × ∞، − ∞ + ∞، 1∞، 0∞، ∞∞،...

التعیین.عدمإزالةتدعينھایةحسابولإیجادأنیعني

النھایاتخواص.2

نظریة:
حیثوكانإذا

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑏𝑥
0
, 𝑥  أو

0
∈ ℝ و 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ

فإن:
كلأجلمن.1

𝑥 𝑥
0

lim
→

λ𝑓(𝑥) + µ𝑔(𝑥)[ ] = λ𝑎 + µ𝑏λ, µ ∈ ℝ

2.
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)[ ] = 𝑎. 𝑏

فإن:كانإذا.3 𝑏 ≠ 0
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 𝑎

𝑏

خاصةحالات
أن:نجدكانإذا.1 λ = µ = 1

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)[ ] = 𝑎 + 𝑏

أن:نجدكانإذا.2 λ = µ و 1 =− 1
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)[ ] = 𝑎 − 𝑏

أن:نجدكانإذا.3 λ ∈ ℝ و µ = 0
𝑥 𝑥

0

lim
→

λ𝑓(𝑥)[ ] = λ𝑎

یكونأعمبصورةوأن:نجدوضعناإذا.4 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)[ ]2 = 𝑎2

لدینا
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)[ ]𝑛 = 𝑎𝑛

5.
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) − 𝑎[ ] = 0 ⇔  
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)[ ] = 𝑎

إذا:خاصةصورةوفإنلنقطةماجوارفيكانإذا.6 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)𝑥
0

𝑎 ≤ 𝑏

.فإنللنقطةماجوارفيكان 𝑓(𝑥) ≤ 𝑘𝑥
0

𝑎 ≤ 𝑘



وكانإذاملاحظات:
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑔(𝑥) = 𝑏

یكون:ولما.1 0 ≠ 𝑎 ≠± ∞𝑏 =± ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)[ ] =± ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)[ ] =± ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =± ∞

یكون:ولما.2 𝑎 ≠+ ∞𝑏 =+ ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)[ ] =+ ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)[ ] =+ ∞

یكون:ولما.3 𝑎 =− ∞𝑏 =− ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)[ ] =− ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)[ ] =+ ∞

یكون:ولما.4 𝑎 =− ∞𝑏 =− ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)[ ] =− ∞

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)[ ] = ∞
∞ ح ع ت 

نظریة:
:المتراجحةتحققمادالةوكانإذا

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) =
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑔(𝑥) = 𝑎ℎ(𝑥)

:فإنالنقطةجوارفي 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)𝑥
0𝑥 𝑥

0

lim
→

ℎ(𝑥) = 𝑎
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الاستمراریة

الاستمراریةتعریف.1

تعریف:
والمجالعلىمعرفةحقیقیةدالةلتكن 𝑓𝐼𝑥

0
∈ 𝐼

تحقق:اذاوفقطإذاعندمستمرةأننقول.1 𝑓𝑥
0

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
)

:كالتاليالتعریفكتابةنعیدأنیمكن
∀ε > 0,  ∃δ(ε) > 0,  ∀𝑥 ∈ 𝐼:  𝑥 − 𝑥

0| | < δ ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥
0
)| | < ε

تحقق:اذاوفقطإذایمینعلىمستمرةأننقول.2 𝑓𝑥
0

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
)

تحقق:اذاوفقطإذایسارعلىمستمرةأننقول.3 𝑓𝑥
0

𝑥
<

𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
)

.عندمستمرةإذنیسارمنویمینمنمستمرةكانتإذا.4 𝑓𝑥
0

𝑓𝑥
0

ونقطةكلعلىمستمرةكانتاذامجالعلىمستمرةأننقول.5 𝑓𝑎, 𝑏[ ]𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[
.یسارعلىمستمرةویمینعلىمستمرة 𝑎𝑏

مثال:



مثال:
كانتإذالانھكلھاعلىمستمرةحدودكثیردالةالدالة.1 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2ℝ 

لدینا ℝ𝑥
0

∈
𝑥 𝑥

0

lim
→

(𝑥
0

+ 2) = 𝑓(𝑥
0
)

:بـالمعرفةالدالةلتكن.2 𝑔

یسارعلىمستمرةغیرإذن،لدینا
𝑥

<
1

lim
→

𝑔(𝑥) =
𝑥

<
1

lim
→

(𝑥 + 2) = 3𝑔

لان 1
3 =

𝑥
<

1
lim
→

𝑔(𝑥) ≠ 𝑔(1) = 1

علىمستمرةإذنو،لدینا
𝑥

>
1

lim
→

𝑔(𝑥) =
𝑥

>
1

lim
→

𝑥2 = 1𝑔(1) = 1𝑔

1.یمین
.عندمستمرةغیرالدالةإذن 𝑔𝑥

0
= 1

:یليكمامعرفةالدالةلتكن.3 𝑔

حیثتعریفھامجالعلىالدالةاستمراریةدراسة 𝑔ℝ𝐷
𝑔

=

مستمرة.إذنخطیةدالة;المجالعلى- ]0,  + ∞[𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 1
مستمرة.إذنخطیةدالة;المجالعلى- ] − ∞,  0[𝑔(𝑥) = 2𝑥
0عندالدالةاستمراریةدراسة-

:0یمینعلى
𝑥

>
0

lim
→

𝑔(𝑥) =
𝑥

>
1

lim
→

(2𝑥 + 1) = 1 ≠ 𝑔(0)

.0یمینعلىمستمرةغیرمنھو 𝑔
منھو:0یسارعلى

𝑥
>

0
lim
→

𝑔(𝑥) =
𝑥

>
1

lim
→

(2𝑥) = 0 = 𝑔(0)

.0یسارعلىمستمرة 𝑔
.0عندمستمرةغیرإذن0یمینعلىمستمرةغیرو0یسارعلىمستمرة 𝑔𝑔

.علىمستمرةإذن 𝑔ℝ − 0{ }
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ملاحظة:
ثاثةشروطتتوفرانیجبعندمستمرةتكونلكي 𝑓𝑥

0

عندمعرفةتكونأن.1 𝑓𝑥
0

وحیدةوموجودةتكونأن.2
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)

تكونأن.3
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
)

مستمرةغیرفإنالاسابقةالثلاثةالشروطأحدتتحققلمإذا 𝑓

نظریة:
:الدوالفإنالنقطةعندمستمرتیندالتینكانإذا.1  𝑓, 𝑔: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ 𝑥

0
∈ 𝐼

.عندمستمرةكلھا   𝑔(𝑥
0
) ≠ 0( ) 𝑓

𝑔  ,  𝑓. 𝑔، 𝑓 ± 𝑔𝑥
0

أیضامستمرایكون:فإنعندمستمراكانومعرفاكانإذا.2 𝑓 ◦ 𝑔𝑓𝑔(𝑥
0
)𝑓 ◦ 𝑔

𝑥.عند
0

نظریات:
وكانتوعندمستمراكانوكانإذا.1  𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ 𝑓𝑦

0𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑔(𝑥) = 𝑦
0

:فإنمعرفا 𝑓 ◦ 𝑔

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑦
0
)

فإن:كانتوعندمستمراكانوكانإذا.2  𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ 𝑓𝑦
0𝑥 +∞

lim
→

𝑔(𝑥) = 𝑦
0

𝑥 +∞
lim
→

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑦
0
)

فإن:وكانإذا.3
𝑥 ∞
lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑙
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑔(𝑥) =+ ∞

معرفةلتكنمثال: 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥2+1
ℝ𝐷

𝑓
=

علىمستمرةومعرفة- 𝑠𝑖𝑛(𝑥)ℝ
علىمستمرةومعرفة- 1

𝑥2+1
ℝ

.علىمستمرةإذنعلىمستمرتیندالتینجداءھيالدالة- 𝑓ℝ𝑓ℝ



بالإستمرارالتمدید.2

تعریف:
عندمستمرغیرفھو،عندمعرفغیركانفإذا.ولیكن 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ𝑥

0
∈ 𝐼𝑓𝑥

0

یكونعندئذ،كانتإذاالحالةھذهفي.عندمستمرغیرفھو 𝑥
0

𝑥
0𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑙

بـ:المعرفالتطبیق 𝑔

عندلــبالاستمرارالتمدیدنسمي.عندمستمرا 𝑥
0

𝑔𝑓𝑥
0

مثال:
نمددلكن،عندمستمرالیس.1 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥𝑥
0

= 0
𝑥 0
lim
→

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥 = 1𝑓

على:فنحصلعندبالاستمرار 𝑥
0

= 0

الدالةبینما.2

.وجودلعدمنظرابالاستمرارتمدیدهیمكنلا
𝑥 0
lim
→

1
𝑥

المحدودالتابع.3

تعریف:
الشرطتحققإذاالجزءعلىمحدودأننقولما،دالةلتكن 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ𝑓𝐼

∃𝑘 ∈ ℝ
+

,  ∀𝑥 ∈ 𝐼:  𝑓(𝑥)| | ≤ 𝑘

نظریة:
لدینافإنھالمحدودالمغلقالمجالعلىمستمرا،كانإذا  𝑓: 𝐼 = 𝑎, 𝑏[ ] → ℝ 𝐼 = 𝑎, 𝑏[ ]
یلي:ما
أعلىمحدودیكون.1 𝑓𝐼
:أنھأيعلىالأدنىوالأعلىحدیھ(یدرك)یبلغ.2 𝑓𝐼
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∃𝑥
0
, 𝑥

1
∈ 𝐼,  𝑓(𝑥

0
) = 𝑖𝑛𝑓(𝑓(𝑥))

                     𝑓(𝑥
1
) = 𝑠𝑢𝑝(𝑓(𝑥))

المتوسطةالقیمنظریة.4

منھا:عدیدةأشكاللھاالمتوسطةالقیمنظریةنظریة:
فإن:المحدودالمغلقالمجالعلىمستمراكانإذا 𝑓: 𝐼 = 𝑎, 𝑏[ ] → ℝ𝐼

∀λ ∈ 𝑖𝑛𝑓(𝑓(𝑥)), 𝑠𝑢𝑝(𝑓(𝑥))[ ]
⇒ ∃𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏[ ]

𝑓(𝑥)بحیث = λ
مایلي:علىتنصالتيبولزانوانظریةأھمھامنو

الجداءكانومحدودمجالعلىمستمرةكانإذا 𝑓: 𝐼 = 𝑎, 𝑏[ ] → ℝ𝑎, 𝑏[ ]
:إذن 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) < 0

∃𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏[ ]:  𝑓(𝑐) = 0

مثال:
المجالعلىحقیقيجذرالأقلعلىتقبلالمعادلةأنأثبت 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥 + 2

1
2 , 3

4⎡⎣ ⎤⎦
المجالعلىمستمرةفھيإذنعلىمستمرا- 𝑓ℝ1

2 , 3
4⎡⎣ ⎤⎦

جذرالأقلعلىیوجدفإنھالمتوسطةالقیمنظریةبتطبیقلدینا- 𝑓( 1
2 ). 𝑓( 3

4 ) < 0

𝑐.حقیقي ∈ 1
2 , 3

4⎡⎣ ⎤⎦

المتعاكسةالتوابع.5

إذامتعاكسینتابعینوأنیقالمعرفین،تابعینلیكنتعریف: 𝑓,  𝑔: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ𝑓𝑔
الشرطین:تحقق



الرتیبةالدوال.6

:𝑓لیكنتعریف: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ
تحقق:إذاعلىتماما)(متزایدمتزایدأننقول.1 𝑓𝐼

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ,  𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦)
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ,  𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦)

تحقق:إذاعلىتماما)(متناقصامتناقصاأننقول.2 𝑓𝐼
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ,  𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑦)
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ,  𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦)

كانإذاتمامارتیبأننقولومتناقصةأومتزایدةكانإذاعلىرتیبأننقول.3 𝑓𝐼𝑓𝑓
تماما.متناقصةأوتمامامتزایدة 𝑓

نظریة:
متزایداكانوومحدودمغلقمجالعلىمستمرةتابعاكانإذا 𝑓: 𝐼 = 𝑎, 𝑏[ ] → ℝ𝐼𝑓

مایلي:لدینایكونعندئذعلىتماما 𝐼
عكسيتابعلھبالتاليوتقابلایكون.1 𝑓:  𝑎, 𝑏[ ] → 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)[ ]

أیضا.تمامامتزایداومستمرایكون.2 𝑓−1 =  𝑔: 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)[ ] → 𝑎, 𝑏[ ]

الإشتقاق

المشتقة)(الدوالمجالعلىدالةمشتقنقطة،عنددالةمشتق.1

:𝑓لیكنتعریف: 𝑎, 𝑏[ ] ⊆ ℝ → ℝ
(المنتھیة)النھایةكانتإذاعندالنقطةعندللاشتقاققابلةأننقول 𝑓𝑥

0
∈]𝑎, 𝑏[

وحیدة.وموجودة (𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏[ ])
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

أن:أيبالرمزلھانرمزوعندبمشتقالوحیدةالنھایةھذهتسمى 𝑓𝑥
0

𝑓'(𝑥
0
)

𝑓'(𝑥
0
) =

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
ℎ 0
lim
→

𝑓(𝑥
0
+ℎ)−𝑓(𝑥

0
)

ℎ

مثال:
:لأنفإنثابتكانإذا.1 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑓'(𝑥) = 0

𝑓'(𝑥
0
) =

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑐−𝑐
𝑥−𝑥

0
= 0

:لأنفإنكانإذا.2 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛𝑓'(𝑥
0
) = 𝑛𝑥𝑛−1
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𝑓'(𝑥
0
) =

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑥𝑛−𝑥
0
𝑛

𝑥−𝑥
0

=
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑥−𝑥
0( ) 𝑥𝑛−1+𝑥𝑛−2𝑥

0
+...+𝑥

0
𝑛−1( )

𝑥−𝑥
0

=
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑥
0

+... + 𝑥
0
𝑛−1( )

= 𝑥
0

𝑛−1 + 𝑥
0

𝑛−1 +... + 𝑥
0
𝑛−1

= 𝑛𝑥
0

𝑛−1

:𝑓لیكنتعریف: 𝑎, 𝑏[ ] ⊆ ℝ → ℝ

یقبلأننقولوحیدة،وموجودة(المنتھیة)النھایةكانتإذا-
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

𝑓

لھانرمزوالیمینمنالمشتقالنھایةھذهتسمىوالیمینمنأوالیمینعلىالإشتقاق 𝑥
0

بالرمز
𝑓

𝑑
'(𝑥

0
) = 𝑓(𝑥

0
+ 0)

بــ:لھنرمزویسارعلىالمشتقنعرفالشكلبنفس- 𝑥
0

𝑓
𝑔
'(𝑥

0
) = 𝑓(𝑥

0
− 0)

𝑥
<

𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

منأصغرأوأقلبقیمنحویقتربأنأي 𝑥𝑥
0

𝑥
0

(𝑥 →
<

𝑥
0
)

نقطةكلعلىللاشتقاققابلةكانتإذاالمجالعلىللاشتقاققابلةدالةأننقول- 𝑓𝑎, 𝑏[ ]
یسارعلىللاشتقاققابلةویمینعلىللاشتقاققابلةو 𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[𝑓𝑎𝑏

ملاحظة:
نقولإذنكانإذاوالیسارمنوالیمینمنللإشتقاققابلةكانإذا 𝑓𝑓

𝑑
'(𝑥

0
) = 𝑓

𝑔
'(𝑥

0
)

عندللاشتقاققابلةأن 𝑓𝑥
0

مثال:
لیكنو.1 𝑓(𝑥) = 𝑥| |𝑥

0
= 0

𝑓
𝑑
'(0) =

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

𝑥| |− 0| |
𝑥 =

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

𝑥
𝑥 = 1



الیمینعلىالإشتقاقیقبلمنھو 𝑓𝑥
0

= 0

𝑓
𝑔
'(0) =

𝑥
<

𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

𝑥| |− 0| |
𝑥 =

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

−𝑥
𝑥 =− 1

الیسارعلىالاشتقاقتقبلمنھو 𝑓𝑥
0

= 0

.0عندالإشتقاقیقبللاإذنلدینا 𝑓
𝑑
'(0) ≠ 𝑓

𝑔
'(0)𝑓

حیثلیكنو.2 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑥
0

= 0𝐷
𝑓

= [0, + ∞[

لان:0عندالإشتقاقیقبللا 𝑓

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

𝑥−0
𝑥 =

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

1
𝑥

= 1

0+ =+ ∞

:یليكمامعرفةالدالةلتكن.3 𝑔 

تعریفھامجالعلىالدالةاشتقاققابلیةدراسة 𝑔ℝ
إذنتآلفیةدالة،الدالةالمجالعلى- ]0, + ∞[𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 1𝑔𝑔

,0[علىللاشتقاققابلة + ∞[
قابلةإذنخطیةدالة،الدالةالمجالعلى- ] − ∞, 0[𝑔(𝑥) = 2𝑥𝑔𝑔

[علىللاشتقاق − ∞, 0[
𝑥:یمینعلى-

0
= 0

𝑔
𝑑
'(0) =

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

2𝑥+1
𝑥 =+ ∞

0یمینعلىالإشتقاقیقبللاإذن 𝑔

𝑥:یسارعلى-
0

= 0

𝑔
𝑔
'(0) =

𝑥
>

𝑥
0

lim
→

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

=
𝑥

>
𝑥

0

lim
→

2𝑥
𝑥 = 2

0یسارعلىللاشتقاققابلةإذن 𝑔
0عندللاشتقاققابلةغیرمنھو 𝑔

المجالعلىالاشتقاقتقبلوبالتالي 𝑔] − ∞, 0[∪]0, + ∞[
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:قضیة
علىصحیحغیرالنظریةھذهعكسمستمرةعندللاشتقاققابلةكانتإذا 𝑓𝑥

0
⇐𝑓𝑥

0

العموم

مثال:
مستمرة،الدالةصحیح،غیرالعكسأنعلىمضادمثالأخذیكفي 𝑓(𝑥) = 𝑥| |𝑥

0
= 0

.عندالاشتقاقتقبللالكنعند 𝑥
0

= 0𝑥
0

= 0

للمشتقالھندسيالتفسیر.2
التالي:الشكلفيكماالمستوىفيالدالةبیانلیكن 𝐶

𝑓
𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑥𝑜𝑦

منتقتربفإنعندماالبیان،ھذامننقطتینولتكن 𝑃(𝑥
0
, 𝑦

0
)𝑄(𝑥, 𝑦)𝑥 → 𝑥

0
𝑄𝑃

فإذاعندلبیانالمماسوضعلتأخذتؤولالقطعةفإنبالتاليوالبیانعلى [𝑃𝑄]𝑃𝐴( )𝑓𝑃

النسبةفإنالموجبالمحورمعالزاویةیصنعكان 𝑃𝑄( )θ𝑂𝑥( )𝑡𝑎𝑛θ =
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥

0
)

𝑥−𝑥
0

أنأيالموجبالمحورمعلمماسزاویةھيحیث،التاليو 𝑓'(𝑥
0
) = 𝑡𝑎𝑛αα𝑂𝑥( )

معالمماسیصنعھاالتيالزاویةإلىتؤولمعیصنعھاالتيالزاویة θ𝑃𝑄( )𝑂𝑥( )α
عندالمماسمیلعنعبارةھوعندمشتقفإنبالتاليو.عندما 𝑂𝑥( )𝑥 → 𝑥

0
𝑓𝑥

0

.القاصلةذاتالنقطة 𝑃(𝑥
0
, 𝑦

0
)𝑥

0

.عندالدالةلبیانمماسعنالبحثیعنيعنددالةمشتقعنفالبحثإذن 𝑓𝑥
0

𝑥
0



المتتابعةالمشتقات.3
بـللمشتقةفنرمزعندالإشتقاقیقبلكاناذا،ولیكن 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ𝑥

0
∈ 𝐼𝑓𝑥

0

فنرمزموجودةأنأيعندمشتقابدورهقبلإذاو، 𝑓'(𝑥
0
)𝑓'𝑥

0𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓'(𝑥)−𝑓'(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

ھكذاو،عندلــالثانيالمشتقنسمیھوبـالنھایةلھذه 𝑓''(𝑥
0
) = 𝑓(2)(𝑥

0
)𝑓𝑥

0

ھووبـلھنرمزالذيوعندلـالمرتبةمنالمشتقنعرفبالتدرج 𝑛𝑓𝑥
0

𝑓(𝑛)(𝑥
0
)

وجودھا.حالةفيالنھایة
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑛−1)(𝑥)−𝑓(𝑛−1)(𝑥
0
)

𝑥−𝑥
0

أنأينفسھھولـصفرالمرتبةمنالمشتقأنعلىنصطلح- (0)𝑓𝑓

𝑓(0)(𝑥
0
) = 𝑓(0)(𝑥

0
)

لـالمتتابعةبالمشتقاتالمشتقاتنسمي- 𝑓(0),  𝑓(1),...,  𝑓(𝑛)𝑓

نظریة:
ولیكن 𝑓, 𝑔: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ𝑥

0
∈ 𝐼

:التالیةالدوالفإنعندللإشتقاققابلینكانفإذا 𝑓، 𝑔𝑥
0

ولدیناعندالإشتقاقتقبلكلھا 𝑓 ± 𝑔,  𝑓. 𝑔,  𝑓
𝑔 (𝑔 𝑥

0
≠ 0( ),  α𝑓 α ∈ ℝ( )𝑥

0

التالیة:القواعد
𝑓 ± 𝑔( )' = 𝑓' ± 𝑔'
𝑓. 𝑔( )' = 𝑓'. 𝑔 + 𝑓. 𝑔'
𝑓
𝑔( )' = 𝑓'.𝑔−𝑓.𝑔'

𝑔2

(α𝑓)' = α𝑓'

𝑔مركبةدالةمشتق.4 ◦ 𝑓

یليكماوالدالتیننعرفومنمجالینولیكننظریة: 𝐼𝐽ℝ𝑓𝑔
𝑓: 𝐼 → ℝ
𝐺: 𝐽 → ℝ 

بـتعریفیمكن،عندئذبحیث 𝑓(𝐼) ∩ 𝐽 ≠ ∅𝑔 ◦ 𝑓
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كانوعندالاشتقاقتقبلكانإذاعندئذ،بحیثلتكن 𝑥
0

∈ 𝐼𝑓(𝑥
0
) ∈ 𝑓(𝐼) ∩ 𝐽𝑓𝑥

0

لدینا:وعندالإشتقاقیقبلفإنعندالإشتقاقیقبل 𝑔𝑓(𝑥
0
)𝑔 ◦ 𝑓𝑥

0

(𝑔 ◦ 𝑓)'(𝑥
0
) = 𝑔'(𝑓(𝑥

0
)). 𝑓'(𝑥

0
)

العكسیةالدالةمشتق.5

نظریة:
فھيتماما)متناقصةومستمرة(أوتمامامتزایدةومستمرةدالةكانإذا 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ

الدالةإذنوعندالاشتقاقیقبلكانإذافإنعكسیةدالةتقبل 𝑓−1𝑓𝑥
0

∈ 𝐼𝑓'(𝑥
0
) ≠ 0

:یكونمشتقھوالاشتقاقتقبلالعكسیة 𝑓−1𝑦
0

= 𝑓(𝑥
0
)

(𝑓−1)'(𝑦
0
) = 1

𝑓'(𝑥
0
)

مثال:
لدیناو.علىللاشتقاققابلة,.1 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 1)𝑓ℝ

𝑓'(𝑥) = 2𝑥(𝑠𝑖𝑛(𝑥2 + 1))

لدیناوعلىللاشتقاققابلةدالة،.2 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥2+1𝑓ℝ𝑓'(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥2+1

الصغرى)و(العظمىالحدیةالقیم

الصغرى)و(العظمىالحدیةالقیمتعریف.1

،لتكنوعلىمعرفالتكنتعریف: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ𝐼𝑥
0

∈ 𝐼

الشرط:تحققإذاعندمطلقةعظمىقیمةالدالةأننقول- 𝑓𝑥
0

𝑥
0
)∀𝑥 ∈ 𝐼:  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(

الشرط:تحققإذاعندمطلقةصغرىقیمةالدالةأننقول- 𝑓𝑥
0

𝑥
0
)∀𝑥 ∈ 𝐼:  𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(

𝑥علىقیدأيدونومطلقةبصورةیتحققالشرطأنأي ∈ 𝐼
الشرط:تحققإذاعندمحلیة)(أونسبیةعظمىقیمةللدالةأننقول- 𝑓𝑥

0

𝑥
0
)∃δ

1
> 0,  𝑥 − 𝑥

0| | < δ
1

⇒  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(



منالسابقالشرطعلیھیتحققومركزمجالیوجدأنھأي 𝐿 =]𝑥
0

− δ
1
, 𝑥

0
+ δ

1
[𝑥

0

𝑥كلأجل ∈ 𝐿
الشرط:تحققإذاعندمحلیة)(أونسبیةصغرىقیمةللدالةأننقول- 𝑓𝑥

0

𝑥
0
)∃δ

1
> 0,  𝑥 − 𝑥

0| | < δ
1

⇒  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(

الدالةلتكنمثال:

علىنحصلالتغیراتجدولبإستعمال

𝑥∀:أنلاحظ ∈ [− 2, 2]:  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(− 2) = 48
المجالعلىلــالعظمىالحدیةالقیمةھي: 𝑓(− 2) = 48𝑓[− 2, 2]

𝑥∀:أنلاحظأنلاحظو ∈ [− 2, 2]:  𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(2) =− 16
المجالعلىلـالصغرىالحدیةالقیمة: 𝑓(2) =− 16𝑓[− 2, 2]

ملاحظة:
واحدةصغرىحدیةقیمةھناكأوعظمىحدیةقیمةھناكمامجالفي-
فيكبرىولاصغرىلامحلیةحدیةقیمأيتكونلاأنیمكنالمحلیةالحدیةالقیملكن-

القیمبینفرقھناكبالتاليومامجالفيمحلیةحدیةقیمعدةلدیناتكونأنویمكنمامجال
الحدیةالقیموالمحلیةالحدیة
أخرىبطریقةالحدیةالقیمعلىالتعرفیمكن

أيیمینعلىالمشتقووجدالمحدودوالمغلقالمجالعلىمعرفاكانإذا 𝑓[𝑎, 𝑏]𝑎
لدینافإنھأيیسارعلىالمشتقووجد 𝑓'(𝑎 + 0) = 𝑓'(𝑎)𝑏𝑓'(𝑏 − 0) = 𝑓'(𝑏)

مایلي:
:كانإذاعند(نسبیة)محلیةعظمىقیمة- 𝑓𝑎𝑓'(𝑎) < 0
:كانإذاعند(نسبیة)محلیةعظمىقیمة- 𝑓𝑏𝑓'(𝑏) > 0
:كانإذاعند(نسبیة)محلیةصغرىقیمة- 𝑓𝑎𝑓'(𝑎) > 0
:كانإذاعند(نسبیة)محلیةصغرىقیمة- 𝑓𝑏𝑓'(𝑏) < 0
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النقاطتلكذلكأجلمننعینفإننالدالةالصغرىالقیموالعظمىالقیملإیجادعموما 𝑓𝑥
حیث:

المشتقینعدم-
مشتقیوجدلا-
مفتوحنصفالدالةتعریفمجالیكون- 𝑓

ھذهنسميصغرى)أو(عظمىحدیةقیمةلـتكونكيالمرشحةالمتغیرقیمھذهأنأي 𝑥𝑓
أو(عظمىحدیةقیمالنقاطھذهأينقررلكيوحدیةقیمةلبلوغالحرجةبالنقاطالنقاط 𝑥𝑓

المجاورةالنقاطحلولمعوالبعضبعضھامعالنقاطھذهفيقیمنقارنأنعلیناصغرى) 𝑓

الدالةلتكنمثال:

𝑓(𝑥) = 𝑥3

3 − 𝑥2 + 1
3

𝑓'(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 = 𝑥(𝑥 − 2) 

قیمتھاوعندلـنسبیةعظمىقیمةھناك- 𝑓𝑥
0

= 0𝑓(0) = 1/3

قیمتھاوعندلـنسبیةصغرىقیمةھناك- 𝑓𝑥
0

= 2𝑓(2) =− 1



:𝑓لیكننظریة: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ → ℝ
صغرى)(أو(نسبیة)محلیةعظمىنھایةلـكانوعلىالإشتقاقیقبلكانإذا 𝑓]𝑎, 𝑏[𝑓

دوماصحیحغیرالعكسوفإنعند 𝑥
0

∈]𝑎, 𝑏[𝑓'(𝑥
0
) = 0

مثال:
ینعدمأنمنبالرغممطلقةصغرىأوعظمىنقاطأيلھالیسالدالة 𝑥3𝑓'(𝑥) = 2𝑥2

0عند

)Roll(رولنظریة.2

یكونبحیثلیكننظریة: 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ → ℝ
علىمستمرا.1 𝑓[𝑎, 𝑏]
علىالاشتقاقیقبل.2 𝑓]𝑎, 𝑏[
3.𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)

تحققنقطةالأقلعلىتوجدعندئذ 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[𝑓'(ِ𝑐) = 0

مثال:
المجالعلىالدالةعلىرولشروططبق 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1[− 1, 1]

علىمستمرةمنھوعلىمستمرا.1 𝑓ℝ𝑓[− 1, 1]
علىللاشتقاققابلة.2 𝑓] − 1, 1[
3.𝑓(1) = 0 = 𝑓(− 1)
بحیثالأقلعلىیوجدفإنھرولحسب 𝑐 ∈] − 1, 1[𝑓'(ِ𝑐) = 0
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ملاحظة:
لحاملموازیامماساالأقلعلىیقبلأنحیثرولشروطحسب.1 𝑓'(ِ𝑐) = 0⇔(𝐶

𝑓
)

الفواصل.محور
لازمة.لیستوكافیةشروط.2

المجال،لتكنمثال: 𝑓(ِ𝑥) = 𝑥3[− 1, 1]
علىمستمرةمنھوعلىمستمرا.1 𝑓ℝ𝑓[− 1, 1]
علىللاشتقاققابلة.2 𝑓] − 1, 1[
3.𝑓(1) ≠ 𝑓(− 1)

أجلھمنحیثیوجدلكن 𝑐𝑐 ∈] − 1, 1[𝑓'(ِ𝑐) = 0𝑐 = 0( )

المنتھیةالتزایداتنظریة.3

یكونبحیثلیكننظریة: 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ → ℝ
علىمستمر.1 𝑓[𝑎, 𝑏]
علىالاشتقاقیقبل.2 𝑓]𝑎, 𝑏[
3.𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)

تحققنقطةالأقلعلىتوجدعندئذ 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓'(ِ𝑐)(𝑏 − 𝑎)

ملاحظة:
المنتھیةالتزایداتنظریةمنخاصةحالةھيرولنظریة

مجالعلىمعرفةدالة 𝑓[𝑎, 𝑏]
علىمستمرة- 𝑓[𝑎, 𝑏]
وعلىللإشتقاققابلة- 𝑓]𝑎, 𝑏[

كیفیینوكان 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)
𝑓(𝑎)بحیث ≠ 𝑓(𝑏)

قابلةأنبمابالتخمین 𝑓
,𝑎[مجالعلىللإشتقاق 𝑏[

یوازيمماسیوجدفحتما
معاملنفسلھالمستقیم (𝑃𝑄)
أيالتوجیھ

معامل توجیھ المماس → 𝑓'(𝑐) = 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)
𝑏−𝑎 ← (𝑃𝑄)معامل توجیھ المستقیم 

𝑓(𝑏)یكونعلیھو − 𝑓(𝑎) = 𝑓'(𝑐)(𝑏 − 𝑎)



ملاحظة:
أن:نقولعندئذعلىللإشتقاققابلاومستمراكانإذا 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ]𝑎, 𝑏[
كانإذاعلىمتزایدا.1 𝑓]𝑎, 𝑏[∀𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[:  𝑓'(𝑥) > 0
كانإذاعلىمتناقص.2 𝑓]𝑎, 𝑏[∀𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[:  𝑓'(𝑥) < 0

:التعیینعدمحالةدراسة.4
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0

0

لوبیتال):(قاعدةنظریة
محققةالتالیةالشروطبحیثالدالتینلتكن 𝑓, 𝑔:]𝑎, 𝑏[→ ℝ

و.1
𝑥

>
𝑎

lim
→

𝑓(𝑥) = 0
𝑥

>
𝑎

lim
→

𝑔(𝑥) = 0

علىالاشتقاقیقبلان.2 𝑓, 𝑔]𝑎, 𝑏[
3.∀𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[,  𝑔'(𝑥) ≠ 0
:تكونعندئذحیثموجودةالنھایة.4

𝑥
>

𝑎
lim
→

𝑓'(𝑥)
𝑔'(𝑥) = 𝑘𝑘 ∈ [− ∞, + ∞]

𝑥
>

𝑎
lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =

𝑥
>

𝑎
lim
→

𝑓'(𝑥)
𝑔'(𝑥) = 𝑘

ملاحظة:
عندماأومشابھةبطریقةلماالحالةندرس.1 𝑥 → 𝑏𝑥

0
∈]𝑎, 𝑏[

یمكنأنھأيوعلىجدیدمنلوبیتالنظریةفنطبقكانتاذا.2
𝑥

>
𝑎

lim
→

𝑓'(𝑥)
𝑔'(𝑥)𝑓'𝑔'

شروطھاتوفرحالةفيمتتالیةمراتعدةالنظریةتطبیق
حالةفيصحیحةالنظریةتبقى.3

𝑥
>

𝑎
lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = ∞

∞

,حالةفيصحیحةالنظریةتبقى.4
𝑥 ∞
lim
→

𝑔(𝑥) = 0
𝑥 ∞
lim
→

𝑓(𝑥) = 0

اذالوبیتالقاعدةبتطببیقالتعیینعدمحالةتكونعندماالنھایةایجادیتم.5
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

غیرالنھایةكانتاذاأماالنظریة.حسبموجودةالنھایةكانت
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓'(𝑥)
𝑔'(𝑥)

𝑥 𝑥
0

lim
→

𝑓'(𝑥)
𝑔'(𝑥)

موجودة.غیرالنھایةأناطلاقایعنيلاھذافإنموجودة
𝑥 𝑥

0

lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)
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النھایةلحسابمثال:

𝑥 0
lim
→

1−𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0

0

متوفرةلوبیتالشروط

𝑥 0
lim
→

𝑓'(𝑥)
𝑔'(𝑥) =

𝑥 0
lim
→

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0

1 = 0

إذن

𝑥 0
lim
→

1−𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0

ملاحظة:
نطبقثموالحالتینإلىالتعیینلعدموالحالتینردیمكن 0. ∞+ ∞ − ∞0

0
∞
∞

النظریة.

لحسابمثال:
𝑥 π

2

lim
→

1
𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑡𝑎𝑔𝑥

نكتبلذاأننلاحظ
𝑥 π

2

lim
→

1
𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑡𝑎𝑔𝑥 = ∞ − ∞

لما 1
𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑡𝑎𝑔𝑥 = 1−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑥𝑥 → 0
0𝑥 → π

2

أي:

𝑥 π
2

lim
→

(1−𝑠𝑖𝑛𝑥)'
(𝑐𝑜𝑠𝑥)' =

𝑥 π
2

lim
→

−𝑐𝑜𝑠𝑥
−𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0

1 = 0

إذن:
𝑥 π

2

lim
→

1
𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑡𝑎𝑔𝑥 = 0

ملاحظة:
ذلكوأوإلىبالتاليوالحالةإلى،،التعیینعدمحالاتردیمكن 001∞∞00. ∞0

0
∞
∞

𝑦𝑥العلاقةبإستعمال = 𝑒𝑥𝑙𝑜𝑔𝑦



لحسابمثال:
𝑥 +∞

lim
→

(1 + 5
𝑥 )

𝑥

فنكتبلدینا
𝑥 +∞

lim
→

(1 + 5
𝑥 )

𝑥
= 1∞

𝑥 +∞
lim
→

(1 + 5
𝑥 )

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚(𝑒

𝑥𝑙𝑜𝑔(1+ 5
𝑥 )

) = 𝑒+∞.0

نكتبأنیمكنبحیثعلىالنظریةنطبق 𝑥𝑙𝑜𝑔(1 + 5
𝑥 )

𝑥𝑙𝑜𝑔(1 + 5
𝑥 ) =

𝑙𝑜𝑔(1+ 5
𝑥 )

1
𝑥

لدینایصبحمنھووإذن 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔(1 + 5
𝑥 )𝑔(𝑥) = 1

𝑥

𝑥 +∞
lim
→

𝑥𝑙𝑜𝑔(1 + 5
𝑥 ) =

𝑥 +∞
lim
→

𝑙𝑜𝑔(1+ 5
𝑥 )

1
𝑥

=
𝑥 +∞

lim
→

(
5

𝑥2

1+ 5

𝑥2

× 𝑥2) = 5

اذن
𝑥 +∞

lim
→

(1 + 5
𝑥 )

𝑥
= 𝑒5

ملاحظة:
التعیینعدمحالاتتمثللاالتيالحالات

;فإنكاناذا 𝑎 ∈ ℝ𝑎 + + ∞( ) =+ ∞𝑎 − + ∞( ) =− ∞
حالةفيویكونعندما 𝑎. + ∞( ) =+ ∞𝑎 > 0𝑎. + ∞( ) =− ∞𝑎 < 0
حالةفيویكونعندما 𝑎. − ∞( ) =− ∞𝑎 > 0𝑎. + ∞( ) =+ ∞𝑎 < 0
,, + ∞( ) + ∞( ) =+ ∞− ∞( ). − ∞( ) =+ ∞+ ∞( ) + + ∞( ) =+ ∞
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التسییرعلوموالتجاریةوالاقتصادیةالعلومكلیة

الأولىالسنةالمشتركالجذعقسم

1ریاضیات

03رقمالسلسلة

:01التمرین

شافعیتھا.أدرسثمالتالیةالدوالتعریفمجموعةعین

:02التمرین

:التالیةالنھایاتأحسب

:03التمرین

:التالیةللدوال0عندالاستمراریةأدرس



:04التمرین

:التالیةالدوالاستمراریةأدرس

:05التمرین

:حقیقيجذرأقلعلىتقبلالتالیةالمعادلاتأنأثبت

:06التمرین

:0عندالتالیةالدوالاشتقاققابلیةأدرس

:07التمرین

:التالیةللدوال0عندالاستمراریةثمالاشتقاققابلیةأدرس
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:08التمرین

:التالیةالدوالمشتقاتعین

:09التمرین

:أنأثبتالمنتھیةالتزایداتنظریةبتطبیق

:10التمرین

:التالیةالنھایاتأحسبلوبیتالقاعدةباستعمال



الأسیـــةواللوغاریتمیةالدوالالــرابع:الفصــل

اللوغاریتميالتـــابع
التابعأنبماتعریف:

النیبیري)(أوالطبیعياللوغارتميبالتابعالأصليالتابعھذانسمي،أصليتابعفلھمستمر 𝐹
بــ:معرفھووبالرمزلھنرمزو 𝐹(𝑥) = 𝑙𝑔𝑥

𝑙𝑜𝑔𝑥 =
1

𝑥

∫ 1
𝑡 𝑑𝑡

:4نظریة
محققة:التالیةالشروطعندئذوالتابعلیكن 𝑙𝑜𝑔:  ]0, + ∞[→ ℝ𝑏 > 0,  𝑎 > 0

1-𝑙𝑜𝑔(𝑎𝑏) = 𝑙𝑔𝑎 + 𝑙𝑜𝑔𝑏
2-𝑙𝑜𝑔( 𝑎

𝑏 ) = 𝑙𝑜𝑔𝑎 − 𝑙𝑜𝑔𝑏

3-𝑙𝑜𝑔1 = 0
4-(𝑙𝑜𝑔)' = 1

𝑥

5-∀𝑟 ∉ ℚ:  𝑙𝑜𝑔(𝑎𝑟) = 𝑟𝑙𝑜𝑔𝑎
و-6

𝑥
>

0
lim
→

𝑙𝑜𝑔𝑥 =− ∞
𝑥 +∞

lim
→

𝑙𝑜𝑔𝑥 =+ ∞

علىمتزایدومستمرالتابع-7 𝑙𝑜𝑔]0, + ∞[

ملاحظة:

:بالمنحنىالأعلىمنالمحدودةالمساحةأجلمنالتكاملیمثل 𝑙𝑜𝑔𝑥 =
1

𝑥

∫ 1
𝑡 𝑑𝑡𝑥 > 1

المستقیمالیمینمنوبالمستقیمالیسارمنو،بالمحورالأسفلمنو 𝑦 = 1
𝑡𝑜𝑡𝑡 = 1

.𝑡 = 𝑥
أيصفراالمساحةأصبحتوللمساحةالأیسروالأیمنالحدانتطابقكان:فإذا 𝑥 = 1

𝑙𝑜𝑔1 =
1

1

∫ 1
𝑡 𝑑𝑡 = 0

لخضر.عیسىبنومحمودلسعودالریاضيالتحلیلكتابمن176الصفحــةفيالنظریةبرھانعلىالاطلاعیمكنكم4
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التكاملفیكونكانتإذاأما 0 < 𝑥 < 1

𝑙𝑜𝑔𝑥 =
1

𝑥

∫ 1
𝑡 𝑑𝑡 =−

𝑥

1

∫ 𝑑𝑡
𝑡

.وبینالمنحنىتحتللمساحةالسالبةللقیمةمساویا 𝑥1

𝑦الدالةبیان = 𝑙𝑜𝑔𝑥

لانالنقطةمنالمنحنىویمربـالمنحنىمیلیعطى 𝑦' = 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 1

𝑥(1, 0)𝑙𝑜𝑔1 = 0

زاویةیصنعالنقطةھذهفيفالمماسلذلكمساویاالنقطةھذهعندمیلھیكونو (+ 1)𝞹
4

𝑜𝑥.المحورمع
لماأنبماوتماما.متزایدالتابعفإنأنحیثو 𝑦' = 1

𝑥 > 0𝑦' → 0𝑥 → + ∞

.یوازيفالمماسلماویوازيفالمماس 𝑜𝑥𝑦' → + ∞𝑥 →
>

0𝑜𝑦

:ھوالتغیراتجدولفإنلماوحیثو 𝑙𝑜𝑔𝑥 → + ∞𝑙𝑜𝑔𝑥 → − ∞𝑥 →
>

0

ھو:البیانو



تعریف:
فإن:وونقطةعندللاشتقاققابلاتابعاكانإذا 𝑔𝑥𝑔'(𝑥) ≠ 0𝑔(𝑥) > 0

(𝑙𝑜𝑔𝑔(𝑥))' = 𝑔'(𝑥)
𝑔(𝑥)

الأسيالتابع
تعریف:

بــ:معرفاللوغارتميالتابعأنبما
عكسيتابعفلھتماما،متزایدومستمرھوو 𝑙𝑜𝑔:  ]0, + ∞[→] − ∞, + ∞[

تماما.متزایدومستمرھوو:بـمعرف 𝑙𝑜𝑔−1𝑙𝑜𝑔−1:  ] − ∞, + ∞[→]0, + ∞[

أنأيبالرمزلھنرمزوالأسيبالتابعالعكسيالتابعھذانسمي 𝑙𝑜𝑔−1𝑒𝑥𝑝

فإن:بالتاليو 𝑒𝑥𝑝 = 𝑙𝑜𝑔−1

لدینا.و.اصطلاحانكتبوتمامامتزایدومستمرھوو 𝑒𝑥𝑝(𝑥) = 𝑒𝑥

∀𝑥 ∈] − ∞, + ∞[,  ∀𝑦 ∈]0, + ∞[: 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝑦 ⇔ 𝑦 = 𝑒𝑥

متعاكسین.تابعینباعتبارھما

𝑦بیان = 𝑒𝑥

فيموضحھوكماالأولالربعلمنصفبالنسبةالعكسيتابعھبیانیناظرالأسيالتابعبیان
أدناه.الرسم
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:أنخواصمنتقدممما 𝑙𝑜𝑔

الأسيالتابعنظریة:

:التالیةالشروطیحقق
ℝعلىتمامامتزایدومستمرالأسيالتابع-1

;و-2 (𝑒𝑥)' = 𝑒𝑥𝑘 ∈ ℕ(𝑒𝑥)
(𝑘)

3-∀𝑥, 𝑦 ∈] − ∞, + ∞[:  𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦

4-∀𝑥, 𝑦 ∈] − ∞, + ∞[:  𝑒𝑥−𝑦 = 𝑒𝑥

𝑒𝑦

5-∀𝑥, 𝑦 ∈] − ∞, + ∞[: ( 𝑒𝑥)
𝑟

= 𝑒𝑟𝑥;  𝑟 ∈ ℝ 

6-;; 𝑎 ∈ ℝ
+
*𝑟 ∈ ℝ𝑒𝑟𝑙𝑜𝑔𝑎 = 𝑎𝑟

الدوالنشر
الىبالإضافةالدوال،لھذهتقریبیةقیملحسابسھلةطریقةإیجادھوالدوالنشرھدفان

وسنتطرقالتعیینعدمحالاترفعبعدالدوالبعضنھایاتحسابفيالدوالمنشوراستخدام
الصفر.بجوارللدوالالمحدودوالنشرلورانماكومنشورتایلورمنشورالىیليفیما



5تایلور)(نشرتایلوردستور

).حتما(أيالدرجةمنحدودكثیرلیكن 𝑃(𝑥) = 𝑎
0

+ 𝑎
1
𝑥 +... + 𝑎

𝑛
𝑥𝑛𝑛𝑎

𝑛
≠ 0

بالشكل:لـــالمتزایدةالقوةفينكتبمثبتة.معلومةنقطةولتكن 𝑥
0

𝑃(𝑥)(𝑥− 𝑥
0
)

𝑃(𝑥) = 𝑏
0

+ 𝑏
1
(𝑥 − 𝑥

0
) + 𝑏

2
(𝑥 − 𝑥

0
)2 +... + 𝑏

𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛 .... (1)

:المرتبةحتىمشتقاتنحسبٍ…،،الأمثاللتعیینو 𝑏
𝑛

𝑏
0

𝑃(𝑥)𝑛

𝑃(𝑥) = 𝑏
0

+ 𝑏
1
(𝑥 − 𝑥

0
) + 𝑏

2
(𝑥 − 𝑥

0
)2 +... + 𝑏

𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛 

𝑃'(𝑥) =           𝑏
1

+ 2𝑏
2
(𝑥 − 𝑥

0
) +... + 𝑛𝑏

𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛−1 

𝑃''(𝑥) =                     2𝑏
2

+ 6𝑏
3
(𝑥 − 𝑥

0
) ... + 𝑛(𝑛 − 1)𝑏

𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛−2 

..…………………………………………………………………………

𝑃(𝑛)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)...... 1. 𝑏
𝑛
 

أن:نجدالسابقةالعباراتفي:بوضعو 𝑥 = 𝑥
0

𝑃(𝑥
0
) = 𝑏

0
= 0! 𝑏

0
⇒ 𝑏

0
=

𝑃(𝑥
0
)

0!

𝑃'(𝑥
0
) = 𝑏

1
= 1! 𝑏

1
⇒ 𝑏

1
=

𝑃'(𝑥
0
)

1!

𝑃''(𝑥
0
) = 2𝑏

2
= 2! 𝑏

2
⇒ 𝑏

2
=

𝑃''(𝑥
0
)

2!

……………………………………………………………………………

𝑃(𝑛)(𝑥
0
) = 𝑛! 𝑏

𝑛
⇒ 𝑏

𝑛
=

𝑃(𝑛)(𝑥
0
)

𝑛!

نجد:)1(العبارةفيٍ…,,بالتعویضو 𝑏
𝑛

𝑏
0

𝑃(𝑥) = 𝑃(𝑥
0
) +

(𝑥−𝑥
0
)

1! 𝑃'(𝑥
0
) +

(𝑥−𝑥
0
)2

2! 𝑃''(𝑥
0
) 

              +... +
(𝑥−𝑥

0
)𝑛

𝑛! 𝑃(𝑛)(𝑥
0
) ................ (2)

تایلورنشر(أوالنقطةجوارفيالحدودلكثیرتایلوربدستور)2(الدستوریسمى 𝑃(𝑥)𝑥
0

).النقطةبجوارالحدودلكثیر 𝑃(𝑥)𝑥
0

مثال:
ھوالحدودلكثیرالنقطةبجوارتایلورنشر 𝑥

0
= 1𝑃(𝑥) = 3𝑥2 + 5𝑥 + 2

الثاني.الجزءمن39صلخضرعیسىبنومحمودلسعودالریاضيالتحلیلكتابأنظرأكثرللإطلاع5
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𝑃(𝑥) = 𝑃(1) + (𝑥−1)
1! 𝑃'(1) + (𝑥−1)2

2! 𝑃''(1)

:حیثوبالتاليو2الدرجةمنلأنعندنتوقفو 𝑃''𝑃(𝑥)𝑃'''(𝑥) = 0
،،:فإنو 𝑃'(𝑥) = 6𝑥 + 5𝑃''(𝑥) = 6𝑃(1) = 10𝑃'(1) = 11

منھ:و 𝑃''(1) = 6

𝑃(𝑥) = 10 + (𝑥−1)
1! 11 + (𝑥−1)2

2! × 6

𝑃(𝑥) = 10 + 11(𝑥 − 1) + 3(𝑥 − 1)2

علىجدیدمننحصلفإنناالأخیرةالعبارةھذهمنالأقواسبفكقمنالوأنلاحظ-
𝑃(𝑥).لـالأولىالعبارةنفس

یعطيأنھھناكماكلبل،التابععبارةفيشیئایغیرلامعینحدودكثیرنشر- 𝑃(𝑥)
حولمفیدةنتائجعلىالحصولعلینایسھلالحدودكثیرلكتابةجدیداشكلا 𝑃(𝑥)

النشر.قبلعلیھاالحصولقادریننكنلمالتابع،

تایلوردستور
المرتبةحتىالإشتقاقیقبلتابعالیكن 𝑓: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛

ھو:نقطةبجوارلھتایلورنشرفإندرجتھحدودكثیركانإذا.1 𝑓𝑛𝑥
0

∈ 𝐼

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
) +

(𝑥−𝑥
0
)

1! 𝑓'(𝑥
0
) +... +

(𝑥−𝑥
0
)𝑛

𝑛! 𝑓(𝑛)(𝑥
0
)

،فإن،منأكبردرجتھحدودكثیرأوحدودكثیرلیسكانإذا.2 𝑓𝑛𝑓(𝑥) ≠ 𝑃(𝑥)
الحدودبكثیرتمثیلیمكنالحالةھذهفي،درجتھحدودكثیرحیث 𝑃(𝑥)𝑛𝑓(𝑥)

ھوالتقریبھذافيالمرتكبالخطأیكونو.جوارفيتقریببیةبصورة 𝑃(𝑥)𝑥
0

للتابعتایلورنشریكونمنھوأن:أي. 𝑅(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥) + 𝑅(𝑥)𝑓(𝑥)
ھو:بجوار 𝑥

0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
) +

(𝑥−𝑥
0
)

1! 𝑓'(𝑥
0
) +... +

(𝑥−𝑥
0
)𝑛

𝑛! 𝑓(𝑛)(𝑥
0
) + 𝑅(𝑥)

.بجوارللتابعتایلورنشرفيالباقيالحدأوالمرتكببالخطأ6یسمى 𝑅(𝑥)𝑓𝑥
0

ملاحظة:
.فإندرجتھحدودكثیركانإذا- 𝑓(𝑥)𝑛𝑅(𝑥)
ھو:لــتایلورنشرفإنكانإذا- 𝑥

0
= 0𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑥
1! 𝑓'(0) +... + 𝑥𝑛

𝑛! 𝑓(𝑛)(0) + 𝑅(𝑥)

.للتابعلورانماكبنشرالأخیرالنشرھذایسمىو 𝑓

الثاني.الجزءمن42صلخضرعیسىبنومحمودلسعودالریاضيالتحلیلكتابفيالمرتكبالخطأتعیینكیفیةعلىأكثرالإطلاعیمكن6



بجواروبجوارلــتایلورنشرأكتبلیكنمثال: 𝑓: [0, 1] → ℝ𝑓𝑥
0

= 0𝑥
1

= 1

𝑥 → 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  

أي:مرتبةأيمنالإشتقاقیقبلأنبما 𝑒𝑥

∀𝑥 ∈ ℝ,  ∀𝑛 ∈ ℕ:  𝑓(𝑛+1)(𝑥) = (𝑒𝑥)
(𝑛+1)

= 𝑒𝑥

𝑥:بجوارالنشرإذن
0

= 0

𝑒𝑥 = 𝑒0 + 𝑥
1! 𝑒0 + 𝑥2

2! 𝑒0 +... + 𝑥𝑛

𝑛! 𝑒0 + 𝑥𝑛+1

(𝑛+1)! 𝑒θ𝑥

                   𝑒𝑥 = 1 + 𝑥
1! + 𝑥2

2! +... + 𝑥𝑛

𝑛! + 𝑥𝑛+1

(𝑛+1)! 𝑒θ𝑥

𝑥:بجوار
0

= 1

𝑒𝑥 = 𝑒1 + (𝑥−1)
1! 𝑒1 +... + (𝑥−1)𝑛

𝑛! 𝑒1 + (𝑥−1)𝑛+1

(𝑛+1)! 𝑒1+θ(𝑥−1)

أن:أي

𝑒𝑥 = 𝑒 + (𝑥−1)
1! 𝑒 +... + (𝑥−1)𝑛

𝑛! 𝑒 + (𝑥−1)𝑛+1

(𝑛+1)! 𝑒1+θ(𝑥−1)

المحدودالنشر

الأكثر.علىعندعدامابجوارمعرفاتابعالیكنتعریف: 𝑓𝑥
0

𝑥
0

كتابةأمكنإذاإذاابجوارالمرتةمن(منتھ)محدودانشرایقبلأننقول 𝑓𝑛𝑥
0

𝑓(𝑥)

التالي:بالشكل
𝑓(𝑥) = 𝑎

0
+ 𝑎

1
(𝑥 − 𝑥

0
) + 𝑎

2
(𝑥 − 𝑥

0
)2 +... + 𝑎

𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛 

         + (𝑥 − 𝑥
0
)𝑛ε(𝑥)

.لمامع ε(𝑥) → 0𝑥 → 𝑥
0

𝑎 على الأقل )
𝑛

≠ 0)

وحید.أالنشرھذاو،جوارفيكلأجلمنذلكو 𝑥𝑥
0

محدودانشرایقبلأنیقال.لـالكتابةتلكتحققإیجادأمكنإذاأي 𝑎
0
,  𝑎

1
,..., 𝑎

𝑛
𝑓𝑓

.لــالمتزایدةالقوىوفقبجوار 𝑥
0

(𝑥 − 𝑥
0
)

منمحدودانشرایقبلأنفیقال.أيمحدوداكانإذاأما 1
𝑥−𝑥

0
∃𝑘 > 0: 1

𝑥−𝑥
0

|||
||| < 𝑘𝑓

وحیدبشكلكتابةأمكنإذاالـالمتناقصىالقوىوفقبجوارالرتبة 𝑛𝑥
0

(𝑥 − 𝑥
0
)𝑓(𝑥)

الصورة:على
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𝑓(𝑥) = 𝑏
0

+
𝑏

1

(𝑥−𝑥
0
) +

𝑏
2

(𝑥−𝑥
0
)2 +... +

𝑏
𝑛

𝑥−𝑥
0( )𝑛 + ε(𝑥)

𝑥−𝑥
0( )𝑛

لما ε(𝑥) → 0𝑥 → + 𝑏 على الأقل)  ∞
𝑛

≠ 0)

.لـالكتابةتلكتحققأعدادإیجادأمكنإذاأي 𝑏
0
,  𝑏

1
,..., 𝑏

𝑛
𝑓

:7ملاحظة
العامة.الحالةفيصحیحغیرالعكسوالمحدود،النشرتایلورنشر ⇐
تایلور.وفقنشرایقبلبالضرورةفلیسمحدودانشراقبلإذاأي 𝑓

المحدودة:النشورخواص
لھما.المحدودةالنشورمجموعیساويدالتینلمجموعالمحدودالنشر-
منبالحدودالحتفاظمعلھماالمحدودةالنشورضربیساويدالتینلضربالمحدودالنشر-

الدنیا.الرتب
الجزءعلىالبسطدالةلنشرالرئیسيالجزءقسمةیساويدالتینلقسمةالمحدودالنشر-

𝑛.الرتبةإلىالمتزایدةالأسسوفقالمقامدالةلنشرالرئیسي

الصفرجوارفيالأولیةالدواللبعضالمحدودالنشر

الثاني.الجزءمن46صلخضرعیسىبنومحمودلسعودالریاضيالتحلیلكتابفيالملاحظةتبریرعلىأكثرالإطلاعیمكن7



التالیین:للتابعینالرتبةمنبجوارمحدودانشراأوجدمثال: 𝑥
0

= 0𝑛 = 2

, 𝑓
2
(𝑥) = 𝑥

𝑒𝑥−1
𝑓

1
(𝑥) = 𝑙𝑛(1+𝑥)

𝑥( )3

𝑥بجوارلدینا.1
0

= 0

𝑙𝑛(1 + 𝑥) = 𝑥 − 𝑥2

2 + 𝑥3

3 + 𝑂 𝑥3( )
⇒ 𝑙𝑛(1+𝑥)

𝑥 = 1 − 𝑥
2 + 𝑥2

3 + 𝑂 𝑥2( )
𝑙𝑛(1+𝑥)

𝑥( )3
= 1 − 𝑥

2 + 𝑥2

3 + 𝑂 𝑥2( )( )3
           ⇒

𝑦نضع: =− 𝑥
2 + 𝑥2

3 + 𝑂(𝑥2)

1لدیناالصفربجوار + 𝑦( )3 = 1 + 3𝑦 + 6𝑦2

2! + 𝑂 𝑦2( )
منھو

𝑙𝑛(1+𝑥)
𝑥( )3

= 1 − 3𝑥
2 + 7𝑥2

4 + 𝑂(𝑥2).

𝑥بجوارلدینا.2
0

= 0

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + 𝑂 𝑥3( )
⇒ 𝑒𝑥 − 1 = 𝑥 + 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + 𝑂 𝑥3( )
𝑒𝑥−1

𝑥 = 1 + 𝑥
2! + 𝑥2

3! + 𝑂 𝑥2( )⇒

⇒  𝑥

𝑒𝑥−1
= 1

1+ 𝑥
2! + 𝑥2

3! +𝑂 𝑥2( ) 

𝑦نضع: = 𝑥
2! + 𝑥2

3! + 𝑂(𝑥2)

1لدیناالصفربجوارمنھو
1+𝑦 = 1 − 𝑦 + 𝑦2 + 𝑂 𝑦2( )

منھو

⇒  𝑥

𝑒𝑥−1
= 1

1+𝑦 = 1 − 𝑥
2! + 𝑥2

3!( ) + 𝑥
2! + 𝑥2

3!( )2
+ 𝑂 𝑥2( )

.𝑓
2
(𝑥) = 1 − 𝑥

2 + 𝑥2

12 + 𝑂(𝑥2)
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التسییرعلوموالتجاریةوالاقتصادیةالعلومكلیة
الأولىالسنةالمشتركالجذعقسم

1ریاضیات

04رقمالسلسلة

التابعلیكن:01تمرین

𝑓.التعریفمجموعةأوجد
.عندبالاستمرارتمدیدایقبلأنبرھن 𝑓𝑥

0
= 0

:02تمرین
التالیة:النھایاتأحسب

،،،،
𝑥 1
lim
→

𝑥2−1
𝑙𝑛𝑥

𝑥 0
lim
→

𝑒𝑥−1
𝑥

𝑥 1
lim
→

𝑒𝑥

𝑥3
𝑥 1
lim
→

𝑒𝑥

𝑙𝑛(𝑥2)𝑥 0+
lim
→

𝑥𝑙𝑛𝑥

تعریفھا:مجالعلىالتالیةالتوابعاشتقاقواستمراریةأدرس:03تمرین

علىمستمراالتاليالتابعتجعلالتيوقیمأوجد:04تمرین 𝑎𝑏 ℝ

أن:برھن:05تمرین

التابعینمنلكلالنونیةالمشتقةاحسب:06تمرین

الآتیة:للدالة0جوارفي4الرتبةمنالمحدودالنشرأوجد:07تمرین



التكــــاملحســابوالاصلیةالدوالالــخامس:الفصــل

:الأصلیةالتوابع.1
لیكنوحقیقیةدالةلیكنوحقیقیةدالةلیكنتعریف: 𝑓: [𝑎, 𝑏 ] → ℝ𝐹: [𝑎, 𝑏 ] → ℝ

:الشرطتحققإذالــأصلیةدالةاننقولللإنشقاق.قابلةدالة 𝐹: [𝑎, 𝑏 ] → ℝ𝐹𝑓
∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏 ] :  𝐹'(𝑥) = 𝑓 (𝑥)

فإنھلـاصلیتیندالتینوكانإذاأنھنستنتج 𝐹𝐺𝑓
و  𝐹'(𝑥) = 𝑓 (𝑥)    ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏 ] :     𝐺'(𝑥) = 𝑓 (𝑥)

أنأي
[𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥)]' = 𝐺'(𝑥) − 𝐹'(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0

أنأيثابتإذن 𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥)𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥) = 𝐶
.بثابتالابعضھاعنتختلفلاللدالةالأصلیةالدوالأنأي 𝑓𝐶

:أنأيبالرمزلـالاصلیةالدوالكللمجموعةنرمز 𝑓∫𝑓 (𝑥)𝑑𝑥
∫𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐

.لـأصلیةدالةأومحدودغیرتكاملتسمىو ∫𝑓 (𝑥)𝑑𝑥𝑓

نظریة:

دالةفإنومستمرةدالةكانإذا 𝑓: [𝑎, 𝑏 ] → ℝ𝑥
0

∈ [𝑎, 𝑏]𝐹(𝑥) =
𝑥

0

𝑥

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑡

:أيلـأصلیة 𝑓
كاناذاأيصحیحغیرالاستلزامعكسأصلیةدالةیقبلعلىمستمرة 𝑓𝑓 ⇐ [𝑎, 𝑏 ]𝐹

.مستمرةلـأصلیةدالة 𝑓⇍𝑓

مثال:
یليكمامعرفةلتكن 𝐹(𝑥)

:حیث:لأنلـأصلیةدالة 𝑓𝐹'(𝑥) = 𝑓 (𝑥)

.عندمستمرةغیرذلكرغمو 𝑓𝑥
0

= 0
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الأساسیةالنظریة.2
تعریف:

:أنأيلـأصلیةدالةكانومستمرةدالةكاناذا 𝑓: [𝑎, 𝑏 ] → ℝ𝐹𝑓

:لدیناعندئذ، ∀𝑥 ∈ 𝐹'(𝑥) = 𝑓 (𝑥) 
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑥)

𝐹[𝑏].:بـونرمز − 𝐹[𝑎] = [𝐹(𝑥)]
𝑎
𝑏

تكامل:حسابكیفیة.3

إیجادإستطعنافإذاالأصلیة،الدالةتعریفتطبیقفيأولانفكرفإنناحسابعند ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

لدینا:یكونفعندئذیكونبحیثدالة 𝐹(𝑥)𝐹'(𝑥) = 𝑓 (𝑥)∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐

الدوالبعضمشتقاتمنمستنتجحیث،الدواللبعضالأصلیةالدوالیوضحالتاليالجدول



مثال:

∫ 2𝑥

2 𝑥2+𝑎2
𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝑎2 + 𝑐

بإحدىالتكاملحسابإلىنلجأفإنناالأسبابمنلسبذلكفعلنستطعلماذاأما ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

التالیة:الطرق

المتغیرإستبدالبطریقة-1

نستخرجومنھوبوضعالمتغیرنغیرلحساب ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑡 = ℎ(𝑥)𝑑𝑡 = ℎ'(𝑥)𝑑𝑥

یسھلتكاملعلىفنحصلالمعطىالتكاملفينعوضثموبدلالةوعبارة 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑡𝑑𝑡
حسابھ.

مثال:

∫لحساب 𝑥2

(1+𝑥3)
3 𝑑𝑥 =??

على:نحصلومنھوفیكوننضع 𝑡 = 1 + 𝑥3𝑑𝑡 = 3𝑥2𝑑𝑥𝑥2𝑑𝑥 = 1
3 𝑑𝑡

∫ 𝑥2

(1+𝑥3)
3 𝑑𝑥 = ∫ 1

(1+𝑥3)
3 𝑥2𝑑𝑥 = ∫ 1

𝑡3
1
3 𝑑𝑡 = 1

3 ∫ 1

𝑡3 𝑑𝑡 = 1
3 ∫ 𝑡−3𝑑𝑡

                    = 1
3

1
−2 𝑡−2 + 𝑐 = −1

6𝑡2 + 𝑐

:فإنحیث 𝑡 = 1 + 𝑥3∫ 𝑥2

(1+𝑥3)
3 𝑑𝑥 = −1

6(1+𝑥3)
2 + 𝑐

بالتجزئةالتكاملطریقة.2
فإن:للإشتقاققالبلتیندالتینكاناذا 𝑢. 𝑣:  [𝑎, 𝑏] → ℝ

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢

بالتجزئةالمكاملةدستوریسمىو
مثال:

∫التكامللنحسب 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

نضع
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اذن:

∫ 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 =− 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − ∫(− 𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥 =− 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐

كسریةدالةتكاملحساطریقة.3

یلي:بمانقومفإنناحدودكثیريوحیثالشكلمننكامللحساب ∫ 𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥) 𝑑𝑥𝑃(𝑥)𝑄(𝑥)

نكتب:و)درجةمنأكبردرجةتكون(عندمااقلیدیاونقسم-1 𝑃(𝑥)𝑄(𝑥)𝑃(𝑥)𝑄(𝑥)
𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥) = ℎ(𝑥) +

𝑃
1
(𝑥)

𝑄(𝑥)

درجةمنأقلدرجةحدودكثیروالقسمةناتجھوحیث ℎ(𝑥)𝑃
1
(𝑥)𝑄(𝑥)

والشكلمنأمكن)(انمضاریبجداءإلىنفكك-2 𝑄(𝑥)(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛

مثلا:عندئذنكتبو (α𝑥2 + β𝑥 + δ)
𝑚

𝑃
1
(𝑥)

(𝑎𝑥+𝑏)𝑛(α𝑥2+β𝑥+δ)
𝑚 =

𝐴
1

𝑎𝑥+𝑏 +
𝐴

2

(𝑎𝑥+𝑏)2 +... +
𝐴

𝑛

(𝑎𝑥+𝑏)𝑛

+
𝐶

1
𝑥+𝐷

1

α𝑥2+β𝑥+δ
+... +

𝐶
𝑚

𝑥+𝐷
𝑚

(α𝑥2+β𝑥+δ)
𝑚

مطابقةوالمقاماتتوحیدبعدنعینھاثوابتكلھا،،،حیث 𝐴
𝑖

𝐶
𝑖

𝐷
𝑖

𝑎، 𝑏، α، β، δ، γ

فنجدالطرفیننكاملثمللكسرتفكیكعلىحصلناقدنكونبذلكوالطرفین 𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥)∫ 𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥) 𝑑𝑥

∫لحسابمثال: 𝑥4−𝑥2+1

𝑥2−1
𝑑𝑥

أننرى
𝑥4−𝑥2+1

𝑥2−1
= 𝑥2 + 1

𝑥2−1
= 𝑥2 + 1

(𝑥−1)(𝑥+1) = 𝑥2 +
𝐴

1

(𝑥−1) +
𝐴

2

(𝑥+1)

منھو.نجد:المطابقةوالمقاماتتوحید 𝐴
1

= 1
2 ,  𝐴

2
= 1

2

∫ 𝑥4−𝑥2+1

𝑥2−1
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2𝑑𝑥 + ∫ 𝑑𝑥

𝑥2−1
=∫ 𝑥2𝑑𝑥 + ∫ 𝑑𝑥

2(𝑥−1) + ∫ 𝑑𝑥
2(𝑥+1)

= 1
3 𝑥3 + 1

2 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | + 1
2 𝑙𝑛 𝑥 + 1| | + 𝑐



∫لحسابمثال: 𝑥+1

𝑥2−3𝑥+2
𝑑𝑥

وجذرینیقبلالمقاماذنالمقامممیزأننرى ∆ = 9 − 8 > 0𝑥
1

= 1 ,  𝑥
2

= 2

منھ
𝑥+1

𝑥2−3𝑥+2
= 𝑥+1

(𝑥−2)(𝑥−1) =
𝐴

1

(𝑥−2) +
𝐴

2

(𝑥−1)

التاليو.نجد:المطابقةوالمقاماتتوحیدعدإذن 𝐴
1

=− 2,  𝐴
2

= 3

∫ 𝑥+1

𝑥2−3𝑥+2
𝑑𝑥 =∫ −2

(𝑥−2) 𝑑𝑥 + ∫ 3
(𝑥−1) 𝑑𝑥 =− 2∫ 𝑑𝑥

(𝑥−2) + 3∫ 𝑑𝑥
(𝑥−1)

=− 2𝑙𝑛 𝑥 − 1| | + 3𝑙𝑛 𝑥 − 1| | + 𝑐

𝐿لحسابمثال: = ∫ 𝑑𝑥

𝑥2+𝑥+1

یملكلاأيبالتاليوالمقامممیزأننرى ∆ = 1 − 4 < 0𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0
كالتالي:كاملمربعإلىبإكمالھنقومالحالةھذهفيمضاریبإليیفككلاجذور،

𝑥2 + 𝑥 + 1= (𝑥 + 1
2 )

2
+ 3

4

أي

𝐿 = ∫ 𝑑𝑥

𝑥2+𝑥+1
= ∫ 1

(𝑥+ 1
2 )

2
+ 3

4

𝑑𝑥

یصبحمنھووفیكوننضعثم 𝑥 + 1
2 = 3

2 𝑡(𝑥 + 1
2 )

2
= 3

4 𝑡2𝑑𝑥 = 3
2 𝑑𝑡

𝐿 = ∫ 𝑑𝑥
3
4 𝑡2+ 3

4

× 3
2 𝑑𝑡 = 3

2
4
3 ∫ 𝑑𝑡

𝑡2+1
= 2 3

3 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) + 𝑐

إذن،أنبماو 𝑡 = 2
3

(𝑥 + 1
2 )

𝐿 = 2
3

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛( 2
3

(𝑥 + 1
2 )) + 𝑐

بالتـــدریجالتكامل.4

مكاملیننحسبوالتكاملنعتبرفإننامثلاالشكلمنتكامللحسا ∫ 𝑑𝑥

(𝑥2+1)
3𝐼

𝑛
= 𝑑𝑥

(𝑥2+1)
3

،…،نحسبمنھووبینتربطتدریجیةعلاقةفنجدعنعبارةبالتجزئة 𝐼
𝑛−1

𝐼
𝑛

𝐼
𝑛−1

𝐼
1

𝐼
2

نضعلحساب 𝐼
𝑛−1

= ∫ 𝑑𝑥

(𝑥2+1)
𝑛−1
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التجزئة:دستورحسبو

𝐼
𝑛−1

= 𝑥

(𝑥2+1)
𝑛−1 + 2(𝑛 − 1) ∫ 𝑥2

(𝑥2+1)
𝑛 𝑑𝑥

= 𝑥

(𝑥2+1)
𝑛−1 + 2(𝑛 − 1) ∫ 𝑥2+1−1

(𝑥2+1)
𝑛 𝑑𝑥

= 𝑥

(𝑥2+1)
𝑛−1 + 2(𝑛 − 1)[𝐼

𝑛−1
− 𝐼

𝑛
]

𝑛منھو ≥ 2
𝐼

𝑛
= 𝑥

2 𝑛−1( )(𝑥2+1)
𝑛−1 + (2𝑛−3)

2(𝑛−1) 𝐼
𝑛−1

حیثو

𝐼
1

= ∫ 𝑑𝑥

𝑥2+1
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥

𝐼
0

= ∫ 𝑑𝑥

(𝑥2+1)
0 = ∫ 𝑑𝑥 = 𝑥

𝑛 = 2 ⇒ 𝐼
2

= 𝑥

2(𝑥2+1)
+ 1

2 𝐼
1

𝑛 = 3 ⇒ 𝐼
3

= 𝑥

4(𝑥2+1)
2 + 3

4 𝐼
2

نظریة:
لدیناوالمكاملةیقبلان,,فإنالمكاملةیقبلانوكانإذا 𝑓 𝑔𝑓 ± 𝑔 (α ∈ ℝ)α𝑓

∫ 𝑓 ± 𝑔( )(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ α𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = α∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

:التالیةالخواصلدیناو

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =−
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥



𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑐

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑐

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
||||

||||
≤

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)| |𝑑𝑥

𝑎

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
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التسییرعلوموالتجاریةوالاقتصادیةالعلومكلیة

الأولىالسنةالمشتركالجذعقسم

1ریاضیات

5رقمالسلسلة

:01التمرین

:التالیةالأصلیةالدوالأحسببالتجزئةالتكاملباستعمال-1

:التالیةالأصلیةالدوالأحسبالمتغیراستبدالطریقةباستعمال-2

:التالیةالأصلیةالدوالأحسب-3

:02التمرین

:التالیةالتكاملاتأحسب

:03التمرین

:التالیةالتكاملاتأحسب

،،،، ∫ 𝑥+3
(𝑥+1)(𝑥+2) 𝑑𝑥

−1

1

∫ 2𝑥−5

𝑥2−5𝑥+6
𝑑𝑥

−1

1

∫ 𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑥

0

1

∫ 𝑥
𝑥+1 𝑑𝑥∫ 𝑥

𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥



متغیـــراتعــــــدةذاتالـــــدوالالسادس:الفصل

تعــــاریف.1
تعریف:

بالشكل:المعرفالتابعھوحقیقيمتغیربــالحقیقيالتابع 𝑛

𝑓:  ℝ𝑛 → ℝ
       (𝑥

1
, 𝑥

2
,...,  𝑥

𝑛
) → 𝑦 = 𝑓(𝑥

1
, 𝑥

2
,...,  𝑥

𝑛
)

فإن:بالتاليو،حیث ℝ𝑛 = ℝ × ℝ ×... × ℝ
.تعني (𝑥

1
, 𝑥

2
,...,  𝑥

𝑛
) ∈ ℝ × ℝ ×... × ℝ𝑥

1
∈ ℝ, 𝑥

2
∈ ℝ,..., 𝑥

𝑛
∈ ℝ

ملاحظة:
لأجلمشابھةبطریقةالمناقشاتتعادوالتصورتسھیللأجلعندمابالحالةسنھتم 𝑛 = 2

.𝑛 > 2

مثال:
بمتغیرینتابعفھوإذن.الضغطوالحرارةدرجةیتبعمعینلغازالحجم 𝑉𝑡𝑃𝑉 𝑡, 𝑃( )

البیــــان.2
المستويمنالأزواجتلكأيالنقاطمجموعةھو (𝑥, 𝑦, 𝑧):  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦){ }(𝑥, 𝑦)

البیان.ھذالتمثیلمحاورثلاثإلىالأمریحتاجبالتاليو.بـــترتبطالتي 𝑥𝑜𝑦𝑧

التعریفمجموعة.3
معرفا.التابعتجعلالتيقیمھي (𝑥, 𝑦)𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

مثال:

كانإذاامعرفایكون:بـــمعطىلیكن 𝑓:  ℝ2 → ℝ𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥2 − 𝑦2𝑓

ذيالقرصعلىمعرففإنبالتاليو. 1 − 𝑥2 − 𝑦2 ≥ 0⇐𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1𝑓
فإن:تعریفلمجموعةبـــرمزنافإذا.القطرنصفوالمركز (0, 0)𝑟 = 1𝐷

𝑓
𝑓

𝐷
𝑓

= (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ2:  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1{ }
بیانیامثلھووللتابعالتعریفمجموعةأوجدمثال: 𝑓𝑔

إذن:لدینا.1 𝑓(𝑥, 𝑦) = 6 − (2𝑥 + 3𝑦

𝐷
𝑓

= (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ2:  6 − (2𝑥 − 3𝑦 ) ≥ 0{ }
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⇒ 2𝑥 − 3𝑦 ≤ 6
المستقیمخطأسفلوالمستقیمخطنقاطعلىمعرفةفإنبالتاليو 𝑓

التالي:البیانفيموضحھوكما

إذنلدینا.2 𝑔(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥2 + 1 − 𝑦2

𝐷
𝑓

= (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ2:  1 − 𝑥2 ≥ 1  و  0 − 𝑦 ≥ 0{ }
و 1 − 𝑥2 ≥ 0 ⇒ − 1 ≤ 𝑥 ≤ 11 − 𝑦2 ≥ 0 ⇒ − 1 ≤ 𝑦 ≤ 1

النھایات.4
تعریف:

نھایةھيأننقول،بإستثناءساحةعلىمعرفاتابعاكانإذا 𝑓𝐷(𝐷 ∈ ℝ2)(𝑥
0
, 𝑦

0
)𝑙

نكتب:وعندالتابع 𝑓(𝑥
0
, 𝑦

0
)

(𝑥 ,𝑦 ) (𝑥
0
,𝑦

0
)

lim
→

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙

مثال:
وجدت.إنحسابنریدلیكن.1 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
(𝑥,𝑦) (0,0)

lim
→

𝑓(𝑥, 𝑦)



.عندمعرفغیرأنلاحظ 𝑓𝑥
0
, 𝑦

0( ) = (0, 0)

فإن:المستقیمعبرأنبفرض 𝑥, 𝑦( ) → (0, 0)𝑦 = 𝑚𝑥

𝑥,𝑦( ) (0,0)
lim
→

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥 0
lim
→

𝑓(𝑥, 𝑚𝑥) =
𝑥 0
lim
→

𝑥(𝑚𝑥)

𝑥2+(𝑚𝑥)2 = 𝑚

1+𝑚2

وتتغیرفإننحوالنقطةعبرهتقتربالذيالمستقیمغیرناكلماأنھبماو (𝑥, 𝑦)(0, 0)𝑚
نھایةتوجدلالذلكالسبیل.حسبتتغیرفالنھایةبالتالي 𝑙 = 𝑚

1+𝑚2

,𝑓(𝑥لیكن.2 𝑦) = 1

𝑥2+𝑦2

𝑥,𝑦( ) (0,0)
lim
→

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥,𝑦( ) (0,0)

lim
→

1

𝑥2+𝑦2 =+ ∞

موجودة.غیرالنھایة

ملاحظة:
بعدةتابعحالةفيصحیحةواحد،بمتغیرتابعحالةفيبالنھایاتالمتعلقةالنظریاتتبقى

مشابھة.بطریقةتبرھنومتغیرات،

الاستمرار.5
تعریف:

عندمستمرالتابعأننقول..تشملساحةعلىمعرفالیكن 𝑓𝐷𝑥
0
, 𝑦

0( )(𝐷 ⊆ ℝ2)𝑓

تحقق:إذااتعریفھساحةمنالنقطة (𝑥
0
, 𝑦

0
)

(𝑥 ,𝑦 ) (𝑥
0
,𝑦

0
)

lim
→

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥
0
, 𝑦

0
)

للنھایة.خاصةحالةھوالإستمرارأنأي

ملاحظة:
بعدةتابعحالةفيصحیحةواحد،بمتغیرتابعحالةفيبالإستمرارالمتعلقةالنظریاتكلتبقى

مشابھة.بطریقةتبرھنومتغیرات،

مثال:
ووفإنعندمستمرتینوكانإذا 𝑓𝑔𝑥

0
, 𝑦

0( )𝑓 ± 𝑔𝑓. 𝑔𝑓
𝑔 𝑔(𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0( ))

.عندمستمرةتوابعكلھا 𝑥
0
, 𝑦

0( )
بـ:علىالمعرفالتابعلیكنمثال: ℝ2
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𝑓(𝑥, 𝑦) = {
0         : (𝑥,𝑦)=(0,1)
𝑥+𝑦   : (𝑥,𝑦)≠(0,1)

عندمستمرغیرلكنھوعندنھایةیقبلإذنأنفنرى
(𝑥,𝑦) (0,1)

lim
→

𝑓(𝑥, 𝑦) = 1𝑓(0, 1)

:لأن (0, 1)1 =
(𝑥,𝑦) (0,1)

lim
→

𝑓(𝑥, 𝑦) ≠ 𝑓(0, 1) = 0

الاشتقاق.6

الجزئیةالمشتقات

بالنسبةالنقطةعندجزئیامشتقایقبلأننقول.لیكن ℝ2 → ℝ2𝑓:  𝐷 ⊆𝑓𝑥
0
, 𝑦

0( )
ووحیدة:موجودةالتالیةالنھایةكانتإذااللمتحول 𝑥

ℎ 0
lim
→

𝑓(𝑥
0
+ℎ,𝑦

0
)−𝑓(𝑥

0
,𝑦

0
)

ℎ

.أوبـعندئذالنھایةلھذهنرمزو ∂𝑓
∂𝑥 𝑥

0
, 𝑦

0( )𝑓
𝑥
'(𝑥

0
, 𝑦

0
)

التالیةالنھایةكانتإذااللمتحولبالنسبةنقطةعندحزئیامشتقایقبلأنھنقولو (𝑥, 𝑦)𝑥
ووحیدة:موجودة

ℎ 0
lim
→

𝑓(𝑥 +ℎ,𝑦 )−𝑓(𝑥 ,𝑦 )

ℎ

.بالرمزبإختصارأو.أوبالرمزعنذئذالنھایةلھذهنرمزو ∂𝑓
∂𝑥 (𝑥, 𝑦)𝑓'(𝑥, 𝑦)∂𝑓

∂𝑥

التالیةالنھایةكانتإذااللمتحولبالنسبةنقطةعندحزئیامشتقایقبلأنھنقولو (𝑥
0
, 𝑦

0
)𝑦

ووحیدة:موجودة

𝑘 0
lim
→

𝑓(𝑥
0

,𝑦
0
+𝑘)−𝑓(𝑥

0
,𝑦

0
)

𝑘

.بـعندئذالنھایةلھذهنرمزو ∂𝑓
∂𝑦 𝑥

0
, 𝑦

0( )
فنعودیكونواعتباریمكنلحسابأنھأي ∂𝑓

∂𝑥𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔'(𝑥) = ∂𝑓
∂𝑥 (𝑥, 𝑦)

كوسیط.بإعتبارواحد،بمتغیرتابعمشتقتعریفإلى 𝑦

فإن:لتكنمثال: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2

و ∂𝑓
∂𝑥 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥∂𝑓

∂𝑦 (𝑥, 𝑦) = 2𝑦



المتتابعةالجزئیةالمشتقات

بدورھماالجزئیانالمشتقانھذانقبلووجزئیینمشتقینلـكانإذا 𝑓(𝑥, 𝑦)∂𝑓
∂𝑥

∂𝑓
∂𝑦

لـالثانیةالمرتبةمنالجزئیةبالمشتقاتالأخیرةالجزئیةالمشتقاتفنسميالجزئي،الإشتقاق

بـ:لھانرمزو 𝑓, ∂2𝑓

∂𝑦2 𝑥 , 𝑦( ),      ∂2𝑓
∂𝑥∂𝑦 𝑥 , 𝑦( ), ∂2𝑓

∂𝑦∂𝑥 𝑥
0
, 𝑦

0( ).   ∂2𝑓

∂𝑥2 𝑥 , 𝑦( )
.للمتحولبالنسبةجزئیابإشتقاقنقومأنناأيأنحیث ∂2𝑓

∂𝑥2 = ∂
∂𝑥

∂𝑓
∂𝑥( )∂𝑓

∂𝑥𝑥

نقومأي،للمتحولبالنسبةجزئیابإشتقاقنقومأنناتعنيبینما ∂2𝑓
∂𝑥∂𝑦 = ∂

∂𝑥
∂𝑓
∂𝑦( )∂𝑓

∂𝑦𝑥

ثانیا.لــبالنسبةالناتجبإشتقاقنقومثمأولالــبالنسبةجزئیابإشتقاق 𝑓𝑦𝑥
مثال:

;:فإن 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 + 𝑥∂𝑓
∂𝑥 = 2𝑥𝑦 + 1∂𝑓

∂𝑦 = 𝑥2

∂2𝑓

∂𝑥2 𝑥 , 𝑦( ) = ∂
∂𝑥

∂𝑓
∂𝑥( ) = ∂

∂𝑥 (2𝑥𝑦 + 1) = 2𝑦

∂2𝑓

∂𝑦2 𝑥 , 𝑦( ) = ∂
∂𝑦

∂𝑓
∂𝑦( ) = ∂

∂𝑦 (𝑥2) = 0

∂2𝑓
∂𝑥∂𝑦 = ∂

∂𝑥
∂𝑓
∂𝑦( ) = ∂

∂𝑥 𝑥2( ) = 2𝑥

∂2𝑓
∂𝑦∂𝑥 = ∂

∂𝑦
∂𝑓
∂𝑥( ) = ∂

∂𝑦 2𝑥𝑦 + 1( ) = 2𝑥

.أن:لاحظ ∂2𝑓
∂𝑥∂𝑦 = ∂2𝑓

∂𝑦∂𝑥

لــالناتجثمأولافنحسبأن:تعنيفإنھكذاو ∂3𝑓

∂𝑥2∂𝑦

∂3𝑓

∂𝑥2∂𝑦
= ∂

∂𝑥
∂

∂𝑥
∂𝑓
∂𝑦( )( )∂𝑓

∂𝑦𝑥

أخرى.مرةلــبالنسبةنشتقھالناتجثم 𝑥
مثال:

حیث:ولدینا.نحسبو 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥4𝑦 + 𝑦3∂3𝑓

∂𝑥 ∂𝑦2
∂𝑓
∂𝑦 = 𝑥4 + 3𝑦2

∂3𝑓

∂𝑥∂𝑦2
𝑥 , 𝑦( ) = ∂

∂𝑥
∂

∂𝑦
∂𝑓
∂𝑦( )( )

فإن:
∂2𝑓

∂𝑥∂𝑦2 𝑥 , 𝑦( ) = ∂
∂𝑥

∂𝑓
∂𝑦 𝑥4 + 3𝑦2( )( ) = ∂

∂𝑥 (6𝑦 ) = 0

الثانیةالمرتبةمنالجزئیانمشتقاهكانومستمراكانإذانظریة: ℝ2 → ℝ𝑓:  𝐷 ⊆
𝑥, 𝑦( ) → 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)        

یكون:عندئذمستمران، ∂2𝑓
∂𝑥∂𝑦 (𝑥, 𝑦)  2∂  و𝑓

∂𝑦∂𝑥 (𝑥, 𝑦)∂2𝑓
∂𝑥∂𝑦 (𝑥, 𝑦) = ∂2𝑓

∂𝑦∂𝑥 (𝑥, 𝑦)
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التسییرعلوموالتجاریةوالاقتصادیةالعلومكلیة
الأولىالسنةالمشتركالجذعقسم

1ریاضیات

06رقمالسلسلة

:01تمرین
یانیامثلھاوالتالیةالتوابعتعریفمجموعةعین

،، 𝑓
1
(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 𝑦 − 1𝑓

2
(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛(5𝑥 + 2𝑦 − 4)

، ،     𝑓
3
(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑥 − 𝑦𝑓

4
(𝑥, 𝑦) = 3𝑥𝑦

2𝑥−4𝑦+1𝑓
5
(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦

. 𝑓
6
(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2+𝑦

2𝑥2+2𝑦2−4𝑥+𝑦+1

:02تمرین
التالیةالنھایةأحسب

(𝑥,𝑦) (+∞,𝑘)
lim
→

1 + 𝑦
𝑥( )𝑥

:03تمرین
عندالتابعاستمراریةأدرس 𝑓𝑥

0
, 𝑦

0( )

:04تمرین
التالیة:للتوابعالثانیةالرتبةمنالجزئیةالمشتقاتعین

،، 𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2𝑦
2𝑥−4𝑦+1𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛(5𝑥 + 2𝑦 − 4)

، 𝑙(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦3 + 1𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑒3𝑥2𝑦−5𝑥
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