


 
 

                                                    

 

 

 

 

 

 
 

 



     

 

2  

 

 

                   

 05 مقدمة 

 
I I  .07  بنية و فرضيات البرمجة الخطية 
بنية البرمجة الخطية .1  07 

فرضيات البرمجة الخطية .2  09 
II. 10 صياغة نموذج البرمجة الخطية 

خطوات صياغة نموذج البرمجة الخطية .1  10 

III . 15 البرنامج الخطيطرق حل 

 15 . الطريقة البيانية 1
 21 . طريقة السمبلاكس2

IV 29 .. تمارين تطبيقية 
 29 . تمارين محلولة1
 37 . تمارين مقترحة2

   
I . 41 مفهوم و أنواع  نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة 
 41 مفهوم البرمجة بالأعداد الصحيحة .1
 41 أنواع نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة .2
II. 43 طرق حل نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة 
 43 . الطريقة البيانية1

 45 (.Gomory) . طريقة قطع المستوي2



     

 

3  

 

 50 (Branch and Bound )طريقة التفريع و التحديد. 3

III. 53 تمارين تطبيقية 

 53 . تمارين محلولة1

 63 . تمارين مقترحة2

 
I .  66 بناء شبكة الاعمالمفهوم و 
 66 . مفهوم شبكة الأعمال1

 67 . بناء شبكة الأعمال2

II .70 أساليب تحليل المخططات الشبكية 

 70 (CPMأسلوب المسار الحرج ) . 1
 75 (PERTأسلوب مراجعة و تقييم المشروع)  .2
III. ) 81 الشبكة/ التكلفة) تعجيل المشروع 

 82 العلاقة بين تكلفة المشروع و زمنو .1

 83 خطوات تعجيل المشرع.. 2

IV 86 . تمارين تطبيقية 

 86 . تمارين محلولة 1

 96 . تمارين مقترحة2

 

I .100 . الانحدار الخطي البسيط 

 100 .كتابة و فرضيات النموذج1 

 102 . تقدير معالم النموذج باستخدام طريقة المربعات الصغرى2

 104 .  تقييم نموذج الانحدار المقدر3

II .111 الانحدار الخطي المتعدد 



     

 

4  

 

 111 كتابة و فرضيات النموذج. 1

 112 تقدير معالم النموذج باستخدام طريقة المربعات الصغرى .2

 116 تقييم نموذج الانحدار المقدر .3

III. 121 تمارين تطبيقية 

 121 . تمارين محلولة1

 130 . تمارين مقترحة2

 

I  . 133 الاختبار اللامعلمي في حالة العينة الواحدة 
II 135  . الاختبارات اللامعلمية في حالة عينتين 

 135 في حالة العينتين المستقلتين  .1
 137 . في حالة العينتين المترابطتين2

III. 140 تمارين تطبيقية 

 140 . تمارين محلولة1

 146 . تمارين مقترحة2

 148 المراجع

 150 الملاحققائمة 
 

 

 

 

 

 



     

 

5  

 

 

 مقدمة:

تعتبر الطرؽ الكمية من العلوـ التطبيقية التي أحرزت انتشارا واسعا خاصة بعد ابغرب العابؼية الثانية وامتدت  
العلمي و ابؼنهجي القادر على  بالأساستطبيقاتها لتشمل القطاع الصناعي و ابػدمي على حد سواء ، لكونها تتسم 

التعامل مع ابؼشكلبت ابؼختلفة و التوصل الى ابغلوؿ ابؼمكنة .فهي تعتمد على التكميم و امكانية القياس ابؼوضوعي 
بؼتغنًات ابؼشكلة و معاينً القرار ، باستخداـ طرؽ و بماذج  رياضية متعددة بيكن بصعها برت بماذج بحوث العمليات 

على الرغم من أف العديد من ابؼتغنًات يصعب السيطرة  ذه  ابؼطبوعة، صائية  اللتنٌ تم تناوبؽما فيو الأساليب الاح
عليها و اخضاعها للطرؽ العلمية و برليلها و التعامل معها على أساس رقمي ، لأنها ترتبط بالعنصر البشري و 

 العوامل ابؼؤثرة فيه.
من خلبؿ النظر للمشكلة من زاوية كمية ، أي أنه  التجارية في العلوـ  ويفسر بحوث العمليات كطريقة كمية 

يتم تأطنً ابؼشكلة و بمهجتها  وفق تكنيك رياضي معنٌ حسب طبيعة و متغنًات ابؼشكلة من أجل التوصل الى 
أما الأساليب الإحصائية التي تعتبر كهلك من الطرؽ العلمية التي . ذو متاح  أحسن الوضعيات ابؼمكنة في ظل ما

رت في القرف ابؼاضي ، فإنها تتيح للمؤسسات الصناعية و التجارية برليل نتائج التغنًات ابغاصلة على الظواذر تطو 
ابؼدروسة و التوقعات ابؼستقبلية بدا بوتمل أف تكوف عليه ابغاؿ فيها ،بفا بهعلها  قاعدة أساسية مساعدة في عملية 

 ابزاذ القرار  . 
 "ابؼعنونة بػ " دروس و تطبيقات في مقياس التقنيات الكمية في العلوـ التجارية  وقد جاءت ذه  ابؼطبوعة 

ضمن بطسة فصوؿ وفق ابؼقرر الوزاري وذي : البربؾة ابػطية،  وابؼوجهة لطلبة سنة أولى ماستر مالية و بذارة دولية ،
،  تعدد، وأخنًا الطرؽ اللبمعلميةالبربؾة بالأعداد الصحيحة ، شبكات الأعماؿ، برليل الابكدار ابػطي البسيط و ابؼ

بحيث اعتمدنا البساطة و الوضوح في اخراج ذه  ابؼادة  من خلبؿ الابتعاد عن البراذنٌ الرياضية التي تثقل كاذل 
الطالب غنً ابؼتخصص من جهة ، و ربط ابؼفاذيم و القواعد النظرية بأمثلة تطبيقية و بؾموعة من التمارين المحلولة و 

ن جهة أخرى. ذدفنا في ذلك  بسكنٌ الطالب من تطبيق ابعانب النظري على ابغياة العملية أو في أبحاثه ابؼقترحة  م
كما يطلب من ذها الأخنً ادراكه لبعض ابؼعارؼ و ابؼتعلقة خاصة بالاحصاء التطبيقي، رياضيات  ،التطبيقية

 .يعاب ابؼؤسسة و تسينً ابؼشاريع من أجل تسهيل و تسريع عملية الفهم و الاست
تكوف ذه  ابؼطبوعة عونا لأبنائنا الطلبة و أكوف قد وفقت بتقدنً الأحسن و أف   في الأخنً، أرجو أف 

م في بؾاؿ النماذج الرياضية ابؼطبقة في المجاؿ الاقتصادي و التجاري، و و احتياجاته هممعلوماته امنه وف يستوفمرجعا 
 الانتقادات البناءة الكفيلة بتحسينها مستقبلب.أف تلقى اذتماما من زملبئنا الأساتهة بتقدنً  
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 الفصل الأول : البرمجة الخطية

 :فصلال أىداف
 قادرا على:أف يصبح قراءة ذها الفصل ينتظر من الطالب بعد 

 برديد بنية  بموذج البربؾة ابػطية. 
 فهم الافتراضات الأساسية لنموذج البربؾة ابػطية. 
 ابػطي بالطريقة البيانية  مهما كاف نوع مسألة البربؾة ابػطية.ابهاد ابغل الأمثل للبرنامج  
 ابهاد ابغل الأمثل للبرنامج ابػطي بطريقة السمبلبكس مهما كاف نوع مسألة البربؾة ابػطية 

 

 محتوى الفصل:
 I .بنية و فرضيات البربؾة ابػطية . 

 . بنية البربؾة ابػطية.1 
  فرضيات البربؾة ابػطية..2         

-II..صياغة بموذج البربؾة ابػطية 
 خطوات صياغة بموذج البربؾة ابػطية.. 1         

III.طرؽ حل البرنامج ابػطي. 
 . الطريقة البيانية.1        
 . طريقة السمبلبكس.2        

IV بسارين تطبيقية .. 
 . بسارين بؿلولة.1       
 . بسارين مقترحة.2       
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 تمهيد: 

ابػطية من أذم التطورات العلمية التي توصل اليها الانساف في النصف الثاني من القرف العشرين ، تعتبر البربؾة 
حيث مكنت متخه القرار من النظر الى ابؼشاكل الادارية بشكل علمي و بدنظور بىتلف عن الطريقة التي كانت تعالج 

 بػسائر.بفا نتج عن ذلك برقيق في الأرباح و وفرة في ا  ،بها الأمور من قبل
الأوؿ الهي وضع لبنة   Leonid Kantorovichومن الناحية التاربىية ، يعتبر عالم الرياضيات السوفياتي 

بنائها  من خلبؿ تقدنً أوؿ بؾلة  في البربؾة ابػطية بعنواف "الطرؽ الرياضية في تنظيم و بزطيط الانتاج" في جامعة 
فقد شكلت نقطة بروؿ في تاريخ البربؾة ابػطية حيث بسكن  1947أما سنة    1939.1، وذلك في عاـ  لينينقراد 

من التوصل الى حل بعض مشكلبت التخطيط و الصيانة في سلبح الطنًاف  George Dantzigالعالم الأمريكي 
( و التي نشرت لاحقا في la méthode du simplexeبالاعتماد على ما يسمى بطريقة السمبلبكس)،الأمريكي 

 .1951سنة 
I .  ات البرمجة الخطية:يضبنية و فر 
 . بنية البرمجة الخطية :1
سلسلة من ابػطوات ابؼنظمة يدويا أو آليا للوصوؿ إلى ابغل الهي يعظم   البرمجةكلمة ، تعني  اصطلبحا     

تعني وجود علبقة خطية بنٌ  خطيةأو يدني دالة النموذج في ظل بؾموعة من القيود خلبؿ فترة زمنية، و كلمة 
متغنًات دالة ابؽدؼ أي تتغنً قيم ابؼخرجات تبعا لتغنً قيمة ابؼدخلبت بنفس النسبة أو في نفس الابذا  زيادة أو 

 والإمكانيات ابؼوارد من بؾموعة لتوزيع رياضي أسلوب فيعرؼ على أنه الخطية البرمجة مصطلح  أما.  نقصاً 
 ذها بوقق بحيث الثابتة والعوامل القيود من بؾموعة ضمن ابؼوارد ذه  على ابؼتنافسة ابغاجيات من عدد على المحدودة
 2من ابؼكونات الأربع التالية:تكوف فهو ي . مثاليا توزيعها يكوف أي بفكنة، نتيجة أفضل التوزيع

بسثل ابػيارات ابؼتاحة بؼتخه القرار، و قيمها في البربؾة ابػطية بردد ابغل (:  les variablesالمتغيرات) 
nXXXXويرمز بؽه  ابؼتغنًات بػ الأمثل ،  .....,,.........,, 321 

 عدد ابؼتغنًات في ابؼسألة ابؼدروسة .  nحيث 
 ذه  ابؼتغنًات تعبر عن أحد ابؼفاذيم التالية :

                                                           
1
 Gerald  Baillargeon,  programmation linéaire appliqué, outille à l’aide de décession  , éditions SMG, Québec, 

1996, p24 

  
2
 2000دار ابؼستقبل للنشر و التوزيع ، الأردف، ، 1ط,   بحوث العمليات في العلوم التجارية ،علي العلبونة ، بؿمد عبيدات ،عبد الكرنً عواد   

 153.،ص 
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 . كميات إنتاج بؼنتجات معينة 
 . ساعات عمل في أقساـ معينة من مصنع أو شركة أو مؤسسة 
 . مبالغ من ابؼاؿ ابؼخصص لأنشطة أو فعاليات معينة 
 . ٌكمية ابؼواد الأولية اللبزمة لتصنيع منتج معن 

 إليهنػػريد الوصػػوؿ  الهيذي دالة رياضيػة بسثػل ابؽػػدؼ (: la fonction objectiveدالة الهدف) 
 وبرقيقػػػه، يعبر عنها رياضيا  بػ  

nn XCXCXC  ............2211 J

n

J

J XCZ 



1

 

   .أعداد حقيقية تدعى بدعاملبت دالة ابؽدؼ   CJحيث 
 التي تعابعها البربؾة ابػطية إلى :تصنف الأذداؼ 

 تستخدـ ذه  الدالة عندما نسعى الى برقيػق أكػبر قيمػة بفكنػة كزيػادة الانتػاج الى اقصػى تعظيم دالة الهدف :
 حد بفكن. يرمز للدالة في ذه  ابغالة بػ : 

nn XCXCXCMaxZ  ...............2211 
 تستخدـ ذه  الدالة عندما نسعى الى ابغصوؿ على أدنى قيمة بفكنة كتقليل تكلفة  دالة الهدف: خفيضت

 بفكن. يرمز للدالة في ذه  ابغالة بػ :الانتاج الى أدنى حد 
nn XCXCXCMinZ  ...............2211 

بسثل بؾموعة المحددات أو العوائق التي بهب ابػضوع بؽا من أجل برقيق (: les contraintesالقيود) 
فهي تعبر عن ابؼوارد ابؼتاحة التي بهب أف تكوف بؿددة وقابلة للقياس . يتم التعبنً عنها بصيغة رياضية على  ابؽدؼ ،

شكل متباينات أو معادلات من الدرجة الأولى اذ بيثل الطرؼ الأيسر ابؼتغنًات و معاملبتها ابػاصة أما الطرؼ الابين 
 ية: فيمثل قيمة ثابتة  ، كما تأخه أحد الأشكاؿ التال

..,,.........2,1 mi                   i

n

j

jij bxa 
1

 

2,1.........,,..أو mi                 i

n

j

jij bxa 
1

 

2,1.........,,..أو  mi                   i

n

j

jij bxa 
1

       

 أنه في كلب الأشكاؿ : حيث
           n  :  ابػطي النموذجعدد ابؼتغيػرات في. 

           m عدد الشروط ابػطية (. : عػػدد قيػود ابؼسألة ( 
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          aĳ تدعى بابؼعاملبت التقنية : أعداد حقيقية. 
          : bi من قيود ابؼشكلة لبات اللبزمة لكل قيػدطأعداد حقيقيػة تعبر عن ابؼوارد ابؼتاحة أو ابؼت   

 فإن مسائل البرمجة الخطية يمكن تمثيلها وفق ثلاث صيغ ىي:و للإشارة 
  المختلطة أو الصيغة العامة(la forme générale ou mixte ):  عادة ما تكتب البرامج ابػطية

 (. ≥، = ،  ≤في بداية وضعها على شكل صيغة عامة برتوي على كل الإشارات ) 
 الصيغة القانونية(la forme canonique ) : اما على قيود من نوع أقل من أو  ذي الصيغة التي برتوي

يساوي اذا كانت دالة ابؽدؼ من نوع تعظيم، أو قيود من نوع أكبر من أو يساوي اذا كانت دالة ابؽدؼ 
   من نوع تصغنً

 الصيغة المعيارية(la forme standard ) : شكل مساواة) قيود من  ذي الصيغة التي برتوي على
 .كانت دالة ابؽدؼ من نوع تعظيم أو بزفيض  معادلات( سواء

وذػها يعػػني أنػه يسػػتوجب أف تكػػوف  (:non négativité des variablesعددم سددلبية المتغيددرات ) 
 بصيع ابؼتغنًات موجبة أو معدومة، ويعبر عنها رياضيا بػ: 

..,,.........2,1 nj                  0jx 
 
 . فرضيات البرمجة الخطية :2

موارد بؿدودة على عدد من  استخداـأسلوبا رياضيا لتوزيع أو ، أف البربؾة ابػطية بسثل ذكرنا فيما سبق 111
ذها ما يبنٌ لنا و بفكن بؽا بفثلب في شكل ذدؼ بؿدود ,  استخداـالبديلة ,بالطريقة التي برقق أفضل  الاستخدامات

حيث يقصد بالأولى   Alternatives), و فكرة البدائل )  Activité))بنا فكرة النشاط فكرتنٌعلى تستند إلى  اأنه
تلك الوسائل ابؼختلفة التي بيكن أف أما الثانية فتعني في بؾاؿ الأعماؿ تلك الطريقة التي بيكن أف يتم الإنتاج بها , 

 الافتراضاتتؤدي كل منها إلى برقيق ابؽدؼ المحدد, و في ذه  ابغالة تقوـ البربؾة ابػطية  في أساسها النظري على 
 1التالية : رئيسيةال

و يعني ذلك أف كل نشاط قد يعتبر  (:proportionnalitéالتناسبية ) 
ذلك أف معيار الإبقاز ذو حاصل بصع ابؼسابنات العوامل ابؼختلفة , كهلك فإف الكميات التي  مستقلب عن الآخر ,

العوامل ابؼختلفة من كل من ذه  ابؼوارد. فعلى سبيل  احتياجاتمن ابؼوارد ابؼختلفة تتناسب  مع  استخدامهايتم 
تامة من منتج معنٌ , فإننا بكتاج إلى أربعنٌ  ابؼثاؿ  إذا كنا بكتاج إلى وحدتنٌ من ابؼواد الأولية لإنتاج وحدة واحدة

 الإضافية.  افتراضذو أساس  الافتراضوحدة من ابؼواد الأولية لإنتاج عشرين وحدة من ذها ابؼنتج, و ذها 

                                                           
1
  Gerald  Baillargeon,  opcit, , p24 



     

 

10  

 

تداخل بنٌ الأنشطة  دأنه لا يوج الافتراضويعني ذها (: additivitéالتجميع)  
كاف الربح المحقق من ابؼختلفة،  ما يستلزـ أف الاثر الكلي يتم ابغصوؿ عليه بجمع الأثار ابػاصة لكل متغنً .فاذا مثلب  

وحدات نقدية و الربح المحقق من بيع وحدة واحدة من ابؼنتج الثاني ذو 3بيع وحدة واحدة من ابؼنتج الأوؿ ذو 
كهلك سواء تم بيع ابؼنتج الاوؿ بدفرد  أو ابؼنتج الثاني بدفرد  أو بنا معا ، فمن   فسيكوف ابغاؿوحدات نقدية 5

ابؼمكن مثلب أف يؤدي بيع ابؼنتج الأوؿ الى تغنً اقباؿ الزبوف على ابؼنتج الثاني وفي ذه  ابغالة يتأثر الربح المحقق من 
كل منهما بدفرد  أو بيعهما معا ، فاذا كاف بيع   مبيعات ابؼنتج الأوؿ و الربح المحقق من ابؼنتج الثاني في حالة بيع

 في حالة بيعه مع ابؼنتج الثاني. 3.5في حالة بيعه منفردا فقد يصبح   3الوحدة من ابؼنتج الأوؿ ذي 

يقصد بهه  الفرضية أف مستويات النشاط تتيح  (:divisibilitéقابلية التجزئة) 
ضرورة أف تكوف أعداد صحيحة ، بؽها يعتبر بموذج البربؾة ابػطية بؼتغنًات القرار أف تأخه قيم كسرية ، أي ليس بال

بموذج مستمر . و اذا كاف من الصعب انتاج أجزاء من ابؼنتج فعند ذلك يتم اللجوء الى استخداـ الى أساليب أخرى  
ة لكل كالبربؾة بالأعداد الصحيحة التي تعتبر حالة خاصة من البربؾة ابػطية حيث تضمن ابغصوؿ على قيم صحيح

 متغنًات ابؼسألة.

كافة عناصر ابؼشكلة يفترض النموذج ابػطي أف   (:certitudeالتأكد التام ) 
بؿدودة ومؤكدة , فالشخص القائم بتعريف ابؼشكلة  لا تواجهه عملية  التوقع حيث أنه يفترض العلم التاـ بالظروؼ  

رقاـ ابؼوجودة في دالة ابؽدؼ )مسابنات العوامل و العلبقات التي سوؼ تسود في ابؼستقبل, ,و منه بهب أف تكوف الأ
العوامل و ابؼصادر ابؼتوفرة ( معروفة وثابتة و غنً قابلة للتغينً أثناء فترة معابعة  احتياجات( و المحددات أو القيود )
 ابؼشكلة موضوع البحث . 

II-.:صياغة نموذج البرمجة الخطية 
  صياغة نموذج البرمجة الخطية: خطوات. 1

اف صياغة مشكلة تسينًية معينة بشكل مسألة بربؾة خطية تقتضي الى تطوير بموذج رياضي بيثل مكونات 
ابؼشكلة ابؼراد حلها ، و الهي يعتمد بدرجة كبنًة على الفهم  الدقيق للمشكلة التي يواجهها ابؼسنً بحيث يوفر له 

 نوعنٌ من ابؼعلومات، وبنا:
 ./قيقه من خلبؿ ابؼسألة ) ابؼشكلة( ، فمثلب في حالة البحث عن برقيق معلومات خاصة  بابؽدؼ ابؼراد بر أ

أقصى ربح بكتاج الى ابؼعلومات ابػاصة بالربح الوحدوي مثلب، و اذا كاف ابؽدؼ بزفيض التكاليف بهب 
 توفر معلومات حوؿ التكلفة الوحدوية .

 /مات وفق الامكانيات ابؼمكنة و . معلومات تتعلق بالقيود ، و ذي بسثل ابؼعلومات ابػاصة بالاستخداب
التي يشترط فيها عدـ بذاوز الكميات ابؼتاحة ، فمثلب استخداـ ساعات العمل في العملية الانتاجية بهب أف 
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لا تتجاوز عدد الساعات ابؼتوفرة أو عدد الوحدات التي بيكن انتاجها و التي بهب أف تفوؽ مستوى معنٌ و 
 ها الوقوع في خسارة مثلب.الهي يتحدد من طرؼ ابؼؤسسة  و بهنب

، فاف صياغة البرنامج ابػطي يستدعي برليل مشكلة الدراسة عبر ابػطوات التالية :  1وعلى العموـ
 عن ماذا نبحث أو ماىي المجاىيل التي تهدف المسألة الى ايجاد قيم لها؟: الخطوة الأولى 

بيكن بسثيل كل نشاط بواسطة متغنً وحيد ، و تحديد ماذية النشاطات ابؼتعلقة بابؼسألة حيث تتعلق ذه  ابػطوة ب
التي بهب أف تتم بطريقة واضحة  و دقيقة مع تعريف وحدات القياس ابؼستعملة و أي خطأ في برديدذا يؤدي الى 

 وضع بموذج خاطئ ، لها تعتبر ذه  ابػطوة من أذم مراحل صياغة النموذج .
 تحقيقو؟ ا ىو الهدف الذي تصبو المؤسسة الىمالخطوة الثانية:  
برديد ابؼعيار ابؼتبع في قياس ابؼتغنًات ، أي برديد ابؽدؼ ابؼنشود مع التأكد من استخداـ وحدة القياس و تعني 

نفسها ،  علما أنه بهب أف يكوف في النموذج ذدؼ واحد معبر عه رياضيا في صورة دالة ابؽدؼ سواء كانت 
 (.  Min( أو بزفيض )Max)تعظيم
 ىي القيود المفروضة على تحقيق ىدف المسألة؟ما  الخطوة الثالثة: 

التي تقيد القيم التي بيكن أف  تحديد قيود ابؼسألة من خلبؿ بناء بـتلف ابؼعادلات و ابؼتراجحاتترتبط ذه  ابػطوة ب
تأخهذا بـتلف ابؼتغنًات، و ذلك بإدراج كل من الكميات ابؼتاحة بؼختلف ابؼوارد و ابؼعبر عنها بالثوابت التي تكوف 
على ابعانب الأبين من القيد،  و استغلبؿ ابؼوارد من طرؼ بـتلف ابؼنتجات في الطرؼ الأيسر من القيد. مع الاشارة 

 النموذج .ـ السلبية بهب أف يعبر عنه بقيد أخنً في الى أف شرط عد
 التحقق من فرضيات نموذج البرمجة الخطيةالخطوة الرابعة:  

و في ابغقيقة بيكن بذاوز بعض الفرضيات  الة ابؽدؼ و القيود( ،مراعاة توفر شرط خطية النموذج ) دبدعنى آخر ،  
 . اذا رأينا أنها لا تبعدنا بشكل كبنً عن ابغل الأمثل

 الخطوة الخامسة: كتابة النموذج الخطي للمسألة 
و التحقق من عدـ ابؽدؼ، القيود وشرط عدـ السلبية( بصع كل ابؼعطيات على الشكل الرياضي للنموذج )دالة 

 نسياف أي عنصر من عناصر ابؼسألة.
 

ان اتباع ىذه الخطوات في صياغة النموذج الخطي سوف يقلل الى حد كبير من حجم الأخطاء التي 
يمكن أن نقع فيها . و قد تم التوسع فيها نظرا لأىميتها، الا أنو يمكن صياغة النموذج من خلال الاجابة على 

 .ينالتالي يينالمثالالأسئلة الثلاثة السابقة و التي سوف يتم تطبيقها على  
 

                                                           
1
 Michel Nedzela, introduction a la science de la gestion, méthodes déterministes en recherche opérationnelle, 

2édition, presses de l’université du Québec , 1984, pp 72, 73 
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  :(01رقم) مثال 
و وحدات خشبية 2يتطلب استعماؿ طاولة واحدة ، بحيث انتاج  الطاولات و الكراسي تقوـ مؤسسة بصناعة

 ساعات عمل 6صفيحة خشبية و 1يتطلب انتاج كرسي واحد ساعات عمل ، بينما 3تستغرؽ في ورشة التصنيع 
ساعة عمل في ورشة التصنيع، كما 2400و  صفيحة خشبية1000ابؼؤسسة  أسبوعيا لدىيتوفر و  التصنيع.بورشة 

 وحدة نقدية. 30 ،20على الترتيب ذو للطاولات و الكراسي أف الربح الوحدوي 
صياغة ابؼسألة في شكل بموذج البربؾة ابػطية من أجل برديد البرنامج الانتاجي الأمثل الهي يعظم أرباح  المطلوب:
 ابؼؤسسة.

 :الحل
  لتسهيل فهم ابؼسألة نضعها في شكل جدوؿ ) نعتمد على ذه  ابػطوة في ذها التمرين فقط لتعلم ابغل

 بسهولة(
 الربح الوحدوي ورشة التصنيع مادة الخشب المنتوج/ الموارد

 و.ف20 سا3 2 الطاولات
 و.ف30 سا6 1 الكراسي

  سا2400 وحدة1000 كميات و ساعات العمل المتاحة أسبوعيا
 
 :بكاوؿ بناء النموذج الرياضي للمسألة من خلبؿ الاجابة عن الأسئلة الثلبثة السابقة 

 عن ماذا نبحث أو ماىي المجاىيل التي تهدف المسألة الى ايجاد قيم لها؟أولا/ تحديد المتغيرات : 
الوحدة بحيث أف ربح الطاولات و الكراسي من خلبؿ نص ابؼسألة نلبحظ أف نشاط ابؼؤسسة يكمن في تصنيع 

الواحدة منهما معلوـ للمؤسسة ،في حنٌ أف  عدد الوحدات الواجب انتاجها لكليهما و الهي بوقق الربح الابصالي 
 ذو المجهوؿ في ابؼسألة . و عليه فأف متغنًات ابؼسألة بيكن التعبنً عنها كما يلي:

 الطاولات : عدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من X1ػ  
 الكراسيعدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من   : X2ػ 

 ثانيا/ تحديد دالة الهدف: ما ىو الهدف الذي تصبو المؤسسة الى تحقيقو؟
 ، أي اف : ابؼمكن انتاجها من ابؼنتوجنٌاف ابؽدؼ الاساسي للمؤسسة ذو تعظيم الربح الناتج عن الوحدات 

 الكراسي+ ربح الطاولاتالربح الابصالي = ربح 
( +) ربح الوحدة الواحدة لطاولاتعدد الوحدات الواجب انتاجها من ا× الطاولات ربح الوحدة الواحدة من=) 
 الكراسي(عدد الوحدات الواجب انتاجها من × الكراسي من

 وعليه بيكن تربصة الصيغة اللغوية لدالة ابؽدؼ في شكل رياضي كما يلي :
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MaxZ = 20 x1 + 30 x2 

 ىي القيود المفروضة على تحقيق ىدف المسألة؟ ما ثالثا/ تحديد القيود:
اف برقيق أعظم قيمة لدالة ابؽدؼ في ذه  ابؼسألة  بهب أف يتم في ظل احتراـ القيود ابؼفروضة على ابؽدؼ , و 

 ابؼتمثلة في :
 يتم التعبنً عن ذها القيد بطرفنٌ:قيد مادة الخشب : 

بتعبنً لغوي  ، ابؼنتوجنٌ الهي بيثل بؾموع الوحدات التي يتطلبها انتاجطرؼ الاستخدامات ) الطرؼ الايسر(:. 1
 :نقوؿ

 للكراسيابؼخصصة ابػشب عدد الوحدات من + للطاولاتابؼخصصة  عدد الوحدات من ابػشب
= 

عدد وحدات )( +الطاولات عدد وحدات ابؼنتجة من×طاولة واحدة  لإنتاجابؼخصصة  شبعدد وحدات ابػ)
 (الكراسي عدد وحدات ابؼنتجة من×كرسي واحد   لإنتاجابؼخصصة  شبابػ

= 
2 x1 + x2 

الواجب عدـ   شبالهي بيثل الوحدات ابؼتاحة من مادة ابػ .طرؼ ابؼتاحات أو الامكانيات) الطرؼ الأبين (2
 وحدة.1000بذاوزذا ) أي عدـ استخداـ أكثر بفا ذو متاح( و ابؼقدرة بػ 

 و ابؼتاحات( تكوف العبارة الرياضية بؽها القيد وفق الصياغة التالية: و بتركيب طرفي القيد ) الاستخدامات
2 x1 + x2≤ 1000 

  :بنفس الطريقة ابؼتبعة في صياغة القيد الأوؿ يتم التعبنً عن قيد ساعات العمل :قيد ورشة التصنيع 
 و يساوي ذنا: طرؼ الاستخدامات:
 للكراسيساعات العمل ابؼخصصة  عدد ابؼخصصة للطاولات+عدد ساعات العمل 

= 
ساعات العمل  عدد )+( من الطاولات عدد وحدات ابؼنتجة×لطاولة واحدة )عدد ساعات العمل ابؼخصصة 

 (الكراسي عدد وحدات ابؼنتجة من ×لكرسي واحدابؼخصصة 
= 

3 x1+ 6 x2 

 ساعة عمل أسبوعيا.2400: الزمن ابؼتاح  و الهي لا بيكن بذاوز  بأي حاؿ من الأحواؿ ذو طرؼ ابؼتاحات
 وبتركيب طرفي القيد ، نكتب: 

3 x1+ 6 x2≤ 2400 
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  قيد عدـ سلبية ابؼتغنًات: بدا أف ابؼتغنًات ابؼستعملة في البرنامج تعبر عن مقادير فيزيائية ) وحدات( فلب
 بيكن أف تكوف اشارتها سالبة ، و عليه نكتب:

x1 , x2≥ 0 
  ابػطوات السابقة بالشكل التالي:كتابة البرنامج ابػطي بناء على 

MaxZ = 20 x1 + 30 x2  

2 x1 + x2≤ 1000 
3 x1+ 6 x2≤ 2400 
x1 , x2≥ 0 

 
 اصر ابؼسألة و مراجعتها مع النموذج، بيكن التحقق من توفر نبعد التأكد من عدـ ابناؿ أي عنصر من ع

 .أجل التوضيح  بؽه  النقطة( الفرضيات الأساسية للنموذج ابػطي: ) نستعملها في ذها التمرين فقط من
 الفرضية التناسبية: بؿققة لأف كل معاملبت دالة ابؽدؼ و ابؼعاملبت التقنية ثابتة.ػ  

 فرضية التجميع: بؿققة بحيث كل نشاط مستقل عن الآخر ، فكل منتج لا يدخل في انتاج منتج آخر.ػ  ػ 
 وحدات(. ػ فرضية قابلية التجزئة: بؿققة لأف ابؼتغنًات مستمرة) عدد

 : (02رقم) مثال 
دج و 3000قررت مؤسسة وطنية شراء نوعنٌ من الآلات حيث تكلفة شراء النوع الأوؿ و الثاني على الترتيب ذو 

وحدة بالنسبة للآلة من النوع الثاني ، كما تريد 40وحدة يوميا و 60دج. بيكن لآلة من النوع الأوؿ أف تنتج 1000
 وحدة.2000آلات من النوع الثاني وذها لتحقيق انتاج يومي لا يقل عن 3ابؼؤسسة شراء على الاقل 

 برديد عدد الآلات الواجب شراؤذا من النوعنٌ من لأجل برقيق أقل تكلفة. المطلوب:
  الحل:

   :تحديد المتغيرات 
 ، لها نفترض أف :عدد الآلات الواجب شراؤذايتمثل القرار في ذها ابؼثاؿ في برديد 

x1عدد الآلات من النوع الأوؿ الواجب شراؤذا : 
2 x عدد الآلات من النوع الثاني الواجب شراؤذا : 

 الهدف ةتحديد دال : 
 فعليه تكوف الصيغة كالتالي:بدا أف ابؽدؼ في ذه  ابؼسألة ذو بزفيض تكاليف شراء النوعنٌ من الآلات ،

  MinZ= 3000x1 + 1000 x2                        
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 :تحديد القيود 
60x1 + 40x2≥ 2000        قيد الانتاج اليومي: 

           x2≥ 3قيد عدد آلات النوع الثاني:   
 x1 , x2≥ 0       قيد شرط عدـ السلبية:    

 
IIIطرق حل البرنامج الخطي.: 

صياغة النموذج للمشكلة و ابؼتضمنة بطبيعة ابغاؿ بحث العلبقات ابؼنطقية ابؼتبادلة فيما بنٌ العديد من بعد 
ابؼتغنًات الواقعة برت تأثنً قيود نوعية وكمية و غنًذا ،تأتي خطوة حله التي تعنى بإبهاد قيم  ابؼتغنًات التي بذعل دالة 

سواء كانت الدالة في حالة تعظيم أو في حالة التخفيض، وذها  ابؽدؼ في أمثل قيمة بؽا دوف بذاوز حدود القيود
 يكوف   باستخداـ احدى أذم طرؽ البربؾة ابػطية  وبنا:

 (طريقة السمبلبكسméthode du simplexe) 
   الطريقة البيانية  التي تعتبر مدخلب لفهم طريقةsimplexe    ، التي تكوف عادة معقدة و صعبة الى حد ما

 كما  تعطي تصورا عن صورة احتمالات ابغل الأمثل لنموذج البربؾة ابػطية
  . الطريقة البيانية:1

تعتمد الطريقة البيانية على التمثيل التصويري بؼسألة البربؾة ابػطية ولكنها لا تطبق الا على ابغالات البسيطة 
حيث أف التمثيل البياني لا بيكن أف يتجاوز السطح المحدد بدحوري الاحداثيات الأفقي و الرأسي، لهلك فاف 

التي تؤثر في ابزاذ القرارات كثنًة جدا تفوؽ ابؼتغنًين . و استخدامها في ابغياة العملية معدومة لاف عدد ابؼتغنًات 
 سنقوـ بتوضيح ابػطوات العملية للطريقة البيانية   وفقا لنوعي دالة ابؽدؼ بؼسائل البربؾة ابػطية:

 أولا. في حالة التعظيم:
 1البيانية نتبع ما يلي: التعظيم بالطريقةبغل برنامج خطي في حالة 

الإحداثيات ) الأفقي أو العمودي( ، وذنا من الضروري أف يعلم الدارس أف الأخه كل متغنً بأحد   بسثيل 
بعنٌ الاعتبار بقيد عدـ سلبية ابؼتغنًات يطلب أف يقع ابؼتغنًين في الربع الأوؿ من الرسم البياني) أي ابعهتنٌ ابؼوجبتنٌ 

 من المحورين(.
دلة ، وذلك بإبهاد نقطتنٌ لكل قيد يتم تعينٌ بسثيل كل قيد بخط مستقيم بعد برويله من متباينة الى معا 

أحدبنا على المحور الافقي و الآخر على المحور العمودي . وبشكل مبسط نأخه ابعزء الأوؿ من القيد الهي يكوف 
 .على شكل ابؼساواة ونضع أحد ابؼتغنًات مساو للصفر ، فنتمكن من برديد قيمة ابؼتغنً الثاني و العكس صحيح

 
                                                           
1
 Amor Farouk Benghezal , programmation linéaire, 2édition, office des publications universitaires, Alger, 2006 , 

pp16,17 
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ثم برديد بؾاؿ ابغل للقيد حسب  ابؼستخرجة،كل قيد على الرسم البياني بالتوصيل ما بنٌ النقاط   رسم 
 طبيعته حيث:

  اذا كاف القيد من نوع أقل من أو يساوي فاف بؾاؿ ابغل يقع برت القيد بابذا  نقطة الأصل ) ابؼساحة
 الواقعة على يسار ابؼستقيم(.

 اوي فاف بؾاؿ ابغل يقع فوؽ القيد نقطة الأصل) ابؼساخة الواقعة على اذا كاف القيد من نوع أكبر من أو يس
 بينٌ ابؼستقيم( .

 . اذا كاف القيد من نوع مساواة فاف بؾاؿ ابغل يقع على القيد نفسه 
ابؼمثلة للقيود، فهي بسثل مساحة  برديد منطقة ابغلوؿ ابؼشتركة التي تظهر من تقاطع ابػطوط ابؼستقيمة 

 قيود ابؼشكلة. تستجيب لشروط بصيع
  1ابهاد ابغل الأمثل الهي بهعل دالة ابؽدؼ في نهايتها العظمى باتباع احدى الطريقتنٌ التاليتنٌ: 
 :وذي طريقة بسيطة وسهلة جدا تقوـ على تعويض احداثيات نقاط أركاف منطقة ابغلوؿ  الطريقة الأولى

 .ابؼمكنة بدالة ابؽدؼ ، ومن ثم اختيار النقطة التي تعطي أكبر قيمة لدالة ابؽدؼ
  :الطريقة الثانية(  نرسم مستقيم لدالة ابؽدؼ على نفس ابؼعلم يدعى بابؼستقيم  ، ) و الهي يتم ابغصوؿ

ثم نقوـ بتحريكه بصفة متوازية ابذا  رؤوس منطقة ابغلوؿ  ، Z=0ل الدالة معدومة ،  أي أف بجع عليه
 ابؼمكنة وتكوف النقطة التي برقق أكبر قيمة للدالة ذي آخر نقطة يصل اليها ابؼستقيم.

 :  01نستعنٌ بدثالنا السابق رقم سولتطبيق ذه  ابػطوات 
 مثال: 

 النموذج ابػطي للمسألة: حيث 
X1  الطاولات : عدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من 

 الكراسيعدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من   : X2ػ    
MaxZ = 20 x1 + 30 x2                        

2 x1 + x2≤ 1000 
3 x1+ 6 x2≤ 2400 

x1 , x2≥ 0                                                                 
 مستقيم:قيود البرنامج  بخط  بسثيل 
  x1 + x2≤    1000 2(:  شبنقاط القيد الأوؿ) مادة ابػػ 

                                                           
1
، دار القلم للنشر و التوزيع، الامارات 1، طبحوث العمليات ، الطرق الكمية المساعدة في اتخاذ القرارساليب أعبد الستار أبضد بؿمد الآلوسي ،   

 .64، ص 2003العربية ابؼتحدة، 
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 x1 + x2 2            1000 =: بكوؿ ابؼتباينة الى مساواة

، وذه  ذي النقطة الأولى ، و بنفس x2= 1000و نعوض في معادلة القيد فتكوف قيمة  x1= 0نفرض أف 
 .x1= 500فتكوف قيمة  x2=0الأسلوب نستخرج النقطة الثانية بافتراض أف 

 x1+ 6 x2≤ 2400 3ب. نقاط القيد الثاني) ورشة التصنيع( :     
،  x2= 400فاف قيمة  x1=0، فبافتراض أف بنفس الاجراءات التي طبقت على القيد الأوؿ  يتم استخراج النقاط

 .x1= 800فاف قيمة  x2=0وبافتراض أف 
 وبيكن تلخيص  النتائج في ابعدوؿ التالي:

 x1= 0 x2=0 القيود
2 x1 + x2=1000 1000 500 

3 x1+ 6 x2= 2400 400 800 
 و برديد منطقة ابغل لكل قيد بسثيل القيود على الرسم البياني: 

التي بيكن التعبنً كل منهما يقع بابذا  نقطة الأصل وبدا أف قيدي ابؼثاؿ من نوع أقل من أو يساوي فاف بؾاؿ ابغل ل
 المجاؿ، و الشكل التالي يبنٌ بسثيل القيدين: بكو ذهاعنه بأسهم تتجه 

  
 
 
 
 
 
 

 
 

 : برديد منطقة ابغلوؿ ابؼشتركة 
(  و DCذي الواقعة الى أسفل و يسار ابؼستقيم ) شب حسب الرسم البياني أعلب  ، فاف منطقة ابغل لقيد مادة ابػ

( ، أما منطقة القبوؿ ابؼمكنة لقيد ورشة التصنيع فهي ابؼنطقة الواقعة الى أسفل و يسار OCD) المحددة بابؼساحة
( . وبالتالي فاف منطقة القبوؿ ابؼشتركة للقيدين معا تتحدد بابؼساحة  OAE( و المحددة بابؼساحة )AEابؼستقيم ) 

(OABC بيكن اعتبارذا حلب بفكنا ( حيث أف أي نقطة ضمن ذه  ابؼنطقة ابؼضللة )داخلها أو على ح )دودذا
 تتحقق فيه قيدي ابؼسألة

200 

x1 

x2 

2x1+x2=1000 

 الحلول  منطقة
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 :برديد ابغل الأمثل 
  :حسب مثالنا ذناؾ أربعة نقاط بسثل أركاف منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة حيث تظهر نتائج اختبار الطريقة الأولى

 ذه  النقاط في دالة ابؽدؼ لتحديد نقطة ابغل الأمثل في ابعدوؿ التالي:
 

النقاطاحداثيات  النقاط  قيمة دالة الهدف 
0 o :( x1=0, x2=0)  MaxZO=0 
A A:( x1=0, x2=400) MaxZA=12000 
B B:( x1=400, x2=200) MaxZB=14000 
C C:( x1=500, x2=0) MaxZC=10000 

أي أف البرنامج الانتاجي  Bيتبنٌ أف ابغل الأمثل يكوف عند النقطة  O,A,B,Cوبدقارنة ابغلوؿ ابؼختلفة عند النقاط 
 وحدة نقدية .14000مع برقيق أقصى ربح قدر  كرسي  200طاولة و  400الأمثل للمسألة يتمثل في انتاج 

 الطريقة الثانية :(  نرسم مستقيم لدالة ابؽدؼ على نفس ابؼعلم يدعى بابؼستقيم  ، ) و الهي يتم ابغصوؿ
 :بير بالنقطتنٌ(  وعليه فابؼستقيم )،  Z=0بجعل الدالة معدومة ،  أي أف  عليه

20 x1 + 30 x2=0 
x2 x1 

-200 300 
400 -600 

 ويكفي برديد نقطة واحدة فقط لكونه بير الزاما بنقطة ابؼبدأ
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،و بالتالي تشكل لنا   B،بقد أف آخر نقطة يصلها في منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة  ذي النقطة (  و بتحريك ابؼستقيم)
 ابغل الأمثل ، حيث بيكن لنا ابهاد احداثياتها اما :

وامداد مستقيم موازي للمحور   x1ذندسيا بإنزاؿ شاقوؿ من ذه  النقطة على المحور الأفقي فنجد قيمة ػ 
 .x2فنجد قيمة   Bالأفقي انطلبقا من النقطة 

 ػ حل معادلتي ابؼستقيمنٌ باعتبارذا بسثل نقطة تقاطع القيدين:
2 x1 + x2=1000                                                             
3 x1+ 6 x2= 2400                                               

 . القيمتاف اللتاف بذعلبف دالة ابؽدؼ في أعلى قيمة بؽاوبنا   x2=  200و   =x1 400 وبحلها بقد أف
 : شرح ابغل الأمثل و التحقق منه 

 من خلبؿ التعويض بإحداثيات ابغل في كل من دالة ابؽدؼ و قيود ابؼسألة كما ذو مبنٌ أدنا : يكوف ذلك 
 MaxZ=20 x1 + 30 x2       د دالة الهدف:

20(400)+ 30(200) = 14000           
 x1 + x2≤1000 2                 القيد الأول:د 

 2(400)+ 200 ≤ 1000                             
1000≤ 1000                                       

وذها يعني أف  كمية مادة ابػشب  ابؼتاحة تساوي كمية مادة ابػشب ابؼستغلة.أف  كما   وعليه ، فاف القيد الأوؿ بؿقق 
 .(contrainte saturée)بالقيد المشبعذه  ابؼادة قد استغلت بالكامل، ويسمى القيد في ذه  ابغالة 

 x1+ 6 x2≤ 2400 3          القيد الثاني:ػ 
3(400) + 6(200) ≤ 2400                   

2400≤2400                                 
فاف القيد الثاني  بؿقق  كما أف زمن ورشة التصنيع ابؼتاح يساوي  الزمن ابؼستغل ، ما يعني ذلك أف زمن  وعليه ،

 و بهلك فهو قيد مشبع. ورشة التصنيع قد استغل بالكامل.
 . x1=400   ،x2=200بؿقق ذو أيضا حيث قيمة اشارة ابؼتغنًات موجبة :    د قيد عدم سلبية المتغيرات:

 .فاف ذها ابغل مقبوؿ نظرا لتحقيقه بصيع قيود ابؼسألة من جهة و تعظيمه للؤرباح من جهة أخرىوبالتالي،  
  :ثانيا. في حالة التخفيض

 استخدامها في حل مسائل التعظيم كما سبق  البيانية معتتشابه خطوات حل مسائل التخفيض بالطريقة     
فارقنٌ أساسينٌ نابذنٌ عن اختلبؼ طبيعة كل من داله ابؽدؼ  والقيود  الاشارة اليها في ابغالة السابقة، الا أف ذناؾ 

 . لها فاف الفارقنٌ يتمثلبف في :1بحيث نتعامل ذنا مع دالة من نوع بزفيض و قيود من نوع أكبر من أو يساوي
                                                           

 29، ص2004دار الوراؽ، الاردف،   ،1،ط بحوث العمليات و تطبيقاتها في ادارة الاعمالبؿمود العبيدي، مؤيد عبد ابغسنٌ الفضل،   1
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 .)منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة و التي تقع فوؽ مستقيمات معادلات القيود ) أي على بينٌ ابؼستقيم 
  الأمثل الهي يتواجد دائما في اقرب نقطة الى الاصل ضمن منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة لأنها تعطي أقل قيمة ابغل

 بفكنة لدالة ابؽدؼ.
و لتوضيح الفروقات بنٌ استخداـ طريقة ابغل البياني في حل مسائل التعظيم و مسائل التخفيض سنعتمد على ابؼثاؿ 

 (:02السابق رقم )

 :مثال  

 بؼثالنا على الشكل التالي:النموذج ابػطي 
MinZ= 3000x1 + 1000 x2                                             

60 x1 + 40x2 ≥ 2000 
x2≥ 3                    
x1 , x2, ≥ 0 

  بسثيل كل قيد بخط مستقيم  وذلك من خلبؿ ابهاد النقاط ابؼمثلة لكل قيد بنفس القواعد التي تم شرحها في
 :التعظيمحالة  

، وذه  ذي النقطة الأولى ، x2= 50و نعوض في معادلة القيد فتكوف قيمة  x1= 0نفرض أف بالنسبة للقيد الأوؿ : 
 .x1=100/3فتكوف قيمة  x2=0و بنفس الأسلوب نستخرج النقطة الثانية بافتراض أف 

 ذو خط مستقيم موازي للمحور الأفقي x2=3أما القيد الثاني :  
  ثم برديد بؾاؿ  ابغل لكل قيد  و التي تنحصر بنٌ ابػط ابؼستقيم صعودا الى رسم  القيود على ابؼعلم ،

 . ( ≥الأعلى على اعتبار اف اشارة القيود من نوع )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 4 
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A 

60x1+40x2=2000 

 منطقة الحلول
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 بسثل ابؼنطقة غنً المحددة من الأعلى اذ برددت بابؼنطقة البعيدة عن نقطة  التي برديد منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة

 الأصل لكوف ابؼتراجحات من نوع أكبر من أو يساوي  ومن ثم يوجد عدد غنً منته من ابغلوؿ في ذه  ابؼنطقة.
  ددة ػ والتي بيكن يقع ابغل الامثل على ابغدود الداخلية بؼنطقة ابغلوؿ ابؼمكنة الغنً بؿابهاد ابغل الأمثل الهي

 :A ,B برديدذا بالنقطتنٌ 
 قيمة دالة الهدف احداثيات النقاط النقاط
A A:( x1=94/3, x2=3) MinZA=97000 
B B:( x1=0, x2=50) MinZB=50000 

آلة من النوع الثاني فقط لتحقيق أقل تكلفة قدرذا 50ما يعني شراء  Bوبالتالي فاف أقل تكلفة تكوف عند النقطة 
 وحدة نقدية50000

 . طريقة السمبلاكس:2
ذي عبارة عن خوارزمية تبحث عن ابغل الأمثل بطريقة متدرجة  بدءا من ابغل ابؼمكن الأولي وصولا الى 

من خلبؿ فحص ذروات منطقة الامكانات ابغل النهائي الهي  لا بيكن برسنٌ دالة ابؽدؼ بعد  على الاطلبؽ،  
بشكل متسلسل و باستخداـ مفاذيم رياضية بسيطة وثابتة ، معتمدة بهلك على قاعدة الطريقة البيانية التي تنص 

 على أف أي حل بؼسألة البرنامج ابػطي سيكوف على أحد أركاف منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة فقط.
 1الأربع التالية: كس في ابػطواتسمبلب وبيكن تلخيص ابػطوات التي تتضمنها طريقة ال

 برويل النموذج ابػطي الى بموذج معياري 
 .ابهاد ابغل الأولي ابؼمكن 
 .اختبار أمثلية ابغل 
 .برسنٌ ابغل الى غاية بلوغ ابغل الأمثل 

وكل خطوة من ذه  ابػطوات تتم وفق عدة عمليات حسابية في جداوؿ تسمى بجداوؿ السمبلبكس ذات الشكل 
 تالي:العاـ ال

 
  (Cjمعاملبت دالة ابؽدؼ)

 bi V Ck (Xi, ei, Aiمتغنًات النموذج )

ابؼتغنًات  كمية ابؼوارد (aijمصفوفة القيود)
 الاساسية المجهولة

معاملبت دالة ابؽدؼ 
 ابؼقابلة للمتغنًات الاساسية

 Z =∑Ck bi  : ابؽدؼقيمة دالة  Δ C ==∑Ck aij -cj  سطر التقييم:

                                                           
1
 Michel Nedzela, opcit , pp145 ;148 
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ولتبسيط خطوات ابهاد ابغل الأمثل بطريقة السمبلبكس سنعمل على توضيحها وفقا لنوعا دالة ابؽدؼ بؼسائل البربؾة 
 ابػطية:

 أولا. في حالة التعظيم:
سنوضح خطوات تطبيق طريقة السمبلبكس في حالة التعظيم  انطلبقا من  ابؼثاؿ العددي الهي استخدـ في 

  مقارنة النتيجة ابؼترتبة عن ذاتنٌ الطريقتنٌ :شرح الطريقة البيانية ، رغبة في
 :كاف البرنامج ابػطي ذو:  مثال 

MaxZ = 20 x1 + 30 x2                        

2 x1 + x2≤ 1000 
3 x1+ 6 x2≤ 2400 
x1 , x2≥ 0 

 :تحويل النموذج الخطي الى نموذج معياري الخطوة الأولى 
بإضافة متغنًات جديدة غنً سالبة تسمى بدتغنًات يتم ذلك من خلبؿ برويل بصيع ابؼتراجحات  الى معادلات 

الى الطرؼ الأيسر للمتراجحات ) أي الى الطرؼ الأقل من ابؼتراجحة لكي  (Les variables d’écart)الفجوة 
و التي تعبر اقتصاديا عن الطاقة العاطلة أو غنً ابؼستغلة حيث أف عائدذا يساوي الصفر )أي  تتحوؿ الى معادلة( ،

 . وعليه يصبح النموذج ابؼعياري بؽه  ابؼسألة بالشكل التالي:eأف قيمتها في دالة ابؽدؼ معدومة(. يرمز بؽا بالرمز 
MaxZ = 20 x1 + 30 x2 + 0 e1 +0 e2                       

2 x1 + x2 + e1 = 1000 
3 x1+ 6 x2 + e2 = 2400 
x1 , x2 ,  e1, e2≥ 0 

  :ايجاد الحل الأولي الممكنالخطوة الثانية 
يقصد بها اعداد جدوؿ ابغل الأولي  من خلبؿ تنظيم بيانات النموذج ابؼعياري في حالة التعظيم   كما ذو مبنٌ في 

كمتغنًات أساسية أما متغنًات القرار فتكوف خارج  خانة الشكل التالي ، مع مراعاة أف تكوف  متغنًات الفجوة  
  ابؼتغنًات الأساسية) خارج الاساس(  :

 :1رقم  الحل جدول
0 0 30 20  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1 1 2 1000 e1 0 
1 0 6 3 2400 e2 0 
0 0 30- -20 Z= 0 
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كما نلبحظ من ابعدوؿ أعلب  أنه يناظر نقطة الأصل في طريقة ابغل البياني ، وذي ابغالة التي تعبر عن عدـ وجود 
 .      وبالتالي لم يتم برقيق أي ربح(، x1=0, x2=0أي انتاج )أي 

 اختبار الأمثلية الخطوة الثالثة : 
(. Δ C≥0عندما تكوف بصيع قيم سطر التقييم موجبة أو معدومة )أي  Maxيتحقق شرط الأمثلية في مسائل التعظيم 

 ووجود قيمة سالبة في ذها السطر يعني أف ذناؾ امكانية لتحسنٌ ابغل أي الانتقاؿ من حل مقبوؿ الى آخر أكثر 
دوؿ الأولي يضم قبولا و اقترابا من ابغل الأمثل بهدؼ زيادة قيمة دالة ابؽدؼ .وفي مثالنا نلبحظ أف سطر التقييم للج

 .أكثر من قيمة سالبة، ما يعني امكانية برسنٌ ابغل من خلبؿ اعداد جدوؿ جديد )ثاني(  بيثل حلب بؿسنا 
 الخطوة الرابعة: تحسين الحل 

 للقياـ بهه  ابػطوة ، يتطلب الأمر برديد ثلبثة عناصر و ابؼتمثلة في:
 (ابؼتغنًة الداخلةvariable entrante ذي تلك ابؼتغنًة خارج الأساس التي تتحوؿ إلى متغنًة أساس :)

) أكبر قيمة  أقل قيمة سالبة من قيم سطر التقييمموجبة يتم اختيارذا في حالة التعظيم عن طريق اختيار 
 .بعمود المحوربسثل ابؼتغنًة الداخلة  ، و يسمى عمودذا  x2بالقيمة ابؼطلقة(  . وحسب مثالنا ذها فاف 

 ( ابؼتغنًة ابػارجةvariable sortante)  ذي متغنًة أساس موجبة و التي تتحوؿ إلى متغنًة خارج الأساس :
( و aijk(  على عناصر عمود ابؼتغنًة الداخلة )bi)  يتم برديدذا من خلبؿ قسمة عناصر عمود الثوابت

 لأنه بوقق بصيع قيود ابؼسألة أي: أصغر حاصل قسمة موجباختيار 
Min bi/ aijk   ًحيث تشنk  الى عمود ابؼتغنًة الداخلة 
 وعليه فاف:.  بسطر المحورو السطر الهي بوقق تلك النتيجة يسمى 

Min{ 1000/1=1000, 2400/6=400}=400 
  x2بسثل ابؼتغنًة ابػارجة التي ستحل مكانها ابؼتغنًة الداخلة   e2وذها يعني أف 

 (نقطة المحورpivot :)    ذي نقطة تقاطع عمود ابؼتغنًة الداخلة مع سطر ابؼتغنًة ابػارجة. وكما ذو واضح
 في مثالنا. 6فاف  نقطة المحور ذي الرقم 

 وبناءا على برديد العناصر الثلبثة السابقة بيكن تشكيل جدوؿ بظبلبكس جديد كما يلي:
  قسمة عناصر سطر المحور على نقطة المحور فنحصل على سطر اx2  يلي:كما 

x2 = 400     1/2     1     0       1/6  
 عدى نقطة المحور. جعل  كل عناصر عمود المحور أصفارا ما 
 (حساب بقية عناصر ابؼصفوفة و كهلك الثوابتbi :بالعلبقة التالية ) 

 [نفطة المحور ÷عنصر عمود المحور( ×) عنصر سطر المحور ]–القيمة الجديدة للعنصر = القيمة القديمة للعنصر 
 وفقا بؽه  العلبقة فاف قيم السطر الأوؿ ابعديد كما يلي:

e1 = 600       3/2        0         1       -1/6 
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 :    Δ C  و  Zابؼوالي ، كما نعيد حساب قيمة كل من    تائج في جدوؿ ابغل الثانينتلك الوبالتالي نسجل 
 :2رقم الحل جدول

0 0 30 20  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

-1/6 1 0 3/2 600 e1 0 
1/6 0 1 ½ 400 x2 30 
5 0 0 -5 Z= 12000 

، وذو  12000الى  0نلبحظ أف ابغل ابؼتوصل اليه في ابعدوؿ الثاني قد برسن بحيث انتقلت قيمته من 
وذها ابغل يشنً الى أف ابؼؤسسة بإمكانها .   Aنفس ابغل ابؼتوصل اليه بطريقة الرسم البياني الهي يظهر عند النقطة 

أجل برقيق ربح قدر  ( من V) لأنها لم تظهر في عمود  x1  وعدـ انتاج أي وحدة من  x2 وحدة من 400انتاج 
ذو ابػشب عدد الوحدات غنً ابؼستخدمة من مادة  أف  فتبنٌ e1 وحدة نقدية. و أما متغنًة الفجوة12000

ذو متغنً غنً أساسي لها كانت قيمته تساوي الصفر ، ما يعني أف زمن   e2 وحدة ، في حنٌ متغنًة الفجوة 600
 ورشة التصنيع قد استغل بالكامل.

 والسؤال الذي يطرح نفسو الآن : ىل توصلنا الى الحل الأمثل؟
ل الأمثل لم يتحقق بعد ، بفا يتطلب الأمر وابعواب ذو أنه مادامت ذناؾ قيم أقل من الصفر في سطر التقييم فاف ابغ

ابؼتغنًة   e1ذي ابؼتغنًة الداخلة و    x1اجراء خطوة أخرى لتحسينه باتباع نفس الاجراءات السابقة حيث تكوف 
نقطة المحور . و بهلك يكوف ابعدوؿ الثالث بعد اجراء التحويلبت ابؼشابهة    3/2ابػارجة في حنٌ بسثل القيمة 

 للخطوة السابقة كما يلي:
 :3رقم الحل جدول

0 0 30 20  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

-1/9 2/3 0 1 400 x1 0 
2/9 -1/3 1 0 200 x2 30 

40/9 10/3 0 0 Z= 14000 
 

نلبحظ أف بصيع عناصر سطر التقييم أكبر أو تساوي الصفر ، ما يعني أنه لا توجد امكانية لتحسنٌ ابغل ،لهلك 
 فاف ذها ابعدوؿ ذو جدوؿ ابغل الأمثل  حيث تكوف النتائج المحصل عليها كما يلي: 

x1 = 400 ,  x2= 200 ,  e1= 0,  e2= 0 , Z =140000 
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وحدة 14000لتحقيق ربح أعظمي قدر  الكراسي وحدة من 200و الطاولات وحدة من 400أي أنه سيتم انتاج 
( Vو زمن ورشة التصنيع ) لأنه لا تظهر أي متغنًة الفجوة في عمود  شبنقدية ،و ذها في ظل استغلبؿ تاـ بؼادة ابػ

 .B.و ذه  النتيجة نفسها  ابؼتوصل اليها في الطريقة البيانية و التي بسثلها النقطة 
 من ابغل ابؼتوصل اليه من خلبؿ التعويض في القيود و دالة ابؽدؼ: وبيكن التحقق 
 Maxz= 20×400 + 30×200= 14000  MaxZ = 20 x1 + 30x2ػ دالة ابؽدؼ: 

2x1+x2≤1000×ػ القيد الأوؿ بؿقق:

   3x1+6x2≤2400××:  ػ القيد الثاني بؿقق    
فهي مساوية  e1, e2في ابغل النهائي موجبة أما قيم كل من  x1, x2ػ شرط عدـ السلبية بؿقق: فقيم كل من     

 للصفر لأنها غنً موجودة في ابغل النهائي.
 :ثانيا. في حالة التخفيض

مع استخدامها في حل مسائل التعظيم كما سبق  تتشابه خطوات حل مسائل التخفيض بطريقة السمبلبكس
 1الاشارة اليها في ابغالة السابقة، الا أف ذناؾ فارقنٌ أساسينٌ وابؼتمثلنٌ في :

 كتابة الصيغة ابؼعيارية للنموذج الرياضي. 
 اختبار أمثلية ابغل. 

رغبة في مقارنة ولتوضيح ذه  الفروقات سنعتمد على العددي الهي استخدـ في شرح الطريقة البيانية ، 
 النتيجة ابؼترتبة عن ذاتنٌ الطريقتنٌ :

  : كاف البرنامج ابػطي كالتالي:مثال 
MinZ= 3000x1 + 1000 x2                                             

60 x1 + 40x2 ≥ 2000 
x2≥ 3                    
x1 , x2, ≥ 0 

 
  نموذج معياريالخطوة الأولى: تحويل النموذج الخطي الى 

يتم ذلك من خلبؿ برويل بصيع ابؼتراجحات  الى معادلات بطرح متغنًات فجوة  من الطرؼ الأكبر  ) أي الطرؼ 
 ( يرمز له  variables artificielالأيسر للمتراجحة( مع اضافة متغنًات جديدة تدعى بابؼتغنًات الاصطناعية )

وذي قيمة كبنًة جدا , وذها لكي تتحقق   Mرة موجبة و بدعامل و وجوب اظهارذا  في دالة ابؽدؼ بإشا  Aبالرمز 
الى الصيغة ابؼعيارية بطرح فقط متغنًة الفجوة بىل بدبدأ عدـ سلبية  ≥مبادئ البربؾة ابػطية . اذ أف برويل القيد 

                                                           
1
 Michel Nedzela, opcit, p157 



     

 

26  

 

يمة متغنًة الفجوة مساوية للصفر، وفي ذه  ابغالة تكوف ق xnابؼتغنًات في ابغل الأولي الهي تكوف فيه قيمة ابؼتغنًات 
 تساوي  قيمة سالبة ، وذها أمر غنً منطقي.

 وبناءا على ذلك يصبح النموذج ابؼعياري بؼثالنا على الشكل التالي:
 

MinZ= 3000x1 + 1000 x2 +  0 e1 + MA1 +    0   e2 + MA2                 

60 x1 + 40x2- e1 + A1= 2000 
x2- e2 + A2= 3                    

x1 , x2, e1,e2, A1,A2≥ 0 
  :ايجاد الحل الأولي الممكنالخطوة الثانية 

يتم تكوين جدوؿ ابغل الأولي بنفس القواعد التي تم شرحها في حالة التعظيم مع وجود فارؽ أساسي يتمثل في أف 
 متغنًات ابغل الأساس تصبح ابؼتغنًات الاصطناعية بدلا من متغنًات الفجوة. 

 الأولي  لنموذج حالتنا كما يلي:و يكوف  ابغل 
 :1جدول الحل رقم 

M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 0 1 -1 2  3 100 A1 M 
1 -1 0 0 1 0 3 A2 M 
0 -M 0 -M 3M-1000 3M-3000 Z= 103M 

 A2= 3و  A1=100و ابؼؤدية الى حل أولي أساسي بػ  x1=x2=0كما نلبحظ من ابعدوؿ أعلب   ،أنه عندما 
 كبنً جدا.  M، وذي تكلفة باذضة للمؤسسة على اعتبار أف رقم  103Mيعطي قيمة لدالة ابؽدؼ قدرذا 

 اختبار الأمثلية الخطوة الثالثة : 
 اف الوصوؿ الى ابغل الأمثل في مسائل التخفيض مشروط بأف تكوف بصيع قيم سطر التقييم سالبة أو معدومة 

سطر التقييم في ابعدوؿ السابق ليست كلها سالبة أو معدومة ، فهها يعني عدـ برقق وبدا أف قيم .  (Δ C≤0)أي 
 ابغل الامثل ، لهلك نتابع البحث عن ابغل الأمثل من خلبؿ عملية التحسنٌ ابؼوالية.

 الخطوة الرابعة: تحسين الحل 
صطناعية من ابغل ػ، يتطلب الأمر لاجراء عملية التحسنٌ ابؽادفة الى بزفيض التكاليف عن طريق اخراج ابؼتغنًات الا

تطبيق نفس  القواعد التي تم شرحها في حالة التعظيم مع وجود فارؽ وحيد و ابؼتمثل في برديد ابؼتغنًة الداخلة و التي 
 تقابل أكبر قيمة موجبة في سطر التقييم. فيكوف بهلك:

 X2   3ابؼتغنًة الداخلة  لأف القيمةM-1000 .ذي الأكبر في سطر التقييم 
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 A2 :ابؼتغنًة ابػارجة لأف 
Min{ 100/2, 3/1}=3 Min bi/ aijk  = 

   بسثل نقطة تقاطع عمود ابؼتغنًة الداخلة مع سطر ابؼتغنًة ابػارجة. لأنهاذي نقطة المحور  1القيمة 
 :قيم سطر المحور في ابعدوؿ ابعديد تصبح كالتالي 

X2= 3     0     1      0       0      -1       0 
 . عمود المحور في ابعدوؿ ابعديد تصبح قيمه كلها أصفارا ما عدى نقطة المحور 
  بقية قيم ابؼصفوفة برسب بالعلبقة السابقة التي تطبيقها في حالة التعظيم ، أي يصبح سطرA1  :ذو 

 A1= 94      3      0       -1       1      2     0   
 وبدوجب النتائج السابقة نتحصل على ابعدوؿ التالي:

 :2جدول الحل رقم
M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 2 1 -1 0  3  94 A1 M 
1 -1 0 0 1 0 3 X2 1000 
0 2M-1000 0 -M 0 3M-3000 Z= 94M+3000 

 103Mنلبحظ من خلبؿ ذها ابعدوؿ أف ابغل قد برس بحيث ابلفضت دالة التكاليف من القيمة 
، و لكنه لم يتم بعد الوصوؿ الى ابغل الأمثل نظرا لوجود قيم موجبة في سطر التقييم ، و بالتالي  49M+3000الى

وفق القواعد ابؼعموؿ بها سابقا . وباجراء التحويلبت اللبزمة بكصل على جدوؿ   A1بؿل  X1بهب برسينه بإدخاؿ 
 ابغل الثالث بالشكل التالي:

 :3جدول الحل رقم
M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 2/3 1/3 -1/3 0 1 94/3 x1 3000 
0 -1 0 0 1 0 3 X2 1000 

-M 1000 1000-M -1000 0 0 Z= 97000 
نلبحظ من خلبؿ ذها ابعدوؿ أنه يتم بعد الوصوؿ الى ابغل الأمثل نظرا لوجود قيمة موجبة في سطر التقييم ، و 

وفق القواعد ابؼعموؿ بها سابقا . وباجراء التحويلبت اللبزمة بكصل على    x1 بؿل e2 بالتالي بهب برسينه بإدخاؿ
 جدوؿ ابغل الرابع بالشكل التالي:
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 :4جدول الحل رقم
M 0 M 0 1000 3000  
A2 e2 A1 e1 x2 x1 bi V ck 
0 1 ½ -1/2 0 3/2 47 e2 0 
0 0 ½ -1/2 1 3/2 50 X2 1000 

-M 0 500-M -500 0 -1500 Z= 50000 
 

اذ لا بيكن ابهاد أية قيمة أخرى للمغنًات برقق   Δ C≤0واضح أف ابغل ابؼتوصل اليه ذو ابغل الأمثل لأف بصيع قيم 
 أدنى قيمة لدالة ابؽدؼ و برتـر في نفس الوقت بصيع القيود . و يتلخص ذها ابغل في: 

أدنى تكلفة في ظل   وعدـ شراء أي آلة من النوع الأوؿ وآلة50ػ عدد آلات النوع الثاني الواجب شراؤذا ذو 
 .Bو ذه  النتيجة نفسها  ابؼتوصل اليها في الطريقة البيانية و التي بسثلها النقطة  دج.50000قدرذاتتحملها ابؼؤسسة 

عن حل النموذج النظامي الا  لا بىتلف حل النموذج  ابؼختلط بطريقة السمبلبكس  :01رقم  ملاحظة 
فيما يتعلق بدعابعة أنواع القيود الأخرى التي قد يتضمنها النموذج ابؼختلط ، والتي بيكن أف نلخص القواعد السابقة و 

 : ابعديدة في ابعدوؿ التالي
 : قواعد تحويل أنواع القيود الى معادلات01جدول رقم    

 Minدالة  Maxدالة  الاجراء نوع القيد
≥ +e 0e 0e 
≤ -e + A 0e – MA 0e + MA 
= +A -MA +MA 

تطبيق خطوات طريقتي حل البرنامج ابػطي  لا بيكننا من الوصوؿ  دائما الى ابغل الأمثل اف : 02ملاحظة رقم  
 ) وذي ابغالة الطبيعية(، و ابما قد نتحصل  على احدى ابغالات ابػاصة التي تظهر في ابعدوؿ ابؼوالي: 

 : الحالات الخاصة بطريقتي الحل البياني و السمبلاكس  02جدول رقم   
 طريقة السمبلاكس الطريقة البيانية الحالات الخاصة

ابػط ابؼمثل لدالة ابؽدؼ يوازي ابػط ابؼمثل لأحد  تعدد الحلول المثلى
 القيود

معامل أحد ابؼتغنًات غنً الاساسية يساوي صفر 
 في سطر التقييم

واحد أو أكثر من ابؼتغنًات الاساسية يساوي  وجود قيد فائض لا يؤثر على نقطة ابغل الأمثل  الانحلال
 صفر  في أحد مراحل ابغل أو في ابؼرحلة النهائية

 biعدـ وجود حاصل قسمة موجب لقيم عمود  وجود منطقة حلوؿ بفكنة مفتوحة وبدوف نهاية حلول غير محددة
 على قيم عمود ابؼتغنًة الداخلة

 بقاء ابؼتغنً الاصطناعي في جدوؿ ابغل الأمثل عدـ وجود منطقة حلوؿ بفكنة برقق بصيع القيود عدم وجود حلول
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IV :تمارين تطبيقية . 

 .تمارين محلولة:1 
تنتج احدى ابؼؤسسات منتوجا معينا وعليها برقيق ابؼتطلبات للؤشهر الثلبثة القادمة ، على أف الطاقة  التمرين الأول:

 وحدة نقدية.2000وحدة وكلفة انتاج الوحدة الواحدة ذي 18000الانتاجية الشهرية القصوى للمؤسسة ذي 
 جوان ماي أفريل الشهر

 18000 12000 6000 العدد المطلوب
لهلك قامت بتأجنً مكاف للتخزين حيث كلفة بززين الوحدة الواحدة  تعاني ابؼؤسسة من عدـ توفر مكاف للتخزين ،

 فو.ف/ شهريا . و بهري حساب الكلفة على أساس العدد ابؼوجود في ابؼخزف في نهاية الشهر ، مع العلم أ250ذي 
 ابؼؤسسة لا بستلك أي بـزوف أولي ولا ترغب في الاحتفاظ بدخزوف معنٌ .

 .تشكيل النموذج ابػطي للمسألة من أجل بزفيض التكاليف المطلوب:
بحيث الطاقة   C,B,Aالمحركات الكهربائية متواجدة في ابؼناطق  تاجنلإبستلك مؤسسة ثلبث مصانع   التمرين الثاني:

وحدة. وتقوـ ذه  ابؼؤسسة ببيع منتوجها في  2500، 6000، 7000الانتاجية لكل مصنع على الترتيب ذي 
، 5500، 4000حيث يقدر الطلب ابؼتوقع في كل نقطة بيع على الترتيب   Y,Z,Wثلبث نقاط بيع ذي 

 وحدة.6000
نقطة انطلبؽ) ابؼصنع( بكو نقطة وصوؿ معينة)نقاط تهدؼ ابؼؤسسة الى برديد عدد المحركات الواجب نقلها من كل 

البيع( وذلك بالأخه بعنٌ الاعتبار تكاليف القل ابؼختلفة لكل مسار ، وابعدوؿ التالي يبنٌ تكاليف النقل الوحدوية 
 لكل مسار:

 W Z Y نقاط الانطلاق/نقاط الوصول
A 76 55 82 
B 42 25 53 
C 31 19 20 

 الى الأدنىصياغة البرنامج الهي يسمح باختيار ابؼسارات ابؼثلى التي بزفض تكاليف النقل الكلية  المطلوب:
 ابػطية التالي: ليكن بموذج البربؾة :التمرين الثالث

Z= 5 x1+3 x2  
             x1+ x2 ≤  6 

          2 x1+3 x2 ≥ 3 

X2 ≥ 3 
     x1, x2 ≥ 0 
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 المطلوب:
كل حالة من ابغالات التالية بنٌ عندما برتوي منطقة ابغلوؿ على منطقة بؿددة، عدد غنً بؿددة، لا توجد   . في1

 منطقة:
 أ. في بصيع القيود  ابؼعطاة في ابؼسألة. 
 .x1+x2≤2الى   x1+x2≤6ب. اذا غنًنا القيد  
 .x1+x2≥6الى   x1+x2≤6اذا غنًنا القيد ج.  

 . Zػ ( و التي توجد فيها منطقة حلوؿ، حدد القيم العظمى و الدنيا ؿ1)في ابغالات ابؼهكورة في . 2
باستعماؿ  وذلكC2,C1 تقوـ مؤسسة صناعة الألبسة التقليدية بخياطة نوعنٌ من الألبسة بنا  التمرين الرابع:

متر/أسبوع، وأيضا 90متر/أسبوع و 100،حيث الكميات ابؼتاحة منهما ذي على الترتيب  M2,M1مادتنٌ بنا 
 :.وقد توفرت لدينا ابؼعلومات التالية M3استخداـ ورشتي عمل بنا القص و ابػياطة ومادة أولية أخرى للتزينٌ ذي 

 M1 M2 ورشة الخياطة ورشة القص M3 
     C1 2ساعة0.5 ساعة2 متر2 متر / 
     C2 1.5ساعة4 ساعة2 ساعة3 متر2 متر 

 دج/س100 دج/س20 دج/س15 دج/ـ100 دج/ـ500 تكلفة الوحدة
 عماؿ3 عماؿ2 عماؿ4 / / عدد العمال

 C1 أيػػػػػاـ في الأسػػػػػبوع، وكػػػػػاف سػػػػػعر البيػػػػػع لػػػػػػ6سػػػػػاعات في اليػػػػػوـ علػػػػػى امتػػػػػداد 8علمػػػػػا أف ذػػػػػؤلاء العمػػػػػاؿ يشػػػػػتغلوف 
 دج.C2 3000دج و لػ 2000

 السمبلبكس.طريقة ب إبهاد حجم الإنتاج الأسبوعي من أجل تعظيم الربح المطلوب:
 جزء من ابغل الأساسي الأوؿ بعدوؿ السمبلبكس كما يلي: : التمرين الخامس

X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
0 0 1 2 6 36 X3 0 
0 1 0 5 5 40 X4 0 
1 0 0 4 2 28 X5 0 

 كما يلي:  و جزء من ابغل الأمثل بعدوؿ السمبلبكس 

 X5 X4 X3 X2 X1 Xi 
Z=34 0 2/5 1/2 0 0 Δ C 

 ابهاد دالة ابؽدؼ بؽها النموذج. المطلوب:
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 الحلول:
 :حل التمرين الأول

   :نفرض أف متغنًات القرار ذي:تحديد المتغيرات 
X11عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر أفريل لتسليمها في نفس الشهر : 
X12عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر أفريل لتسليمها في شهر ماي : 
X13عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر أفريل لتسليمها في شهر جواف : 
X22عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر ماي لتسليمها في نفس الشهر : 
X23عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر ماي لتسليمها في شهر جواف : 
X33عدد الوحدات الوجب انتاجها في شهر جواف لتسليمها في نفس الشهر : 
  :يأخه بموذج ذه  ابؼشكلة الشكل التاليكتابة البرنامج الخطي: 

 
 اف ابؽدؼ بؽه  ابؼسألة ذو تقليل التكلفة الكلية و ابؼرتبطة بتكلفة الانتاج و تكلفة التخزين وعليه بقد:

 
MinZ = 2000x11+ 2250x12+ 2500x13+2000x22+2250x23+2000x33                                         

 
                         x11+ x12+ x13 ≤ 18000  قيد الطاقة الانتاجية لشهر أفريل:
 x22+x23                                18000 ≥ قيد الطاقة الانتاجية لشهر ماي:

                                      x33  ≤ 18000 قيد الطاقة الانتاجية لشهر جواف:
                                                 x11 = 6000    :قيد الطلب لشهر أفريل

                                        x12+ x22 = 12000قيد الطلب لشهر ماي: 
                               x13+ x23+ x33 = 18000قيد الطلب لشهر جواف: 

                               x11, x12, x13, x22,x23, x33 ≥ 0   : قيد عدـ السلبية
  :حل التمرين الثاني

  :تحديد المتغيرات 
 تكمن نشاطات ابؼؤسسة في نقل المحركات من نقاط الانطلبؽ )ابؼصانع( بكو نقطة الوصوؿ) نقاط البيع(  حيث

 لتسهيل برديد ابؼسارات ، وعليه نفترض أف: xjبدلا من الشكل   xijنستعنٌ في ذها ابؼثاؿ بابؼتغنًات من الشكل 
X11 عدد المحركات الواجب نقلها من مصنع :A الى نقطة بيعW 
X12  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعA الى نقطة بيعZ 
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X13  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعA الى نقطة بيعY 
X21  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعB الى نقطة بيعW 
X22  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعB الى نقطة بيعZ 
X23  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعB الى نقطة بيعY 
X31  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعC الى نقطة بيعW 
X32 قلها من مصنع عدد المحركات الواجب نC الى نقطة بيعZ 
X33  عدد المحركات الواجب نقلها من مصنعC الى نقطة بيعY 
 :بيكن كتابة البرنامج بؼسألة بزفيض تكاليف النقل كالتالي: كتابة البرنامج الخطي 

+ 82x13+ 42x21+25x22+ 53x23+ 31x31+ 19x32+20x33 MinZ= 76x11+55x12 
                             A:  x11+x12 +x13 ≤ 7000قيد الطاقة الانتاجية للمصنع

                              B:   x21+x22+ x23 ≤ 6000قيد الطاقة الانتاجية للمصنع
                           C :                x31+ x32+x33 ≤ 2500قيد الطاقة الانتاجية للمصنع 

                                       W:x11+ x21+ x31= 4000  قيد نقطة البيع
                                       Y :x12+ x22+ x32=5500  قيد نقطة البيع  

                                      Z:x13+ x23+ x33= 6000 قيد نقطة البيع   
 ,x21,x22, x23, x31, x32,x33≥0                x11,x12 ,x13 :قيد عدـ السلبية

 
 حل التمرين الثالث: 

 . برديد شكل منطقة ابغلوؿ في ابغالات التالية:1
 :التمثيل البياني للحالة أ 

 
 
 

 

 

 A,B ,Cبالنقط منطقة ابغلوؿ بؿددة  فمن الرسم البياني بقد أ
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 :التمثيل البياني للحالة ب 
 

 

 

 

 . من الرسم أعلب  يتبنٌ عدـ وجود منطقة حلوؿ
  :التمثيل البياني للحالة ج 

 
 

 

 

 

 نلبحظ أف منطقة ابغلوؿ غنً بؿددة.
 :Z. حساب قيمة 2

 ابغالة أ  :  MaxZc= 5(3)+3(3)= 24 
                 MinZa= 5(0)+ 3(3)= 9     

   :ابغالة جMinZd= 5(3)+3(3) = 24  

 حل التمرين الرابع:

 :تشكيل النموذج ابػطي للمسألة 
 .c1: عدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من x1 برديد ابؼتغنًات:

             X2عدد الوحدات الواجب انتاجها أسبوعيا من :c2. 

1 2 3

2
 

x1+3x2=2 

2x1+3x2=3 

x1 

x2 

1 3

2
 

2 6 

1 

2 

3 
4 

6 

 منطقة الحلول
x2=3 

x1+x2=6 
2x1+3x2=3 
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لتشكيل دالة ابؽدؼ يتطلب الأمر أولا ابهاد الربح الوحدوي  و الهي يساوي سعر البيع مطروح منه   دالة ابؽدؼ:
 بؾموع التكاليف . و بالتالي بقد  ما يلي:

 
 C1 C2 البيان

 M1تكلفة 

 M2تكلفة 
 تكلفة ورشة القص

 تكلفة ورشة ابػياطة
 M3تكلفة 

1000=2*500 
200=2*100 

30=2*15 
10=1/2*20 

750=3/2*500 
200=2*100 

45=3*15 
40=2*20 

400=4*100 
 دج1435 دج1240 بؾموع التكاليف

 دج3000 دج2000 سعر البيع
 دج1565 دج760 ربح الوحدة

            MaxZ=  760x1 + 1565x2 وبالتالي فاف دالة ابؽدؼ تكتب بالشكل التالي:

 القيود: 
           M1 :2x1+ 3/2x2 ≤ 100قيد ابؼادة 
           M2 :2x1+ 2x2 ≤ 9 0قيد ابؼادة 

          2x1+ 3x2 ≤(4*8*6)قيد ورشة القص: 
        1/2x1+ 2x2 ≤(2*8*6)قيد ورشة ابػياطة: 

             M3 :4x2 ≤(3*8*6)قيد ابؼادة 
             x1, x2≥ 0: قيد عدـ السلبية

 :حل النموذج ابػطي 
 كتابة النموذج ابؼعياري:

MaxZ=  760x1 + 1565x2+0 e1+ 0 e2+0 e3+0 e4+0 e5 
2x1+ 3/2x2 + e1= 100 
2x1+ 2x2 +  e2= 90    
2x1+ 3x2 + e3= 192    
 1/2x1+ 2x2 + e4= 96   

 4x2 + e5= 144 

  x1, x2, e1, e2, e3,e4, e5≥ 0  
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0 0 0 0 0 1565 760  
e5 e4 e3 e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 0 0 1 3/2 2 100 e1 0 
0 0 0 1 0 2 2 90 e2 0 
0 0 1 0 0 3 2 192 e3 0 
0 1 0 0 0 2 ½ 96 e4 0 
1 0 0 0 0 4 0 144 e5 0 
0 0 0 0 0 -1565 -760 Z= 0 
0 0 0 0 1 0 2 46 e1 0 
0 0 0 1 0 0 2 18 e2 0 
0 0 1 0 0 0 2 84 e3 0 
0 1 0 0 0 0 ½ 24 e4 0 
¼ 0 0 0 0 1 0 36 x2 1565 

1565/4 0 0 0 0 0 -760 Z= 56340 
1/8 0 0 1- 1 0 0 28 e1 0 
-1/4 0 0 ½ 0 0 1 9 X1 760 
-1/4 0 1 -1 0 0 0 66 e3 0 
-3/8 1 0 -1/4 0 0 0 39/2 e4 0 

¼ 0 0 0 0 1 0 36 x2 1565 
805/4 0 0 380 0 0 0 Z=63180 

و  c1وحدات أسبوعيا من 9نلبحظه من ابعدوؿ الأخنً أف توليفة ابغل الأمثل تتمثل في  انتاج  ما
و  M1متر من ابؼادة 28و.ف ، وذها في ظل بقاء  63180من أجل برقيق ربح أعظمي قدر   C2وحدة من 360
طة  ، مع استغلبؿ  ساعة عمل غنً مستغلة  في و رشة ابػيا 2/39ساعة عمل غنً مستغلة في ورشة القص ػ، و 66

 .M3و  M2كلي للمادة 

 حل التمرين الخامس:
أنها موجودة في خانة  ما يعني،  في سطر التقييم معدومة X1 ،X2، X5نلبحظ في جدوؿ ابغل الأمثل أف قيم 

تلك ابؼتغنًات الى الأساس الواحدة تلوى الأخرى دوف مراعاة الترتيب   مع  بإدخاؿالأساس، و بالتالي سوؼ نقوـ 
 MaxZ= Ax1+ Bx2                              افتراض ما يلي:
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 1جدول الحل رقم 
 0 0 0 Á A  

bi/ X1 X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
36/6=6 0 0 1 2 6 36 X3 0 
40/5=8 0 1 0 5 5 40 X4 0 

28/2=14 1 0 0 4 2 28 X5 0 
 0 0 0 -Á -A Z=0 

 2جدول الحل رقم 
 0 0 0 B A  

bi/ X1 X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
6/1/3=18 0 0 1/6 1/3 1 6 X1 A 
10/10/3=3 0 1 -5/6 10/3 0 10 X4 0 

16/10/3=24/5 1 0 -1/3 10/3 0 16 X5 0 
 0 0 1/6A 1/3A-B 0 Z=6A 

 3جدول الحل رقم 
0 0 0 B A  

X5 X4 X3 X2 X1 bi Xi ck 
0 -1/10 ¼ 0 1 5 X1 A 
0 3/10 -1/4 1 0 3 X2 B 
1 -1 ½ 0 0 6 X5 0 
0 -1/10A  +3/10B 1/4A-1/4B 0 0 Z=5A+3B 

 
 و بدطابقة نتائج ذها ابعدوؿ مع ابعدوؿ ابغل الأمثل ابؼعطي بقد ما يلي:

1/4A-1/4B= 1/2 
-1/10A  +3/10B= 2/5 

 :  و بحل بصلة ابؼعادلتنٌ بقد أف       
A=5 , B= 3 

 : كوف دالة ابؽدؼ بالصيغة التاليةوبالتالي ت 
MaxZ= 5x1+ 3x2 

 



     

 

37  

 

 .  تمارين مقترحة2 
يقوـ مصنع بإنتاج سلعتنٌ حيث بير انتاجهما على آلة التصنيع ثم آلة التلميع حيث تقدر تكاليف  التمرين الأول:

دج على الترتيب أما تكلفة ابؼادة الأولية لوحدة واحدة من السلعة 1500دج و1200تشغيلهما للساعة الواحدة بػ 
 اقة كل آلة في الساعة الواحدة:دج . كما يبنٌ ابعدوؿ التالي ط90دج وللسلعة الثانية فهي 65الأولى فهي 

 السلعة الثانية السلعة الاولى الآلات / السلع
وحدة/سا30 آلة التصنيع وحدة/سا20   
وحدة/سا25 آلة التلميع وحدة/سا12   

بالإضافة الى أف كل آلة لا بيكن تشغيلها أكثر من ساعة كما أف سعر البيع الوحدوي للسلعتنٌ بنا على الترتيب 
 .دج320و 200

 تكوين النموذج الرياضي للمسألة بهدؼ ابغصوؿ على أقصى ربح بفكن مع الشرح. المطلوب:
 :أف ثبحي B و A للؤجزاء استعمالا P1 ، P2 ، P3منتوجات  ثلبث معينة مؤسسة تنتج التمرين الثاني:

 كما B من ووحدة A من وحدات 3 تتطلب P2 من ووحدة ،B من ووحدة A من وحدة2 تتطلب P1 من وحدة 
  .فقط B من وحدات 3 تتطلب P3 من وحدة

  :التالية بالنسب M1 ، M2 الأولية للمواد B و A إنتاج يستهلك
 من كغ 1 و M1 من كغ 3 تتطلب B من وحدة، و  M2  من كغ 3 و M1 من كغ 1 تتطلب A من وحدة
M2 ،  من كغ 4000 بكمية بـزوف للمؤسسةو M1 من كغ 6000 و M2..ورشتنٌ في الإنتاج عملية وتتم 

 الثانية الورشة في ويشتغل الشهر في يوـ 30 و اليوـ في ساعات 8 بؼدة عماؿ 10 الأولى الورشة في يشتغل ثبحي
 .الشهر في يوـ 30 اليوـ في ساعات 8 بؼدة عامل20

 في النشاط وحدة من % 20 و الأولى الورشة في )العماؿ عدد( النشاط وحدة من % 20 إلى P1 ابؼنتوج بوتاج
 في النشاط وحدة من % 10 و الأولى الورشة في النشاط وحدة من % 50 إلى P2 ابؼنتوج وبوتاج ، الثانية الورشة
 وحدة من % 15 و الأولى الورشة في النشاط وحدة من % 10 إلى P3 ابؼنتوج بوتاج كما الثانية، الورشة
 الأوؿ للمنتوج وحدة 200 :كالتالي ذي الثلبثة توجاتنللم بالنسبة السوؽ متطلبات  .الثانية الورشة في النشاط
 .شهريا ثالثال للمنتوج وحدة 500 و شهريا الثاني للمنتوج وحدة 100 و شهريا

 أف كما . ثالثال للمنتوج دينار 800 الثاني، للمنتوج دينار 700 ،دج 500ذو  الأوؿ للمنتوج سعر البيع 
 . ثالثال للمنتوج دينار 300 الثاني، للمنتوج دينار 200 الأوؿ، للمنتوج دينار 200 ب تقدر الإبصالية التكاليف
 ابؼناسب ابػطي البرنامج كتابة : المطلوب

 ابػطية التالي: ليكن بموذج البربؾة :ثالثالتمرين ال 

Max Z= 300 x1+400 x2  
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            5 x1-5 x2 ≤  60 

           x1+3 x2 ≥ 12 

       x1-2 x2 ≥ 2 
x1 ≥ 6 
x2 ≤ 8 

     x1, x2 ≥ 0 

 باستخداـ الطريقة البيانية أوجد ابغل الأمثل لنموذج البربؾة ابػطية أعلب ؛ -المطلوب: 
 ذل ابغل الأمثل بوقق القيود الوظيفية و قيود عدـ سلبية ابؼتغنًات ؟ػ 
 حدد القيود ابؼشبعة و القيود غنً ابؼشبعة ، و ماذا يعني كل منها ؟د 
الربح ابؼترتب عن الكمية ابؼنتجة من ابؼنتج الأوؿ ثم الربح ابؼترتب عن الكمية ابؼنتجة من ابؼنتج  حددد 

 الثاني.
 ليكن لدينا البرنامج التالي:  التمرين الرابع:

 
 MaxZ= 3 x1+2 x2   

             2x1+ 2 x2 ≤  8 

           3x1+2 x2  ≤  12 

       x1 + 0.5x2 ≤  3 
     x1, x2 ≥ 0 

: ػ ابهاد ابغل الأمثل و برديد قيمة دالة ابؽدؼ.المطلوب  
ػ ذل يوجد في ذها البرنامج قيدا زائدا؟ اذا كاف موجودا، فما ذو؟            
 ػ ذل يتغنً ابغل اذا أزيل القيد الزائد من البرنامج؟ وضح ذلك.         

 ، 20000، 14000مساحتهم على الترتيب ) (  c,b,aتدير منشأة زراعية ثلبث مزارع )  التمرين الخامس:
(. ابعدوؿ التالي يوضح عدد الوحدات التي ينتجها m, n( ذكتار. تريد زراعتهم بنوعنٌ من المحاصيل )18000

 ابؽكتار الواحد:
 cمزرعة  bمزرعة  aمزرعة  المحصول / المزرعة

M 360 310 380 
N 400 350 270 

 وحدة100000تتجاوز    mمن المحصوؿكما أف القدرة الاستيعابية للسوؽ  
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 .حل النموذج ابػطي من أجل تعظيم حجم الانتاج المطلوب:

 ليكن لدينا البرنامج التالي:  التمرين السادس:
 

 MaxZ= 3 x1+5 x2   
          x2 ≤  6   

           3x1+2 x2  ≤  18 

        x1, x2 ≥ 0 

 : ػ ابهاد ابغل الأمثل باستخداـ طريقة السمبلبكس.المطلوب
 ػ ابهاد ابغل الأمثل باستخداـ الطريقة البيانية.           
 ػ ماذي نقاط الاشتراؾ بنٌ طريقة السمبلبكس و طريقة الرسم البياني في كل مرحلة من مراحل ابغل.          
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البرمجة بالأعداد الصحيحة الفصل الثدددددددداندددي : 

 :أىددددددددددددداف الفصدددددددددل
 ينتظر من الطالب بعد قراءة ذها الفصل أف يصبح قادرا على:

 .عدديةال ابؼختلفة البربؾة بنية النماذجفهم  
 تطبيق بـتلف طرؽ حل بموذج البربؾة بالأعداد الصحيحة. 

 

 محتوى الفصل:
I .بالأعداد الصحيحة مفهوـ و أنواع  بماذج البربؾة. 

 .مفهوـ البربؾة بالأعداد الصحيحة.1 
 . أنواع بماذج البربؾة بالأعداد الصحيحة.2 

II..طرؽ حل بماذج البربؾة بالأعداد الصحيحة 
 .الطريقة البيانية.1 
 (.Gomory. طريقة قطع ابؼستوي )2 
 (.Branch and Bound . طريقة التفريع و التحديد)3 

III تطبيقية..بسارين 
 . بسارين بؿلولة.1 
 .. بسارين مقترحة2 
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 تمهيد:

، اذ يكوف من الضروري  التجزئة قابلية  تتطلب أكثر التطبيقات العملية بؼسائل البربؾة ابػطية بذاوز فرضية  
أف تأخه متغنًات القرار في ابغل الأمثل قيما صحيحة لأنه من غنً ابؼمكن انتاج أجزاء من ابؼنتج كإنتاج سيارة 
ونصف مثلب  . وفي ذه  ابغالة يتم اللجوء الى استخداـ أسلوب البربؾة بالأعداد الصحيحة التي تعتبر حالة خاصة 

 عوبة في ابغل الأمثل لأنه بيكننا حلها بحل متتابعة من مسائل البربؾة ابػطية .من البربؾة ابػطية و أكثرذا ص
I:مفهوم و أنواع  نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة . 
 . مفهوم البرمجة بالأعداد الصحيحة:1

بسثل البربؾة بالأعداد الصحيحة أحد النماذج الرياضية ابؼشتقة من النموذج الرياضي العاـ للبربؾة ابػطية ، 
صحيحة خالية من الكسور . بدعنى آخر، أنها بربؾة  بأعدادحيث ينصب اذتمامها على ابهاد قيم ابؼتغنًات الأساسية 

بحيث يضاؼ الى شرط عدـ سلبية ابغل الأمثل   خطية مضاؼ اليها شرط العدد الصحيح لقيم ابؼتغنًات عند
 ابؼتغنًات شرط العدد الصحيح. 

اف ابؽدؼ الأساسي لبناء النموذج الرياضي للبربؾة بالأعداد الصحيحة نابع من الاستجابة بؼتطلبات الواقع 
بقيم كسرية ، فهه   العملي حيث أنه من ابؼفروض في الكثنً من ابغالات و ابؼشاكل التطبيقية لا بيكن التعامل معها

 البربؾة تسمح بػ :
 )بزصيص ابؼوارد أين لا يسمح للنشاط بتجزئته مثل انتاج بذهيزات كبرى )سيارات، ناقلب بحرية....الخ. 
  معابعة الوضعيات التي يكوف فيها القرار من طبيعة ثنائية مثل الاستثمارX منجز أـ لا؟  

ضمن لنا لا ي لأنهفي تطبيق البربؾة ابػطية ابؼعروفة  الهي بقد   ابغالات لا نكتفي بتقريب ابغل في مثل ذه
اما لعدـ احترامه أحد قيود البرنامج و خاصة اذا كاف من نوع معادلة ،و اما استحالة  حلب أمثلب أف يكوف ذها ابغل

 (. 1،0ن نوع )تقريب القيم الى أعداد صحيحة اذا كاف أحد أو بعض ابؼتغنًات الأساسية للنموذج متغنًات ثنائية م
 أنواع  نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة: .2

 1شكل عاـ ، بقد أف البربؾة بالأعداد الصحيحة تقسم الى ثلبثة أنواع وذي: ب
: و يسمى أيضا بابؼطلق ، وذلك لأف كل قيم ابؼتغنًات من  نموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة التام 
nXXXXالنموذج   .....,,.........,, ذو موضح في النموذج الرياضي التالي:  ينبغي أف تكوف أعداد كاملة كما   321

 
 

 
 

                                                           

 91،92مرجع سابق، ص ص  بؿمود العبيدي، مؤيد عبد ابغسنٌ الفضل،
1
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Xj   entier                   j=1……………..p ( p=n) 

ابؼتغنًات من  ةوذلك لأف قيم بابعزئي،و يسمى أيضا نموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة المختلط:  
nXXXالنموذج   ,.....,, أي:: عنه كالتاليو بيكن التعبنً الآخر غنً ذلك . د صحيحة و البعضبعضها أعدا  21
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يبنى النموذج الرياضي بؽها النوع على أساس أف قيم ابؼتغنًات نموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة الثنائي:  
. ومن بنٌ أذم المجالات التي تستعمل ذها لا بيكن أف تكوف أكثر من قيمتنٌ فقط ، وذي اما صفر أو واحد 

 . ختيار الافي حالة عدـ  0و القيمة  الاختيارفي حالة  1النموذج ذي اختيار ابؼشاريع  بحيث يأخه ابؼتغنً القيمة 
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- 
II.:طرق حل نماذج البرمجة بالأعداد الصحيحة 
 :. الطريقة البيانية1

 تعتبر الطريقة البيانية بؽها النوع من النماذج أفضل و اسهل ابغلوؿ ، لكن بدجرد أف يتجاوز عدد متغنًات 
  العموـ ، فاف ذه  الطريقة اللجوء الى طرؽ أخرى للحل. و على للتطبيق ، و نضطرصبح غنً قابلة النموذج اثننٌ ت

تعتمد على برديد ابغل الأمثل للبرنامج وفق الطريقة ابؼتبعة بغل بماذج البربؾة ابػطية ) أي دوف الأخه بعنٌ الاعتبار 
ما اذا كاف ابغل ابؼتوصل اليه انت قيم  متغنًات النموذج صحيحة فهو حل أمثل أشرط العدد الصحيح( ، فاذا ك

 1بوتوي  على أعداد غنً صحيحة فانه بهب القياـ بدا يلي: 
 .ضمن منطقة ابغلالواقعة صحيحة و القيم البرديد ابغلوؿ ابؼمكنة ذات  
 . (c1/c2-)رسم دالة ابؽدؼ التي عبارة عن خط مستقيم ذو ميل ثابت  
ابغل الأمثل عند آخر نقطة ذات احداثيات صحيحة في حالة ازاحة مستقيم الدالة بابذا  منطقة ابغل ليكوف  

 التعظيم و أوؿ نقطة ذات احداثيات صحيحة في حالة التخفيض.
 و لتوضيح ذه  ابػطوات نستعنٌ بابؼثاؿ التالي:

 مثال: 
. ترغب مؤسسة بـتصة في صناعة السفن ،برديد  حجم ونوع السفن التي برقق بؽا أكبر ربح قبل البدء في صناعتها 

  و بعد دراسة ظروؼ العملية الانتاجية تم صياغة النموذج  التالي:
 

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10 
x1, x2≥ 0       

x1, x2 entier           
 A: عدد السفن من النوع  x1حيث : 

         x1  عدد السفن من النوع :B 
 الحل: 
 :ابهاد ابغل الأمثل دوف الأخه بعنٌ الاعتبار شرط الاعداد الصحيحة 

بحل ذه  ابؼسألة بيانيا كما سبقت الاشارة اليه ، نتوصل الى الرسم البياني و جدوؿ منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة 
   : التالينٌ

                                                           

156، ص 2010،  مديرية الكتب و ابؼطبوعات ابعامعية، سوريا، البرمجة الرياضيةبؿمد دباس ابغميد،   1
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 قيمة دالة الهدف احداثيات النقاط النقاط
0 o :( x1=0, x2=0)  MaxZ0=0 
A A:( x1=0, x2=10/3) MaxZA=40/3 
Á B: x1=9/5, x2=41/15) MaxZb=218/5 
C C:( x1=19/6, x2=0) MaxZC=19/3 

 

أي أف البرنامج الانتاجي  Bيتبنٌ أف ابغل الأمثل يكوف عند النقطة  O,A,B,Cوبدقارنة ابغلوؿ ابؼختلفة عند النقاط 
مع برقيق أقصى ربح قدر   Bسفينة من نوع 41/15و  Aسفينة من نوع  9/5الأمثل للمسألة يتمثل في صنع 

 وحدة نقدية . 218/5
لكن نلبحظ أف ذها ابغل لا بوقق القيد الرابع ) كما أنه غنً مقبوؿ من الناحية العملية( ، فهو حل غنً مقبوؿ 

 بقيم صحيحة ، ما يتطلب الأمر الهذاب الى ابػطوة ابؼوالية.بؼسألة بربؾة خطية 
 برديد ابغلوؿ ابؼمكنة ذات القيم الصحيحة و الواقعة ضمن منطقة ابغل: 

نقطة مشار اليها في الرسم البياني  12نلبحظ أنه في منطقة الامكانيات توجد نقاط برقق القيد الرابع و ذي 
ابؼنطقة  OABC بسثل ابغل الأمثل للمسألة الأصلية نأخه بدلا من ابؼنطقة أعلب  . لهلك من أجل ابهاد النقطة التي

OKEMNF  (12المحتوية على كل النقاط ابؼمكنة ذات الاحداثيات الصحيحة )نقطة. 
  بكو منطقة ابغلوؿ :رسم دالة ابؽدؼ و ازاحتها 

نقوـ بتحريكه بصفة متوازية ابذا  رؤوس منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة ذات الاحداثيات الصحيحة،  Zبعد رسم ابؼستقيم 
وتكوف النقطة التي برقق أكبر قيمة للدالة ذي آخر نقطة يصل اليها ابؼستقيم . وحسب ابؼثاؿ بقد أف آخر نقطة 
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للبرنامج   الأمثل الصحيح ونسمي عندئه النقطة بابغل،  X2=3و  x1= 1ذات الاحداثيات  Eيصلها ذي النقطة 
من أجل برقيق ربح أعظمي  B ثلبث سفن من النوع و A أي بهب على ابؼؤسسة صناعة سفينة واحدة من النوع

 وحدة نقدية.14قدر  
 
 
 
 

  :(Gomory)طع المستوي ق. طريقة 2
جل الوصوؿ الى حل أمثل بأعداد من أ 1958عاـ   Ralph Gomoryقدمت ذه  الطريقة من طرؼ 

مع شرط أف تكوف ابؼتغنًات كاملة ، وفي حالة الوصوؿ الى من نفس الطرح للنموذج الرياضي  كاملة حيث ننطلق
بحيث يتم برديد   Gomoryابغل دوف برقق ذها الشرط نقوـ بإضافة قيد جديد للمسألة الأولية يسمى قيد 

عروفة مع تكرار العملية حى ، وبعد اضافته الى النموذج يتم ابغل وفقا للكيفية ابؼباستعماؿ الأجزاء غنً الكاملة  
أعداد صحيحة. مع الاشارة الى أف اف القيد ابؼضاؼ ذو عبارة عن قيد قطع يقتطع جزء معنٌ الوصوؿ الى حل أمثل ب

 من حيز ابغل الهي بوتوي على قيم ليست بأعداد  صحيحة .
 1باختصار بيكن أف تتم ذه  الطريقة في أربعة مراحل:

 السمبلبكس للبربؾة ابػطية. حل ابؼسألة باستخداـ طريقة 
 .Gomoryاضافة قيد  
 حل ابؼسألة ابعديدة بطريقة السمبلبكس. 
 اعادة العملية حى الوصوؿ الى حل أمثل بقيم صحيحة. 

 
 

 
 

 
 

و لتبسيط خطوات ذه  الطريقة سنعمل على توضيحها انطلبقا من ابؼثاؿ العددي الهي استخدـ في شرح 
 الطريقة البيانية ، رغبة في مقارنة النتيجة ابؼترتبة عن ذاتنٌ الطريقتنٌ :

                                                           
1
 227، ص 2006للنشر و التوزيع، مصر،  ، ايتراؾ1،طبحوث العملياتاليمنٌ فالته،    

 قاعدة:
لتطبيق طريقة قطع المستوي يجب أن تكون معاملات المتغيرات لجميع القيود التي تتضمنها  

 المسألة ذات قيم عددية صحيحة.

 ملاحظة:
دالة الهدف لنموذج البرمجة بالأعداد الصحيحة دائما اقل أو يساوي من قيمة دالة الهدف  قيمة

 لنموذج البرمجة الخطية المقابل لو.
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 :كاف البرنامج ابػطي ذو:  مثال 

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10                             (1) 
x1, x2≥ 0       
x1, x2 entier   

 
 الخطوة الأولى: حل المسألة باستخدام طريقة السمبلاكس 
دوف الأخه بعنٌ الاعتبار لشرط القيم الصحيحة  ام في ذه  ابػطوة تطبيق خطوات السمبلبكس ابؼشار اليها سابقيت

اجل ابغصوؿ على ابغل الأمثل.  وفي مثالنا نلبحظ أف القيد الأوؿ للمسألة لا بىضع لقاعدة طريقة القطع وذلك من 
 (  لنحصل على قيد جديد:3، لها بهب أولا تبسيطه بالتخلص من ابؼقامات وذلك بضرب طرفي القيد في العدد )

6x1 + 3x2≤ 19 
 ري للمسألة و جداوؿ السمبلبكس التالينٌ:و بتطبيق طريقة السمبلبكس بكصل على النموذج ابؼعيا 

MaxZ = 2x1 + 4 x2 + 0 e1 +0 e2                       

6 x1 + 3x2 + e1 = 19      
x1+ 3 x2 + e2 = 10             

x1 , x2 ,  e1, e2≥ 0 
x1 , x2  entier 

0 0 4 2  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1 3 6 19 e1 0 
1 0 3 1 10 e2 0 
0 0 -4 -2 Z= 0 
-1 1 0 5 9 e1 0 
1/3 0 1 1/3 10/3 x2 4 
4/3 0 0 -2/3 Z= 40/3 
-1/5 1/5 0 1 9/5 x1 2 
2/5 -1/15 1 0 41/15 x2 4 
6/5 2/15 0 0 Z= 218/5 
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 ، لها فاف شرط الأمثلية قد برققموجبةنلبحظ من خلبؿ ابعدوؿ الأخنً أف قيم سطر التقييم بصيعها معدومة أو 

 للبربؾة ابػطية حيث تكوف النتائج المحصل عليها كما يلي: 
x1 =9/5 ,  x2=41/15  , Z =218/5 

 و لكن ذه  النتائج  ليست بقيم صحيحة بؼتغنًات القرار ، لها يتطلب الأمر الانتقاؿ الى ابػطوة ابؼوالية .
  الخطوة الثانية  : اضافة قيدGomory 

 1الرياضية للقيد ابؼضاؼ للبرنامج الرياضي نتبع ابػطوات التالية:من أجل الوصوؿ الى العبارة 
 : الهي قيمته في ابغل الأمثل بوتوي  يتم اختيار ابؼتغنً القاعدي  اختيار ابؼتغنًة التي تتم على أساسها كتابة القيد

 جزء كسري،  حيث بيكن أف بيثل  بالصيغة التالية: على أكبر 
XK= EK + DK  

 ابعزء الكسري الهي بهب أف يكوف دائما موجبا:    DK  ،        بيثل ابعزء الصحيح:  EK     حيث :   
 على النحو التالي:  ابؼتغنًين القاعدينٌوفي مثالنا فانه بيكن كتابة 

X1=9/5  1+ 4/5E1=1D1= 4/5 
X2=41/15  2+ 11/15E2=2D2= 11/15 

 ذو الأكبر ، لها سيتم اختيار  لكتابة القيد ابؼضاؼ  X1 ابعزء الكسري لػ نلبحظ أف
 : يكتب القيد انطلبقا من قراءة سطر ابؼتغنًة ابؼختارة في ابػطوة السابقة بالشكل التالي:   كتابة القيد 

bK= xK +  


n

j

jkj xa
1

 

  +  


n

j

jkj xD
1

EK + DK =  xK +   


n

j

jkj xE
1

 

XK = EK + DK  -      


n

j

jkj xE
1

   -   


n

j

jkj xD
1

 

XK = (EK -   


n

j

jkj xE
1

 ) + (DK   -   


n

j

jkj xD
1

  )
  
 

 :   ذو Gomoryقيد  فاف عدد صحيح بهب اف يكوف الطرؼ الثاني عددا صحيحا ، و عليه XKحى يكوف 

 

 :  يكوف كالتالي Gomoryوحسب مثالنا فاف قيد 
9/5 =  x1 + 1/5 e1 – 1/5 e2 

1+ 4/5 =   x1 + 1/5 e1 + (-1 + 4/5) e2 

                                                           

1   228،229اليمنٌ فالته، مرجع سابق ، ص ص  
  

DK   -     ≤  0 
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x1 = 1+ 4/5 - 1/5 e1 -(-1 + 4/5) e2 

x1 = 1+ e2  + (4/5 - 1/5 e1 - 4/5 e2) 
عددا صحيحا ،  (e1 - 4/5 e2 1/5 - 4/5)عدد صحيح بهب أف يكوف الطرؼ الثاني   x1 فاذا أردنا أف يكوف

 :ومنه
(4/5 - 1/5 e1 - 4/5 e2) ≤ 0 

تعويض  بهبالنموذج ولكن قبل إدخابؽا كقيد جديد في  ،قاطعو بهه  النتيجة نكوف قد حددنا أوؿ مستوي 
 متغنًات الفوارؽ بابؼتغنًات الأساسية كما يلي:

  x1 + 3x2 + e1 = 19  e1 = 19 - 6 x1 - 3x2 6   لدينا:النموذج ابؼعياري  من
                                  x1- 3 x2  e2 = 10 - x1+ 3 x2 + e2 = 10      

 بالتعريض في  العبارة السابقة بقد :
                      

 
 :كالتالي Gomoryو بالتالي يصبح النموذج ابعديد بعد ادخاؿ قيد 

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10                                   (2) 

2 x1 + 3 x2  ≤  11 

x1, x2≥ 0       
x1, x2 entier   

  :حل المسألة الجديدة:  الخطوة الثالثة 
لبكس و بالكيفية ابؼعروفة سابقا. يتم في ذه  ابػطوة حل بموذج البربؾة ابػطية ابعديدة باستعماؿ طريقة السمب

 كالتالي:   فاف النموذج ابؼعياري للمسألة ابعديدة و جداوؿ السمبلبكس ذم،وحسب مثالنا 
 

MaxZ = 2x1 + 4 x2 + 0 e1 +0 e2  + 0 e3                     

6 x1 + 3x2 + e1 = 19         
x1+ 3 x2 + e2 = 10        

    2 x1 + 3 x2  + e3 =  11                 
x1 , x2 ,  e1, e2 , e3≥ 0 

x1 , x2  entier 
 

2 x1 + 3 x2  ≤  11 
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0 0 0 4 2  
e3 e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 1 3 6 19 e1 0 
0 1 0 3 1 10 e2 0 
1 0 0 3 2 11 e3 0 
0 0 0 -4 -2 Z= 0 
0 -1 1 0 5 9 e1 0 
0 1/3 0 1 1/3 10/3 x2 4 
1 -1 0 0 1 1 e3 0 
0 4/3 0 0 -2/3 Z= 40/3 
-5 4 1 0 0 4 e1 0 

-1/3 2/3 0 1 0 3 x2 4 
1 -1 0 0 1 1 x1 2 

2/3 2/3 0 0 0 Z= 14 
 ، لها فاف شرط الأمثلية قد برققموجبةنلبحظ من خلبؿ ابعدوؿ الأخنً أف قيم سطر التقييم بصيعها معدومة أو 

أعداد صحيحة ، وبالتالي فانه بهب على ابؼؤسسة  x2و   x1للبربؾة ابػطية، كما أف ذها ابغل مقبوؿ لأف كل من 
وحدة نقدية. و  14من أجل برقيق ربح أعظمي قدر   Bو ثلبث سفن من النوع  Aانتاج سفينة واحدة من النوع 

 . Eالمتوصل اليها في الطريقة البيانية و التي تمثلها النقطة  ىذه النتيجة نفسها  
 

 ؟ىل يتطلب الأمر ىنا الانتقال الى الخطوة الرابعةوالسؤال الذي يطرح نفسو الآن : 
صحيحة  لا بوتاج الامر الى تكوين قيد قطع جديد بابػطوات ابؼهكورة   x2و   x1و ابعواب ذو أنه ما دامت قيم 

 آنفا و حل ابؼسألة ابعديدة بطريقة السمبلبكس ، لها نتوقف عن ابغل وذه  بسثل ابؼرحلة النهائية ابؼثلى بؼثالنا .
 

 
 

 

 
 
 

 ملاحظة:
أكثر  للجزء الكسري ، قد نجد قيمتين أو المتغيرة التي تتم على أساسها كتابة القيدعند اختيار  

 .متساوية ، عندئذ يتم الاختيار بطريقة عشوائية
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 :( Branch and Boundالتفريع و التحديد)طريقة . 3
بغل البرامج ابػطية بشرط  A. Landو  G.Doigقبل كل من  مرة مناستعملت ذه  الطريقة لأوؿ 

 بتطوير  للخوارزمية التجميعية بغل  1965في عاـ  E. Balas، و بعدذا استعملت من طرؼ الأعداد الصحيحة 
وتعتمد ذه  الطريقة في البحث عن حل أمثل عددي صحيح على تطبيق عمليتنٌ البرامج ابػطية بابؼتغنًات الثنائية . 

 1أساسيتنٌ بنا :
يقصد بها تقسيم فضاء ابغل ابؼستمر الى فضاءات فرعية من أجل حهؼ  (:Branchingالتفريع )   

أجزاء الفضاء ابؼستمر و الهي يكوف غنً مقبوؿ بؼسألة البربؾة بالأعداد الصحيحة ، وذلك عن طريق القيود العددية 
 الضرورية للحصوؿ على ابغلوؿ العددية ابؼثلى.

بابؼطالب أو الشروط  مع غلق تفرعات لا تفي و يعني اضافة بؿددات جديدة ( :Boundingالتحديد)  
صل النموذج الرياضي. و ذها يعني أف قيمة دالة ابؽدؼ ابؼثلى لكل مسألة فرعية للمسألة الأصلية من نوع الواردة في أ

تعظيم أو بزفيض بوصل عليها من عملية التجزئة ، اذ يتم ادراجها كحد أعلى أو أدنى لقيمة دالة ابؽدؼ ابؼرتبطة مع 
  لقيم العددية ابؼتاحة بؼتغنًات القرار . ذها ابغد أساسي لعملية ترتيب ابغلوؿ ابؼثلى للمجموعات الفرعية .ا

، فاف الفرؽ بنٌ طريقة قطع ابؼستوي و طريقة التفريع و التحديد تكمن في أف الأولى تعمل على برديد وعليه
بينما تعمل الثانية على برديد قيود موازية لأحد بؿاور ابؼعلم باستعماؿ أحد  ابذاذات،قيود تأخه شكل قيود في عدة 

 متغنًات النموذج.
ولشرح خطوات ابهاد ابغل العددي الصحيح  الأمثل بطريقة التفريع و التحديد سنعتمد على نفس ابؼثاؿ ابؼعطى 

 2في الطريقتنٌ السابقتنٌ للبربؾة بالأعداد الصحيحة: 
 كاف البرنامج ابػطي ذو: مثال:  

MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                           

2 x1 + x2≤ 19/3 
x1+ 3 x2≤ 10                               

x1, x2≥ 0       
x1, x2 entier   

 الخطوة الأولى: حل المسألة باستخدام طريقة السمبلاكس 
يتم ابهاد ابغل الأمثل للمسألة باستخداـ طريقة السمبلبكس ، فاذا كاف ابعواب مستوفي لشروط البربؾة العددية 
نتوقف عن ابغل أما اذا كاف لا ننتقل الى ابػطوة الثانية .  وكما أشرنا سابقا، فانه تم أولا التخلص من مقامات القيد 

                                                           

 
1
 ،  الدار الدولية للبستثمارات الثقافية، مصر  ،2، طسلسلة ملخصات شوم بحوث العمليات،ريتشارد برونسوف، تربصة حسن حسني الغباري،    

 . 86،85، ص ص 2004

 
2
 324،323، ص ص 2007،دار ابغامد للنشر و التوزيع، عماف،  1، طفي الأساليب الكمية و بحوث العملياتالجديد سهيلة عبد الله سعيد،   
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ثم التوصل الى ابغل الأمثل للمسألة بعد ،  6x1 + 3x2≤ 19   الأوؿ للمسألة  ، لنحصل على قيد جديد ذو :
 x1 =9/5 ,  x2=41/15  , Z =218/5وذو :      تطبيق خطوات طريقة  السمبلبكس

 الصحيحة بؼتغنًات القرار ، فاف الأمر يتطلب الانتقاؿ الى ابػطوة ابؼوالية. الأعدادو بدا أف ذها ابغل لا بوتـر شرط 
 الثانية:  عملية التفريع الخطوة 

تتضمن ذه  ابػطوة بذزئة ابؼسألة الأصلية الى مسألتنٌ فرعيتنٌ  مع اضافة قيود جديدة مشتقة من أصل النموذج 
 وينم ذلك من خلبؿ اتباع ما يلي: الرياضي.

 اذ بيكن كتابته وذو ابؼتغنً الهي يكوف قيمته عند ابغل الأمثل بومل قيمة كسرية كبنًة  : اختيار ابؼتغنً ابؼتفرع
 لدينا :حسب مثالنا و  .Xk = Ek + Dkبالصيغة التالية:  

X1=9/5  1+ 4/5   ،    X2=41/15  2+ 11/15 
 كونه بومل أكبر عدد بعد الفاصلة.   X1 وبالتالي بلتار ابؼتغنً

  بدا أف   :القيدين ابعديدينكتابةX k  فانه بيكن البحث عن بهب أف تكوف قيمة صحيحة في ابغل الأمثل،
 E ≤  X* k ≤ E+1 :                                خلبؿ القاعدة التاليةمن   X* kقيمها ابعديدة 

*Xلأف  E+1و  Eبحيث ذها المجاؿ لا بوتوي على أي قيمة ذات عدد صحيح الا القيم 
k بؿصور بنٌ عددين 

 والهي بيكن من خلبله اشتقاؽ قيدين جديدين بنا : صحيحنٌ متتالينٌ ،
  X*

k ≤  E        , X*
k  ≥  E +1 

وبالتالي بيكن التعبنً عن شرط الأعداد الصحيحة  ،x1 ≤2 ≥1     يلي: كما X1 وفي ابؼثاؿ ابؼعطى فانه بيكن كتابة
 .   ,     X1≥  2  X1≤ 1بقيدين بنا :     X1للمتغنً 
  يتم اضافة كل قيد الناتج عن ابؼرحلة السابقة الى البرنامج الأصلي ، لنتحصل  فرعينٌ:البرنابؾنٌ التشكيل

وبالتالي، فاف البرنامج  على برنابؾنٌ آخرين يتم حل كل واحد منهما حلب مستقلب باستخداـ طريقة السمبلبكس.
و ،   X1≤ 1الأصلي بؼثالنا يفرع الى برنابؾنٌ يتكوف من البرنامج الأصلي مضاؼ اليه القيد الأوؿ ابؼستنتج وذو  

 أي:،   X1≥  2 الثاني أيضا يتكوف من البرنامج الأصلي مضاؼ اليه القيد
MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                                            MaxZ = 2 x1 + 4 x2                                                             

                                           2 x1 + x2≤ 19/3                                              2 x1 + x2≤ 19/3 
            (2               ) x1+ 3 x2≤ 10              (1                                ) x1+ 3 x2≤ 10     

x1≤1                                                                              x1≥2         
x1, x2≥ 0                                                                  x1, x2≥ 0        

x1, x2 entier                                                       x1, x2 entier   
 الخطوة الثالثة: عملية التحديد 

 تقوـ ذه  ابػطوة على:
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  تقييم حلوؿ البرنابؾنٌ الفرعينٌ ، فاذا تم ابغصوؿ على ابغل الأمثل بشرط العدد الصحيح يتم ترشيحه ليكوف
  . احل السابقةة التفريع بالاعتماد على نفس ابؼر الأصلي ، وبعكسه تتم عمليحل أمثل للبرنامج 

 ٌللبرامج الفرعية ليقع الاختيار على أفضل النتائج . ولزيادة كفاءة ابغل  النتائج العددية ابؼثلى تتم ابؼقارنة بن
حيث اذا كانت دالة ابؽدؼ من نوع التعظيم فاف قيمة دالة ابؽدؼ للحل الأمثل في ،لابد من ادخاؿ مبدأ التحديد 

البرنامج الفرعي بيثل ابغد الأدنى للبرنامج الأصلي و كل البرامج الفرعية التي تؤدي حلوبؽا الى قيم دالة ذدفية أصغر 
بغل الأمثل للبرنامج الفرعي بيثل ابغد من ابغد الأدنى تصبح ملغاة، أما اذا كانت دالة ابؽدؼ من نوع التخفيض فاف ا

    تصبح ملغاة  الأعلىكل البرامج الفرعية التي تؤدي حلوبؽا الى قيم دالة ذدفية أكبر من ابغد للبرنامج الأصلي و الأعلى 
 وبحل البرنابؾنٌ الفرعينٌ بؼثالنا نتحصل على النتائج التالية:

 x1 =1 ,  x2=3  , Z =14(:   1البرنامج الفرعي )

 x1 =2 ,  x2=7/3  , Z =140/3(:   2البرنامج الفرعي )

( لها نتوقف عن عملية التفريع، في 1نلبحظ أنه تم التوصل الى ابغل الأمثل العددي الصحيح للبرنامج الفرعي )
( حيث بقيت قيمة 2حنٌ لم يتم ابغصوؿ على قيم صحيحة بؼتغنًات القرار في ابغل الأمثل للبرنامج الفرعي )

 بنفس ابػطوات السابقة.( من جديد 2رعي )عبارة عن كسر ، بفا يستدعي تفريع البرنامج الف x2   ابؼتغنً 
 ومن أجل توضيح عملية البحث بطريقة سهلة نقوـ بتمثيلها على شكل شجرة قرار ابؼوالي: 

 
 

X1≥  2                                                                                                         X1≤ 1 
                                       

 
X2≥  3                           X2≤  2           

 
 

 
X1≤ 2                                                                                X1≥  3   

 
 

         X2≤  0                +                                                           X2≥  1                                                  
                                             

 

لبرنامج الأصلي:ا  
x1 =9/5 ,  x2=41/15  , Z =218/5 

 

(:2البرنامج الفرعي)   
x1 =2,  x2=7/3, Z =140/3 

(:1لبرنامج الفرعي)ا   
x1 =1,  x2= 3 , Z =14 

(:3البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:4البرنامج الفرعي)   
x1 =13/6,  x2=2, Z =37/3 

 

(:5البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:6البرنامج الفرعي)   
x1 =3,  x2=1/3 , Z =22/3 

 

(:7البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:8البرنامج الفرعي)   
x1 =19/6,  x2=0, Z =19/3 
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             X1≤ 3                                               X1≥  4                                                                               
    

 

اف عملية برديد ابغل الأمثل وفق ذه  الطريقة تكوف باختيار أحسن حل عددي صحيح من ابغلوؿ ابؼرشحة في 
( الهي بوقق اكبر قيمة لدالة 1(، لينصب الاختيار على حل النموذج الفرعي )10( و )1النموذجنٌ الفرعينٌ )

ة ملغاة . وبالتالي فانه بهب على ابؼؤسسة ابؽدؼ ، ويسمى بهلك ابغد الأدنى للمسألة وتكوف كل البرامج ابؼتفرع
 ووحدة نقدية.  14من أجل برقيق ربح أعظمي قدر   Bو ثلبث سفن من النوع  Aانتاج سفينة واحدة من النوع 

   نفسها  المتوصل اليها في الطريقتين السابقتين . ىذه النتيجة
 
 

 

 

 

 

III.:تمارين تطبيقية 
 تمارين محلولة:. 1 

 ابػطية التالي: ليكن بموذج البربؾة :الأول التمرين
MaxZ= 40 x1+60 x2    

             x1+ 20x2 ≤  11 

          7 x1+ x2 ≤  21 

            2x1+2 x2 ≤  13 

     x1, x2 ≥ 0 

x1, x2 entier                                                     

 

 لتعظيم دالة ابؽدؼ باستخداـ طريقتي قطع ابؼستوي ، التفريع  و التحديد. x2و   ,x1البحث عن قيمة  المطلوب:
 

(:9البرنامج الفرعي)   
 ليس لو حل

(:10البرنامج الفرعي)   
x1 =3,  x2=0, Z =6 

 

 ملاحظة:
 عند توفر أحد الشروط الثلاثة:البحث عن الحل الأمثل عبر فروع شجرة القرار  يتوقف

. النموذج الفرعي ليس لو حل 
. النموذج الفرعي يقبل حل عددي صحيح 
 في حالة قيمة دالة الهدف للنموذج الفرعي اقل أو يساوي من قيمة دالة

  الهدف لأي فرع آخر يحتوي على حل أمثل عددي صحيح
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        :  مادتنٌ أوليتنٌ ليكن النموذج ابػطي ابػاص بدسألة إنتاج منتوجنٌ بالاعتماد على  التمرين الثاني:

Max Z= 5 x1+4 x2 
             x1+ x2 ≤  5 

          10 x1+ 6x2  ≤ 45 

     x1, x2 ≥ 0 
.ػ ابهاد ابغل الأمثل  باستخداـ طريقة السمبلبكس 1:المطلوب  
 مع التوضيح     Gomory طريقةبوحدات غنً قابلة للتجزئة ، فأوجد ابغل الأمثل    x1,x2بافتراض . 2          

 من خلبؿ التمثيل البياني.
 :ابػطية التالي ليكن بموذج البربؾة التمرين الثالث:

MaxZ= 400 x1+600 x2    
             4x1+ 2x2 ≤  14 

           x1+ 2x2  ≤ 7 

          x1, x2 ≥ 0    
                                                     

ػ ابهاد ابغل الأمثل  باستخداـ الطريقة البيانية . 1:المطلوب   
من  مع التوضيح     B.Bطريقةبوحدات غنً قابلة للتجزئة ، فأوجد ابغل الأمثل    x1 أف بافتراض. 2          

 خلبؿ التمثيل البياني.

 ابػطية التالي: ليكن بموذج البربؾة التمرين الرابع:
MaxZ= 4 x1+3 x2    

            3 x1+4 x2 ≤  12 

          -4 x1-2 x2 ≥ - 9 

      10x1 ≤  22     
     x1, x2 ≥ 0 

x1 entier                                                     
 .أوجد ابغل باستخداـ طريقة التفريع و التحديد.1 المطلوب:

 .للحل الأمثل مثل بيانيا منطقة ابغلوؿ ابؼقبولة.2              
 ليكن لدينا البرنامج ابػطي التالي:  التمرين الخامس: 

Max Z= 2x1+3 x2 
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           1/2  x1+ x2 ≤  5/4 

 x1, x2 ≥ 0 
x1, x2 entier 

حل ذها النموذج باستخداـ طريقة ابؼستوي القاطع . ماذا تلبحظ؟.1  المطلوب:  
 ماذا نفعل لتجاوز ذه  ابؼشكلة؟ .2              

 الحلول:
 حل التمرين الأول:

 الصحيحة بكل ابؼسألة أولا باستخداـ طريقة السمبلبكس: بالأعدادتطبيق طريقتي البربؾة قبل 
 النموذج ابؼعياري:    

MaxZ= 40 x1+60 x2   +0 e1 +0 e2 +0 e3 

             x1+ 2x2 +  e1= 11 

          7 x1+ x2  + e2+=  21 

       2x1+2 x2+ e3  = 13 

     x1, x2, e1, e2, e3 ≥ 0 

x1, x2 entier                                                    7 

 
 

0 0 0 60 40  
e3 e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 1 2 1 11 e1 0 
0 1 0 1 7 21 e2 0 
1 0 0 2 2 13 e3 0 
0 0 0 -60 -40 Z= 0 
0 0 ½ 1 ½ 11/2 x2 60 
0 1 -1/2 0 13/2 31/2 e2 0 
1 0 -1 0 1 2 e3 0 
0 0 30 0 -10 Z=330 

-1/2 0 1 1 0 9/2 x2 60 
-13/2 1 6 0 0 5/2 e2 0 

1 0 -1 0 1 2 x1 40 
10 0 20 0 0 Z=350 
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 ، لها فاف شرط الأمثلية قد برققموجبةنلبحظ من خلبؿ ابعدوؿ الأخنً أف قيم سطر التقييم بصيعها معدومة أو 
 x1 =2 ,  x2=9/2  , Z =350للبربؾة ابػطية حيث تكوف النتائج المحصل عليها كما يلي: 

 ، لها يتطلب الأمر برسينها باتباع احدى الطريقتنٌ التاليتنٌ: x2و لكن ذه  النتائج  ليست بقيم صحيحة للمتغنًة 
 :طريقة قطع المستوي 

 من أجل كتابة القيد ابؼضاؼ الهي يكوف كالتالي:  x2ننطلق من سطر ابؼتغنًة 
 DK   -   



n

j

jkj xD
1

  ≤  0  1/2 -1/2 e3≤ 0 

 التالي : gomoryو بتعويض متغنًة الفوارؽ بابؼتغنًات الأساسية  نتحصل على قيد 
x1+ x2 ≤  6 

 ومنه يكوف النموذج ابعديد بعد اضافة ذها القيد كما يلي:
MaxZ= 40 x1+60 x2    

             x1+ 20x2 ≤  11 

          7 x1+ x2 ≤  21 

            2x1+2 x2 ≤  13 
x1+ x2 ≤  6 

     x1, x2 ≥ 0 

x1, x2 entier                                                     

 :يلي وبتطبيق طريقة السمبلبكس عليه ، نتحصل على ما

0 0 0 0 60 40  
e4 e3 e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 0 0 1 2 1 11 e1 0 
0 0 1 0 1 7 21 e2 0 
0 1 0 0 2 2 13 e3 0 
1 0 0 0 1 1 6 e4 0 
0 0 0 0 -60 -40 Z= 0 
0 0 0 ½ 1 ½ 11/2 x2 60 
0 0 1 -1/2 0 13/2 31/2 e2 0 
1 1 0 -1 0 1 2 e3 0 
0 0 0 -1/2 0 ½ 1/2 e4 0 
0 0 0 30 0 -10 Z=330 
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-1 0 0 1 1 0 5 x2 60 
-13 0 1 6 0 0 9 e2 0 
-2 1 0 0 0 0 1 e3 0 
2 0 0 -1 0 1 1 x1 40 

20 0 0 20 0 0 Z=340 
 ، لها فاف شرط الأمثلية قد برققموجبةنلبحظ من خلبؿ ابعدوؿ الأخنً أف قيم سطر التقييم بصيعها معدومة أو 

وذلك من  5و 1أعداد صحيحة و ذي على الترتيب  x2و   x1للبربؾة ابػطية، كما أف ذها ابغل مقبوؿ لأف كل من 
 وحدة نقدية.340دالة ذدؼ قيمتها 

 التفريع و التحديد: طريقة 
للقياـ بعملية التفريع ؛والهي بيكن    x2، ننطلق من ابؼتغنًة انطلبقا من جدوؿ ابغل الأمثل للنموذج الأصلي للمسألة 

 و بالتالي نتحصل على شجرة القرار التالية:.  x2≤ 5 ≥4كتابته كما يلي: 
 

 

x2≤4                                                             x2≥5                             

 

 

( رغم أف 1( غنً مقبوؿ لأف قيمة دالة ابؽدؼ أقل بفا عليه بالنسبة للحل للبرنامج الفرعي )2ابغل للبرنامج الفرعي )
أعداد صحيحة. لها نقبل بنتيجة البرنامج الفرعي الأوؿ  وذي نفسها ابؼتوصل اليها بطريقة قطع  x2و   x1قيم 

 ابؼستوي.
 حل التمرين الثاني: 

 1.:ابهاد ابغل بطريقة السمبلبكس 
     النموذج ابؼعياري:

Max Z= 5 x1+4 x2 + 0e1+ 0 e2 
             x1+ x2 + e1 =  5 

          10 x1+ 6x2 + e2 =  ≤ 45 

     x1, x2 ,  e1 , e2  ≥ 0 
 

لبرنامج الأصلي:ا  
x1 =2,  x2= 9/2 , Z =350 

 

(:1البرنامج الفرعي)   
x1 =1,  x2=5, Z =340 

(:2الفرعي) البرنامج   
x1 =2,  x2=4, Z =320 
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0 0 4 5  
e2 e1 x2 x1 bi V ck 

0 1 1 1 5 e1 0 
1 0 6 10 45 e2 0 
0 0 -4 -5 Z= 0 

-1/10 1 2/5 0 ½ e1 0 
1/10 0 3/5 1 45/10 x1 5 
5/10 0 -1 0 Z=225/10 
-1/4 5/2 1 0 5/4 x2 4 

¼ -3/2 0 1 15/4 x1 5 
¼ 5/2 0 0 Z=95/4 

وحدة من ابؼنتوج الثاني من 5/4وحدة من ابؼنتوج الأوؿ و 15/4يتحقق الانتاج الأمثل بػ  من ابعدوؿ الأخنً يتبنٌ أنه
 وحدة نقدية.95/4 قدر أجل برقيق ربح 

 2 .تطبيق طريقة Gomory  الرسم البياني:ب 
 من أجل كتابة القيد ابؼضاؼ لأنها برمل أكبر قيمة كسرية  الهي يكوف كالتالي:  x1ننطلق من سطر ابؼتغنًة 

 DK   -   


n

j

jkj xD
1

  ≤  0  3/4-1/2 e1 -1/4 e2≤ 0 

 التالي : gomoryو بتعويض متغنًات الفوارؽ بابؼتغنًات الأساسية  نتحصل على قيد    
3x1+ 2x2 ≤  13 

 وعليه يكوف النموذج ابعديد كالتالي:
                Max Z= 5 x1+4 x2    

             x1+ x2 ≤  5 

          10 x1+ 6x2  ≤ 45 
             3x1+ 2x2 ≤  13 

     x1, x2 ≥ 0 
 و بتطبيق خطوات الطريقة البيانية للبربؾة ابػطية نتحصل على الرسم البياني و جدوؿ نقاط منطقة ابغلوؿ التالينٌ:
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الانتاج الأمثل يتحقق   أي  أف Bأعداد صحيحة يكوف عند النقطة   x1, x2الهي بهعل قيم  وعليه، فاف ابغل الأمثل
 .وحدة نقدية23 وحدات من ابؼنتوج الثاني من أجل برقيق ربح قدر 2وحدات من ابؼنتوج الأوؿ و 3بػ 

 حل التمرين الثالث:
 1:حل البرنامج بيانيا . 

 نقاط منطقة ابغلوؿ التالينٌ: بتطبيق خطوات الطريقة البيانية للبربؾة ابػطية نتحصل على الرسم البياني و جدوؿ
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 قيمة دالة الهدف احداثيات النقاط النقاط
0 0:( x1=0, x2=0) MaxZ0=0 
A A:( x1=0, x2=5) MaxZA=20 
B B , x1=3, x2=2) MaxZb=23 
C C:( x1=13/3, x2=0) MaxZC=65/3 

 قيمة دالة الهدف احداثيات النقاط   النقاط
0 0:( x1=0, x2=0) MaxZ0=0 
A A:( x1=0, x2=7/2) MaxZA=2100 
B B:( x1=7/3, x2=7/3) MaxZB=7000/3 
C C:( x1=14/4, x2=0) MaxZC=1400 

2 

x1 

x2 

x1+x2=5 

 الحلول  منطقة

0 
1 

A 

C 

10x1+6x2=45 B 

4 

6 

8 

1 

2 3 4 5    

3x1+2x2=13
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 x1=7/3 , x2=7/3, z=7000/3أي   Bيكوف عند النقطة وعليه، فاف ابغل الأمثل 
 2 ابهاد ابغل الأمثل  بطريقة .B.B :بالرسم البياني 

 :البرنامج الأصلي للمسألة الى برنابؾنٌ فرعينٌ حيثسنختارذا لتفريع متغنًة غنً قابلة للتجزئة   x1بافتراض أف 
MaxZ = 400 x1 + 600 x2                                                            MaxZ = 400 x1 + 600 x2                                                             

                                           4 x1 +2 x2≤ 14                                                 4x1 + 2x2≤ 14 
            (2               ) x1+ 2 x2≤ 7                   (1                                ) x1+ 2 x2≤7     

x1≤2                                                                              x1≥3         
x1, x2≥ 0                                                                  x1, x2≥ 0        

x1 entier                                                                x1 entier   
 ( كما يلي:1وبيكن توضيح ابغل البياني بطريقة التفريع و التحديد للنموذج الفرعي )

 
 

 

 

 

 

2 

x1 

x2 

4x1+2x2=14 

 الحلول  منطقة

0 
1 

A 

C 

x1+2x2=7 B 

4 

6 

8 

1 

2 3 4 5 6 7  

2 

x1 

x2 

4x1+2x2=14 

منطقة  

 لولالح
0 

1 

A 

C 

x1+2x2=7 B 

4 

6 

8 

1 

E 3 4 5 6 7  

x1=2 

D 
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، وبدقارنة ابغلوؿ  A,D,E,0ذي  بسثل أركاف منطقة ابغلوؿ ابؼمكنة ذناؾ أربعة نقاطالرسم أعلب  بقد أف حسب و 
 . x2=3و  x1=2ذات الاحداثيات  Dابؼختلفة عند ذه   النقاط يتبنٌ أف ابغل الأمثل يكوف عند النقطة 

 ( كما يلي:2بيكن توضيح ابغل البياني بطريقة التفريع و التحديد للنموذج الفرعي )كما 
 
 

 

 

 

 

، وبدقارنة ابغلوؿ  C ,F ,G,ذي نقاط بسثل أركاف منطقة ابغلوؿ ابؼمكنةثلبثة ذناؾ الرسم أعلب  بقد أف حسب و 
وبالتالي ،  . x2=1و  x1=3ذات الاحداثيات  Fابؼختلفة عند ذه   النقاط يتبنٌ أف ابغل الأمثل يكوف عند النقطة 

 بيكننا اعداد شجرة القرار بؽه  ابؼسألة:
 

x1≥3                                                             x1≤2                 

  

 

 . لها ،( 1( غنً مقبوؿ لأف قيمة دالة ابؽدؼ أقل بفا عليه بالنسبة للحل للبرنامج الفرعي )2ابغل للبرنامج الفرعي )
( الهي بوقق اكبر قيمة لدالة ابؽدؼ ، ويسمى بهلك ابغد الأدنى 1ينصب الاختيار على حل النموذج الفرعي )

 للمسألة ويكوف البرنامج ابؼتفرع ملغى.
 حل التمرين الرابع:

 1 ابهاد ابغل الأمثل بطريقة.B.B : 
 لدينا:

 

2 

x1 

x2 

4x1+2x2=14 

منطقة  

 لولالح
0 

1 

A 

C 

x1+2x2=7 F 

4 

6 

8 

1 

2 G 4 5 6 7  

x1=3 

لبرنامج الأصلي:ا  
x1 =7/3,  x2=7/3, Z =7000/3 

 

(:2البرنامج الفرعي)   
x1 =3,  x2=1, Z =1800 

(:1البرنامج الفرعي)   
x1 =2,  x2=5/2, Z=2300 

==320 
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MaxZ = 4 x1 + 3 x2                                                            MaxZ = 4 x1 + 3 x2                                                             
                        3 x1 +4 x2≤ 12                                                 3x1 + 4x2≤ 12   

                            4  x1+2x2 ≤ 9                                                   -4  x 1 -2x2≥-9     
x1≤2 2             10                                                                x1≤22 10        

x1, x2≥ 0                                                                       x1, x2≥ 0        
x1, entier                                                                x1, entier   

 ابؼسألة: ع و التحديد نتحصل على الشجرة التالية:يطبيق خطوات طريقة التفر بت
 

x2≥3                                                             x2≤2                 

  

 

         X1≤  1                                     X1≥  2    

                                                       

 
ابؼرشحة في اف عملية برديد ابغل الأمثل وفق ذه  الطريقة تكوف باختيار أحسن حل عددي صحيح من ابغلوؿ 

( الهي بوقق اكبر قيمة لدالة ابؽدؼ 5(، لينصب الاختيار على حل النموذج الفرعي )5( و )2النموذجنٌ الفرعينٌ )
 ، ويسمى بهلك ابغد الأدنى للمسألة وتكوف كل البرامج ابؼتفرعة ملغاة.

 2:ٌالتمثيل البياني للحل الأمثل: ابغلوؿ التالين . 
 
 

 
 

 

 

 

 

لبرنامج الأصلي:ا  
x1 =6/5,  x2=13/5, Z =63/5 

 

(:2البرنامج الفرعي)   
x1 =0,  x2=3, Z =9 

(:1البرنامج الفرعي)   
x1 =5/4,  x2=2, Z=11 

(:4البرنامج الفرعي)   
x1 =2,  x2=1/2, Z=9.5 

 

(:5البرنامج الفرعي)   
x1 =1,  x2=2, Z=10 

 

1 

x1 

x2 

 

طقة
من

 
حل

ال
 

0 
1 

A 

C 

10x1+6x2=45 B 

2 

3 

4 

5 
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 حل التمرين الخامس:
 1 حل النموذج بطريقة .Gomory: 

 بتطبيق خطوات حل البرنامج ابػطي بدوف شرط الأعداد الصحيحة نتحصل على جدوؿ ابغل ابؼوالي:
 0 3 2  

e1 x2 x1 bi V ck 

2 2 1 5/2 x1 2 
4 1 0 Z= 5 

 متغنً قاعدي كسري فاف القيد ابؼضاؼ يكتب كالتالي:  x1وبدا أف 
DK   -   



n

j

jkj xD
1

  ≤  0 1/2≤ 0  

( يستحيل أف يكوف أقل من أو يساوي الصفر ، لها فانه لا بيكن كتابة القيد ابعديد 2/1نلبحظ أف ابعزء الكسري )
 .gomoryومن بشة لا بيكن تطبيق طريقة 

 2 :لتجاوز ابؼشكلة السابقة علينا التعديل في معاملبت القيد بجعلها عبارة عن أعداد صحيحة . 
 لنتحصل على القيد التالي:   4في العدد  وفي ذه  ابغالة نضرب طرفي القيد

 2x1+4 x2 ≤  4   
 ومن ثم يكوف ابغل الأمثل للنموذج ابعديد كالتالي:

0 3 2  
e1 x2 x1 bi V ck 

½ 2 1 5/2 x1 2 
1 1 0 Z= 5 

 ومنه بيكن كتابة القيد ابؼضاؼ كالتالي:
DK   -   



n

j

jkj xD
1

  ≤  0 1/2  -1/2 e1≤ 0  

 :التالي gomoryو بتعويض متغنًات الفوارؽ بابؼتغنًات الأساسية نتحصل على قيد    
  x1+2 x2 ≤  2  

 وفي الاخنً بكصل على ابغل الامثل العددي الصحيح بؽه  ابؼسألة : 
Z=4 , x1= 2 , x2= 0 

 . تمارين مقترحة2 
 :Gomory طريقةأوجد ابغل الأمثل للبرامج ابػطية التالية باستعماؿ   التمرين الأول:
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                               MaxZ=2x1+10 x2  +x3                               MaxZ= x1+ 9x2 +x3    
                                  5x1+ 2x2+x3≤15                            x1+ 2x2+3x3≤9    

2x1+x2+7x3≤20                           3x1 + 2x2+ 2x3≤15  
                                         x1+3 x2 +2x3≤5                                        x1, x2 ≥0    

X1, x2≥0                                          X1, x2≥0  
X1, x2 entier                                 X1, x2 entier 

 التفريع  التحديد:  أوجد ابغل الأمثل للبرامج ابػطية التالية باستعماؿ طريقة الثاني:التمرين 
                                 MinZ=x1+ x2                                               MaxZ= x1+ 2x2 +x3    
                                  2x1+ 2x2≥ 5                          2  x1+ 3x2+3x3≤11    

x1, x2 ≥0                  12x1+5x23≤30 
X1, x2 entier           X1, x2≥0 

X1, x2 entier                                                
 : مادة أولية ليكن النموذج ابػطي ابػاص بدسألة إنتاج منتوجنٌ بالاعتماد على التمرين الثالث:

Max Z= 2x1+3 x2 
            2 x1+ 4x2 ≤  5 

         x1, x2 ≥ 0 
 :وكاف ابعدوؿ النهائي له كالتالي 

 
 
 

 المطلوب:
 . شرح النتائج ابؼتحصل عليها 

 ( Gomoryوحدات غنً قابلة للتجزئة، فأوجد ابغل الأمثل بطريقة ابؼستوي القاطع) طريقة  x1,x2.بافتراض 
 بالتمثيل البياني.

 
 

 

 

 

0 3 2  
e1 x2 x1 bi V ck 

1/2 2 1 2/5 x1 2 
1 1 0 Z= 5 
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الفصل الثددددددددالث : شبكات الأعمدددددددددددددال 

 :أىدددداف الفددددصدددل 
 ينتظر من الطالب بعد قراءة ذها الفصل أف يصبح قادرا على:

 استخدامات شبكة الأعماؿ.فهم فوائد و  
 رسم شبكة الأعماؿ للمشاريع . 
 استخداـ أساليب التحليل الشبكي.  
 تطبيق خطوات تسريع ابؼشاريع و برديد التكلفة الاضافية. 

 

 محتوى الفصل:
I . بناء شبكة الاعماؿ.. مفهوـ و 
 .مفهوـ شبكة الاعماؿ.1  

 . بناء شبكة الأعماؿ.2 
-II. الشبكيةأساليب برليل ابؼخططات. 

 (.CPM)  . أسلوب ابؼسار ابغرج1 
 (.PERTأسلوب مراجعة و تقييم ابؼشروع) . 2

III. /ابؼشروع( التكلفة )تعجيلالشبكة. 
 . العلبقة بنٌ تكلفة ابؼشروع و زمنه.1 

 . خطوات تعجيل ابؼشرع.2  
IV .بسارين تطبيقية. 

 . بسارين بؿلولة.1 
 . بسارين مقترحة2 
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 تمهيد: 
 ادارة ابؼشاريع حيث تساعد مسنً ابؼشروع في بزطيط و جدولة فيتعتبر شبكات الاعماؿ من الطرؽ ابؼهمة  

بـتلف أنشطة ابؼشروع و بالتالي في العمليات ابؼختلفة اللبزمة لأداء عملية معينة بحيث تسمح بالتحكم في وقت 
 وقت ابقاز ، وكها العمل على بزفيض تكاليفه.

لم تتطور شبكات الاعماؿ بشكل مفاجئ في أواخر ابػمسينات و ابما سبقتها بؿاولات  ،يةالناحية التاربىمن  
فكانت ذه  ابؼخططات .اساليب اقل تعقيدا كمخططات جانت و بـططات ابؼعلمات عديدة من خلبؿ استخداـ 

سار ابغرج  و مراجعة و اللبحق للنماذج الشبكية، حيث طورت طريقتي ابؼالبداية الاولى  التي استندا اليها التطوير  
و بابذاذنٌ متوازينٌ، الأوؿ صناعي و الثاني تقييم ابؼشروع في كل من بريطانيا و و.ـ.أ في الوقت نفسه تقريبا 

 عسكري. 
I بناء شبكة الاعمال. مفهوم و: 
 فهوم شبكة الاعمال:. م1

العلبقات بنٌ الأنشطة التي تعرؼ شبكة الاعماؿ بأنها عبارة عن بياف بزطيطي يتألف من أسهم و عقد توضح 
 1يتكوف منها ابؼشروع ،  وذلك من أجل معرفة :

  ابؼشروع. لإبقازالوقت اللبزـ 
 .تواريخ بداية و نهاية كل نشاط 
  ًالأنشطة ابغرجة للمشروع التي لا تقبل التأخن 
  ابؼشروع.ابغد الأقصى الهي يسمح به للؤنشطة غنً ابغرجة بالتأخنً دوف أف يؤثر ذلك على مدة ابقاز 
 .ابؼوارد اللبزمة لإبقاز ابؼشروع 
  .البدائل ابؼمكنة لتقليص الفترات الزمنية الطويلة و مقايضتها عند ابغاجة بالتكاليف 

 :فاف أبنيتها تتجسد في أنها ،لها
 .تعتبر قاعدة يتم الاعتماد عليها في عمليات التخطيط للمشاريع 
 .بسثل وسيلة لرقابة ابؼشاريع 
 من أسس ابزاذ القرارات. بسثل اساسا مهما 
 . تساعد الادارة في التعامل مع الاخطاء ابؼصاحبة لأي مشروع يتم تنفيه 

 2كما يستخدـ أسلوب شبكات الأعماؿ في بؾالات عديدة منها:

                                                           

291، 290، ص ص  2006ديواف ابؼطبوعات ابعامعية، ابعزائر،  ،2ط ،بحوث العملياتبؿمد راتوؿ،   1  
 302، ص2008، منشورات جامعة حلب، سوريا،  بحوث العمليات، صبحي المحمد، ابراذيم نائب 
2
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 .مشاريع الانشاء و ابؼباني 
 .مشروعات الأبحاث و التطوير في بؾاؿ التكنولوجيا أو الادارة 
 عملية بناء السفن و الطائرات. جدولة 
 .جدولة برامج الصيانة 
 .تنفيه بضلبت الدعاية و الاعلبف لتسويق ابؼنتجات 

  :. بناء شبكة الاعمال2
 :الشبكةبناء مستخدمة في المصطلحات الأولا: 

 1توجد بؾموعة من ابؼصطلحات التي يتم استخدامها في بناء الشبكات و ابؼتمثلة في: 
بيثل الانتهاء من  ابقاز معنٌ بودث في نقطة زمن معينة ولا بوتاج لوقت أو موارد بحد ذاته،ذو  الحدث: 

  :الانشطة السابقة و بداية الأنشطة اللبحقة، و يعبر عنه في غالب الأحياف بدائرة  أي 
فوقه أو  ذو جزء من ابؼشروع بوتاج الى امكانيات و يأخه وقتا لأدائه، حيث بيثل بسهم موجه يكتبلنشاط: ا 

 :برته اسم النشاط و مدة ابقاز . أي
 2 كما تنقسم الانشطة الى :

 ذي الأنشطة التي بردث في ترتيب متعاقب كما في الشكل التالي:  متعاقبة:النشطة الأ 
 A                B A    

 
 :ذي التي يتم تنفيهذا بوقت واحد .تظهر كما يلي: الانشطة المتوازية 

                                                      A 
 

                                                      B 
لكنه لا بوتاج أي زمن ة نشاط معنٌ على بقية الأنشطة ، ذو نشاط يستخدـ لتحديد اعتمادي الوىمي:النشاط  

بيثل عادة  ،و  الشبكة اظهار تتابع منطقية العلبقات بنٌ أنشطة ابؼشروع  فيأبنية  أي له . أو مواد أو تكاليف
  بسهم متقطع أي :                 .

 وذو نوعاف: .بإبقاز ذو سلسلة من الأنشطة و الأحداث ابؼتعاقبة التي تبدأ ببدأ ابؼشروع و تنتهي  المسار : 
 :نهايته حى وتستمر ابؼشروع بداية من وتبدأ ابغرجة النشاطات بؾموعة بيثل الهي ابؼسار ذو المسار الحرج، 

 .ابؼشروع لإبساـ مسار أطوؿ وبيثل

                                                           

.209دلاؿ صادؽ ابعواد، بضيد ناصر الفتاؿ، مرجع سابق، ص  
1
  

389، ص 2013، دار الوراؽ ، الاردف، 1، ط مدخل الى ادارة المشروعاتبقم عبود بقم ،    2
  

1 2 3 

 

1 

2 

3 
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 :وذو ذلك ابؼسار الهي بيكن تأجيل انشطته دوف التأثنً على وقت ابقاز ابؼشروع  المسار غير الحرج
 بالكامل.

 ثانيا. قواعد بناء شبكات الأعمال:
بهزء ابؼشروع الى بؾموعة من الأنشطة ، ثم بودد حدثي البداية و النهاية ليتم برديد ترتيب الأنشطة التي تسبق 

 1بحيث توضع الأنشطة بتتابع منطقي مع الأخه بعنٌ الاعتبار قواعد رسم ابؼخطط الشبكي و ابؼتمثلة في: الأخرى 
 .لكل بـطط شبكي حدث بداية واحد وحدث نهاية واحد 
  . قبل البدء بأي نشاط بهب  ابقاز الانشطة السابقة له 
 . كل نشاط يكوف بؿصورا بنٌ حدث البداية و حدث النهاية 
  ٌبيكن لكل حدث  اف بىرج منه اكثر من نشاط واحد أو أف يستقبل أكثر من نشاط واحد كما في الشكلن

 التالينٌ:
 

 
  ر الى اليمنٌ ومن شروع بحيث يكوف الترقيم من اليسافي شبكة ابؼعدـ تكرار رقم ابغدث من مرة واحدة

 الأعلى الى الأسفل.
 بيكن ربطهما بأكثر من نشاط واحد , وبيكن معابعة ذلك باستخداـ الانشطة  كل حدثنٌ متتابعنٌ لا

  الوبنية كما في الشكل الاتي:
 

 ذها التمثيل غنً صحيح
 
 

 كالاتي:  التمثيل الصحيح يكوف
 

  
 

 

  تفاديا لزيادة مدة ابقاز ابؼشروع.عدـ استخداـ الانشطة الوبنية الا في حالة الضرورة 

                                                           

230، 228سهيلة عبد الله سعيد، مرجع سابق، ص ص   1
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  واحد من حدث بداية ابؼشروع الى حدث نهاية ابؼشروع ولا بهوز رسم  بابذا الانشطة بهب اف تكوف
 سهمنٌ متعاكسنٌ.

  أي بالشكل التالي:وضوح و فهم الشبكةتفاديا لعدـ  بذنب تقاطع الانشطة ،. 
 
 

 
 

 

 ولغرض توضيح كيفية رسم شبكة الأعماؿ نأخه ابؼثاؿ التالي: 
 بزص ابؼعلومات ابؼبينة في ابعدوؿ التالي مشروع معنٌ ، و ابؼطلوب رسم شبكة الأعماؿ له : مثال:   

 زمن النشاط)يوم( الأحداث النشاط
A (1-2) 3 
B (2-3) 2 
C (2-4) 5 
D (3-5) 3 
E (4-5) 2 

 الحل: 
 بتطبيق قواعد بناء شبكة الأعماؿ نتحصل على ابؼخطط الشبكي التالي:

                                 D3                    B2 

                        A3               

                                   E2                    C5 

 A، كما أف ذها ابغدث يبنٌ بداية النشاط شيءة بحيث لم يسبقه أي (يبنٌ حدث البداي1)نلبحظ أف ابغدث رقم 
 ، وذو في نفس الوقت يبنٌ بداية كل من النشاطنٌ A( بيثل نهاية النشاط 2أياـ و ابغدث )3الهي مدة ابقاز  

C.B   ( على الترتيب .في حنٌ 4( و )3أما نهايتهما فتمثلت في ابغدثنٌ ) 5، 2اللهين مدة ابقازبنا على التوالي بنا
،وذو في نفس الوقت يوـ  2، 3ازبنا على التوالي بنا اللهين مدة ابق D،  E( نهاية النشاطنٌ 5بيثل ابغدث رقم )

 بيثل حدث نهاية الشبكة .

1 

2 

3 

4 

1 2 

3 

4 

5 
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 الى ذلك ، نلبحظ أف بؽه  الشبكة مسارين بنا : بالإضافة
 ( :2،1ابؼسار الأوؿ يضم )– (3،2 )– (بحيث يستلزـ 5،3 )(. 3، 2، 3أياـ) 8 
  ( :2،1ابؼسار الثاني يضم )– (4،2 )– (بحيث يستلزـ 5،4  )(.2، 5، 3اياـ ) 10 

ج الهي بودد زمن ابقاز ذها ابؼشروع بحيث ويعد ابؼسار الثاني ذو أطوؿ مسارات الشبكة ، لها فهو بيثل ابؼسار ابغر 
 . أي الأنشطة التي لا تقبل التأخنً في تنفيهذا تدعى بالأنشطة ابغرجة A .C.Eالأنشطة الواقعة عليه و ابؼتمثلة في 

II-.:أساليب تحليل المخططات الشبكية 
التي يقصد بها   هبشكل منطقي ، تأتي ابػطوة ابؼوالية و ابؼتمثلة في برليل أف يتم بناء ابؼخطط الشبكي بعد 

ابهاد أقل وقت بفكن لإنهاء تنفيه ابؼشروع وأقل كلفة بفكنة له ، بالإضافة الى الاستخداـ الأفضل للموارد .ويتم ذلك 
 باستخداـ احدى الاسلوبنٌ التالينٌ: 

 ( أسلوب ابؼسار ابغرجcritical path method). 
 ( أسلوب مراجعة و تقييم ابؼشروعprogram evaluation and review technique). 

 (:CPM)  . أسلوب المسار الحرج1
الشبكي ابؼستخدمة في بزطيط و جدولة ابؼشاريع التي  يب التحليلوب ابؼسار ابغرج من بنٌ أساليعد أسل

له صفة كمية واحدة مؤكدة يتم تقدير  بناءا على خبرة و معرفة  (Dijتتسم بالتأكد ، اذ يرى بأف زمن ابقاز النشاط )
القائمنٌ على ابؼشروع أو بالاعتماد على بيانات سابقة بؼشروع بفاثل . لها فاف ابؽدؼ الأساسي بؽها الأسلوب  في 

في مسار واحد في ابؼشروع تكمن في برديد الزمن اللبزـ لتنفيه الأنشطة ابغرجة ابؼوجودة  لإنهاءبرديد ابؼدة الزمنية 
شبكة العمل ، و التي تتميز بأنها لا تتحمل أي تأخنً أثناء عملية ابقازذا لأف ذها سوؼ يؤدي الى زيادة ابؼدة 

 اللبزمة للمشروع وبالتالي تأخنً تسليمه للهيئة ابؼستخدمة. 
 المشروع :نشاط  أولا. أزمنة 

 1بوسب لكل نشاط أربعة أزمنة و ذي :
 زمن    (البداية المبكرةEarliest start time :) حيث  النشاط،ذو الزمن ابؼبكر الهي يفترض أف يبدأ فيه

 .ESij يرمز له بالرمز
  زمن   ( النهاية المبكرةEarliest finish time :)الهي يفترض أف ينتهي فيه النشاط،  ذو الزمن ابؼبكر 

 . EFijحيث يرمز له بالرمز 
  (زمن البداية المتأخرةLatest start time :) بيثل أخر وقت بيكن أف يبدأ فيه النشاط دوف أف يؤثر ذلك

 .LSijعلى مدة ابقاز ابؼشروع، حيث يرمز له بالرمز 
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  ( زمن النهاية المتأخرةLatest finish time :) :) فيه النشاط دوف أف يؤثر ينتهي بيثل أخر وقت بيكن أف
 .EFij بالرمز ذلك على مدة ابقاز ابؼشروع، حيث يرمز له

 :وبيكن بسثيل الازمنة ابؼبكرة وابؼتأخرة في شبكة الاعماؿ بالشكل الاتي 
 

 

                                                                                 Dij        

 
 المسار الحرج: تحديد .ثانيا

لأنشطة ابؼشروع و التي يعتمد عليها في  يعتمد برديد ابؼسار ابغرج للشبكة على حساب عدد من الأزمنة
 التسينً الزمني لكامل ابؼشروع ، اذ بيكن حساب تلك الأزمنة على ثلبث مراحل وذي : 

 المرحلة الأولى: مرحلة الحسابات الأمامية 
لبداية ابؼبكرة للنشاط ، حيث يتم حسابه بدءا من ابغدث الأوؿ في الشبكة ذي ابؼرحلة ابؼخصصة بغساب وقت ا

وفقا لتسلسل منطقي منظم بابذا  نهاية الشبكة بافتراض أف الوقت ابؼبكر لأوؿ نشاط يكوف صفرا ، ثم يتم بعد ذلك 
سابق مع مدة النشاط ، حساب الأوقات ابؼبكرة للؤنشطة ابؼتبقية حسب تسلسلها بجمع زمن البداية ابؼبكرة للنشاط ال

.و يعبر عن  ذلك بالعلبقات أما في حالة في كوف النشاط مسبوقا بنشاطنٌ أو أكثر فانه يؤخه بأكبر زمن مبكر 
 1الرياضية التالية : 

  :في ابغدث الأوؿ من  أي بـطط شبكي يكوفESi =0  . 
 ( اذا كاف ابغدثj  :يرتبط بنشاط واحد فقط فاف )ESj = ESi + Dij . 
  اذا كاف( ابغدثj :يرتبط بأكثر من نشاط واحد فاف ) ESj = Max [ ESi + Dij]. 

 المرحلة الثانية: مرحلة الحسابات الخلفية 
، حيث يتم حسابه من حيث انتهت ابغسابات الأمامية و ذي مرحلة بـصصة بغساب وقت النهاية ابؼتأخرة للنشاط
أزمنة النهايات ابؼتأخرة للؤنشطة الباقية بطرح زمن النهاية بالتحديد من ابغدث الأخنً ثم يتم بعد ذلك حساب 

 ابؼتأخرة للنشاط اللبحق من مدة النشاط ، أما في حالة كوف النشاط ملحوقا بنشاطنٌ أو أكثر فانه يؤخه بأقل زمن.
 2و يعبر عن  ذلك بالعلبقات الرياضية التالية :

  لدينا ما يليفي ابغدث الأخنً في الشبكة يكوف :ESj= LFj . 
  اذا كاف( ابغدثi: يرتبط بقاعدة نشاط واحد فقط فاف )  LFi= LFj – Dij . 
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  اذا كاف( ابغدثi :يرتبط بأكثر من قاعدة نشاط فاف )LFi= Min [LFj  - Dij] . 
 المرحلة الثالثة: جدولة المشروع 

بزمن الى ما يعرؼ  ،بالإضافة (ابؼتأخرةالبدايات والنهايات ابؼبكرة و ذي مرحلة تدوين بـتلف أزمنة أنشطة ابؼشروع )
الهي بيثل مقدار الزمن الهي بيكن للنشاط أف يستهلكه على ابؼدة ابؼقدرة التي بوتاجها النشاط دوف  السماح الكلي

 أف يتسبب ذلك في زيادة مدة ابقاز ابؼشروع ، وذها في جدوؿ يدعى بجدوؿ أزمنة ابؼشروع الهي يأخه الشكل التالي:
مدة  اسم النشاط

 النشاط
النشاط  الكلي لفائضزمن ا الأوقات المتأخرة الأوقات المبكرة

 للنهاية للبداية للنهاية للبداية الحرج
        
        
        

 1ويتم حساب بقية الأزمنة التي لم برسب على الشبكة بالعلبقات الرياضية التالية:
  يساوي: زمن النهاية ابؼبكرة للنشاطEFi = ESi + Dij . 
 زمن البداية ابؼتأخرة  للنشاط يساوي :LSi = LFi – Dij  . 
  الكلي للنشاط يساوي الفائضزمن:  Tt = LSi – ESi = LFi- EFi . 

 المرحلة الرابعة :  ايجاد المسار الحرج  
ذي مرحلة تعينٌ ابؼسار ابغرج الهي ذو سلسلة الأنشطة التي يساوي الفائض الكلي لكل منها صفرا ، وذلك من 

م برديد زمن ابقاز ابؼشروع.  ويعبر عن ، وذو الهي على أساسه يت حدث نهاية ابؼشروع بداية ابؼشروع الىحدث 
 النشاط ابغرج بالعلبقة الرياضية التالية:

 Tt = LSi – ESi = LFi- EFi = 0  
 
 

 
 
 
 
 
 

                                                           

302بؿمد راتوؿ، مرجع سابق، ص    1
  

 قاعدة : 
تحدد الأنشطة الحرجة على الشبكة و نميزىا عن غيرىا بمسار مزدوج الخطوط   

 :1ملاحظة 
يؤخذ بعين الاعتبار رأس  في الحسابات الأمامية و لغرض تحديد عدد الأنشطة المرتبطة بالحدث ، 

السهم ، أما في حالة الحسابات الخلفية و لغرض تحديد عدد الأنشطة المرتبطة بالحدث فانو يؤخذ 
 بعين الاعتبار قاعدة السهم
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احدى ابؼنشآت الصناعية قررت اقامة مشروع صناعي ضمن حدود ابؼنشأة ابغالية، و بعد اجراء عدد  : مثال:  
 التحليلبت تم برديد البيانات التالية:من الدراسات و 

 A B C D E F G H I النشاط

 (7-6) (7-5) (6-4) (5-4) (5-3) (4-3) (4-2) (3-2) (2-1) الاحداث
 2 5 3 7 3 5 6 2 3 المدة)شهر(
 .رسم ابؼخطط الشبكي و تثبيت البيانات عليهػ  1ابؼطلوب:
 ػ حساب الأزمنة ابؼبكرة و ابؼتأخرة لأنشطة ابؼشروع و برديد ابؼسار ابغرج. 2         
 الحل: 
  :بتطبيق قواعد رسم شبكة الأعماؿ نتحصل على ابؼخطط التالي 

 
                                                         E                        

                D57=5                    D35=3                                
                               H                                      D23=2                    

                                D45=7    F         D34=5                 B                A             
                      I                                  D           D24=6            D12=3 

                   D67=2                 G                         C                  

                   12    D46=3                                      
 : ابؼبكرة لأحداث شبكة الاعماؿزمن البداية بكسب ابغسابات الأمامية 

ES1 = 0 

ES2 = Max. ( ES1 + d12 ) = Max. ( 0+3) =3 
ES3 = Max. ( ES2 + d23 ) = Max. (3+2) =5 
ES4 = Max. ( ES2 + d24 , ES3 + d34  ) = Max. (3+6 , 5+5) =10 
ES5 = Max. ( ES3 + d35  , ES4 + d45  )= Max. (5+3  ,  10+7   ) = 17 
ES6 = Max. ( ES4 + d46 ( =(10+3)=13 
ES7 = Max. ( ES6 + d67 , ES5 + d57 ) = ( 13+2 , 17+5) =22 

 ملاحظة:
في الغالب ما تكون الأنشطة الحرجة في الشبكة واقعة بين الأحداث التي يكون فيها الأزمنة 

 المبكرة للبداية مساويا للأزمنة المتأخرة للنهاية .
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 شبكة الأعماؿ ابغسابات ابػلفية: بكسب زمن النهاية ابؼتأخرة لأحداث 
LF7 = ES7 = 22 
LF6 = Min (  LF7 – d67 ) = Min.( 22 –2 ) = 20 
LF5 = Min (  LF7– d57  ) = Min.( 22 –5  ) = 17 
LF4= Min.(  LF6– d46  ,  LF5 – d45 ) = Min.( 20–3  , 17 - 7  ) = 10 
LF3 = Min (  LF4– d34  ,  LF5 – d35 ) = Min ( 10–5  , 17 - 3  ) = 5 
LF2 = Min (  LF3 – d23 , LF4 – d24 ) = Min (5–2 , 10-6) = 3 
LF1 = Min (  LF2– d12  ) = Min (3– 3  ) =0 

 :تثبيت زمن البداية ابؼبكرة و زمن النهاية ابؼتأخرة على أحداث ابؼخطط الشبكي 
  

                                       E3 

                 

              H5 

          A3         G      6    B2       D5             F7 

  

                                             C6                                       C  I2 

  G3 

 

  ابؼشروع:جدوؿ أزمنة 
مدة  اسم النشاط

 النشاط
النشاط  الكلي لفائضزمن ا الأوقات المتأخرة الأوقات المبكرة

 للنهاية للبداية للنهاية للبداية الحرج
A 3 0 3 0 3 0 حرج 
B 2 3 5 3 5 0 حرج 
C 6 3 9 4 10 1 / 
D 5 5 10 5 10 0 حرج 
E 3 5 8 14 17 9 / 
F 7 10 17 10 17 0 حرج 
G 3 10 13 17 20 7 / 

1 

0   0  

2 

3    3    

3 

5       5 

4 

10   10 

5 

17  17 

6 

13   20 

7 

22  22 
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H 5 17 22 17 22 0 حرج 
I 2 13 15 20 22 7 / 

بؽا مساوية زمن الفائض الكلي من ابعدوؿ اعلب  بيكن برديد الانشطة ابغرجة وذي ابؼظللة باللوف الغامق اذ بقد اف 
. وذو بيثل  أقل زمن بيكن اف ينجز فيه ذها ابؼشروع و ابؼساوي A .B.D.F.H للصفر , لها فأف ابؼسار ابغرج ذو

  شهرا. 22لػ 
 (PERTمراجعة و تقييم المشروع) أسلوب . 2

الشبكي ابؼستخدمة في بزطيط و جدولة  يب التحليلأسلوب مراجعة و تقييم ابؼشروع من بنٌ أساليعد  
ابؼشاريع التي تتسم بعدـ التأكد في مدة ابقار أنشطة ابؼشروع بسبب وجود عوامل و متغنًات خارجية تؤثر في عملية 

 1لها فاف أوجه الاختلبؼ بنٌ ذها الأسلوب و أسلوب ابؼسار ابغرج تتمثل في:الابقاز . 
  يعتبر أسلوبCPM  الزمن مقدارا ثابتا بينما أسلوبPERT  ينظر اليه على أنه متغنً عشوائي مستمر

 بىضع لتوزيع احتمالي معنٌ.
  يستخدـ أسلوبCPM  بينما أسلوب للزمن،تقديرا واحدا PERT  يستخدـ ثلبث تقديرات من أجل

 .كل نشاط في ظروؼ تتسم بعدـ التأكد  لإبقازتقدير الزمن ابؼتوقع 
  أسلوب  يستخدـCPM  في ادارة ابؼشاريع ابػاصة بالإنشاء و التشييد حيث أف ذه  ابؼشاريع تستخدـ في

تستخدـ في بؾالات البحوث و  PERT أغلب الأحياف مواد بمطية تعتمد على تكنولوجيا ثابتة ، بينما
 .ية من التغنًمنتجاتها بدرجة عالو الصناعات ابغديثة التي تتميز  التطوير و خاصة الصناعات ابؼتعلقة بالفضاء

 : PERTالتوزيع الاحتمالي في أسلوبأولا. 
  ع:طبيعة أزمنة أنشطة المشرو 

اف زمن كل نشاط من أنشطة ابؼشروع ذو متغنً عشوائي مستمر خاضع لتوزيع احتمالي مستمر يعرؼ بتوزيع 
Beta بحيث يكوف بؿصورا في معرفة الزمن التقريبي للنشاط في شبكة Pert   ،البيانات الفعلية  وذلك عندما تكوف
 2 النشاط ذي:و يقوـ ذها التوزيع على قاعدة ثلبث تقديرات لزمن ابقاز .  مفقودة

ذو الزمن الهي يتوقع أف يتم فيه النشاط لو تم كل شيء على ما يراـ بنفس الإمكانيات الزمن المتفائل:  
بيثل ابغد الأدنى الهي ، اذ ت( ابؼتاحة، أي أنه الزمن الهي يفترض أفضل الظروؼ ابؼتوقعة )أحسن الاحتمالا

 .a. يرمز له بالرمز بيكن أف يستغرقه النشاط
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ذو الزمن الهي يشنً إلى التقدير الأكثر برفظاً لتوقع أسوء للظروؼ من مشاكل ومعوقات  الزمن المتشائم: 
 . لها فهوجداً بذعل احتمالات التنفيه واطئة بؼصادؼ سوء ابغظ في كل خطوة مع استبعاد الظروؼ غنً الطبيعية 

 .b ، و يرمز له بالرمزالهي بيكن أف يستغرقه النشاط قصىبيثل ابغد الأ
ذو الزمن ابؼتوقع أف ينتهي فيه العمل في بصيع النشاطات برت الظروؼ الطبيعية وتكوف  الزمن الأكثر احتمالا:  

. إذ أنه تقدير درجة احتماؿ حدوثه عالية بسبب اقترانه بأعلى درجة من الاطمئناف فليس ذناؾ تفا ؤؿ أو تشاؤـ
 . a≤ m≤ bمع العلم أف  .m، و يرمز له بالرمز عادي ومناسب للؤحواؿ الاعتيادية

وبسبب ذه  القيم الثلبثة للؤزمنة ، فاف متخه القرار بيكنه الاطلبع على سنً عمليات تنفيه الأنشطة و 
بحيث  ، Betaثة التالية  حسب توزيع الصيغ الثلبالتعرؼ على طبيعة توزيع ذه  الأزمنة من خلبؿ أحد الأشكاؿ أو 

،  فهو ليس بالضرورة متناسق حوؿ  bو  aو أف نقاط نهاياتها تكوف عند النقطة  mا عند النقطة تكوف نقطة بردبه
الوسط وذلك لأنه بإمكاننا ابغصوؿ على تقدير متفائل قريب جدا من  التقدير الأكثر احتمالا و التقدير ابؼتشائم 

 :بعيدا جدا عن التقدير الأكثر احتمالا أو العكسيكوف 
 Betaالثلاث لأنشطة المشروع وفق توزيع  الأشكال:   01شكل رقم 

 :) مائل نحو اليسار( التوزيع المتفائل

 
 :) مائل نحو اليمين( التوزيع المتشائم

 
 التوزيع المتماثل:

 
 247 ،246ابؼصدر : بؿمود العبيدي، مؤيد الفضل، مرجع سابق، ص ص 
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 :الزمن المتوقع للنشاط 

رباكا في ابغسابات الزمنية للمشروع ، لهلك لا بد ثلبثة لكل نشاط من شأنه أف بىلق االأزمنة الاف وجود 
بحيث يتم برديد وزف أو قيمة مرجحة لكل من توحيد ذه  الأزمنة من خلبؿ وضعها في اطار علبقة رياضية موحدة 

 1يلي : كما  واحد من ذه  الازمنة الثلبث
 أربعة أوزاف للزمن الأكثر احتمالًا. -
 وزف واحد للزمن التفاؤلي. -
 وزف واحد للزمن التشاؤمي. -
عن الوقت الهي يستغرقه أي ، وذو يعبر  teالهي يرمز له بالرمز  يتم حساب الزمن ابؼتوقع ، وعلى ذها الأساس 

 ابهاد  من خلبؿ ابؼعادلة التالية:بيكن .نشاط في ضوء التقديرات الزمنية الثلبث السابقة 
 

 = الزمن المتوقع 
 )الزمن الأكثر احتمالًا( + الزمن التشاؤمي4الزمن التفاؤلي + 

6 
    ( )  

 
    e =t 

صورة واضحة عن طبيعة البيانات التي حسب  لإعطاءكل نشاط لا يكفي   لإبقازاف حساب ابؼعدؿ الزمني 
 بؽا ابؼعدؿ الزمني ، لها فانه بهب معرفة  وحساب مقدار تفاوت أزمنة كل نشاط عن زمنها ابؼتوقع و الهي بيثله التباين

، أي أنه يعكس درجة التأكد أو عدـ التأكد في زمن النشاط بحيث كلما كانت قيمته     ((  الهي يرمز له بالرمز 
كبنًة زادت درجة عدـ اليقنٌ في تقدير الأزمنة بفا يتطلب من ابؼسنً مراقبتها جيدا حى ولو كاف النشاط غنً حرج . 

 2عنه رياضيا بالعلبقة التالية: عبر ي

    [
   

 
]
 

 
 شاط كما يلي :نحساب الابكراؼ ابؼعياري لكل كما بيكن 

     √𝛔
  

 
 

                                                           
 

 244بؿمود العبيدي، مؤيد عبد ابغسنٌ الفضل، مرجع سابق، ص 
1
  

 429بقم عبود بقم ، مرجع سابق، ص  
2
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 ثانيا. تحديد المسار الحرج:

أنه عوضا أف نأخه بالقيمة الا  CPMبنفس الطريقة في أسلوب   Pertيتم برديد ابؼسار ابغرج في أسلوب 
dj  وذو الزمن المحدد لكل نشاط ، فانه يتم الأخه بقيمةte    الهي بيثل الزمن ابؼتوقع لكل نشاط . وبهلك يتم

 بالعلبقتنٌ التاليتنٌ: رحلتي ابغسابات الأمامية و ابػلفيةحسب مبرديد   
   مع الأخه بعنٌ الاعتبار أف ابغدث الأوؿ يكوف  ESj = Max [ ESi + teij]: الحسابات الأمامية 

ESi=0  . 
 ابغدث الأخنً يكوف   مع الأخه بعنٌ الاعتبار أف LFi= Min [LFj  - teij]:  الحسابات الخلفية 

ESj= LFj . 
أما  للمسار،موع القيم ابؼتوقعة للؤنشطة ابغرجة الداخلة لمجساوي و يكوف الزمن ابؼتوقع للمشروع في ذه  ابغالة م

 بالعلبقة التالية:  الهي بوسب سار ابغرجه فهو تباين ابؼتباين
σالحرجة( =  للأنشطةالتباين )

σللنشاط الاول +   
𝛔 ........+للنشاط الثاني +  

 nللنشاط   
 نأخه ابؼثاؿ التالي: Pertولتبسيط كيفية ابهاد ابؼسار ابغرج في شبكة 

 ابعدوؿ التالي يبنٌ الأوقات ابؼقدرة للؤنشطة ابؼرافقة و التي بسثل احدى شبكات الأعماؿ : مثال:  
 الزمن الأكثر احتمالا شائمالمتالزمن  الزمن المتفائل النشاط السابق النشاط

A / 1 3 2 
B / 2 8 2 
C A 1 3 2 
D B 1 11 3/2 
E B ½ 7.5 1 
F C .D 1 7 5/2 
G E .F 1 3 2 
H C.D 6 8 7 
I G.H 3 11 4 
J E.F 4 8 6 

 
 حساب الزمن ابؼتوقع لكل نشاط و كها تباينه. -ابؼطلوب: 

 ابغرج.و برديد ابؼسار  رسم الشبكة -
 تباينه.ابؼشروع و  لإنهاءبرديد الزمن ابؼتوقع  -
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 الحل: 

 :بتطبيق معادلة الزمن ابؼتوقع و التباين نتحصل على النتائج التالية 
A

2=( b-a/6)2 =(3-1/6)2=0.11 teA= a +4m+ b/6 = 1+24 +3/6= 2 , 
teB= a +4m+ b/6 = 2+24 +8/6= 3 ,           B

2=( b-a/6)2 =(8-2/6)2=1 
teC= a +4m+ b/6 = 1+24 +3/6= 2 ,           C

2=( b-a/6)2 =(3-1/6)2=0.11 
teD= a +4m+ b/6 = 1+3/24 +11/6= 3 ,        D

2=( b-a/6)2 =(11-1/6)2=2.78 
teE= a +4m+ b/6 = ½+14 +7.5/6= 2 ,         E

2=( b-a/6)2 =(7.5-0.5/6)2=1.36 
teF= a +4m+ b/6 = 1+2.54 +7/6= 3 ,          F

2=( b-a/6)2 =(7-1/6)2=1 
teG= a +4m+ b/6 = 1+24 +3/6= 2 ,            G

2=( b-a/6)2 =(3-1/6)2=0.11 
teH= a +4m+ b/6 = 6+74 +8/6= 7 ,            H

2=( b-a/6)2 =(8-6/6)2=0.11 
teI= a +4m+ b/6 = 3+44 +11/6= 5 ,           I

2=( b-a/6)2 =(11-3/6)2=1.78 
teJ= a +4m+ b/6 = 4+64 +8/6= 6 ,             J

2=( b-a/6)2 =(8-4/6)2=0.44 
  :بتطبيق قواعد رسم شبكات الأعماؿ نتحصل على ابؼخطط الشبكي التالي 

  

                                       C2 H7 

                  

              A2    I5 

                 D5             D3 G2 

  F3 

                                             B3                                        J6 

    E2             
 

 
    B, D, H,I ابؼسار ابغرج للشبكة ذو :    

  للمشروع وتباينهبرديد الزمن ابؼتوقع: 

1 

  0     0    

2 

2       4 

3 

3      3   

33 

4 

6     6 

5 

9    11 

7 

18   18 

6 

  13 13            

13    0    
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شهرا في حنٌ أف تباينه ذو تباين أنشطة ابؼسار ابغرج و 18الشبكة أعلب  بقد أف الزمن ابؼتوقع للمشروع ذو  من
2  ابغرجة( = للؤنشطةالتباين )              ابؼساوي لػ: 

B +D
2 +2

H +2
I 

  1+  2,78+  0,11+  1,78  ابغرجة( = للؤنشطةالتباين )                              


2 = 5.67   
 أما الابكراؼ ابؼعياري فهو : 

     √σ
 =5.67=2.38 

 
 ثالثا. احتمال انهاء المشروع عند نقطة زمنية:

 نتبع قد تكوف أكبر أو أصغر من الفترة الزمنية ابؼتوقعة ، معينة فترة خلبؿ ابؼشروع تنفيه احتمالية بغساب
 1 :التالية ابػطوات
 حساب معامل الاحتماؿ عن طريق الاحصائية التالية :  

    

   
 Z =   حيث: 

) معامل الاحتماؿ(القيمة ابؼعيارية     : Z                 
               D .الوقت الهي نسعى لاف ينتهي ابؼشروع به : 

Te                 :ابؼشروع  . اءلإنهابؼتوقع  زمن ال 
 الابكراؼ ابؼعياري للمشروع.:                      

 .حيث أف زمن ابؼشروع بىضع بؽها القانوف ، الطبيعي من جدوؿ دالة التوزيعاستخراج قيمة معامل الاحتماؿ  
 شهرا. 17شهرا و 20اوجد نسبة احتماؿ انهاء ابؼشروع ابؼشار اليه في ابؼثاؿ السابق عند : مثال:  

 الحل: 
  شهرا20عند نسبة احتماؿ تنفيه ابؼشروع: 

 =0.84  2.38 = 20-18/ Z =     
   

 
، و أف احتماؿ انهاء ابؼشروع  0.2995ذي  Z ة لػالاحتماؿ ابؼقابلقيمة بالرجوع الى جدوؿ التوزيع الطبيعي بقد أف 

 و الرسم ابؼوالي يوضح ذلك: .  % 79,95أي بنسبة  0.7995= 0.5+  0.2995شهرا ذو 20في 

                                                           

341بؿمد راتوؿ ، مرجع سابق، ص   1
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  شهرا17عند نسبة احتماؿ تنفيه ابؼشروع : 

  =17-18/2.38=-0.42 Z =     
   

 
  ة لػالاحتماؿ ابؼقابلقيمة بالرجوع الى جدوؿ التوزيع الطبيعي بقد أف Z  و أف احتماؿ  0.1628ذي ،

. و الرسم   % 33.72أي بنسبة  0.3372=  0.1628 -0.5شهرا ذو 17انهاء ابؼشروع في 
 ابؼوالي يوضح ذلك:

 
 
 
 
 
 

III.) الشبكة/ التكلفة) تعجيل المشروع: 
أنشطته ،  لإبقازيتم تنفيه ابؼشروع في العادة باستخداـ موارد معينة تتناسب مع الزمن الطبيعي ابؼطلوب 

، وتعرؼ ذه  العملية وعند ابغاجة الى تنفيه  بوقت اقصر يتم استخداـ موارد اضافية لتخفيض وقت ذه  الأنشطة
 بتعجيل ابؼشروع التي من اسبابها نهكر ما يلي:

 ابؼنتظر في مشاريع أخرى و الهي بيكن أف يضيع على ابؼؤسسة. ابؼردود 
 .خطة استراتيجية تسعى لتنفيهذا ذيئة معينة 

0.84 

 

0.42 

 

  

 ملاحظة:
في حالة ما اذا كان للمشروع أكثر من مسار حرج، فانو يتم الاعتماد عند حساب معامل  

 الاحتمال على المسار الحرج ذو التباين الأكبر.
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 .بذنب الارتفاع في تكلفة تنفيه ابؼشروع 
و التي برصل في شبكات لكن من الضروري دراسة مثل ذه  ابغالات من أجل برقيق ابؼنافع الاقتصادية ابؼمكنة  

 من خلبؿ ما يسمى بدبادلة الزمن بالتكلفة.بنًت و ابؼسار ابغرج 
 منو:ع و ز . العلاقة بين تكلفة المشرو 1

دير أوقات الأنشطة يتطلب بابؼقابل تقدير ابؼوارد ابؼطلوبة لتنفيهذا ، ما يعني بالضرورة أف ذناؾ علبقة اف تق
 والتي تظهر في الشكل ابؼوالي: تبادلية ما بنٌ ابؼوارد و الزمن في حدود معينة 

 
 :  علاقة التكلفة بالزمن  02شكل رقم   

 
 

 316 ابؼصدر: بؿمد راتوؿ، مرجع سابق، ص
،  Dnكانت مدة تنفيه النشاط ذي  cnباعتبار التكلفة دالة في زمن التنفيه  فيلبحظ أنه في عند التكلفة 

يعني  . ما Dcفقد ابلفضت مدة النشاط لتصل الى  ccوعندما بادلنا الوقت بالتكلفة أي أضفنا التكلفة لتصبح 
وجود علبقة خطية عكسية بنٌ الزمن و التكلفة حيث ميل ذه  العلبقة يظهر أثر بزفيض وحدة زمنية واحدة على 

 1التكلفة والهي يساوي :
 ميل خط التكلفة= التغير في التكاليف / التغير في الزمن

 =cD -n/ DnC -cC  
 حيث: 

Cn  : العاديةالتكلفة 
Dn :)الزمن العادي )الطبيعي 
Cc :التكلفة ابؼعجلة 

                                                           

 252سهيلة عبد الله سعيد ، مرجع سابق، ص
1
  

Cc 

Cn 

Dc Dn 
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Dc :)الزمن ابؼعجل) ابؼخفض 
 .التي بسثل التكلفة الاضافية النابذة عن بزفيض وحدة واحدة من الزمن  بالتكلفة الحديةويعبر ذها ابؼيل اقتصاديا 

 . خطوات تعجيل المشروع:2
 وأف خطية، علبقة ذي والزمن ابؼباشرة التكاليف بنٌ العلبقة أف افتراض من الضغط طرؽ بصيع تنطلق

 للقياـ كافية ابؼتاحة ابؼوارد أف تفترض أنها  كما التكلفة، بؼنحنى الأقل ابؼيل ذو ابغرجة بالأنشطة يبدأ التخفيض
 . حد أقصى والى ابؼباشرة التكاليف في بفكنة زيادة بأقل الضغط عملية تتم حيث ، الضغط بعملية

،وعلى   1فاف خطوات تعجيل ابؼشروع تتمثل في الآتي:  العموـ
 رسم ابؼخطط الشبكي للمشروع  مع برديد ابؼسار ابغرج له.  
 وذي بؾموع الكلف الطبيعية بعميع أنشطته. للمشروع،حساب التكلفة الطبيعية  
 حساب ميل كل نشاط.  
الزمن الطبيعي و الزمن  بنٌ بحيث لا يتعدى الفرؽ في الزمن ) أي مابزفيض النشاط ابغرج ذو أقل ميل  

ابؼعجل( مع حساب التكلفة ابعديدة للمشروع و التي تساوي التكلفة القدبية مضافا اليها التكلفة ابغدية 
 مضروب في مقدار التخفيض.

مازاؿ حرجا لأف بزفيض وقت الأنشطة الواقعة عليه تغنً من طبيعة ابؼوقف، حيث التأكد من أف ابؼسار ابغرج  
 مسارات حرجة جديدة على شبكة ابؼشروع. ج فتظهرقد بذعله غنً حر 

تكرار ابػطوة الرابعة حى تصل الأوقات الطبيعية للؤنشطة ابغرجة الى أوقاتها التعجيلية أو يصبح التخفيض  
 .عدنً الفائدة ) أي يبقى الوقت ثابتا بينما تزداد التكلفة( 

 
 

 

 

 

 

 ولتوضيح خطوات تعجيل ابؼشروع سنستعنٌ بابؼثاؿ التالي:
 ابقاز ابؼشروع التالي:وضح خطوات تعجيل  مثال : 

 
 

                                                           

231دلاؿ صادؽ ابعواد، بضيد ناصر الفتاؿ، مرجع سابق، ص   1
  

 قاعدة :
فان أولوية التعجيل يكون لأحد البديلين التاليين: حرج،في حالة وجود أكثر من مسار   

.التعجيل بزمن نشاط مشترك ) ان وجد( بين المسارات الحرجة 
.التعجيل بزمن نشاط غير مشترك وذلك من كل مسار بنفس الوحدات الزمنية 
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 التكلفة المعجلة الزمن المعجل التكلفة العادية الزمن العادي النشاط السابق النشاط

A / 8 10 6 12 
B / 4 12 3 13 
C B 6 9 4 13 
D A, C 5 15 5 15 

 الحل:
  مع حساب التكلفة الابصالية للمشروع:شبكة البرسم نقوـ 

                  

              A2       A8 D5   

                  D3  

  C6  

                                             B4                                            

 
 

 أي: وحدة نقدية46شهرا في حنٌ أف التكلفة الابصالية له تساوي 15بقد من الشبكة أف مدة ابقاز ابؼشروع ذي  
C1= 10+12+9+15=46DA. 

 :بكدد ابؼسارات في الشبكة و منها ابؼسار ابغرج وزمنها العادي 
 المسار الحرج الزمن العادي المسارات

A . D 13 / 
B.C.D 15 حرج 

 التكلفة لكل نشاط و الهي يظهر في ابعدوؿ التالي: نقوـ بحساب ميل 
 ميل التكلفة التغير في الزمن التغير في التكاليف النشاط

A 2 2 1 
B 1 1 1 
C 4 2 2 
D 0 0 / 

1 

  0     0    

3 

10  10 

2 

4     4   

33 

4 

15  15 
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  نقوـ بتعجيل النشاط ابغرج ذي الأقل ميل تكلفة ، وفي ذه  ابغالة النشاطB  ذو الأقل ميلب بحيث يتم بزفيضه
 اشهر. وتكوف الشبكة ابعديدة بعد التخفيض كالتالي:3بوحدة زمنية واحدة ليصبح زمنه 

              A2       A8 D5   

                  D3  

  C6  

                                                                      B3               
 

 
 و.ف أي:47و.ف الى 46شهرا، و تزداد التكلفة من 15شهرا بدؿ 14والنتيجة تصبح أف مدة ابؼشروع تكوف 

C2= 46 + 11=47DA 
  نواصل عملية التعجيل بالنشاط ابغرج ذي الأقل ميل بعد أف أصبح النشاطB  غنً قابل للتعجيل، وذو النشاط 

c   الهي بلفضه بدقدار التغنً في الزمن ، لكن بالرجوع الى جدوؿ ابؼسارات اعلب  بقد اف الزمن الهي يلي زمن
حدة زمنية فقط بدؿ وحدتنٌ من أجل المحافظة على شهرا  وبالتالي لا بيكننا بزفيضه الا بو  13ابؼسار ابغرج ذو 

 وتكوف الشبكة ابعديدة بعد التخفيض كالتالي:ظهور مسار حرج جديد. القدنً و  ابؼسار ابغرج 
              A2       A8 D5   

                  D3  

 
  C5 B3 

 
 

 و.ف أي:49و.ف الى 47شهرا، و تزداد التكلفة من 14شهرا بدؿ 13والنتيجة تصبح أف مدة ابؼشروع تكوف 
C3= 47 + 12=49DA 

 : ندرس امكانات التعجيل ابعديدة نتيجة لظهور مسار حرج جديد ، حيث بالنسبة لػ 
نفاذ العدد بوحدة واحدة لاست ذي الأقل ميل تكلفة  C النشاط :يتم تعجيل (B.C.D)المسار الأول

 لأشهر التعجيل.الأقصى 

1 

  0     0    

2 

3     3   

33 

3 

9       9 

4 

14  14 

1 

  0     0    

2 

3     3   

33 

3 

8       8 

4 

13  13 
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 المسار ا (لثانيA.D: )  يتم تعجيل النشاطA  ذي الأقل ميل للتكلفة  بوحدة زمنية واحدة فقط) بنفس
 التخفيض كالتالي: ابعديدة بعدوحدات بزفيض ابؼسار الأوؿ( من أجل بزفيض ابؼسارين معا . وتكوف الشبكة 

 كالتالي:
 

              A2       A7 D5   

                  D3  

 C4 

 B3 
 

 

 
 و.ف أي:52و.ف الى 49شهرا، و تزداد التكلفة من 13شهرا بدؿ 12النتيجة تصبح أف مدة ابؼشروع تكوف  و

C4= 49 + 12 + 11=52DA 
في  ،نلبحظ أف كل أنشطة ابؼسار ابغرج الأوؿ لا بيكن تعجيلها اذ استنفهت كل الأشهر ابؼتاحة من أجل التعجيل 

روع عملية تعجيل ابؼشفاف  ومع ذلك لم يستنفه زمن التعجيل ،الهي    Aحنٌ يبقى للمسار ابغرج الثاني النشاط 
 بزفيض مدة ابؼشروع. الى سيؤدي الى زيادة التكاليف دوف اف يؤدي شهرا لاف الامر 12تتوقف عن ابؼدة 

 
 

 

 

 

IV :تمارين تطبيقية . 
 :.تمارين محلولة1 

 
منها مشروع بزرج طالب ليسانس ادارة يظهر ابعدوؿ التالي بؾموعة من الأنشطة التي يتكوف     التمرين الأول:

 الاعماؿ و كها أوقات تنفيهذا و الانشطة التي تسبق كل نشاط:
 
 

1 

  0     0    

2 

3     3   

33 

3 

7       7 

4 

12  12 

 قاعدة :
 تتوقف عملية تعجيل المشروع اذا أصبح أحد المسارات الحرجة غير قابل للتخفيض.
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 المدة) اسبوع( النشاط السابق الرمز النشاط
 A / 4 البحث عن المشرف

 B / 6 اقتراح موضوع البحث و تحرير المقدمة

 C / 12 مراجعة أدبيات الموضوع

 D A 2 البحث عن الوسائل المالية

 E A .B.C 10 تحرير الفصلين الأول و الثاني

 F E 4 تصحيح المشرف

 G A.C 5 استيلام مراجع خاصة من قبل المشرف

 H E.G 10 اعداد الفصل الثالث و الخاتمة

 I F.H 2 التصحيح الأخير

، في أي تاريخ بيكن للطالب البدء في عملية طباعة  2019 أكتوبر1ػ اذا كانت السنة الدراسة تنطلق في  المطلوب:
 .للئدارةعمله لتقدبيه 

 ػ ما ذي الأنشطة التي بهب على الطالب تسينًذا بعناية حى لا يتجاوز تاريخ انتهاء ابؼشروع. 
، مدة تنفيه كل نشاط  14الى بذزئة ذها ابؼشروع الى  بإبقاز مستودع قامت ابؼؤسسة ابؼكلفة  لإبقاز التمرين الثاني:

 نشاط و منطقية تتابع الأنشطة مبينة في ابعدولنٌ التالينٌ: 
 المدة) أشهر( الرمز النشاط

 A 3 الحصول على مخطط المشروع

 B 1 تحضير الأرضية 

 C 1 طلب لوازم البناء

 D 5 حفر الأساسات 

 E 2 طلب الأبواب و النوافذ

 F 3 تسليم اللوازم

 G 4 وضع الاساسات

 H 3 الجدران و الاسقف وضع

 I 2 الابواب و النوافذ تركيب

 J 5 تبليط الارضية 

 K 2 تمديد الكهرباء

 L 5 أعمال الدىن

 M 4 أعمال السطح
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 B .C E.D H.G.F J.I K L M النشاط

 A C B G.F G.H I J.K.D.E النشاط السابق

 ػ رسم الشبكة و برديد مدة ابقاز ابؼشروع. المطلوب:
 ػ اعداد جدولة لأنشطة ابؼشروع.             
 ػ برديد ابؼسار ابغرج و اظهار  في الشبكة.             

 بوتوي أحد ابؼشروعات على تسعة أنشطة، وابعدوؿ التالي يوضح ترتيبها وزمنها) بالأسبوع(: التمرين الثالث:
 
 
 

 

 

 

 

 
 
 .نفس أسئلة التمرين الثاني لمطلوب:ا

الرئيسية ابؼطلوبة لتصميم و تصنيع منتوج ، وذلك وفقا للمدة ابؼوضحة يبنٌ ابعدوؿ التالي الأنشطة : التمرين الرابع
 في ابعدوؿ التالي:

 A B C D E F G H I النشاط

 A B .B A*+4 C.D.E B+5 G.H / / النشاط السابق

 4 5 6 5 3 8 6 5 7 المدة)ايام(
 

A*+4  : أياـ فقط من بدء النشاط 4تعني أف النشاط بيكنه  أف يبدأ  بعد A . 
B+5 :  أياـ فقط من نهاية  النشاط 5تعني أف النشاط بيكنه  أف يبدأ  بعد B. 

 ابؼشروع و كها اظهار ابؼسار ابغرج لإبقاز: برديد أدنى مدة المطلوب
كها العلبقات بنٌ   بالأسابيع( ويتكوف أحد ابؼشاريع من الأنشطة التالية التي تظهر مدتها)  التمرين الخامس:

  التالينٌ:ابعدولنٌ  الأنشطة في

  الانطدددددددددددددددددددددددددلاق المدة
I H G F E D C B A  

5          A 

الددوصدددددددول
 

4         X B 

7          C 
3          D 
5      X X X  E 
1       X X  F 
8         X G 
8     X     H 
2  X  X      I 
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 المطلوب: 
 ابؼشروع و كها تباينه لإنهاءابهاد الوقت ابؼتوقع -

أسبوعا و  03ابهاد نسبة احتماؿ انهاء ابؼشروع في -
 أسبوعا. 00

ابهاد الزمن ابؼتوقع الهي يقابل نسبة  احتماؿ ابقاز -
 % 82.64ابؼشروع

 .أسابيع 7ب  Kأسابيع. ب/ لو يتأخر النشاط  5ب Mأ/ لو يتأخر النشاط  للمشروع:ماذا بودث -
 

 حدى عشر نشاط حسب الترتيب التالي:يتكوف مشروع من ا  :التمرين السادس
C و D يلي A           ،E  وF  يلي B       ،G يلي E       ،I و H  تلي C و G   
J تلي D و H             ،K تلي F  و I   

 اف ابؼدة اللبزمة  لكل نشاط معطاة في ابعدوؿ التالي: و اتضح
 A B C D E F G H I J K النشاط

 6 2 1 3 1 4 3 6 4 2 1 الزمن)اسبوع(

اسابيع لتنفيهذا بيكن بزفيضها بدقدار اسبوعنٌ بتكلفة اضافية  6: اذا كانت  الانشطة التي برتاج  الى المطلوب
اسابيع لتنفيهذا بيكن بزفيض  مدنها بدقدار  4او  3دج كل اسبوع بـفض ، و أف الانشطة التي برتاج الى 20قدرذا 

 اسابيع .  10في  دج .   فهل بيكن انهاء ابؼشروع30اسبوع بتكلفة اضافية قدرذا 
 .اذا كاف نعم ، فما ذي  تكلفته  

 الحلول:
 حل التمرين الأول:

 الزمن المتشائم الزمن المحتمل الزمن المتفائل النشاط
A 10 12 14 
B 2 8 32 
C 1 4 7 
D 2 3 4 
E 8 12 22 
F 15 18 27 
G 3 5 13 
H 2 4 12 
I 10 13 22 
J 4 6 14 
K 2 3 4 
L 4 6 8 
M 1 4 7 
N 2 2 8 

 السابق نشاطال الأنشطة
E . F. C B 

I D 
J G. H 
K H. G. E. C 
L C 
M A 
N I . F 
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  الشبكة لتحديد مدة ابقاز أنشطته:برديد تاريخ بدء الطالب في الطباعة:  يتطلب الأمر رسم 
  

                                       C2  

                  

              A4    D2 

                 D5             c12 G5 H10          

   I2   

                                             B6                                        f4 

    E10             
 

 
 2020جواف 9شهرا فاف الطالب بيكنه البدء  في طباعة عمله ابتداءا من 34اذا كانت مدة ابؼشروع ذي 

  :برديد الأنشطة التي برتاج للعناية من أجل انهاء ابؼشروع في وقته 
  C ; E , H, I بسثل أنشطة ابؼسار ابغرج التي لا تقبل التأخنً في التنفيه من أجل انهاء ابؼشروع في وقته ، وذي :

 حل التمرين الثاني: 
  :رسم الشبكة و برديد مدة ابؼشروع 
  

  I2 

                                       F3 

                  

              G4 J5  L5 

          A3         G         B1        H3  K5      M4 

  

                                       C1                                       E2 I2 

    
 D5 

1 

  0     0    

2 

4       12 

4 

12  12  

    

5 

22  22 

6 

22    22 

8 

34   34 

7 

 32  32       

333 

3 

12   12 

1 

0   0  
2 

3       3    
333 

3 

4     4 

5 

8      8 

6 

8      8 

7 

8      8 

8 

10      12 

9 

13      13 

10 

9      13 

4 

4      8 

11 

17    17    

333 
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 .17شهرا ابؼشروع مدة 
 :اعداد جدولة أزمنة ابؼشروع 

 حرجنشاط  Di ESi EFi LSi LFi Tt النشاط
A 3 0 3 0 3 0 حرج 
B 1 3 4 3 4 0 حرج 
C 1 3 4 7 8 4 / 
D 5 4 9 8 13 4 / 
E 2 4 6 11 13 7 / 
F 3 4 7 5 8 1 / 
G 4 4 8 4 8 0 حرج 
H 3 4 7 5 8 1 / 
I 2 8 10 10 12 2 / 
J 5 8 13 8 13 0 حرج 
K 2 8 10 11 13 3 / 
L 5 10 15 12 17 2 / 
M 4 13 17 13 17 0 حرج 

 
 التمرين الثالث:حل 
 :أنشطته: رسم الشبكة و برديد مدة ابؼشروع 

  

                                       C2  

                  

              A5   B4  G8 

                 D5             c7   F1          

   I2   

                                               
 D3 E5 H8 

 

1 

  0     0    

2 

5       5 

4 

9     9      

3 

9     9 

5 

14    14 

7 

24   24 

6 

 22  22       

333 
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 .24مدة ابؼشروع:  أسبوع.
 :اعداد جدولة أزمنة ابؼشروع 

 حرجنشاط  Di ESi EFi LSi LFi Tt النشاط
A 5 0 5 0 5 0 حرج 
B 4 5 9 5 9 0 حرج 
C 7 0 7 2 9 2 / 
D 3 0 3 6 9 6 / 
E 5 9 14 9 14 0 حرج 
F 1 9 10 21 22 12 / 
G 8 5 13 16 24 11 / 
H 8 14 22 14 22 0 حرج 
I 2 22 24 22 24 0 حرج 

  A.B.E.H.Iابؼسار ابغرج ذو : 
 حل التمرين الرابع: 

 :رسم الشبكة و برديد ابؼسار ابغرج 
A4  ،Aيتم بذزئته الى نشاطنٌ :  Aبالنسبة للنشاط  -

3. 
  X5:  أياـ أي 5، يتم اضافة نشاط مدته B+5بالنسبة لػ  -

                  

                  

    A
4 A

3          F5 

  

                                           C6   I4 

 
 B5 E3  G6 

 
 5H D8 

 X5 

1 

0   0  

2 

4       4    

333 

5 

13     13 

6 

13      13 

4 

7      7 

8 

19      19 

7 

10     14 

3 

5      5 

9 

23    23    

333 



     

 

93  

 

 ، وذناؾ مسارين حرجنٌ:يوـ  23مدة ابؼشروع  
  A . A. C. G.Iابؼسار الأوؿ:  -
 B.D.G.Iالثاني:  ابؼسار -

 حل التمرين الخامس: 
 :ابهاد الزمن ابؼتوقع للمشروع و تباينه 

 بكسب أولا الزمن ابؼتوقع لكل الأنشطة:
 A B C D E F G H I J K L M النشاط

Te 12 11 4 3 13 19 6 5 14 7 2 6 4 
 

 نرسم الشبكة مع تثبيت قيمة الزمن ابؼتوقع لكل نشاط:
 
 

 B11 

                  

              H5  L6   

    D3  I14           

  A12 K2 

                                           F19   J7   

 C4 

  G6    

 
 M4 E13 

 

 
 

 و تباينه ذو تباين ابؼسار ابغرج أي:  عأسبو  33مدة ابؼشروع 

1 

0   0  

2 

3      17    
333 

6 

25     31 

7 

25      26 

5 

31      31 

9 

33      33 

8 

6     26 

4 

11      27 

3 

12      12    

333 
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2= 2

A +F
2 +2

K = 0.43+ 4+ 0.1=4.53 
 أسبوعا: 00أسبوعا و  03بؼشروع في ابهاد نسبة احتماؿ انهاء ا 

 :أسبوعا 33عند 
 =0 4.53 = 33-33/ Z =     

   
 

 
، و أف احتماؿ انهاء ابؼشروع في  .0ذي  Z ة لػالاحتماؿ ابؼقابلقيمة بالرجوع الى جدوؿ التوزيع الطبيعي بقد أف 

 .  % 50أي بنسبة 0.50= 0.5+  0أسبوع ذو 33
 أسبوعا:  30عند 

=30-33/4.53=-1.41 Z =     
   

 
، و أف احتماؿ انهاء ابؼشروع  0.4207ذي  Z ة لػالاحتماؿ ابؼقابلقيمة بالرجوع الى جدوؿ التوزيع الطبيعي بقد أف 

 .  %  7.93بنسبة أي0.0793=  0.4207 -0.5اسبوع ذو 30في 
 82.64ابهاد الزمن ابؼتوقع الهي يقابل نسبة  احتماؿ ابقاز ابؼشروع %: 

 

  =0.94  /4.53   = D-33 Z =     
   

 
 D= 35 

  لو يتأخر النشاطM أسابيع لن يتأخر مدة ابقاز ابؼشروع لأف  5بTtM= 23 . 
  لو يتأخر النشاطE أسابيع تتأثر مدة  ابقاز ابؼشروع لأف  3بTtE= 1  . 

 حل التمرين السادس: 


 نقوـ برسم الشبكة مع حساب التكلفة الابصالية للمشروع: 


                                           

                 D6  

              A1    J2 

                 D5             C4 H3 

   

                            G1                            E3                     B2        
 I1 K6 

F4 

 

1 

  0     0    

2 

1       2 

3 

2      2   

33 

6 

6      6 

7 

13   13 

5 

  9    11            

13    0    

4 

5     5 

8 

7      7  

33 
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 :بكدد ابؼسارات في الشبكة و منها ابؼسار ابغرج وزمنها العادي 
 المسار الحرج الزمن العادي المسارات

A.D.J 9  
A.C.H.J 10  
A.C.I.K 12  

B.E.G.H.J 10  
B.E.G.I.K 13 حرج 

B.F.K 12  
 :نقوـ بحساب ميل التكلفة لكل نشاط و الهي يظهر في ابعدوؿ التالي 

 ميل التكلفة التغير في الزمن النشاط
B / / 
E 1 30 
G / / 
I / / 
K 2 20 

  نقوـ بتعجيل النشاط ابغرج ذي الأقل ميل تكلفة ، وفي ذه  ابغالة النشاطK ميلب بحيث يتم  الأقلذو
  . وتكوف الشبكة ابعديدة بعد التخفيض كالتالي:سابيعا4واحدة ليصبح زمنه  نيتنٌزم بزفيضه بوحدتنٌ

                                         

                 D6  

              A1    J2 

                 D5             C4 H3 

   

                            G1                            E3                     B2        
 I1 K4 

F4 

  
 

1 

  0     0    

2 

1       2 

3 

2      2   

33 

6 

6      6 

7 

11   11 

5 

   9    9 

4 

5     5 

8 

7      7  

33 
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 :أسبوعا، وتكوف التكلفة الاضافية مساوية لػ15بدؿ  أسبوع 11والنتيجة تصبح أف مدة ابؼشروع تكوف 
C1= 20 2=40DA 

 
  نواصل عملية التعجيل بالنشاط ابغرج ذي الأقل ميل بعد أف أصبح النشاطK النشاط غنً قابل للتعجيل، وذو

E وتكوف الشبكة ابعديدة بعد التخفيض كالتالي:أي بوحدة زمنية واحدة الزمن، بلفضه بدقدار التغنً في  الهي 
 

                                         

                 D6  

              A1    J2 

                 D5             C4 H3 

   

                            G1                            E2                     B2        
 I1 K4 

F4 

  
 

 :تكوف التكلفة الاضافية مساوية لػا، و أسبوع11بدؿ  أسبوع 01والنتيجة تصبح أف مدة ابؼشروع تكوف 
C1= 40+ 30 1 +=70DA 

وحدة نقدية.70أسبوع بتكلفة اضافية قدرذا  13اسلبيع بدؿ 10و بالتالي، فانه بيكن ابقاز ابؼشروع في   
 

 . تمارين مقترحة2 
 التمرين الأول: مشروع يتكوف من سبعة أنشطة بيكن ترتيبها وفق القائمتنٌ التاليتنٌ:

                                 -2 –قائمة الأنشطة                         -1-قائمة الأنشطة               
  النشاط السابق المدة)الأسبوع النشاط  النشاط السابق المدة)الأسبوع النشاط

A 7 / A 7 / 
B 3 A B 3 / 
C 9 A C 9 / 

1 

  0     0    

2 

1       1 

3 

2      2   

33 

6 

5      5 

7 

10   10 

5 

   8    8 

4 

4     4 

8 

6      6 
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 رسم شبكة الأعماؿ و برديد ابؼدة اللبزمة للمشروع لكل قائمة- المطلوب:
 ما ذي أفضل قائمة. وماذا تستنتج؟ -            

 اعداد جدولة لأزمنة أنشطة ابؼشروع لأفضل قائمة. -
 يتكوف مشروع من النشاطات التالية:: التمرين الثاني

 
 A B C D E F G H I J K للقيام بد

 E E A A D.E B G J ,C ,H ,F A J / يجب القيام بد

 4 1 2 0 2 4 4 1 2 10 5 الوقت المتفائل

 10 7 14 6 2 10 10 13 8 10 11 الوقت المتشائم

 6 4 8 6 2 7 4 7 5 10 11 الوقت المحتمل

   PERTػ  رسم شبكة   المطلوب:
 ابؼشروع و تباينه. لإبقازػ برديد الزمن ابؼتوقع           

 :توفرت البيانات التالية عن احدى ابؼشاريع العلمية : ) الزمن بالأشهر( التمرين الثالث:
 

 A B C D E F G H I J K L ألنشاط

 7 1.5 1 1 6 3.5 5 7 8 4 1 3 المتفائل

 9 3 2 1 8 5 9.5 10 10 5 1.5 5 المحتمل

 11 4.5 3 1 16 6.5 11 13 24 12 5 7 المتشائم

 كما توفرت العلبقات التالية:
 C D ,E,F G H I,j K L النشاط

 A C E,F D,E,F H B,I,J G النشاط السابق

 ابهاد الوقت ابؼتوقع لإنهاء ابؼشروع و كها تباينه.   المطلوب:
 .شهر34و 37ػ ابهاد سبة احتماؿ انهاء ابؼشروع في            

 اليك ابؼعلومات ابػاصة بدشروع بناء مدرسة :   التمرين الرابع:
 

D 5 A D 5 A 
E 6 C E 6 B 
F 5 D F 5 C 
G 2 Á G 2 F 
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 A B C D E F G H I النشاط

 A / / B .C B.C E D.G H.F / النشاط السابق

 3 13 7 24 10 12 4 6 4 الزمن)اسبوع(

 ابؼشروع  لإبقازػ ابهاد الوقت اللبزـ  المطلوب:
 : البدائل الثلبثة لعملية ابؼقايضة بنٌ الزمن و التكلفة ، اذا علمت أف ػ ابجاد        

 
 A B C D E F G H I النشاط

 21 11 7 14 50 13 22 18 20 التكلفة

 3 11 7 18 9 8 3 3 2 الزمن الجديد

 21 33 7 56 54 29 32 36 42 التكلفة الجديدة

 
 :يتكوف مشروع من الانشطة التالية  التمرين الخامس:

 
 A B C D E F G H I النشاط

 A ,B,C A ,B,C A ,B,C E D G,H / / / النشاط السابق

 3 3 4 10 3 4 5 3 2 المدة)اسبوع(

دج ، 10اذا علمت أف النشاطات التي برتاج الى بطسة أسابيع لتنفيهذا بيكن بزفيضها بدقدار اسبوع بتكلفة قدرذا 
دج، و أف النشاطات 24بيكن بزفيضها بأسبوعنٌ بتكلفة ابصالية قدرذا وأف النشاطات التي برتاج الى عشرة أسابيع 

 دج.40التي برتاج الى ثلبثة اسابيع بيكن بزفيضها بأسبوعنٌ بتكلفة ابصالية قدرذا 
 ابؼشروع  و كها التكلفة ابؼقابلة له زابهاد أدنى زمن لا بقا المطلوب:

الرئيسية ابؼطلوبة لتصميم و تصنيع منتوج ، وذلك وفقا للمدة يبنٌ ابعدوؿ التالي الأنشطة  التمرين السادس:
 ابؼوضحة في ابعدوؿ التالي:

 A B C D E F G H I J K L M النشاط

 G.M H.I B*+2 / .H B.L / G.M D A.K / C.E D النشاط السابق

 6 7 7 12 8 4 5 1 5 3 2 7 7 المدة)ايام(
 

B*+2  : فقط من بدء النشاطيومنٌ تعني أف النشاط بيكنه  أف يبدأ  بعد B. 
 : برديد أدنى مدة لإبقاز ابؼشروع و كها اظهار ابؼسار ابغرجالمطلوب
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 : تحلدددددددل الانحدار الخدددددطي البسدددديط و المتددددددددددددعدد الدددددددددددددددددددددرابدددددع الفصل

 :الفصددددددددددل أىدددددددددداف
 ينتظر من الطالب بعد قراءة ذها الفصل أف يصبح قادرا على:

 

 ة.تشكيل معادلتي الابكدار ابػطي البسيط  و ابؼتعدد 
 التفسنً الاقتصادي بؼعالم بموذج الابكدار ابػطي. 
 ابؼتعدد. البسيط واختبار معنوية معالم معادلة الابكدار ابػطي بنوعيها  
 الكلية بؼعادلة الابكدار ابػطي بنوعيها البسيط و ابؼتعدد.اختبار ابؼعنوية  

 

 محتوى الفصل:
I .الابكدار ابػطي البسيط. 
 .كتابة و فرضيات النموذج1  

 . . تقدير معالم النموذج باستخداـ طريقة ابؼربعات الصغرى.2 
 تقييم بموذج الابكدار ابؼقدر..  3 

II. الابكدار ابػطي ابؼتعدد 
 .فرضيات النموذج.كتابة و 1 
 تقدير معالم النموذج باستخداـ طريقة ابؼربعات الصغرى. .2 
 .  تقييم بموذج الابكدار ابؼقدر.3 

III.بسارين تطبيقية. 
 . بسارين بؿلولة.1 

 .. بسارين مقترحة2  
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 تمهيد:

يعد الابكدار ابػطي من أذم الأساليب الاحصائية استعمالا في قياس العلبقة الاقتصادية ، اذ يقوـ ببناء 
كمي آخر أو عدة متغنًات كمية تغنً  كمي واحد ذو ابؼتغنً التابع ، و مبموذج احصائي لتقدير العلبقة بنٌ متغنً  

في النموذج  ا تكوف العلبقةفعندم لبقة بنٌ ابؼتغنًات.وذي ابؼتغنًات ابؼستقلة بحيث تنتج معادلة احصائية توضح الع
الاحصائي بنٌ متغنً تابع واحد و متغنً مستقل واحد فاف ذها النموذج ذو أبسط بماذج الابكدار و يسمى بالنموذج 
ابػطي البسيط، و عندما تكوف عدد ابؼتغنًات ابؼستقلة أكثر من متغنً كمي واحد فاف النموذج يسمى بنموذج 

  دار ابؼتعدد. الابك
I .:الانحدار الخطي البسيط 
 . كتابة و فرضيات النموذج:1

 :أولا. كتابة النموذج
كدالة في ابؼتغنً   yيتشكل النموذج ابػطي البسيط من معادلة خطية من الدرجة الأولى تعكس ابؼتغنً التابع 

 وذلك على النحو التالي:  ابؼستقل،
Y= f(x) 

حديد بالنظر ما اذا كانت ذناؾ في شكل انتشار ثم الت XYكما يبدأ الابكدار البسيط عادة برسم بؾموعة أزواج قيم 
  1قة خطية تقريبية ، حيث تصاغ العلبقة ابػطية كالتالي:علب

Yi = B0 +B1Xi   ,  i=1………..n 
بسثل تقاطع خط الابكدار مع المحور العمودي  B0، فابؼعلمة ذي ثوابت غنً معلومة تسمى بابؼعالم : B1و  B0 حيث

فتمثل ابؼيل ابغدي الهي  B1مساوية للصفر. أما ابؼعلمة  xعندما تكوف قيمة  yوذي عبارة عن القيمة التي تتخهذا 
 بوحدة واحدة. xاذا تغنً   yيقيس مقدار تغنً

   i ( ذو مؤشر للدلالة على رقم ابؼشاذدة:i=1………..n ) حيثn  ذو طوؿ العينة ابؼختارة من المجتمع الهي
 نرغب في دراسته.

غنً أف ابؼعادلة أعلب  لا بيكن أف تشرح العلبقة بنٌ ابؼتغنًين بشكل دقيق ، فهناؾ أسباب مهمة بذعلها غنً  
جة أخطاء في معبرة تعبنًا كاملب ، فقد يكوف ذناؾ ابكراؼ بنٌ العلبقة ابغقيقية و ابؼعادلة الاحصائية التي بسثلها نتي

القياسات أو في اختيار ابؼتغنً ابؼستقل ، بفا يتطلب الأمر اضافة متغنً جديد يسمى بابغد العشوائي الهي يرمز له 
 2، لتتحوؿ بهلك العلبقة الرياضية ابؼؤكدة الى علبقة احتمالية أو عشوائية على النحو التالي:  iبالرمز 

                                                           

 
1
 40، ص 2006، دار اليازوري، الأردف، الاقتصاد القياسي، حسنٌ علي بخيت، سحر فتح الله   
 

2
 19، ص 2011، دار حامد، الأردف، 1، ططرق الاقتصاد القياسي، محاضرات و تطبيقاتبؿمد شيخي،   
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Yi = B0 +B1Xi + i  ,  i=1………..n 
 

بر عن العلبقة بنٌ متغنًين عاـ ، فاف بموذج الابكدار ابػطي البسيط يعني ابهاد صيغة أو معادلة رياضية تع وبشكل
للمتغنً التابع  ابؼستقبليةتستعمل ذه  العلبقة من أجل التوقع ) بعد تقديرذا و تقييمها( بالقيم اللبحقة أو  يث، بح

 حسب ابؼعلوـ من ابؼتغنً ابؼستقل.
عائلة فانه من أجل كل 12بموذج خطي بسيط بفثل لدالة الاستهلبؾ العائلي : اذا اخترنا عينة مكونة من  مثال: 

 بيكن كتابة دالة الاستهلبؾ العائلي على الشكل التالي:  iعائلة 
Ci= B0+ B1Ri + i  , i= 1,2………..12 

 وذو ابؼتغنً ابؼستقل. iيرمز لدخل العائلة  Riوذو ابؼتغنً التابع ،   iيرمز لاستهلبؾ العائلة  Ciمع 
وتعني ذه  الدالة أف الاستهلبؾ العائلي ذو متغنً تابع للدخل بحيث يتحدد داخل النموذج ) اي كلما تغنً الدخل 
تغنً استهلبؾ العائلة ( ، أما الدخل فهو متغنً مستقل يتحدد خارج النموذج ) أي أنه غنً تابع للبستهلبؾ بل 

 (.مستقل عنه 
 ثانيا. فرضيات النموذج:

 1بيكن تلخيص فرضيات بموذج الابكدار ابػطي البسيط فيما يلي:  
 : التوقع الرياضي للأخطاء معدومالفرضية الأولى 

،اذ أنها تعبر عن حدود عشوائية تأخه قيما سالبة ، موجبة أو  yوتعني ذه  الفرضية أف الأخطاء لا تدخل في تفسنً 
معدومة لا بيكن قياسها أو برديدذا بدقة ، وبزضع لقواننٌ الاحتماؿ بحيث يكوف وسطها أو توقعها الرياضي مساويا 

 E(i)=0أي للصفر.  
 تجانس) ثبات( تباين الأخطاءالفرضية الثانية:  

E(2 =(i)قيمة تتعلق بتباين حد ابػطأ بحيث تكوف
i)= 2     var  أي أف قيمة التباين ثابتة عند القيم ،xi  ما ،

بنفس الدرجة ، فكل مشاذدة تؤثر بنفس القوة في عليها د يعني أف البيانات التي بصعت لتقدير العلبقة بيكن الاعتما
 العلبقة التي يطلب تقديرذا.

 الأخطاءالفرضية الثالثة: عدم وجود ارتباط ذاتي بين  
تكوف مستقلة عن بعضها البعض ، أي بعبارة أخرى أف التباينات ابؼشتركة  iتفترض أف القيم ابؼختلفة بغد ابػطأ 

لأخطاء ابؼلبحظات ابؼختلفة تكوف معدومة ، وذها على بـتلف مشاذدات مكونات العينة . ويعبر عنها رياضيا بػ : 
cov(i , j)= E(i , j) = 0    , ij     , i,j=1……n. 

 xiتتعلق بقيم المتغير المستقل الفرضية الرابعة:  

                                                           
1
 20بؿمد شيخي، مرجع سابق، ص  
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تفترض أف البيانات ابؼتعلقة بهها ابؼتغنً قادرة على اظهار تأثنًذا في تغنً قيم ابؼتغنً التابع ، حيث تكوف قيمة واحدة 
 بقية القيم .على الأقل من قيم ابؼتغنً ابؼستقل بـتلفة عن 

  :باستخدام طريقة المربعات الصغرى . تقدير معالم النموذج2
و تسمى بدقدرات ،  Yو Xبدلالة ابؼتغنًات   B1و  B0يقصد بتقدير النموذج ابهاد مقدرات بؼعالم النموذج 

  ابؼعالم أو مقدرات النموذج حيث يرمز بؽا بالرمز
0

̂  و
1

̂   ابؼمكنة للتعبنً عن على الترتيب، وذي أحسن القيم
لها، يتطلب الأمر استخداـ طريقة ابؼربعات الصغرى التي تهدؼ الى ابهاد أفضل خط  النموذج في صيغته ابػطية.
من بنٌ خطوط لانهائية العدد تصف ابؼعادلة ابػطية، بحيث يتم ذلك بجعل بؾموع  yو xمستقيم لعينة مشاذدات 
أقل ما بيكن، أي جعل بؾموع مربعات الأخطاء العشوائية عند  iŶعن القيم التقديرية   yiابكرافات القيم ابغقيقية 

   1   نهايتها الصغرى:
            )2  iŶ yi-  ( 



rn

i 1

  =  2     


rn

i 1

       Min           

 ابؼتغنً التابع ابؼقدرة . قيم iŶبسثل قيم ابؼتغنً التابع الفعلي و  yiحيث: 
 وبيكن توضيح ذلك في الشكل التالي: 

 

 
 

 وذها ما بيكن كتابته رياضيا بػ 
 Xi)2 

1
̂ - 

0
̂ yi-  ( 



rn

i 1

  =  
2

i   Min 


rn

i 1

 

                                                           
 147، 146، ص ص 1993 ابعزائر، ابعامعية، ابؼطبوعات ديواف،2ط ،القياسي والاقتصاد الإحصاء في ومسائل نظريات سلفاتور، دومينيك 1
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رياضي لتصغنً بؾموع مربعات الأخطاء بهب أف تكوف ابؼشتقات ابعزئية بالنسبة لكل من وكشرط 
0

̂  و
1

̂ 
 معدومة ، أي : 

   
 

  ̂ 
   = 0 

   
   

 

  ̂ 
   = 0 

 1وبحل بصلة ابؼعادلتنٌ السابقتنٌ نتحصل على تقدير معلمتي النموذج كما يلي: 

                                

 
 ̂  

 ∑     ∑  ∑  

 ∑  
  (∑  )

 
 

 ̂       ̂       

 بطريقة ابؼربعات الصغرى كما يلي: ويكوف النموذج ابؼقدر ) خط الابكدار(

  ̂   ̂    ̂     
، كلببنا  ( Y)وعوائد ابؼبيعات  ( X )برديد العلبقة بنٌ إنفاقها على الدعاية في ترغب إحدى الشركات  مثال: 

 التالي: ابعدوؿابؼبينة في بابؼليوف دولار ، وذلك باستخداـ البيانات 
 1 2 3 4 5 6 7 8 (iالسنة)
 4 8 12 16 20 24 28 32 (xiاعلانات)
 25.6 32.7 45.4 53.9 59 62.6 65 65.5 (yiمبيعات)

 وماذا تعني مقدرات النموذج اقتصاديا. ابهاد معادلة ابكدار عوائد ابؼبيعات و نفقات الدعاية. - :ابؼطلوب
 الحل:      
 :ابهاد مقدرات النموذج 

I xi yi xiyi xi 
2 

1 4 25.6 102.4 16 

2 8 32.7 261.6 64 

3 12 45.4 544.8 144 

4 16 53.9 862.4 256 

                                                           
1
شر العلمي و ن، ال1، طمقدمة في الاقتصاد القياسي المبادئ و التطبيقاتذاري كلجياف، والاس أوس، تربصة ابؼرسي حجازي و عبد القادر عطية،   

 .85، ص 2001ابؼطابع، جامعة ابؼلك سعود، السعودية، 
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5 20 59 1180 400 

6 24 62.6 1502.4 576 

7 28 65 1820 784 

8 32 65.5 2105.6 1024 

n = 8   Xi= 144 
X  = 18 

  Yi = 410 

Y  = 51.25 

 Xi yi=8379.2 
 

 x2=3264 

 وبتطبيق القانوف بقد: 
1

̂
 =    8(8379.2) – (144)(410)/  8(3264) – (144)2 

1
̂

 =1.486904762 

0
̂

= 51.25 –(4.73)(7)= 21.8771428 

 :كتابة  معادلة الابكدار 

 ذي:تكوف معادلة خط الابكدار  ثم،ومن 
XiiY 486.1485.24ˆ   

تعني قيمة 
0

̂   ( أيأنه عند عدـ قياـ الشركة بإنفاؽ أية مبالغ على الدعاية Xi = 0  فإف عوائد ابؼبيعات ، )
. أما قيمة مليوف دولار 24.485ذي ( Yi )للشركة 

1
̂ بحيث اذا ارتفعت الدعاية  فتمثل ابؼيل ابغدي للمبيعات

 .1.486بػ  بوحدة واحدة فاف ذها سيؤدي الى ارتفاع ابؼبيعات
 
 
 
 
 
  :تقييم نموذج الانحدار المقدر. 3

تقييم ذه  النتائج ، نأتي الى طة صيغ اشتقاؽ بطريقة ابؼربعات الصغرى قمنا بتقدير معالم النموذج بواس بعدما        
من الناحية الاحصائية من خلبؿ اختبار معنوية معالم الابكدار ، اختبار ابؼعنوية الكلية للنموذج و القوة التفسنًية 

   .للنموذج
 
 
 

�̂�𝟏  
∑ 𝐱𝐢𝐲𝐢  𝐧  𝑿 .𝒀 

      

∑ 𝐱𝐢
𝟐   𝐧 𝐗 𝟐

  

 ملاحظة:
 :انطلاقا من العلاقة التالية يمكن حساب 

 



     

 

105  

 

 (: tأولا. اختبار معنوية معالم الانحدار ) اختبار التوزيع 
بدا أف         

0
̂  و

1
̂  ذي تقديرات بؼعاملبت المجتمع الاحصائيB1   وB0   كاف لابد من اختبار ابؼعنوية

الاحصائية بؽه  ابؼعلمات من أجل معرفة فيما اذا كانت التقديرات التي تم ابغصوؿ عليها من العينة للمعلمات بزتلف 
 عن القيم ابغقيقية بالمجتمع اختلبفا معنويا أو لا بزتلف.

ولاختبار معنوية 
0

̂  و
1

̂  نستخدـ الفرض الصفريH0 الفرض البديل  وH1 التالينٌ كما يلي: 
 تنص على عدـ وجود علبقة بنٌ ابؼتغنًين  الفرض الصفري:ػX  وY 1 :أف أي 

   =0 B0  : H0 
      B1=0 

  :تنص على وجود علبقة بنٌ ابؼتغنًين الفرض البديلX  وY أف أي  : 
   0 B0  : H1 

      B10 
من  لأف كل ،نرفض الفرض الصفري البديل وو ابؼرجو من برليل الابكدار أف نقبل الفرض 

0
̂  و

1
̂  لا تساوي

 ( حيث: n- kعند مستوى معنوية معينة و درجة حرية ) (t)  ولتحقيق ذلك يتم استخداـ اختبار ستودنت الصفر.
n       .عدد ابؼشاذدات : 
K       ( في برليل الابكدار البسيط.2: عدد ابؼعالم ابؼقدرة ، وعددذا ) 
 :شكل الاختبار 
بالنسبة لد  

1
̂ :  

 2تكوف الصيغة الرياضية بؽها الاختبار كالتالي:

    
 ̂ 
 ̂  

 
 

 ( .n- kالمحسوبة عند مستوى معنوية معنٌ و درجة حرية )  t: ذي قيمة  tcحيث: 
       

1
̂  القيمة التقديرية لػ :B1  .ابغقيقية 

 الابكراؼ ابؼعياري للمعلمة ابؼقدرة :    ̂        
1

̂ التالي:يعطى بالصيغة التالية:  ه، مع العلم أن 

  ̂   √
   

 

 (     ) (   )
 

بالنسبة لد  
0

̂  

                                                           

 
1
 149ص ، مرجع سابق، ذاري كلجياف، والاس أوس 

2
 Régis Bourbonnais, Econométrie, cours et exercices corrigés , 9édition , Dunod, Paris, 2015 ,p26 
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 1تكوف الصيغة الرياضية بؽها الاختبار كالتالي:

    
 ̂ 
 ̂  

 
  أف:مع العلم 

 ̂   √
   

 

   
[
 

 
 

      

 (      ) 
] 

  :قرار الاختبار 
( و n-2ابؼعطاة في ابعداوؿ ابػاصة بها عند درجات حرية )( يتم مقارنتها مع القيمة ابعدولية tبعد حساب قيمة )

 اذا كانت:ديد قبوؿ أو رفض الفرض الصفري ، ف( لتح%5أو  %1مستوى معنوية )

  قيمةt ابعدولية قيمةالمحتسبة أكبر من ال ( أيtc ≥ tt)  وذها الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديليتم رفض ،
 يعني أف ابؼعلمة ذات معنوية احصائية.

  قيمةt ابعدولية  قيمةمن ال صغرالمحتسبة أ ( أيtc ≤ tt)  صفري. وذها وقبوؿ الفرض ال بديلتم رفض الفرض الي
 يعني عدـ معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة.

 وبيكن توضيح ذلك بالشكل التالي: 
 
 

 
 84علي بخبت، مرجع سابق، ص بؼصدر: حسنا

 ابؼقدرتنٌ %5معنوية اعتمادا على بيانات ابؼثاؿ السابق اختبر عند مثال:  
0

̂  و
1

̂ 

                                                           

 
1
  Iid 
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 الحل:    
 بكتاج الاحصاءات التالية: فإننابالاعتماد على الصيغة الرياضية للبختبار 

iŶ i 
2

i (      )
  

30 .429 -4.829 23.3192 196 
36 .373 -3.673 13.4909 100 
42.317 3 .083 9.5048 36 
48.261 5.639 31.7983 4 
54.205 4.795 22.9920 4 
60.149 2.451 6 .0074 36 
66.093 -1.093 1.1946 100 
72.037 -6.537 42.7323 196 

 iŶ = 409.864   i=0    
     .       (     )

      

 
بالنسبة لد 

1
̂ 

 ̂   √
   
 

 (     )
  (   )

  = √     .    
   ( )

  . 93 
 و

    
 ̂ 
 ̂  

 
 .    

 .    
  .     

( و 6ودرجة حرية ) %5مستوى معنوية ابعدولية عند  tأكبر من قيمة   7.699المحسوبة و البالغة  tبدا أف قيمة 
، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة 2.45 البالغة 

1
̂ 

  بالنسبة لد
0

̂ 

 ̂   √
   

 

   
[
 

 
 

      

 (      ) 
]  √

   .     

6
[
 

8
 
( 8) 

672
]  3.9 92 

    
 ̂    

 ̂  
 
  .   

 .    
  =6.263 

 
( و 6ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  tأكبر من قيمة 6.263  المحسوبة و البالغة tبدا أف قيمة 

، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة 2.45 البالغة 
0

̂ 
 :(Fثانيا. اختبار المعنوية الكلية للانحدار ) اختبار 

يوضح ذها الاختبار دلالة النموذج بصورة عامة باستخداـ نسبة الابكرافات ابؼفسرة الى الابكرافات غنً ابؼفسرة ، 
 وتكوف الصيغة الرياضية للفرضية ابؼراد اختبارذا ذي : 
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H0 : B0=B1=0 
H1 : B0B10 

  :شكل الاختبار 
 1الصيغة الرياضية بؽها الاختبار كالتالي: تكوف

   

∑( ̂    ) 

   
⁄

   
 

(   )
⁄

 

 (n- k, 1المحسوبة عند مستوى معنوية معنٌ و درجة حرية )  t: ذي قيمة  Fcحيث: 
        k  في: ذو عدد الوسائط(  حالة الابكدار ابػطي البسيط تكوفk=2) 

        n  عدد ابؼشاذدات : 
 الاختبار:  قرار 

( n-2,1( يتم مقارنتها مع القيمة ابعدولية ابؼعطاة في ابعداوؿ ابػاصة بها عند درجات حرية )Fبعد حساب قيمة )
 ( لتحديد قبوؿ أو رفض الفرض الصفري ، فاذا كانت:%5أو  %1و مستوى معنوية )

  قيمة(F )ابعدولية قيمةالمحتسبة أكبر من ال ( أيFc ≥ Ft)  الصفري وقبوؿ الفرض البديلالفرض يتم رفض ،
 .yيؤثر في ابؼتغنً  xأف ابؼتغنً  وذها يعني

  قيمة(F )ابعدولية  قيمةمن ال صغرالمحتسبة أ ( أيFc ≤ Ft)  صفري. وقبوؿ الفرض ال بديلتم رفض الفرض الي
 .yلا يؤثر في ابؼتغنً  xأف ابؼتغنً  وذها يعني

 .%5معنوية عند  ابؼعنوية الكلية للنموذج اعتمادا على بيانات ابؼثاؿ السابق اختبرمثال:  
 الحل:    

 بالاعتماد على الصيغة الرياضية للبختبار فإننا بكتاج الاحصاءات التالية:
 

                                                           
1
 44بؿمد شيخي، مرجع سابق، ص 

 ̂     ( ̂    )  
-20.821 433.5140 
-14.877 221.3251 
-8.933 79.7984 
-2.989 8 .9341 
2.955 8.7320 
8.899 79.1922 
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 وبتطبيق العلبقة بقد: 

   

∑( ̂    ) 

   
⁄

   
 

(   )
⁄

 
 483.9 97

2   ⁄

 5 . 395
8  2⁄

 

Fc= 58.9478   

ودرجة حرية  %5ابعدولية عند مستوى معنوية  Fأكبر من قيمة 58.9478  المحسوبة و البالغةFبدا أف قيمة 
، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية العلبقة  5.99 ( للبسط و ابؼقاـ و البالغة 1،6)

 ابؼقدرة.
  (:2Rثالثا. اختبار القوة التفسيرية للنموذج) معامل التحديد 

يعتبر معامل التحديد من أذم ابؼعاملبت التي تقيس علبقة الارتباط بنٌ متغنًين بحيث وجود مثل ذه   
العلبقة يعني ضمنيا أف أحد ابؼتغنًين يعتمد في تفسنً  أو في حدوثه على ابؼتغنً الآخر. فهو اذف يقيس جوة النموذج 

و ابؼشروحة بواسطة ابؼتغنً ابؼستقل   yiفي ابؼتغنً التابع  من خلبؿ شرح نسبة الابكرافات الكلية أو التغنًات التي بردث
xi   :1. ويتم استخراج قيمته ابعبرية كالتالي 

Yi=Ŷi+ i                                          :لدينا       

(      i:           من الطرفنٌ بقد   وبطرح    ( ̂    )   (   
 بقد:   iوبتربيع طرفي ابؼعادلة أعلب  و بصعها بالنسبة لكل 

 (    
 )

 
  ( ̂    )

 
     

 حيث: 
  (    

 )
 

 .TSS يرمز له بػ، y ثل بؾموع مربعات الابكرافات الكلية في ابؼتغنًبي:  
  ( ̂    )
 

 .ESSثل بؾموع مربعات الابكرافات ابؼفسرة ، يرمز له بػ بي:  
     
 .RSS: بيثل بؾموع مربعات البواقي، يرمز له بػ   

 وبإعادة صياغة ابؼعادلة السابقة نتحصل على :
TSS= ESS + RSS 

                                                           
1
 Régis Bourbonnais, opcit, pp33,34 

14.843 220.3146 
20.787 432.0993 

 ( ̂   )              ( ̂    )      .      
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 وبتقسيم كل الاطراؼ على الابكرافات الكلية بقد: 
1= ESS/TSS + RSS/TSS 

 :كما يلي  R2 وبالتالي نعرؼ معامل التحديد

   
   

   
   

   

   
 

 أي: 

     
   

 

 (     )
 
 

 ب اذا كاف : ،وتتراوح قيمة معامل التحديد بنٌ الصفر و الواحد 
 R2=1  تكوف العلبقة تامة بحيث بصيع نقاط الانتشار تقع على خط الابكدار ابؼقدر ، أي :Yi=Ŷi 
 R2=0  :، أيتكوف العلبقة معدومة بحيث يكوف خط ابكدار العينة خطا أفقيا ̂     . 
وبالتالي  yففي الأحواؿ العادية يفسر خط الابكدار جزءا من التغنًات في  ابغدوث،من ذاتنٌ ابغالتنٌ نادرة  وكل

0R2ومن ثم بقد في أغلب ابغالات  ابػط،يكوف ذناؾ جزءا آخر غنً مفسر بواسطة 
1. 

 
 

 

 
 
 
 . yيفسر  ابؼتغنً ابؼستقل من التغنً في ابؼتغنً التابع  أوجد مقدار ما اعتمادا على بيانات ابؼثاؿ السابق مثال: 

 الحل:
 بالاعتماد على الصيغة الرياضية للبختبار فإننا بكتاج الاحصاءات التالية:

 
      (     )

  
-25.65 657.9225 
-18.55 344.1025 
-5.85 34.2225 
2.65 7.0225 
7.75 60.0625 

𝑭𝒄  
𝑹𝟐

𝟏⁄

𝟏  𝑹𝟐
 (𝒏 𝟐) 

𝑹𝟐  
𝑩�̂� (𝑿𝒊  𝑿 )(𝒀𝒊  𝒀 )

(𝐘𝐢  𝐘 )𝟐
 

 قاعدة : 
 في نموذج المتغيرين كالآتي: R2و معامل   Fيمكن توضيح العلاقة بين احصائي  

 يمكن توضيح العلاقة بين معامل الانحدار الخطي و معامل التحديد في نموذج المتغيرين كالآتي:
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11.35 128.8225 
13.75 189.0625 
14.25 203.0625 

     )    (  (     )
      .    

 بالتالي: و
     

   
 

 (     ) 
    

 5 . 395

 624.28
 

R2= 90.70% 
من التغنً ابغاصل في ابؼتغنً  %90.70ذه  النتيجة تعني أف ابؼتغنً ابؼستقل و ابؼمثل في الاعلبنات يفسر حوالي و

 بسثل تأثنً متغنًات أخرى لم تدخل في ابؼعادلة. %9.30التابع أي ابؼبيعات ، وأف النسبة ابؼتبقية و البالغة 
 II:الانحدار الخطي المتعدد . 

 . كتابة و فرضيات النموذج:1
 أولا. كتابة النموذج:

( على العديد yرياضية تعبر عن العلبقة بنٌ ابؼتغنً التابع )الابكدار ابػطي ابؼتعدد ذو عبارة عن ابهاد معادلة 
، لها فهو يستخدـ في التوقع بتغنًات ابؼتغنً التابع الهي يؤثر فيه عدة  x1, x2, ….. xkمن ابؼتغنًات ابؼستقلة 

نة تتأثر بسعر متغنًات مستقلة. فعلى سبيل ابؼثاؿ بقد أف دالة الطلب التي تدؿ على أف الكمية ابؼطلوبة من سلعة معي
 تلك السلعة و أسعار السلع البديلة و دخل ابؼستهلك وغنًذم.  

 1وبيكن التعبنً عن ذه  العلبقة بالصيغة الرياضية التالية: 
yi=β0+ β1Xi1+  β2Xi2+…….+ βkXik +i  

 
 التالي:( تكوف نظاـ ابؼعادلات nواحدة من بصلة معادلات يبلغ عددذا ) ذيأعلب   في الواقع فإف ابؼعادلة

 I=1:   y1=β0+β1X11+ β2X12+…….+ βkX1k+ 1 

I=2:  y2= β0+β1X21+ β2X22+…….+ βkX2k+2 

…………………………………………………………………………….. 
I=n: yn= β0+ β1Xn1+  β2Xn2+ …….+ βkXnk+ n 

( بيثل ابغد الثابت، B0( من ابؼعلمات ابؼطلوب تقديرذا ، علما أف ابغد الأوؿ منها )K+1ابؼعادلات تتضمن )ذه  
الأمر الهي يتطلب اللجوء الى ابؼصفوفات و ابؼتجهات لتقديرذا . لها ، فانه بيكن صياغة ذه  ابؼعادلات في صورة 

 2مصفوفات كالتالي: 

                                                           
1
 202ص، مرجع سابق، ذاري كلجياف، والاس أوس، تربصة ابؼرسي حجازي و عبد القادر عطية  

2
 Régis Bourbonnais, opcit, p 48. 
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[

  
  
 
  

]  [

           
           
     
           

] [

  
  
 
  

]  [

 
 
 
 

] 

    ونكتبها باختصار:

Y   =      Xβ      +     
 :حيث

Y( متجه عمودي من الدرجة :n×1 بوتوي على )n  ًمشاذدة للمتغنY 
X  مصفوفة من درجة :((n×k) +1)  برتوي مشاذدات ابؼتغنًات ابؼستقلة وعمودذا الأوؿ بوتوي على قيم الواحد

 .ليمثل ابغد الثابت الصحيح
β( متجه عمودي من الدرجة :k +1)×1)( .بوتوي على ابؼعالم المجهولة 
 متجه :( عمودي من الدرجةn×1بوتوي على قيم )  الأخطاء العشوائية. 

  :ثانيا. فرضيات النموذج
 1فيما يلي:  تعددبيكن تلخيص فرضيات بموذج الابكدار ابػطي ابؼ

يعني أنه بيكن كتابته على الشكل  الأخطاء،النموذج ابػطي بالنسبة بؼعالم النموذج وشعاع   الفرضية الأولى: 
 التالي:

yi=β0+ β1Xi1+  β2Xi2+…….+ βkXik +i     i= 1,2…………..n 
،التوقع الرياضي للؤخطاء  الفرضية الثانية:   E(i)=0أو بعبارة أخرى متوسط الأخطاء معدوـ . أي  معدوـ
E(2 =(i)و يعبر عنه رياضيا بػ  ثابت،تشتت الأخطاء حوؿ ابؼتوسط   الفرضية الثالثة: 

i)= 2     var. 
بدعنى أف التباينات ابؼشتركة لأخطاء ابؼلبحظات ابؼختلفة  الأخطاء،عدـ وجود ارتباط ذاتي بنٌ الفرضية الرابعة:  

 :تكوف معدومة وذها على طوؿ العينة. و يعبر عنه رياضيا بػ 
cov(i , j)= E(i , j) = 0    , ij     , i,j=1……n. 

وذي ابغالة التي تلغي الارتباط  ابؼفسرة،ذو أكبر من عدد ابؼتغنًات  nعدد ابؼشاذدات الفرضية الخامسة:   
  ابػطي بنٌ ابؼتغنًات ابؼستقلة. 

 . تقدير معالم النموذج باستخدام طريقة المربعات الصغرى:2
بطريقات ابؼربعات الصغرى  B0, B1…..Bkنعني بتقدير بموذج الابكدار ابػطي ابؼتعدد ابهاد قيم ابؼعلمات 

 2 أي تصغنً القيمة  ،التي بذعل بؾموع مربعات الابكرافات أقل ما بيكن


rn

i 1 
 2على النحو التالي: الى اقل قيمة بفكنة.

                                                           
1
 59، 58بؿمد شيخي، مرجع سابق، ص  

2
 208، 207، مرجع سابق، ص ص اري كلجياف، والاس أوس، تربصة ابؼرسي حجازي و عبد القادر عطية 
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                                   )2  iŶ yi-  ( 


rn

i 1

  = 2   


rn

i 1

       Min           

 )2= ( yi -  ̂   ̂      ̂          ̂          
  يلي:  و مساواتها بالصفر نتحصل على ما  B0, B1…..Bkوبأخه ابؼشتقات ابعزئية بالنسبة لقيم 

   
 

  ̂ 
 2 (    ̂       ̂      ̂  ̂ )    

   
 

  ̂ 
  2    (    ̂    ̂      ̂  ̂ )    

……………………………………………….  
   

 

  ̂ 
  2    (    ̂    ̂      ̂  ̂ )    

( واعادة كتابة ابؼعادلات الطبيعية مقابلة للنموذج ابػطي العاـ  بحيث سنكتفي على 2بفك الأقواس و القسمة على )
 سبيل ابؼثاؿ بنموذج بثلبث مقدرات :

      ̂   ̂         ̂     
       ̂       ̂     

    ̂         
       ̂        ̂           ̂     

  
 وباستخداـ الابكرافات نتحصل على: 

 

 ̂  
(∑   )(   

 ) (∑   )(∑    )

(   
 )(   

 ) (     )
  

 ̂  
(∑   )(   

 )  (∑   )(∑    )

(   
 )(   

 )  (     )
 

 

  ̂        - ̂       ̂       

ابعدوؿ التالي يتضمن البيانات ابػاصة بالاستنًادات كمتغنً تابع  والدخل القومي كمتغنً مستقل أوؿ و  مثال: 
 :2008-2000في أحد الدوؿ للمدة  أسعار الاستنًادات كمتغنً مستقل ثاني

 اسعار الاستيرادات الدخل القومي الاستيرادات السنة
2000 100 100 100 
2001 106 104 99 
2002 107 106 110 
2003 120 111 126 
2004 110 111 113 
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2005 116 115 103 
2006 124 120 102 
2007 133 124 103 
2008 137 126 98 

 . اكتب النموذج بشكل مصفوفي.1ابؼطلوب: 
 .قدر معالم النموذج.2          
 . اكتب معادلة الابكدار بؽها ابؼثاؿ.3         

 الحل: 
  الشكل ابؼصفوفي للمثاؿ:كتاب 

، وعدد   K+1=3ابغد الثابت للنموذج نتحصل على  بإضافة و K=2عدد ابؼتغنًات ابؼستقلة في ابؼثاؿ ذو 
 : 9ابؼشاذدات ذو 

yi=β0+ β1Xi1+  β2Xi2 +i     i=1,2………..9 
y1=β0+β1X11+ β2X12+ 1 

y2= β0+β1X21+ β2X22 +2 

y3= β0+β1X31+ β2X32 +3 

y4= β0+β1X41+ β2X42 +4 

y5= β0+β1X51+ β2X52 +5 

y6= β0+β1X61+ β2X62 +6 

y7= β0+β1X71+ β2X72 +7 

y8= β0+β1X81+ β2X82 +8 

y9= β0+β1X91+ β2X92 +9 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
   
  6
  7
 2 
   
  6
 24
 33
 37 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
                            
              4        99 
              6          
                         26
                       3 
               5       3
             2        2
            24       3
             26       98 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

[

  
  
  
]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  :تقدير معالم النموذج 
 فإننا بكتاج الاحصاءات التالية: معلماتبالاعتماد على الصيغة الرياضية لل
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36 169 78 102 221 -6 -13 -17 
49 81 63 77 99 -7 -9 -11 
16 49 -28 -40 70 4 -7 -10 

400 4 -40 60 -6 20 -2 3 
49 4 -14 -49 14 7 -2 -7 
9 4 -6 3 -2 -3 2 -1 

16 49 -28 -28 49 -4 7 7 
9 121 -33 -48 176 -3 11 16 

64 169 -104 -160 260 -8 13 20 
 =648  = 650  =-112  = -83  = 881    

 بتطبيق القانوف بقد:

 ̂  
(648)(88 )  (   2)( 83)

(56 )(648)  (   2) 
    .374 

 ̂  
(65 )( 83)  (   2)(88 )

(56 )(648)  (   2) 
  .  9 

 ̂    7  ( .374)(  3)  ( .  9)(  6)    49.8 6  

  : كتابة معادلة الابكدار ابػطي ابؼتعدد 
2109.01374.1816.49ˆ XXY  

و تشنً ابؼعادلة التقديرية أعلب  الى وجود علبقة طردية بنٌ ابؼتغنً التابع الهي بيثل الاستنًادات و ابؼتغنً ابؼستقل 
 1.374الاستنًادات بدقدار الأوؿ الهي بيثل الدخل القومي بحيث كل زيادة في ذها الأخنً بوحدة واحدة ستزداد 

وجود علبقة طردية بنٌ ابؼتغنً التابع و ابؼتغنً وحدة مع ثبات أثر ابؼتغنً ابؼستقل الثاني. كما تشنً ذه  ابؼعادلة الى 
ابؼستقل الثاني الهي بيثل أسعار الاستنًادات بحيث كل زيادة في ذها الأخنً بوحدة واحدة ستزداد الاستنًادات بدقدار 

 ة مع ثبات أثر ابؼتغنً ابؼستقل الأوؿ.وحد 0.109
 : تقييم نموذج الانحدار المقدر .3

يتم اختبار معنوية الابكدار ابؼتعدد و ابؼقدر بنقس الطريقة التي رأيناذا في بموذج الابكدار البسيط ، وذلك كما 
 يلي:

 (: tأولا. اختبار معنوية معالم الانحدار ) اختبار التوزيع 
 التالينٌ كما يلي: H1و الفرض البديل  H0نستخدـ الفرض الصفري  ̂  و   ̂ لاختبار معنوية          
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 1 :أفأي ابؼتغنً التابع و ابؼتغنًات ابؼستقلة تنص على عدـ وجود علبقة بنٌ  الفرض الصفري:ػ 
   =0 B1  : H0 

      B2=0 
  :أفأي  ابؼتغنً التابع و ابؼتغنًات ابؼستقلة تنص على وجود علبقة بنٌالفرض البديل:  

   0 B1  : H1 
      B20 

 :شكل الاختبار 
  : ̂ بالنسبة لد   

 تكوف الصيغة الرياضية بؽها الاختبار كالتالي:

    
 ̂ 
 ̂  

 
 

 ( .n- kالمحسوبة عند مستوى معنوية معنٌ و درجة حرية )  t: ذي قيمة  tcحيث: 
 ابغقيقية.  B1: القيمة التقديرية لػ  ̂         
 ، مع العلم أنه يعطى بالصيغة التالية: التالي: ̂  الابكراؼ ابؼعياري للمعلمة ابؼقدرة :    ̂     

  ̂   √
  

   
 

   
 

   
    

  (     ) 
 

 :   ̂ بالنسبة لد  
 تكوف الصيغة الرياضية بؽها الاختبار كالتالي:

    
 ̂ 
 ̂  

 
 مع العلم أف : 

 ̂   √
  

   
 

   
 

   
    

  (     ) 
 

  :قرار الاختبار 
( و n-K( يتم مقارنتها مع القيمة ابعدولية ابؼعطاة في ابعداوؿ ابػاصة بها عند درجات حرية )tبعد حساب قيمة )

 كانت:( لتحديد قبوؿ أو رفض الفرض الصفري ، فاذا  %5أو  %1مستوى معنوية )

                                                           

 
1
 162،  161حسنٌ علي بخيت، سحر فتح الله ، مرجع سابق، ص ص  
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  قيمةt ابعدولية قيمةالمحتسبة أكبر من ال ( أيtc ≥ tt)  وذها الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديليتم رفض ،
 يعني أف ابؼعلمة ذات معنوية احصائية.

  قيمةt ابعدولية  قيمةمن ال صغرالمحتسبة أ ( أيtc ≤ tt)  صفري. وذها وقبوؿ الفرض ال بديلتم رفض الفرض الي
 .معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة يعني عدـ

 . ̂ و    ̂  ابؼقدرتنٌ %5معنوية اعتمادا على بيانات ابؼثاؿ السابق اختبر عند مثال:  
 الحل:    

 :بالاعتماد على الصيغة الرياضية للبختبار فإننا بكتاج الاحصاءات التالية
    ̂ Y 

2.298 1.516 98.484 100 
4.532 2.129 103.871 106 
0.669 -0.818 107.818 107 
12.730 3.568 116.432 120 
25.150 -5.015 115.015 110 
11.703 -3.421 119.421 116 
4.761 -2.182 126.182 124 
1.471 1.213 131.787 133 
9.060 3.01 133.99 137 

  =72.374    

 
 : ̂ بالنسبة لد 

 ̂   √
  

   
 

   
 

   
    

  (     )
 
  = √   .   

 

    

(   )(   ) (     ) 
  . 382 

 و

    
 ̂ 
 ̂  

 
 .    

 .     
  .     

( و 6ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  tأكبر من قيمة   9.942المحسوبة و البالغة  tبدا أف قيمة 
  ̂ ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة 2.45 البالغة 
  بالنسبة لد ̂  

 ̂   √
  

   
 

   
 

   
    

  (     )
 
 =  √   .   

 

   

(   )(   ) (     ) 
  . 384 

    
 ̂    

 ̂  
 

 .   

 .    
  =0.787 
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( و 6ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  tمن قيمة  قلأ 0.787 المحسوبة و البالغة tبدا أف قيمة 

 . ̂ معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة عدـ  الفرض البديل ، أي  رفضالفرض الصفري و قبوؿ ، فانه يتم 2.45 البالغة 
 (:Fثانيا. اختبار المعنوية الكلية للانحدار ) اختبار 

يوضح ذها الاختبار دلالة النموذج بصورة عامة باستخداـ نسبة الابكرافات ابؼفسرة الى الابكرافات غنً ابؼفسرة ، 
 وتكوف الصيغة الرياضية للفرضية ابؼراد اختبارذا ذي : 

H0 : B0=B1=……Bk=0 
H1 : B0B1……Bk0 

  :شكل الاختبار 
 1تكوف الصيغة الرياضية بؽها الاختبار كالتالي:

   

∑( ̂    ) 

   
⁄

   
 

(   )
⁄

 

 (K-1 ,n- kالمحسوبة عند مستوى معنوية معنٌ و درجة حرية )  t: ذي قيمة  Fcحيث: 
        n  عدد ابؼشاذدات : 
  :قرار الاختبار 

-K-1,n( يتم مقارنتها مع القيمة ابعدولية ابؼعطاة في ابعداوؿ ابػاصة بها عند درجات حرية )Fبعد حساب قيمة )
K ( لتحديد قبوؿ أو رفض الفرض الصفري ، فاذا كانت:%5أو  %1مستوى معنوية )( و 

  قيمة(F )ابعدولية قيمةالمحتسبة أكبر من ال ( أيFc ≥ Ft)  الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديليتم رفض ،
 .معنوية العلبقة ابؼدروسة وذها يعني

  قيمة(F )ابعدولية  قيمةمن ال صغرالمحتسبة أ ( أيFc ≤ Ft)  صفري. وقبوؿ الفرض ال بديلتم رفض الفرض الي
 عدـ معنوية العلبقة ابؼدروسة. وذها يعني

 .%5معنوية عند  ابؼعنوية الكلية للنموذج اعتمادا على بيانات ابؼثاؿ السابق اختبرمثال:  
 الحل:    

 بالاعتماد على الصيغة الرياضية للبختبار فإننا بكتاج الاحصاءات التالية:
 

                                                           
1
 74، 73بؿمد شيخي، مرجع سابق، ص 
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 ̂     ( ̂    )  
-18.516 342.842 
-13.129 172.37 
-9.182 84.309 
-0.568 0.322 
-1.985 3.94 
2.421 5.861 
9.182 84.309 

14.787 218.655 
16.99 288.660 

   = 1201.268 
 و بتطبيق القانوف بقد: 

   

∑( ̂    ) 

   
⁄

   
 

(   )
⁄

  

    .    
 

  .    
 

   .     

( 2،6ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  Fأكبر من قيمة  49.794  المحسوبة و البالغةFبدا أف قيمة 
 ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية العلبقة ابؼقدرة. 5.14 للبسط و ابؼقاـ و البالغة 

 (:2Rحديد ثالثا. اختبار القوة التفسيرية للنموذج) معامل الت
ذو مقياس يوضح نسبة مسابنة ابؼتغنًات ابؼستقلة في تفسنً التغنً ابغاصل في ابؼتغنً التابع. و يستعمل من 

 1أجل ذلك الصيغة الرياضية التالية: 

   
   

   
   

   
 

 ( 
 
   )

  

أنه يتزايد دوماً بتزايد عدد ابؼتغنًات ابؼستقلة وذلك بغض النظر عما إذا كانت تلك ابؼتغنًات R 2 غنً أنه يعاب على
للتخلص     استعماؿ معامل التحديد ابؼعدؿ  فضل. لهلك يYتلعب أو لا تلعب دور في تفسنً التباين ابػاص بػ 

 ، والهي يعطى بالصيغة التالية:من ذها القصور

      
(   )

   
(    ) 

 تفسر  ابؼتغنًات ابؼستقلة من التغنً في ابؼتغنً التابع  أوجد مقدار ما اعتمادا على بيانات ابؼثاؿ السابق :مثال 
 الحل:

                                                           
1
 Régis Bourbonnais, opcit, p p 54, 55 
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 :التالية  للئحصائياتبكتاج  فإننابالاعتماد على الصيغة الرياضية 
      (    )   

  

-17 289 
-11 121 
-10 100 
3 9 
-7 49 
-1 1 
7 49 
16 256 
20 400 

  = 1274 
 و بتطبيق القانوف بقد:

     
   

 

 ( 
 
   )

     
  .    

    
   .      

R2= 94.32% 
 أما معامل التحديد ابؼعدؿ فهو: 

      
(   )

   
(    )     

8

6
(    .9432) 

 

     .        .     
من التغنً  92.43%ذه  النتيجة تعني أف ابؼتغنًين ابؼستقلنٌ و ابؼمثلنٌ في الدخل القومي و الأسعار يفسراف حوالي و

بسثل تأثنً متغنًات أخرى لم تدخل 7.57%ابغاصل في ابؼتغنً التابع أي الاستنًادات ، وأف النسبة ابؼتبقية و البالغة 
 في ابؼعادلة.

IIIتمارين تطبيقية.: 
 تمارين محلولة:. 1 

عشر عامل ) بالألف دينار( في بؿل  لإحدىبفرض توفر البيانات ابػاصة بدقدار ابؼبيعات اليومية   التمرين الأول:
  بذاري حسب مدة ابػدمة ) بالسنوات( ، والتي يلخصها ابعدوؿ التالي:

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
 5 9 11 12 8 10 13 14 15 17 7 مبيعات يومية

 3 9 10 11 6 8 12 12 11 13 4 الخدمة مدة
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 المطلوب:
 . أوجد خط الابكدار ابؼقدر. 

للمعلمتنٌاحسب الابكراؼ ابؼعياري ػ
0

̂  و
1

̂
 

 
 .%5اختبر مدى معنوية ابؼعلمات ابؼقدرة عند مستوى .

 ابؼتغنً التابع.. وضح مقدار ما يفسر  ابؼتغنً ابؼستقل من التغنً في 
مبيعات السيارات بؼؤسسة معينة و الكتلة الأجرية الشهرية لعمابؽا خلبؿ  ابؼعادلة التالية توضح التمرين الثاني:

 شهر،بعد  تطبيق طريقة ابؼربعات الصغرى: 12
Wisi

48.761,1767ˆ  
  أف:: ابؼبيعات الشهرية .   كما Siالكتلة الاجرية الشهرية   ،   :Wiحيث: 

   ̂   238.87               
 ̂   3. 2        

R2 = 0.8   

 المطلوب: 
 . اشرح ابؼعنى الاقتصادي للمعلمتنٌ ابؼقدرتنٌ

 .%5معنوية عند مستوى  B1=0و  B0= 0. اختبر صحة الفرضيتنٌ 
 .%5عند مستوى   S iو  Wi. اختبر مدى معنوية العلبقة ابػطية بنٌ 

نقوـ بعملية ابكدار لمحاولة بناء بموذج يربط بنٌ حجم المحصوؿ من ابغبوب ) مليوف طن( و كميات   الثالث:التمرين 
 وؿ ابؼوالي البيانات ابػاصة بهلك:سنوات. يظهر ابعد5ملم( خلبؿ 100الأمطار ابؼتساقطة )

 
 1 3 6 6 4 كمية الأمطار

 20 34 43 47 36 حجم المحصول
 المطلوب:

 ابؼعطى.قدر بموذج الابكدار ػ 
 .%5ػ ذل بيكن القوؿ بأف خط الابكدار ابؼقدر ذو دلالة احصائية عند مستوى 

 ػ أوجد معامل التحديد و علق على النتيجة.
 و سعر،( y) والي بيانات حوؿ  الكمية ابؼطلوبة شهريا)كغ( من سلعة معينة يتضمن ابعدوؿ ابؼ التمرين الرابع:

. كما أخهت ذه   x2دج( و ليكن 100، دخل الأسرة الشهري) x1الوحدة الواحدة من السلعة )دج( ولتكن 
 أسر: 10البيانات من عينة تتكوف من 
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Y 40 44 46 48 52 58 60 68 74 80 
X1 6 10 12 14 16 18 22 24 26 32 
X2 4 4 5 7 9 12 14 20 21 24 

 المطلوب: 
 ػ قدر معالم النموذج بطريقة ابؼربعات الصغرى، وفسر تلك النتائج.

 .%5علبقة بنٌ الكمية ابؼطلوبة و السعر و الدخل عند مستوى فرضية الاختبر ػ 
  ػ أوجد معامل التحديد ابؼعدؿ وعلق على النتيجة.

تم أخه  من أجل دراسة أثر عدد سنوات دراسة الأب و الأـ على عدد سنوات دراسة أبنائهم ، التمرين الخامس:
( مع عدد سنوات دراسة yشخص . في كل مرة يتم حساب عدد سنوات دراسة ذها الشخص )20عينة مكونة من 

 (.x2( و عدد سنوات دراسة أبيه )x1أمه )
Y= B1 X1+ B2X2 

 كما تعطى المجاميع التالية: 
 y= 51,      y2= 181   ,      x1= 54      ,     x1

2= 228 
 x2= 54,         x2

2= 202      ,     R2=0.95     yx1= 184   
 yx2= 158      ,       x1x2= 144 

 المطلوب: 
 ػ قدر معلمات النموذج.

 .ما مقدار ما يفسر  ابؼتغنًين ابؼستقلنٌ من التغنً ابغاصل في ابؼتغنً التابعػػ 
 

 الحلول:
 حل التمرين الأول:

  بؼعلمتي النموذج:ابهاد خط الابكدار ابؼقدر و الابكراؼ العياري 
 لإبهاد خط الابكدار و الابكراؼ ابؼعياري نقوـ بإعداد ابعدوؿ التالي: 

Xi Yi Xi
2 Xiyi (     )

 

 
4 7 16 28 25 

13 17 169 221 16 
11 15 121 165 4 
12 14 144 168 9 
12 13 144 156 9 
8 10 64 80 1 
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6 8 36 48 9 
11 12 121 132 4 
10 11 100 110 1 
9 9 81 81 0 
3 5 9 15 36 

 =99  =121  =1005  =1204  =114 
 و بتطبيق القانوف بقد:

 ̂  
∑          .  

     

∑  
        

  
       ( )(  )

       (  )
 = 1  

  
 ̂      ̂         (9)  2  

  ̂      

 :ابهاد الابكراؼ ابؼعياري بؼعلمتي النموذج 
 : التاليبكتاج الى الاحصائيات التي تظهر في ابعدوؿ 
  ̂ (     ̂)

  (     )
  

6 1 16 
15 4 36 
13 4 16 
14 0 9 
14 1 4 
10 0 1 
8 0 9 

13 1 1 
12 1 0 
11 4 4 
5 0 36 

  =16  = 132 
 : نتحصل على و بتطبيق صيغة الابكراؼ

 ̂   √
   

 

 (     ) (   )
  √

  

(   )( )
  .     

 ̂   √
   

 

   
[
 

 
 

      

 (      ) 
]   √

  

 
(
 

  
 
  

   
)   .     

  ابؼقدرة:اختبار معنوية ابؼعلمات 



     

 

124  

 

 بالنسبة لػ ̂  : 

    
 ̂ 
 ̂  

 
 

 .    
  .    

( و 9ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  tأكبر من قيمة   6 .8المحسوبة و البالغة  tبدا أف قيمة 
  ̂ ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة  2.26 البالغة 
  بالنسبة لػ ̂   : 

    
 ̂    

 ̂  
 

 

 .   
  =1.67 

 ( و البالغة 9ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  tمن قيمة  قلأ  1.67البالغةالمحسوبة و  tبدا أف قيمة 
 . ̂ معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة  عدـ الفرض البديل ، أي رفضالفرض الصفري و  يتم قبوؿ، فانه  2.26
  :حساب معامل التحديد 

     
   

 

 (     ) 
    

  

   
 

R2=87.88 % 
من التغنً ابغاصل في ابؼتغنً  %87.88ذه  النتيجة تعني أف ابؼتغنً ابؼستقل و ابؼمثل في مدة ابػدمة يفسر حوالي و

 بسثل تأثنً متغنًات أخرى لم تدخل في ابؼعادلة.%12,12التابع أي ابؼبيعات اليومية ، وأف النسبة ابؼتبقية و البالغة 
 حل التمرين الثاني:

 :ٌابؼعنى الاقتصادي للمعلمتنٌ ابؼقدرتن 
 1767.61. بيثل عدد ابؼبيعات اذا كانت الكتلة الأجرية معدومة : 
 7.48 وحدة نقدية.7.48: اذا ارتفعت الكتلة الأجرية بوحدة واحدة فاف ابؼبيعات سترتفع بدقدار 
 صحة الفرضيتنٌ  اختبارB0= 0  وB1=0: 
 بالنسبة لػ ̂  : 

    
 ̂ 
 ̂  

 
 .   

 .   
  .    

( و 10ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  tأكبر من قيمة  2.39المحسوبة و البالغة  tبدا أف قيمة 
  ̂ ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة  2.22 البالغة 
  بالنسبة لػ ̂   : 

    
 ̂    

 ̂  
 
    .  

   .  
  =7.39 

( و 10ودرجة حرية ) %5معنوية ابعدولية عند مستوى  tأكبر من قيمة  7.39المحسوبة و البالغة  tبدا أف قيمة 
 .   ̂ ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية ابؼعلمة ابؼقدرة  2.22البالغة 

 العلبقة ابػطية عنويةاختبار م: 
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 بتطبيق الصيغة الاحصائية لاختبار فيشر نتحصل : 
 

   
  

 ⁄

    
 (   )   

 .  
 ⁄

   .  
(     )     

( للبسط 1،10ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  Fأكبر من قيمة   4 المحسوبة و البالغةFبدا أف قيمة 
 ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية العلبقة ابؼقدرة. 4.96 و ابؼقاـ و البالغة 

 حل التمرين الثالث:
 تقدير بموذج الابكدار ابؼعطى: 

 :لإبهاد خط الابكدار ابؼقدر نقوـ بإعداد ابعدوؿ التالي
Xi yi Xi yi Xi

2 (     )
  

4 36 144 16 0 
6 47 282 36 121 
6 43 258 36 49 
3 34 102 9 4 
1 20 20 1 256 

 =20  = 180  =806  =98  430 
 و بتطبيق القانوف بقد:

 ̂  
∑          .  

     

∑  
        

  
     ( )(  )

    (  )
 = 4.778 

  
 ̂      ̂     36  4.778(4)   6.888  

  ̂    .      .      

 خط الابكدار ابؼقدر ذو دلالة احصائية: 
 الهي بوتاج الى الاحصائيات التالية: بؼعرفة ذلك يتطلب الأمر تطبيق اختبار ستودنت

 ̂  (     ̂)
  (     )

  
36 0 0 

45.556 2.085 4 
45.556 6.533 4 
31.222 7.717 1 
21.666 2.775 9 
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  =19.11  =18 
 : نتحصل على و بتطبيق صيغة الابكراؼ

 ̂   √
   

 

 (     ) (   )
  √

  .   

(  )( )
  .     

 بقد: tوبتطبيق قانوف اختبار 
    

 ̂ 
 ̂  

 
 .    

 .    
  .     

( و 3ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  tأكبر من قيمة  8.043المحسوبة و البالغة  tبدا أف قيمة 
، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، وبالتالي فاف خط الابكدار ابؼقدر ذو دلالة  3.182 البالغة 

 احصائية .
  :ابهاد معامل التحديد 

     
   

 

 (     ) 
    

  .   

   
 

R2=95.60 % 
من التغنً ابغاصل  %95,6يفسر حوالي كمية الامطار ابؼتساقطة ذه  النتيجة تعني أف ابؼتغنً ابؼستقل و ابؼمثل في  و

بسثل تأثنً متغنًات أخرى لم تدخل في %4,4، وأف النسبة ابؼتبقية و البالغة حجم المحصوؿفي ابؼتغنً التابع أي 
 ابؼعادلة.

 حل التمرين الرابع: 
  :تقدير معالم النموذج 

 فإننا بكتاج الاحصاءات التالية: معلماتبالاعتماد على الصيغة الرياضية لل
 

  
    

                                 
64 144 96 136 204 -8 -12 -17 
64 64 64 104 104 -8 -8 -13 
49 36 42 77 66 -7 -6 -11 
25 16 20 45 36 -5 -4 -9 
9 4 6 15 10 -3 -2 -5 
0 0 0 0 0 0 0 1 
4 16 8 6 12 2 4 3 

64 36 48 88 66 8 6 11 
81 64 72 153 136 9 8 17 
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144 196 168 276 322 12 14 23 
 =504  =576  =524  =900  =956    

 بتطبيق القانوف بقد:

 ̂  
(∑   )(   

 )  (∑   )(∑    )

(   
 )(   

 )  (     )
 

 
(956)(5 4)  (9  )(524)

(576)(5 4)  (524) 
 

 ̂   .    

 ̂  
(∑   )(   

 )  (∑   )(∑    )

(   
 )(   

 )  (     )
 

 
(9  )(576)  (956)(524)

(576)(5 4)  (524) 
 

 ̂   .    

 ̂       ̂      - ̂        = 57-(0.65)(18)-(1.11)(12) 

 ̂    .    

مع ثبات  0.65زاد سعر الوحدة الواحدة من السلعة فاف الكمية ابؼطلوبة من السلعة تزيد بدقدار  : كلما0.65
 الدخل الشهري.

 مع ثبات سعر السلعة. 1.11فاف الكمية ابؼطلوبة من السلعة تزيد بدقدار : كلما زاد الدخل الشهري للؤسرة 1.11
 .كغ31,98سرة فاف الكمية ابؼطلوبة شهريا تقدر بػ : اذا كانت السلعة بؾانية و لا يوجد دخل شهري للؤ31.98

 تكوف كالتالي: معادلة الابكدار ابػطي ابؼتعدد  فافوبالتالي ،       
211.1165.098.31ˆ XXY 

 
 

  :اختبار فرضية العلبقة بنٌ الكمية و السعر و الدخل 
 ̂  (     ̂)

  ( ̂    )  
40.32 0.102 278.222 
42.92 1.166 198.246 
45.33 0.448 136.188 
48.85 0.722 66.422 
52.37 0.136 21.436 

57 1 0 
61.82 3.312 23.232 
69.78 3.168 163.328 
72.19 3.276 230.736 
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79.42 0.336 502.656 
  =13.666  =1620.466 

 و بتطبيق القانوف بقد: 

   

∑( ̂    ) 

   
⁄

   
 

(   )
⁄

  

    .    
 

  .    
 

    .     

( 2،7ودرجة حرية ) %5ابعدولية عند مستوى معنوية  Fأكبر من قيمة    7  .5 4 المحسوبة و البالغةFبدا أف قيمة 
 ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل ، أي معنوية العلبقة ابؼقدرة. 4.74 للبسط و ابؼقاـ و البالغة 

 ابؼعدؿ:  حساب معامل التحديد 
 :بالاعتماد على الصيغة الرياضية فإننا بكتاج للئحصائيات التالية 

      (    )   
  

-17 289 
-13 169 
-11 121 
-9 81 
-5 25 
1 1 
3 9 
11 121 
17 289 
23 529 

  = 1634 

 و بتطبيق القانوف بقد:

     
   

 

 ( 
 
   )

     
  .    

    
   .      

R2= 99.16 % 
 أما معامل التحديد ابؼعدؿ فهو: 

      
(   )

   
(    )     

9

7
(    .99 6) 

 

     .        .     
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من  % 98.92 و الأسعار يفسراف حوالي تقلنٌ و ابؼمثلنٌ في الدخل الشهريذه  النتيجة تعني أف ابؼتغنًين ابؼسو
بسثل تأثنً متغنًات أخرى  %1.08، وأف النسبة ابؼتبقية و البالغة  كمية ابؼطلوبةالتغنً ابغاصل في ابؼتغنً التابع أي ال

 لم تدخل في ابؼعادلة.
  :حل التمرين الخامس

 :تقدير معلمات النموذج 

 ̂  
(∑   )(   

 )  (∑   )(∑    )

(   
 )(   

 )  (     )
 

 
( 84)(2 2)  ( 58)( 44)

(228)(2 2)  ( 44) 
 

 ̂   .     

 ̂  
(∑   )(   

 )  (∑   )(∑    )

(   
 )(   

 )  (     )
 

 
( 58)(228)  ( 84)( 44)

(228)(2 2)  ( 44) 
 

 ̂   .     

 ̂       ̂      - ̂        = 2.55-(0.569)(2.7)-(0.376)(2.7) 

 ̂   .      

2376.01569.00015;0ˆ XXY  
 :تفسنً اثر ابؼتغنًين ابؼستقلنٌ على ابؼتغنً التابع 

 : كما يلي  التحديد ابؼعدؿمعامل بكسب  

      
(   )

   
(    )     

 9

 7
(    .95) 

 

     .        .     
  94.4%ذه  النتيجة تعني أف ابؼتغنًين ابؼستقلنٌ و ابؼمثلنٌ في عدد سنوات الدراسة للؤـ و الأب يفسراف حوالي و

تأثنً بسثل  %5.59النسبة ابؼتبقية و البالغة  من التغنً ابغاصل في ابؼتغنً التابع أي عدد سنوات دراسة الولد، وأف
 متغنًات أخرى لم تدخل في ابؼعادلة.

 . تمارين مقترحة2 
 :التاليةبرصلنا على النتائج  X2و  X1والعوامل ابؼؤثرةy دالة التاليةلدراسة ال التمرين الأول:
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 المطلوب: 
 .  %5عند مستوى ، X2و  X1والعوامل ابؼؤثرةyالعلبقة بنٌ ابؼتغنًات معنوية    اختبرػ 
 .R2معامل التحديد ابؼصحح  حددػ 

 العمل ساعات بعدد تتعلق بيانات بصع الى بعأ القرار ولابزاذ انتاجه مضاعفة في مؤسسة مدير يرغب التمرين الثاني:
 :التالي ابعدوؿ في مبنٌ ذو كما ابؼنتجة، والكمية
 5 4 3 2 1 ساعات العملعدد 

 8 6 2 4 3 الكمية المنتجة
 المطلوب: 

 ه.يانيا شكل لوحة الانتشار وعلق عليػ مثل ب
 ػ قدر معالم النموذج بطريقة ابؼربعات الصغرى، وفسر تلك النتائج.

 . . %5ػ اختبر فرضية العلبقة بنٌ الكمية ابؼطلوبة و السعر و الدخل عند مستوى 
 التحديد وعلق على النتيجة.ػ أوجد معامل 

 15في  xi) ألاؼ الدولارات( وقوة العمل في الزراعة  yiابعدوؿ ابؼوالي بيثل الدخل ابغقيقي للفرد   التمرين الثالث:
 دولة: 

 المطلوب: 
 وفسر معابؼها. .xiعلى  yiػ تقدير معادلة ابكدار 

 .%5ػ اختبار ابؼعنوية الاحصائية للمعالم عند مستوى 
 ػ ابهاد معامل التحديد.

 تابع:بوتوي على متغنًين مستقلنٌ و متغنً يوضح ابعدؿ التالي ابؼشاذدات لنموذج   التمرين الرابع:
 

X2 X1 y 

 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 الدولة
yi 6 8 8 7 7 12 9 8 9 10 10 11 9 10 11 
xi 9 10 8 7 10 4 5 5 6 8 7 4 9 5 8 
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45 2 12 
43 1 14 
43 3 10 
47 6 16 
42 7 14 
41 8 19 
32 8 21 
33 5 19 
41 5 21 
38 8 16 
32 4 19 
31 9 21 
35 12 25 
29 7 21 

 المطلوب: 
 ػ حدد بموذج الابكدار حسب شكله ابؼصفوفي.

 ػ قدر معلمات النموذج.
 ما مقدار ما يفسر  ابؼتغنًين ابؼستقلنٌ من التغنً ابغاصل في ابؼتغنً التابع. 
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الفصل الددددددددخامدددددددددس :الطددددددددددددددرق الدددلامدددعلميددددددددددددة 

 :أىدددددددددداف الفددددددددصددددددل     
 ينتظر من الطالب بعد قراءة ذها الفصل أف يصبح قادرا على:

 استخداـ اختبار كاي مربع في حالة العينة الواحدة. 
 ويتني في حالة العينتنٌ ابؼستقلتنٌ.-مافتطبيق اختبار  
 استخداـ اختبار ولكوكسوف في حالة العينتنٌ ابؼترابطتنٌ. 

 

 محتوى الفصل:
I ..الاختبار اللبمعلمي في حالة العينة الواحدة 

II .ٌالاختبارات اللبمعلمية في حالة عينتن . 
 . في حالة العينتنٌ ابؼستقلتن1ٌ 
 حالة العينتنٌ ابؼترابطتنٌ. . في2 

III بسارين تطبيقية.. 
 بسارين بؿلولة.. 1 

 بسارين مقترحة. .2  
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 تمهيد:
اللبمعلمية ذي نوع من الأساليب الاحصائية الاستدلالية التي بيكن باستخدامها التوصل الى نتائج  اف الطرؽ        

بغض النظر عن نوع التوزيع الاحتمالي لمجتمع العينة أو الطريقة التي سحبت بها العينة أو نوع  ،بخصوص المجتمع
فهي تتطلب عدد أقل من الفروض ، كما أنها أسهل في التطبيق اذ تستخدـ  البيانات التي بيكن ابغصوؿ عليها.

 خصوصا اذا كانت البيانات في صورة رتب و ليست في صورة مقاييس كمية .
ولقد تم التوصل في ابغقبة الاخنًة الى طرؽ لامعلمية عديدة و مطورة  وبؽا أغراض متعددة ، بحيث يستخدـ         

.لها ، يفضل  علماء التحليل الاحصائي أكثر من اسلوب منها في نفس المجاؿ و لنفس ابغالة و ضمن نفس الشروط 
ستفادة بفا يقدمه كل برليل و الابتعاد قدر الامكاف استخداـ أكثر من اسلوب واحد في التحليل اذا أمكن ذلك ، للب

 عن نواحي الضعف في التحليلبت و لتوثيق النتائج أكثر. 
I .الاختبار اللامعلمي في حالة العينة الواحدة: 

في العديد من ابغالات قد يضطر الباحث للتعامل مع  حالة عينة  منفردة واحدة ، أين يكوف اختيارذا بشكل        
يكوف عشوائي أو غنً عشوائي ، ثم بواوؿ اختبار بسثيلة العينة للمجتمع ابؼسحوبة منه . ومن أشهر الاختبارات قد 

  .اختبار كاي مربع اللبمعلمية في ذها النوع من العينات
  (اختبار كاي مربعSquare -Chi:) 

ستخدـ بؼقارنة التكرارات ي ، والهيأحد الاختبارات اللبمعلمية للعينة الواحدة  اختبار كاي مربعيعد           
التكرارات ابؼلبحظة ذي التي بكصل عليها عن طريق ابؼلبحظة او التجربة، اما حيث بؼلبحظة مع التكرارات ابؼتوقعة، ا

تكوف  . والتكرارات ابؼتوقعة فهي تكرارات برسب على اساس نظري لا علبقة بؽا بدلبحظة البيانات التي نريد دراستها
 ية ابؼراد اختبارذا ذي:  صيغة الفرض

H0            :بين التكرارات الملاحظة والتكرارات المتوقعة معنوية عدم وجود فروق. 
H1 :بين التكرارات الملاحظة والتكرارات المتوقعة معنوية وجود فروق. 

 شكل الاختبار: 
 تكوف الصيغة الرياضية بؽها الاختبار كالتالي:

  
  

∑(     )
 

  
 

 حيث:
  
 

ذو عدد  c) حيث  df=c-1 :تعطى بالعلبقة عند مستوى معنوية معنٌ و درجة حرية المحسوبة X2 قيمة: ذي  
 الاختيارات(

 .ابؼلبحظة بسثل التكرارات:     
 : بسثل التكرارت ابؼتوقعة  و التي تساوي  عدد أفراد العينة / عدد الاختيارات     
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  :قرار الاختبار 
( و c-1( يتم مقارنتها مع القيمة ابعدولية ابؼعطاة في ابعداوؿ ابػاصة بها عند درجات حرية )  قيمة )بعد حساب 

 ( لتحديد قبوؿ أو رفض الفرض الصفري ، فاذا كانت:%5أو  %1مستوى معنوية )
 ، وذها يعني يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل  ابعدولية قيمةأكبر من ال سوبةالمح   قيمة 

 وجود فروؽ ذات دلالة احصائية بنٌ التكرارات ابؼلبحظة و التكرارات ابؼتوقعة .

 صفري. وذها يعني وقبوؿ الفرض ال بديلتم رفض الفرض الي ابعدولية  قيمةمن ال صغرأ سوبة المح  قيمة   
 عة .عدـ وجود فروؽ ذات دلالة احصائية بنٌ التكرارات ابؼلبحظة و التكرارات ابؼتوق

 طالبا حوؿ طريقة التدريس التي يتبعها الاستاذ معهم :  40ابعدوؿ ابؼوالي يوضح  آراء  مثال:  
 المجموع غير موافق موافق الموقف
 40 12 28 التكرار

 .0.05ابؼطلوب: حساب قيمة كاي مربع  مع بياف دلالتها احصائي عند مستوى دلالة 
 الحل:        
 : بكسب التكرار ابؼتوقع 

   
4 

2
 2  

 
 بالاعتماد على الصيغة الرياضية للبختبار فإننا بكتاج الاحصاءات التالية: 

(     )       الموقف
  

 64 20 28 موافق
 64 20 12 غير موافق
 128  40 المجموع

 وبتطبيق القانوف بقد: 

  
  

∑(     )
 

  
 
64

2 
 
64

2 
 6.4 

 
ودرجة  %5ابعدولية عند مستوى معنوية كاي مربع أكبر من قيمة    6.4و البالغة كاي مربع المحسوبة بدا أف قيمة  

، ما يعني أف كاي مربع دالة ، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل3.84 ( و البالغة 1حرية )
يقة تدريس ، أي ذناؾ فروؽ ذات دلالة احصائية بنٌ مواقف ابؼستجوبنٌ بكو طر  %5احصائيا عند مستوى دلالة 

 الأستاذ. 
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 II .الاختبارات اللامعلمية في حالة عينتين: 
 . في حالة العينتين المستقلتين:1

قياسات بؾموعة وحدات احصائية معينة عن وحدات أخرى بؾموعة بسثل العينات ابؼستقلة بشكل عاـ           
أخرى أو عدة بؾموعات ، أين تتم ابؼقارنة بنٌ ذهين القياسنٌ بغرض فهم تأثنً ابؼتغنً الاحصائي ابؼراد قياسه أو 

ن العينات التدليل على امكانية وجود فروؽ من عدمها بنٌ العينتنٌ ابؼستقلتنٌ . من أشهر الاختبارات بؽها النوع م
 ويتني. –اختبار ماف 
 يو  -اختبار مان (تنيWhitney -Man:في حالة عينتين مستقلتين ) 

يسعى الى فحص  ، والهيتني من أشهر الاختبارات اللبمعلمية  للعينات ابؼستقلة  يو -يعد اختبار ماف            
( ابؼعلمي للعينات ابؼستقلة و بديل عنه في حالة عدـ t، كما أنه اختبار مناظر لاختبار )الفروؽ بنٌ بؾموعتنٌ 

 استيفاء البيانات لكافة افتراضاته. 
بؾموعة  واحدة ، فانه على أنه  اذا كاف  ترتيب بؾموعتنٌ دبؾتا معا كأنهما  تني يو -ويستند اختبار ماف           

الأخرى فاف معظم رتب  ىبسازج بنٌ رتب المجموعتنٌ ، و لكن اذا تفوقت احدى المجموعتنٌ عل ذناؾ  سيكوف
( برسب بعد دمج رتب المجموعتنٌ معا ثم Uلها فاف قيمة ) .المجموعة ابؼتفوقة ستكوف أعلى من المجموعة الدنيا 

 يا.بوسب عدد الرتب ابػاصة بالمجموعة العليا والتي تقع برت رتب المجموعة الدن
ي متوسط جود فروقات بنٌ و ينص على عدـ  الفرض الصفري بار قائم على رتب البيانات ، فاف نظرا لأف الاخت

 1: ، أي أف   أما الفرض البديل فينص على وجود فروقات بنٌ  متوسطي العينتنٌ  العينتنٌ
H0 : M1= M2 

H1 : M1 M2 

 شكل الاختبار: 
 2يعتمد ذها الاختبار على ابػطوات التالية : 

( مشاذدة،  و ابهاد الرتب للقيم  بحيث n1+ n2العينتنٌ بحيث تصبحاف عينة واحدة مكونة من )دمج  
 ( لأعلى مشاذدة.n1+ n2لثاني أقل مشاذدة ...... و الرتبة  ) 2لأقل مشاذدة و الرتبة  1تعطى الرتبة 

 .كل العينة  ترتيبا تصاعديا لقيم الرتب ال ترتيب  
 : لكل عينة  تطبيق صيغة الاختبار التالية 

         
(  )(    )

 
             (   ) 

 حيث:      

                                                           

 
1
 240، ص 2009الشركة العربية ابؼتحدة للتسويق و التوريدات ، القاذرة،  الاحصاء التطبيقي،عدناف عوض،   
2
 35، ص 2010، دار ابؼسنًة ، الأردف، 2، طمبادئ الاحصاء الوصفي و الاستدلالي سالم عيسى بدر، عماد غصاب عبابنة ،   
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n1, n2  ٌبيثلبف أحجاـ العينتن : 
Ri   بيثل بؾموع رتب القيم : 

 .Uc = Min ( U1, U2)قيمة الاحصائي المحسوبة ، أي  لإبهاد U2و   U1اختيار القيمة الأصغر بنٌ  
 . Uلػ  من ابعداوؿ الاحصائية  U0برديد قيمة النقطة ابغرجة  
  :قرار الاختبار 

 ، فاذا كانت:( يتم مقارنتها مع القيمة ابعدولية ابؼعطاة في ابعداوؿ ابػاصة بها Ucبعد حساب قيمة )
، وذها يعني  عدـ  وجود فروؽ ذات الفرض الصفري قبوؿ  يتم   ابعدولية قيمةأكبر من ال سوبةالمح Uقيمة  

 دلالة احصائية بنٌ  متوسطي  العينتنٌ.

، وذها يعني وجود فروؽ ذات دلالة الفرض الصفري رفض  يتم   ابعدولية قيمةمن الأصغر  سوبةالمح Uقيمة  
 احصائية بنٌ  متوسطي  العينتنٌ.

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بـتلفنٌ:بسثل البيانات التالية أربعة أنواع من ابؼنتجات ابعديدة من مصنعنٌ  مثال:  
 الرابع الثالث الثاني الأول المنتجات

 35 3 95 390 -1-المصنع 
 1 2 12 80 -2-المصنع

عند مستوى دلالة  -2-و ابؼصنع  -1-التحقق من وجود فرؽ ذو بنٌ متوسطي الانتاج من ابؼصنع  المطلوب:
 باستخداـ اختبار ماف ويتني. 5%

  

 ملاحظة:
حالة تساوي مشاىدتين أو أكثر فإننا نعطي رتبا للمشاىدات المتساوية عل فرض  في

 أنها غير متساوية ثم نأخذ الوسط الحسابي لهذه الرتب و نعتبره رتبة لكل مشاىدة.

 

𝒁𝒄  
(𝑼)  𝑬(𝑼)

𝝈𝑼 ⬚
 𝑵(𝟎 𝟏)         𝑬(𝑼)  

𝒏𝟏𝒏𝟐
𝟐

          𝝈𝑼    √ 
𝒏𝟏𝒏𝟐 (𝒏𝟏  𝒏𝟐  𝟏)

𝟏𝟐
  

 قاعدة : 
 حيث : U(  فانو يتم استخدام التوزيع الطبيعي كتقريب لتوزيع n1,n210في حالة العينات الكبيرة )  
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 الحل:  
( : يوجد H1( :لا يوجد فرؽ بنٌ متوسطي انتاج ابؼصنعنٌ  مقابل الفرض البديل )H0نريد اختبار الفرض الصفري )

 : =0.05فرؽ بنٌ متوسطي انتاج ابؼصنعنٌ على مستوى الدلالة 
  العينتنٌ:شاذدات ابؼرتب 

 :n2بيثل  -2-و ابؼصنع  n1بيثل   -1-نفترض أف ابؼصنع 
 5 3 7 8 -1-رتب المصنع 
 1 2 4 6 -2-رتب المصنع

 يلي: الترتيب كما الثانية علىبؽها يكوف بؾموع رتب ابؼشاذدات في العينة الأولى و  
R1= 8+7+3+5= 23 
R2= 6+4+2+1= 13 

 :ابهاد قيمة دالة الاختبار 
 لكل عينة بقد : Uبتطبيق صيغة اختبار 

         
(  )(    )

2
    4  4   

4(4   )

2
 23 

U1= 3 

         
(  )(2   )

2
    4  4   

4(4   )

2
  3 

U2= 13 
 Uc = Min ( U1, U2 3 = (                                :فافبالتالي  و

  قيمة النقطة ابغرجة برديدU0 : 
 U0= 1فإننا بكصل على  /2= 0.025و    n1=4 ,n2=4بدا أف 

 :ابزاذ القرار 
، فانه يتم 1 و البالغة  %5ابعدولية عند مستوى معنوية Uأكبر من قيمة   3المحسوبة و البالغة  Uc قيمةبدا أف 

 قبوؿ الفرض الصفري ما يعني  عدـ وجود فروؽ ذات دلالة احصائية بنٌ متوسطي ابؼصنعنٌ .
  . في حالة عينتين مترابطتين:2

بسثل العينات ابؼترابطة بشكل عاـ تلك ابغالة التي تكوف فيها بؾموعة من الوحدات الاحصائية بؽا نوعنٌ  أو  
أكثر من القيم أو الدرجات ، بدعنى أف كلب القياسنٌ يعوداف  لنفس الأفراد ، وذنا يكمن معنى الترابط . من أشهر 

 ولكوكسوف.ر اختباالاختبارات اللبمعلمية  بؽها النمط من البيانات 
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  ( اختبار ولكوكسونWilcoxon:)  
يعد اختبار ولكوكسوف من الاختبارات اللبمعلمية في حالة العينات ابؼترابطة حيث يكوف شكل البيانات  

لأفراد العينة ابؼقصودة، ساعيا بهلك الى فحص الفروؽ في متغنً تابع  ترتيبيا ، وأين تكوف ذه  البيانات بشكل مزدوج
 . من افتراضاته أف: متغنً مستقل يتكوف من فئتنٌ مرتبطتنٌ  متصل و التي تعزى الى

  يتكوف ابؼتغنً ابؼستقل من فئتنٌ فقط) بؾموعتنٌ مرتبطتنٌ اختبار قبلي و اختبار بعدي، أو الازواج ابؼتناظرة أو
 .قياس بظتنٌ لمجموعة واحدة( 

  (.16القيم ابؼتشابهة في القياسنٌ كثنًة ، وجب ألا يقل عدد القيم غنً ابؼتشابهة عن العدد ) ألا تكوف 
  وأف تكوف بفثلة لمجتمعها. عشوائيا،يتم اختيار العينة 

 شكل الاختبار: 
  1يعتمد ذها الاختبار على ابػطوات التالية:

 حيث :  diحساب فروؽ ابؼشاذدات ابؼتناظرة في العينتنٌ و التي يرمز بؽا بالرمز 
 di= xi – yi            i=1,2 ….n 

 ترتيبا تصاعديا . diترتيب القيم ابؼطلقة لػلفروؽ  
 . diأماـ رتب القيم ابؼطلقة للفروؽ  diتثبيت اشارة الفروؽ  
 . -Wبسثل بالرمز  معا والتيوالقيم السالبة  ،+Wيرمز بؽا بالرمز  معا أينبذميع القيم ابؼوجبة  
 لتمثل القيمة المحسوبة بؽها الاختبار ، أي :  -Wو  +Wاختيار أقل قيمة من بنٌ القيمتنٌ  

Wc= Min ( W+,  W-) 
 الاختبار:  قرار 

،  عند مستوى معنوية بؿدد  ( يتم مقارنتها مع القيمة ابعدولية ابؼعطاة في ابعداوؿ ابػاصة بهاWcبعد حساب قيمة )
 فاذا كانت:

، وذها يعني  عدـ  وجود فروؽ ذات الفرض الصفري قبوؿ  يتم   ابعدولية قيمةأكبر من ال سوبةالمحWقيمة  
 دلالة احصائية بنٌ العينتنٌ.

، وذها يعني وجود فروؽ ذات دلالة الفرض الصفري رفض  يتم   ابعدولية قيمةمن الأصغر  سوبةالمحWقيمة  
 .احصائية بنٌ  العينتنٌ

 
 
 

                                                           

 
1
 285، 284، ص ص 2006، جهاز نشر و توزيع الكتاب ابعامعي ، مصر ، 3، طالاحصاء التطبيقيعفاؼ علي حسن الدش،   



     

 

139  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

متوسط كفاءة  ىللدورات التدريبية علترغب احدى ابؼؤسسات في اختبار الفرض القائل أنه بهد تأثنً مثال:  
عامل و قيس مستوى كفاءة كل منهم قبل  وبعد تلقيهم للدورات  10العاملنٌ . فأخهت عينة مكونة من 

 فكانت على النحو التالي:  التدريبية
القياس 

 القبلي
6.3 6.7 5.5 6.4 4.6 4.5 5.6 7.8 6.5 5.5 

القياس 
 البعدي

6.5 7 6 5.9 5.3 4.6 7 8.4 6.9 6.3 

ى متوسط كفاءة لدورات التدريبية علتوجد فرؽ ذات دلالة احصائية لأثر ا ابؼطلوب: اختبار الفرض القائل بأنه لا
 .%5العامل عند مستوى 

 الحل:  
 : -Wو  +Wابعدوؿ التالي الهي بوسب قيمتي  لاختبار الفرضية بكتاج الى

 
xi   yi di di  ترتيبdi  ترتيبdi ذوالاشارة 

6.3 6.5 -0.2 0.2 2 -2 
6.7 7 -0.3 0.3 3 -3 
5.5 6 -0.5 0.5 5.5 -5.5 
6.4 5.9 +0.5 0.5 5.5 +5.5 
4.6 5.3 -0.7 0.7 8 -8 
4.5 4.6 -0.1 0.1 1 -1 

  

 ملاحظة:
في حالة الفروق المتشابهة فانو يتم اعطاء درجات وسيطية ، والتي  تحسب بقسمة 

 عدد الرتب على عدد القيم المتشابهة .

 

𝒁𝒄  
(𝑾)  𝒖𝒘

𝝈𝒘
        𝒖𝒘  

𝒏(𝒏 𝟏)

𝟒
          𝝈𝒘    √ 

𝒏(𝒏 𝟏)(𝟐𝒏 𝟏)

𝟐𝟒
  

 قاعدة : 
 فانو يتم استخدام التوزيع الطبيعي كتقريب لاختبار ولكوكسون  حيث : 15اذا كان حجم العينة أكبر من  
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5.6 7 -1.4 1.4 10 -10 
7.8 8.4 -0.6 0.6 7 -7 
6.5 6.9 -0.4 0.4 4 -4 
5.5 6.3 -0.8 0.8 9 -9 
 أف :من ابعدوؿ أعلب  بقد  

W+= 5.5 W = Min ( -49.5 , +5.5)= 5.5  وW-= -49.5 
 فانه يتم رفض الفرض الصفري wاكبر من القيمة المحسوبة لػ   n=12و  0,05ابعدولية عند مستوى دلالة  Wبدا أف قيمة 

 .القائل بعدـ وجود فرؽ ذات دلالة احصائية لأثر الدورات التدريبية على متوسط كفاءة العامل
III .:تمارين تطبيقية 

 تمارين محلولة:. 1 
 %40 الصغنً،من التلفزيونات ابؼباعة من ابغجم  % 30من خبرته ابؼاضية أف  وجد بؿل بذاري التمرين الأول:

من 100أخه ابؼدير عينة عشوائية من  به،كبنً. لتحديد حجم ابؼخزوف الواجب الاحتفاظ   %30متوسط و 
 كبنً.20، ومتوسط40صغنً، 40ابؼبيعات ابغديثة فوجد أف منها 

 ، ذل بيكن اعتبار بمط ابؼبيعات في ابؼاضي لازاؿ سائدا أـ لا. %5باستخداـ مستوى معنوية  المطلوب:
  السياسية:فردا حوؿ موضوع ابؼشاركة 60 يوضح آراءابعدوؿ ابؼوالي  التمرين الثاني:

 
 المجموع غير موافق موافق الموقف
 60 20 40 التكرار

 .%5حساب قيمة كاي مربع مع بياف مدى دلالتها احصائيا عند مستوى  المطلوب:
بوضع بؾموعتنٌ من الأسئلة أعطى المجموعة اختبار لمجموعة كبنًة من الطلبة ، قاـ الاستاذ  لإجراء: التمرين الثالث

الأولى للطلبة الهين بهلسوف على ابؼقاعد ذات الأرقاـ الفردية ، و المجموعة الثانية للطلبة الهين بهلسوف على ابؼقاعد 
 ذات الأرقاـ الزوجية. وابعدوؿ التالي يعرض العلبمات من كلب المجموعتنٌ التي قاـ الأستاذ برصدذا:

 المجموعة الثانية ولىالمجموعة الأ
52 72 
78 62 
56 91 
90 88 
65 90 
86 74 
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64 98 
90 80 
49 81 
78 71 

 .%5ذل يوجد فروؽ ذات دلالة احصائية  بنٌ بؾموعتي الأسئلة عند مستوى دلالة المطلوب: 
شتلة أخرى بالسماد  15شتلة من أشتاؿ الطماطم بالسماد الكيماوي ، وتسميد  18تم تسميد  التمرين الرابع:

 . وحنٌ تم وزف انتاج كل شتلة كانت البيانات ) مقدرة بالكيلوغراـ ( كما يلي:الطبيعي 
 انتاج أشتال السماد الطبيعي انتاج أشتال السماد الكيماوي

1.53 1.63 
1.05 1.24 
1.54 1.32 
1.47 1.35 
1.39 1.08 
1.31 1.45 
1.57 1.19 
1.35 1.51 
1.25 1.47 
1.58 1.36 
1.56 1.42 
1.33 1.59 
1.51 1.37 
1.49 1.33 
1.49 1.59 
1.08  
1.11  
1.56  

  
 .؟على أف السماد الكيماوي يعطي انتاجا أعلى من السماد الطبيعيذل تعطي ذه  البيانات دليلب كافيا المطلوب: 

بغرض معرفة أثر المحفزات على أداء أفراد وحدة ادارية تم اعطاء درجات لكل فرد قبل و بعد منح  التمرين الخامس:
 ذه  المحفزات ، حيث كانت النتائج كما يلي: 
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 القياس البعدي القياس القبلي
20.4 21.7 
.25.4 26.3 
25.6 26.8 
25.6 28.1 
26.6 26.2 
28.6 27.3 
28.7 29 .5 
29 32 

29.8 30.9 
30.5 32.3 
30.9 32.3 
31.1 31.7 

التحقق فيما اذا كانت ذناؾ فروؽ ذات دلالة احصائية لأثر المحفزات على أداء الأفراد عند مستوى  المطلوب:
5%. 

 الحلول:
 حل التمرين الأول:

 :تلخيص ابؼعطيات 
 الابصالي صغنً متوسط كبنً النمط/ حجم الشاشة
 100 40 40 20 التكرارت المشاىدة
 100 30 40 30 التكرارات المتوقعة

  أف:نفرض 
H0.التكرارات ابؼشاذدة لا بزتلف معنويا عن  التكرارات ابؼتوقعة : 
H1.التكرارات ابؼشاذدة بزتلف معنويا عن  التكرارات ابؼتوقعة : 

  :تطبيق الاختبار 
 وبتطبيق القانوف بقد: 

  
  

∑(     )
 

  
 
(2  3 ) 

3 
 
(4  4 ) 

4 
  
(4  3 ) 

3 
 5.83 

ودرجة  %5من قيمة كاي مربع ابعدولية عند مستوى معنوية  قلأ 5.83بدا أف قيمة كاي مربع المحسوبة و البالغة 
ابػاص بعدـ اختلبؼ التكرارات ابؼشاذدة عن  الفرض الصفري قبوؿ ، فانه يتم 5.94 ( و البالغة 2حرية )
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لصاحب المحل أف  سائدا بيكنبالتالي فاف بمط ابؼبيعات في ابؼاضي لا زاؿ  . و %5التكرارات ابؼتوقعة عند مستوى 
 يعتمد عليه في بذديد ابؼخزوف من ذها ابؼنتج.

 حل التمرين الثاني: 
 : بكسب التكرار ابؼتوقع 

   
6 

2
 3  

 
 بالاعتماد على الصيغة الرياضية للبختبار فإننا بكتاج الاحصاءات التالية: 

(     )       الموقف
  

 100 30 40 موافق
 100 30 20 غير موافق
 200  60 المجموع

 وبتطبيق القانوف بقد: 

  
  

∑(     )
 

  
 
   

3 
 
   

3 
 6.66 

 
ودرجة  %5أكبر من قيمة كاي مربع ابعدولية عند مستوى معنوية 6.66بدا أف قيمة كاي مربع المحسوبة و البالغة 

، فانه يتم رفض الفرض الصفري وقبوؿ الفرض البديل، ما يعني أف كاي مربع دالة 3.84 ( و البالغة 1حرية )
أبؼشاركة ، أي ذناؾ فروؽ ذات دلالة احصائية بنٌ مواقف ابؼستجوبنٌ بكو  %5احصائيا عند مستوى دلالة 

 السياسية.
 حل التمرين الثالث: 

 ابهاد دالة اختبار U : 
 : للمجموعتنٌابعدوؿ التالي يبنٌ رتب ابؼشاذدات 

 المجموعة الثانيةرتب  المجموعة الأولىرتب 
2 8 

10,5 4 
3 19 
17 15 
6 17 
14 9 
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5 20 
17 12 
1 13 

10.5 7 
R1=86 R2=124 

 وبالتالي بقد : 

         
(  )(    )

2
           

  (    )

2
 86 

U1= 69 

         
(  )(2   )

2
           

  (    )

2
  24 

U2= 31 
 Uc = Min ( U1, U2 31 = (:                                منه  و

  قيمة النقطة ابغرجة برديدU0 : 
 U0= 28فإننا بكصل على  /2= 0.025و    n1=10, n2=10بدا أف 

 :ابزاذ القرار 
، فانه يتم 28 و البالغة  %5ابعدولية عند مستوى معنوية Uأكبر من قيمة   31المحسوبة و البالغة  Uc بدا أف قيمة

 بؾموعتي الأسئلة.قبوؿ الفرض الصفري ما يعني  عدـ وجود فروؽ ذات دلالة احصائية بنٌ 
 حل التمرين الرابع: 

 .0,05عند مستوى دلالة  لا يوجد فرؽ بنٌ السماد الكيماوي و السماد الطبيعي:   H0 نفرض أف
          H1 0,05عند مستوى دلالة  : يوجد فرؽ بنٌ السماد الكيماوي و السماد الطبيعي.. 

 ابهاد دالة اختبار U : 
 :لي يبنٌ رتب ابؼشاذدات للعينتنٌابعدوؿ التا

 السماد الطبيعيرتب مشاىدات  السماد الكيماويرتب مشاىدات 
25 33 
1 6 
26 9 

20.5 12.5 
16 2.5 
8 19 
29 5 
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12.5 23.5 
7 20.5 
30 14 

27.5 18 
10.5 31.5 
23.5 15 
22 10.5 
17 31.5 
2.5  
4  

27.5  
R1= 309.5 R2= 251.5 

 وبالتالي بقد : 

         
(  )(    )

2
     8   5   

 8( 8   )

2
 3 9.5 

U1= 131.5 

         
(  )(2   )

2
     8   5   

 5( 5   )

2
 25 .5 

U2= 138.5 
 Uc = Min ( U1, U2 131.5 = (منه :                                 و

  قيمة النقطة ابغرجة برديدU0 : 
 بالعلبقة التالية:  برسب  U0بالتوزيع الطبيعي ػ وعليه فاف النقطة ابغرجة  Uفاننا نقرب توزيع  n1, n2  10بدا أف 

     
    

 
   √ 

     (        )

  
  

      

 
  .645√

        

  
   

U0= 90 
 :ابزاذ القرار 

 و البالغة  %5عند مستوى معنوية   U0أكبر من قيمة النقطة ابغرجة    131.5المحسوبة و البالغة  Uc بدا أف قيمة
، فانه يتم قبوؿ الفرض الصفري،  وذها يعني أنه لا نستطيع القوؿ أف السماد الكيماوي يعطي انتاجا أعلى من 90

  =0.05السماد الطبيعي على مستوى الدلالة 
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 حل التمرين الخامس: 
 : -Wو  +Wابعدوؿ التالي الهي بوسب قيمتي  لاختبار الفرضية بكتاج الى

xi yi di di ترتيبdi  ترتيبdi ذوالاشارة 
20.4 21.7 -1.3 1.3 7.5 -7.5 
.25.4 26.3 -0.9 0.9 4 -4 
25.6 26.8 -1.2 1.2 6 -6 
25.6 28.1 -2.5 2.5 11 -11 
26.6 26.2 0.4 0.4 1 1 
28.6 27.3 1.3 1.3 7.5 7.5 
28.7 29 .5 -0.8 0.8 3 -3 
29 32 -3 3 12 -12 

29.8 30.9 -1.1 1.1 5 -5 
30.5 32.3 -1.8 1.8 10 -10 
30.9 32.3 -1.4 1.4 9 -9 
31.1 31.7 -0.6 0.6 2 -2 

 : بقد أفمن ابعدوؿ أعلب  
W+= 8.5 W = Min ( -49.5, +5.5)= 8.5 وW-= -69 

 فانه يتم رفض الفرض الصفري wاكبر من القيمة المحسوبة لػ   n=12و  0,05ابعدولية عند مستوى دلالة  Wبدا أف قيمة 
 أداء الأفراد. ىوبالتالي وجود أثر للمحفزات عل

 . تمارين مقترحة:2 
 

 أستاذ أف يعرؼ اليوـ الهي يفضله طلببه للهذاب الى ابؼكتبة للمطالعة ، وكانت النتائج كالتالي:أراد  :التمرين الأول
 

 الخميس الاربعاء الثلاثاء الاثنين الأحد السبت اليوم
 20 15 7 5 7 6 التكرار
 ذل ذناؾ فروؽ دالة احصائيا بنٌ  تفضيل الطلبب للؤياـ ، اختبر ذلك؟ المطلوب:

امكانية تفضيل الطلبة ابعدد للفرع ابؼقترحة ، فاختارت عينة  ىأرادت ادارة ابعامعة التعرؼ عل التمرين الثاني:
 طالبا و اقترحت عليها فرعي العلوـ الاجتماعية و العلوـ الانسانية ، فكانت النتائج كالتالي: 60عشوائية مكونة من 
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 التكرار الفرع

 37 العلوـ الاجتماعية
 23 العلوـ الانسانية

 60 المجموع
 .%5ذل ذناؾ فروؽ ذات دلالة احصائية في اختيارات الطلبة ابعدد عند مستوى دلالة  المطلوب:

 أجريت بذربة بؼقارنة قوة برمل نوعنٌ من ابػيط و كانت النتائج كما يلي:  التمرين الثالث:
 

  A 5.21 5.43 5.35 5.51 5 .39 5.17 5.48 5.29النوع 
 B 5.49 5.67 5.50 5.52 5.53 5.51 5.39 5.62 5.66النوع 

بنٌ قوة برمل  %1ذل نستطيع أف نستنتج أف ذناؾ فرقا ذا دلالة احصائية على مستوى دلالة  المطلوب:  
 النوعنٌ؟ 

بتجربته على عشرة مرضى ، اين في دراسة حوؿ فعالية دواء لعلبج مرض باركينسوف ،  قاـ باحث  التمرين الرابع:
 الدواء  بعد تناوله بأسبوع . فكانت النتائج بالشكل التالي:قاـ بقياس ابغركات لكل مريض قبل أخه 

رقم 
 المريض

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

قبل 
 العلاج

85 70 40 65 80 75 55 20 58 45 

بعد 
 العلاج

75 50 50 40 20 65 40 25 47 33 

 .؟%5ذل ذناؾ دلالة احصائية على فعالية الدواء عند مستوى  المطلوب:
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