
  :)(Relations binaires الثنائیة  العلاقات

تكون محققة أولا  Eكل علاقة تربط بین عنصرین من  Eنسمي علاقة ثنائیة على  :تعریف

  . �على علاقة مع  �: ونقرأ �ℛ	�نكتب  ℛ ـونرمز لھا ب

  :علاقة التكافؤ -1

  :أنھا علاقة تكافؤ إذا كانت ℛ ـ، نرمز لھا بEیقال عن علاقة ثنائیة في مجموعة 

  :إنعكاسیة .1

∀� ∈ � ∶ 								�	ℛ	�   

  :ریةظتنا .2

∀(�, �) ∈ �� ∶ 	�	ℛ	�	 ⇒ 		�	ℛ	�		

  :متعدیة .3

∀(�, �, �) ∈ �� ∶ 	 (�	ℛ	� ∧ 	�	ℛ	�) 	⇒ 		�	ℛ	�   

	

  :أمثلة على علاقة التكافؤ

	ـب 3نعرف علاقة الموافقة بتردید  ℤفي مجموعة الأعداد الصحیحة   -1

∀�, � ∈ ℤ ∶ 		�	ℛ	� ⇔ � − � = 3� ⇔ � ≡ �[3]   

	ℛعبارة عن علاقة تكافؤ.  

  :انعكاسیة � .1

∀� ∈ ℤ ∶ 		� − � = 0 = 0 × 3 ⇒ �	ℛ	�   

 :تناظریة � .2

∀�, � ∈ ℤ ∶ 	�	ℛ	� ⇒ � − � = 3�	/� ∈ ℤ		

																																		⇒ � − � = 3(−�) = 3��		/	�� = −�		

																																		⇒ �	ℛ	�		

	:متعدیة �	 .3

∀(�, �, �) ∈ ℤ	 ∶ �	ℛ	� ∧ �	ℛ	� ⇒ 	∃	��, � ∈ ℤ	 ∶		



�
� − � = 3�

� − z = 3��
� ⇒ � − � = 3(� + ��)		

																																													⇒ � − � = 3���		/	��� = 	� + ��		

  .متعدیة ℛومنھ 

  :أصناف التكافؤ

  :تعریف

 Eمن  �مجموعة العناصر  ℛتبعا لعلاقة التكافؤ  E من �صنف تكافؤ عنصر  لنقو .1

 ��			أو̅�		أو	̇� :ـنرمز لھا ب �مع  ℛالتي لھا علاقة 

̇� :ونكتب = {� ∈ �/	�	ℛ	�}, �̇ ⊂ 	�	 

ویرمز  ℛبواسطة  E ـمجموعة القسمة ل Eنسمي مجموعة أصناف التكافؤ لعناصر  .2

�: ـب لھا
ℛ�  

�
ℛ� = {�̇ � ∈ �⁄ }						� ℛ� ⊂ �(�)		

  :لدینا الخصائص التالیة

1.		∀� ∈ �	 ∶ 	� ∈ �̇  

2.		∀�, � ∈ �	 ∶ 		 �̇ = �̇ 	⇔ 		�	ℛ	�	  

3.			∀�, � ∈ �		,			�̇ ≠ �̇	 ⇒ 	 �̇ ∩ �̇ = ∅  

4.		� = �̇�∈�
∪   

  :البرھان

  علاقة تكافؤ وبالتالي فھي انعكاسیة  ℛلدینا بما أن  .1

∀� ∈ �	 ∶ 		�	ℛ	�	 ⇒ � ∈ �̇  

2.  

̇� /أ = �̇ ⇒ �	ℛ	� 

�: لدینا ∈ �̇ = �̇ ⇒ � ∈ �̇ ⇒ �	ℛ	�						

�	ℛ	�/ ب ⇒ �̇ = �̇  



  :إذن �	ℛ	�نفرض أن 

� ∈ �̇ ⇒ �	ℛ	�	 ⇒ �	ℛ	� ⇒ 	� ∈ �̇   

̇�:ومنھ ⊂ �̇  

� :لیكن ∈ �̇ ⇒ �	ℛ	� ⇒ �	ℛ	� ⇒ 	� ∈ �̇  

̇� :ومنھ ⊂ �̇  

̇� :إذن = �̇	

  ②نستنتج  ب ومن أ 

�	ℛ	�رض أننف .3 ⇔ �̇ ≠ �̇ 

̇�نفرض أنھ  ∩ 	 �̇ ≠ ∅   

�إذن یوجد  ∈ (�̇ ∩	 �̇)   

�	أي  ∈ �	̇ �		و ∈   �	ℛ	�	و	�	ℛ	�	 ومنھ̇�

  تناقض �	ℛ	�	إذن 

̇�ومنھ  ∩ 	 �̇ = ∅  

4. � =�∈�
∪�̇ 

�∋��ᴝ	لدینا الاحتواء البدیھي 
  :، أما بالنسبة للاحتواء العكسي لدینا̇�∪

∀� ∈ �	 ∶ 	� ∈ �̇ 	⇒ � ∈�∈�
∪�̇   

  

  :ملاحظة

  .E ـبالقول أن مجموعة صفوف التكافؤ تشكل تجزئة ل	④ و	③ تسمح لنا النتیجتان

  :علاقة الترتیب -2

  :تأنھا علاقة ترتیب إذا كان E في �نقول عن علاقة ثنائیة  /أ

�∀:إنعكاسیة -1 ∈ �	 ∶ 		���				 

,�)∀:ضد تناظریة -2 �) ∈ ��:	(�	�	� ∧ ��	�) ⇒ � = 	�			 

,�)∀:متعدیة -3 �, �) ∈ ��:	(�	�	� ∧ �	�	�) ⇒ �	�	�					 



  ≥ ـیرمز لعلاقة الترتیب في غالب الأحیان ب

  في مجموعة  ≥یقال عن علاقة الترتیبE  أنھا علاقة ترتیب كلي إذا كان أي

,�)∀:قابلین للمقارنة بمعنى Eعنصرین من  �) ∈ �� ⇒ � ≤ 	� ∨ � ≤ �	  

  یقال عن علاقة ترتیب أنھا عبارة عن علاقة ترتیب جزئي إذا لم تكن علاقة ترتیب

  .كلي

  :التفكیك القانوني لتطبیق

:�لیكن التطبیق � ⟶   :كما یلي �	 المعرفة بالتطبیق ℛالعلاقة  �	نعرف على �

∀(�, �) ∈ �	 ∶ �	ℛ	� ⇔ �(�) = �(�)   

  .عبارة عن علاقة تكافؤ ℛلدینا 

  :إلى تركیب ثلاث تطبیقات كما یبین المخطط �یمكن تفكیك 

  

�ومنھ  =   :حیث �⃘		�⃘		�

1- �	: � ⟶		� ℛ�             حیث�(�) = �̇ 

  عبارة عن تطبیق غامر 

2- �: � ℛ� 		⟶   تقابلي 							(�)�		

�̇ 			↦ 	�(�̇) = 	�(�)									   

3- �: �(�) 		⟶ 	�  

																																																																																										�						 ↦ 		�(�) = �   



  :ملاحظة

(�)�غامر فإن  �لة كون تطبیقافي ح = 	:وبالتالي �

�: � ⟶ 			�		

																�	 ↦ 				�(�) = �   

� =    یصبح				���

�في ھذه الحالة التفكیك یصبح  = �		⃘�		⃘� = ���		⃘�		⃘� = �		⃘�		  

�: �																	�   

																																																			�															�   

																																																				� ℛ�   

  

  

  

 


