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 ة ـــاءات الشعاعيـــلفضاالفصل الأول :  
 

 قادر على فهم:  يصبح الطالب 1ال تمارين السلسلة من خلال عرض ح

 تعريف الفضاء الشعاعي  •

 لتركيبات الخطية للأشعة ا •

 الاستقلال والارتباط الخطي  •

 الأساس والبعد •
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 1التمارين  سلسلة 
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 : 1التمرين 

 العناصر لاي فضاء شعاعي تنتمي تحديد 

,𝟐−,𝟑)الشعاع   -  ℝ𝟑ينتمي الي الفضاء الشعاعي    (𝟖

,𝟑)الشعاع   - 𝟔 + 𝟐𝒊)    ينتمي الي الفضاء الشعاعيℂ𝟐 

,𝟐−)الشعاع   -  ℝ𝟐ينتمي الي الفضاء الشعاعي    (𝟎

,𝟏−)الشعاع   - 𝟐, 𝟓,  ℝ𝟒ينتمي الي الفضاء الشعاعي    (𝟔
 

 : 2التمرين 

,𝒙)إذا كان   𝒚و   𝒙إيجاد  -1 𝟑) = (𝟐, 𝐱 + 𝐲) 

{
𝒙 = 𝟐

𝟑 = 𝒙 + 𝒚
 ⇒  {

𝒙 = 𝟐
𝒚 = 𝟏

 

 

𝒙)إذا كان   𝒚و   𝒙إيجاد  -2 + 𝟐, 𝒚 − 𝒛, 𝒙 + 𝒛) = (𝐲,−𝐱, 𝐲 + 𝟏) 

{

𝒙 + 𝟐 = 𝒚…… . . (𝟏)

𝒚 − 𝒛 = −𝒙……(𝟐)

𝒙 + 𝒛 = 𝒚 + 𝟏…(𝟑)
  ⟹ {

𝒙 = 𝒚 − 𝟐
𝒛 = 𝟐𝒚 − 𝟐

  

𝒚نجد:   (𝟑)في المعادلة    𝒛و    𝒙نعوض كل من        = 𝒙و منه  تكون    𝟓/𝟐 = 𝒛و   𝟏/𝟐 = 𝟑 

𝐯إذا كان   𝒚و   𝒙إيجاد  -3 = (𝐱 + 𝐲, 𝐱 −  شعاع الصفري   (𝟑

(𝟎, 𝟎) = (𝐱 + 𝐲, 𝐱 − 𝟑) 

{
𝒙 + 𝒚 = 𝟎
𝒙 − 𝟑 = 𝟎

⟹ {
𝒚 = 𝟑
𝒙 = 𝟑

 

 : 3التمرين 

 حساب ما يلي: 

1-   (
𝟕
−𝟒
𝟐
) + (

−𝟑
−𝟏
𝟓
) = (

𝟕 + (−𝟑)

−𝟒 + (−𝟏)
𝟐 + 𝟓

) = (
𝟒
−𝟓
𝟕
) 

(
−𝟐
𝟑
𝟒
) + (−𝟐

𝟒
 لا يمكن الجمع لأنهما ليس من نفس النوع.  (
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2- 𝟓(
−𝟐
𝟑
𝟒
) = (

−𝟐 × 𝟓
𝟑 × 𝟓
𝟒 × 𝟓

) = (
−𝟏𝟎
𝟏𝟓
𝟐𝟎
) ,   −𝟐( 𝟕

−𝟓
) = ( −𝟐×𝟕

−𝟐×(−𝟓)
) = (−𝟏𝟒

𝟏𝟎
) 

3- ( 𝟔
−𝟑
) − ( 𝟐

−𝟓
) = (𝟒

𝟐
)       ،(𝟑,−𝟓, 𝟔, 𝟖) − (𝟒, 𝟏,−𝟕, 𝟗) = (−𝟏,−𝟔, 𝟏𝟑,−𝟏) 

 

 : 4التمرين 

𝟑𝒖إيجاد كل من    − 𝟒𝒗         ،𝟐𝒖 + 𝟑𝒗 − 𝟓𝒘 

𝟑𝒖 − 𝟒𝒗 = 𝟑(𝟐,−𝟕, 𝟏) − 𝟒(−𝟑, 𝟎, 𝟒)   

                 = (𝟔,−𝟐𝟏, 𝟑) − (−𝟏𝟐, 𝟎, 𝟏) 

                 = (𝟔 + 𝟏𝟐,−𝟐𝟏 − 𝟎, 𝟑 − 𝟏𝟔) 

                 = (𝟏𝟖,−𝟐𝟏,−𝟏𝟑)  

 

𝟐𝒖 + 𝟑𝒗 − 𝟓𝒘 = 𝟐(𝟐,−𝟕, 𝟏) + 𝟑(−𝟑, 𝟎, 𝟒) − 𝟓(𝟎, 𝟓,−𝟖) 

                             = (𝟒,−𝟏𝟒, 𝟐) + (−𝟗, 𝟎, 𝟏𝟐) − (𝟎, 𝟐𝟓,−𝟒𝟎) 

                              = (𝟒 − 𝟗 + 𝟎,−𝟏𝟒 + 𝟎 − 𝟐𝟓, 𝟐 + 𝟏𝟐 − 𝟒𝟎) 

                              = −𝟓,−𝟑𝟗, 𝟓𝟒 

 

 : 5التمرين 

𝒘كتابة   .1 = (𝟏, 𝒖كمج خطي من الشعاعين     (𝟗 = (𝟏, 𝒗و   (𝟐 = (𝟑,−𝟏) 

𝒘 = 𝜶𝒖+ 𝜷𝒗⟹ (𝟏, 𝟗) = 𝜶(𝟏, 𝟐) + 𝜷(𝟑,−𝟏) 

⟹ (𝟏, 𝟗) = (𝜶, 𝟐𝜶) + (𝟑𝜷,−𝜷)                    

⟹ {
𝜶+ 𝟑𝜷 = 𝟏
𝟐𝜶 − 𝜷 = 𝟗

 

𝛂بالجمع و التعويض نجد :   = 𝛃و    𝟒 = −𝟏 

𝒘  : إذن = 𝟒𝒖 − 𝒗 
 

𝒗كتابة   .2 = (𝟐,−𝟑, 𝒖𝟏 كمزج خطي من الأشعة  (𝟒 = (𝟏, 𝟏, 𝟏),   ،𝒖𝟐 = (𝟏, 𝟏, 𝟎) 

  𝒖𝟑 = (𝟏, 𝟎, 𝟎) 

𝒗 = 𝜶𝒖𝟏 + 𝜷𝒖𝟐 

(𝟐,−𝟑, 𝟒) = 𝜶(𝟏, 𝟏, 𝟏) + 𝜷(𝟏, 𝟏, 𝟏𝟎) + 𝜸(𝟏, 𝟎, 𝟎) 
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(
𝟐
−𝟑
𝟒
) = (

𝜶
𝜶
𝜶
) + (

𝜷
𝜷
𝟎

) + (
𝜸
𝟎
𝟎
) ⟹ {

𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟐… (𝟏)
𝜶 + 𝜷 = −𝟑… . . . (𝟐)
𝟒 = 𝜶………… . . (𝟑)

 

𝛂( نجد:  3من االمعادلة رقم ) = 𝛃نجد:   (𝟐). نعوض بقيمتها في المعادلة  𝟒 = −𝟕 

𝛄( نجد:  1في المعادلة )   𝛂,𝜷بتعويض قيمتي   = 𝟓 

𝒗إذن  = 𝟒𝒖𝟏 − 𝟕𝒖. + 𝟓𝒖𝟑 

 : 6التمرين 

 

 

 

 

 

 

𝑾حيث   ℝ𝟑فضاء شعاعي جزئي في   𝑾إثبات أن   .1 = {(𝒙, 𝒚, 𝟎); 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ} 

المجموعة    .1 تعريف  ان     𝑾من  𝑾نلاحظ  ⊂ ℝ𝟑     𝟎وℝ𝟑 = (𝟎, 𝟎, 𝟎), 𝟎 ∈ ℝ 

𝟎ℝ𝟑يعني أن   ℝ𝟑  )العنصر الحيادي لـ ف ش( ∈ 𝑾   و منه𝑾 ≠ ∅ 

2. ∀𝜶,𝜷 ∈ ℝ, ∀ 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑾: (𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 ? ? ? 

𝑿            لدينا             ∈ 𝑾⟹ 𝑿 = (𝒙, 𝒚, 𝟎)  , 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ         

𝒀 ∈ 𝑾⟹ 𝒀 = (𝒙′, 𝒚′, 𝟎)  , 𝒙′, 𝒚′ ∈ ℝ 

(𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) = 𝛂(𝒙, 𝒚, 𝟎)  + 𝜷(𝒙′, 𝒚′, 𝟎)   

                             = (𝜶𝒙, 𝜶 𝒚, 𝟎)  + (𝜷𝒙′, 𝜷𝒚′, 𝟎)   

                      = (𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′, 𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′, 𝟎)   

𝜶𝑿)إذن :   + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 

 ℝ𝟑ف ش ج من    𝑾نستنتج أن    2و    1من  

 

𝑾حيث   ℝ𝟑ف ش ج من في    𝑾إثبات أن   .2 = {(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑;  𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎} 

𝑾نلاحظ ان   𝑾من تعريف المجموعة      .1 ⊂ ℝ𝟑   و 

  𝟎ℝ𝟑 = (𝟎, 𝟎, 𝟎) ∈ ℝ
𝟑;  𝟎 + 𝟎 + 𝟎 = لـ ف ش(  𝟎 الحيادي  يعني    ℝ𝟑  )العنصر 

𝟎ℝ𝟑أن  ∈ 𝑾   و منه𝑾 ≠ ∅ 

2.  ∀𝜶,𝜷 ∈ ℝ, ∀ 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑾: (𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 ? ? ? 
 

𝑿           لدينا      ∈ 𝑾⟹ 𝑿 = (𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ℝ𝟑  ;  𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎         

  ف ش  𝑬 ::    تعريف

 إذا تحقق:   𝑬ف ش ج من   𝑭نقول أن  

1. ∅ ≠ 𝑭 ⊂ 𝑬    أي الشرطين
𝑭 ⊂ 𝑬
𝐅 ≠ ∅

} 

2. ∀𝜶,𝜷 ∈ 𝕂, ∀𝑿, 𝒀 ∈ 𝑭: (𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) ∈ 𝑭 
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𝒀 ∈ 𝑾⟹ 𝒀 = (𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) ∈ ℝ𝟑 ;   𝒙′ + 𝒚′ + 𝒛′ = 𝟎 

(𝜶𝑿 + 𝜷𝒀) = 𝛂(𝒙, 𝒚, 𝒛)  + 𝜷(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′)   

                                 = (𝜶𝒙, 𝜶𝒚,𝜶𝒛)  + (𝜷𝒙′, 𝜷𝒚′, 𝜷𝒛′)   

                                    = (𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′, 𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′, 𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′)    

𝜶𝑿)لكي يكون   + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾  : يكفي أن يكون 

(𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′) + (𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′) + (𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′) = 𝟎  ? ?  
(𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′) + (𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′) + (𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′) = 𝜶𝒙 + 𝜷𝒙′ +  𝜶𝒚 + 𝜷𝒚′ + 𝜶𝒛 + 𝜷𝒛′ 

    =  𝜶𝒙 + 𝜶𝒚 + 𝜶𝒛 + 𝜷𝒙′ + +𝜷𝒚′ + +𝜷𝒛′ 

 = 𝜶(𝒙 + 𝒚 + 𝒛) + 𝜷(𝒙′ + 𝒚′ + 𝒛′)     

                = 𝜶. 𝟎 + 𝜷. 𝟎 

= 𝟎 

𝜶𝑿)إذن :   + 𝜷𝒀) ∈ 𝑾 

 ℝ𝟑ف ش ج من    𝑾نستنتج أن    2و    1من  

 : 7التمرين 

 الأشعة مستقلة خطيا أم لا تحديد  إذ ما كانت 

 نقول ان   شعاعان مستقلان خطيا إذاا:  

∀α,β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟐 = (0,0)  ⟹ α = β = 0 

1. ∀𝛂𝟏, 𝜶𝟐  ∈ ℝ,𝑼, 𝑽 ∈ ℝ
𝟐: 𝛂𝟏𝑼+ 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎)    

𝛂𝟏𝑼+ 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎) ⟹ 𝛂𝟏 (
𝟑
𝟒
) + 𝜶𝟐 (

𝟏
−𝟑
) = (

𝟎
𝟎
) 

⟹ (
𝟑𝛂𝟏
𝟒𝛂𝟐

) + (
𝜶𝟐
−𝟑𝜶𝟐

) = (
𝟎
𝟎
) 

⟹ {
𝟑𝛂𝟏 + 𝜶𝟐 = 𝟎
𝟒𝛂𝟐 − 𝟑𝜶𝟐 = 𝟎

 

𝛂𝟏بحل جملة المعادلتين نجد:   = 𝜶𝟐 =  مستقلين خطيا   𝑼,𝑽إذن الشعاعين  𝟎

 

 

2. ∀𝛂𝟏, 𝜶𝟐  ∈ ℝ,𝑼, 𝑽 ∈ ℝ
𝟐: 𝛂𝟏𝑼+ 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎)    

𝛂𝟏𝑼+ 𝜶𝟐𝑽 = (𝟎, 𝟎) ⟹ 𝛂𝟏 (
𝟐
−𝟑
) + 𝜶𝟐 (

𝟔
−𝟗
) = (

𝟎
𝟎
) 

⟹ (
𝟐𝛂𝟏
−𝟑𝛂𝟐

) + (
𝟔𝜶𝟐
−𝟗𝜶𝟐

) = (
𝟎
𝟎
) 

⟹ {
𝟐𝛂𝟏 + 𝟔𝜶𝟐 = 𝟎
−𝟑𝛂𝟐 − 𝟗𝜶𝟐 = 𝟎

 

𝟎بحل جملة المعادلتين نجد:   =  لأحظ أن  خطيا مرتبطين   𝑼,𝑽إذن الشعاعين  𝟎
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{𝑼, 𝑽} = {(𝟐,−𝟑), (𝟔,−𝟗)} 

             = {(𝟐,−𝟑), 𝟑(𝟐,−𝟑)} 

= {𝑼, 𝟑𝑼} 

𝑽 = 𝟑𝑼  أن الشعاع أي 𝑽  كتب كمزج خطي من الشعاع   𝑼  
 

 : 9التمرين 

 ℝ𝟒أثبات أن الأشعة تشكل أساس لـ  

𝑨لدينا    = {(

𝟎
𝟎
𝟎
𝟏

) ,(

𝟎
𝟎
𝟏
𝟏

) , (

𝟎
𝟏
𝟏
𝟏

) ,(

𝟏
𝟏
𝟏
𝟏

)}    

𝑼𝟏  ندرس الاستقلال الخطي لأشعة الثلاثة = (

𝟎
𝟎
𝟎
𝟏

),  𝑈2 = (

𝟎
𝟎
𝟏
𝟏

), 𝑈3 = (

𝟎
𝟏
𝟏
𝟏

), 𝑼𝟒 = (

𝟏
𝟏
𝟏
𝟏

) 

 

∀α,β, 𝛾, 𝜆 ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 + 𝜆𝑈4 = 0ℝ𝟒
???
⇒ α = β = 𝛾 = 0 

α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 + 𝜆𝑈4 = 0ℝ𝟒 ⟹ α(

0
0
0
1

) + β(

0
0
1
1

) + 𝛾(

0
1
1
1

) = (

1
1
1
1

) 

                                  ⟹ {

𝜆 = 0… .……………… . . .1
𝛾 + 𝜆 = 0……………… . .2
𝛽 + 𝛾 + 𝜆 = 0………… . .3
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝜆 = 0…… .4

 

𝛂بحل الجملة  نجد:  = 𝛃 = 𝛾 = 𝜆 =  ة مستقلة خطيا الأشع إذن  0

𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟒)بالتالي نستنتج أن    = 𝟒 

𝑪𝒂𝒓𝒅(𝑨)   من جهة أخرى لدينا  = 𝟒   

𝑪𝒂𝒓𝒅(𝑨)إذن  = 𝒅𝒊𝒎(ℝ𝟒) = 𝟒 

 . ℝ𝟒إذن الأشعة تشكل أساس لــــ 

 : 10التمرين 

    ℝ𝟑من   𝑴 ,𝑵إيجاد أساس إلي كل من الفضائين الجزئيين  
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𝑴 = {(𝒙, 𝒚): 𝒙 + 𝒚 = 𝟎} 

                         = {(𝒙, 𝒚): 𝒙 (
𝟏

𝟎
) + 𝒚(

𝟎

𝟏
) = (

𝟎

𝟎
)} 

〈{(𝟏
𝟎
), (𝟎

𝟏
 Mالشعاعين يولدان  〈{ (

,𝟎)الشعاعان  ,𝟏)و    (𝟏  مستقلان خطيا لان:  (𝟎

∀α,β ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 = 0ℝ𝟐 = (0,0)  ⟹ α = β = 0 

 التبرير: 

𝜶(𝟏, 𝟎) + 𝜷(𝟎, 𝟏) = (𝟎, 𝟎) 
 

⟹ {
𝜶 = 𝟎
𝜷 = 𝟎

⟹  𝜶 = 𝜷 = 𝟎 

,𝟏)إذن الشعاعان  𝟎), (𝟎,  ℝ𝟑يشكلان أساس لـــ (𝟏

𝑵 = {(𝒙, 𝒚, 𝒛): 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = 𝟎} 

                         = {(𝒙, 𝒚, 𝒛): 𝑥 (
2
0
0
) + 𝑦 (

0
1
0
) + 𝑧 (

0
0
−1
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
)} 

〈{(
2
0
0
) , (

0
1
0
) , (

0
0
−1
 Nالشعاعين يولدان  〈{  (

)الأشعة  
2
0
0
) , (

0
1
0
) , (

0
0
−1
 : مستقلة خطيا لان  (

∀α,β, 𝛾 ∈ ℝ: α𝑼𝟏 + β𝑈2 + 𝛾𝑈3 = 0ℝ𝟑 = (0,0,0)  ⟹ α = γ = β = 0 

 التبرير: 

𝜶(
2
0
0
) + 𝜷(

0
1
0
) + 𝜸(

0
0
−1
) = (

𝟎
𝟎
𝟎
) 

 

⟹ {
𝟐𝜶 = 𝟎
𝜷 = 𝟎
−𝜸 = 𝟎

⟹  𝜶 = 𝜷 = 𝜸 = 𝟎 

)الأشعة  إذن 
2
0
0
) , (

0
1
0
) , (

0
0
−1
 ℝ𝟑أساس لـــ  تشكل (
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 : 11التمرين 

𝑩بالنسة للأساس الجديد   ℝ𝟐إيجاد إحداثيات الاشعة في    = {𝒆𝟏 = (𝟐,−𝟏), 𝒆𝟐 = (𝟑, 𝟎)} 

,𝜶𝟏، و لتكن  (𝟏−,𝟐)هي   ℝ𝟐في  ه  إحداثيات  𝑨الشعاع  الدين  .1 𝜶𝟐    إحداثياته في

 أي :   𝐁الاساس 

𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 = (𝟎, 𝟎) 

𝜶𝟏 (
𝟐
−𝟏
) + 𝜶𝟐 (

𝟑
𝟎
) = (

𝟐
−𝟏
) 

⟹ {
𝟐𝜶𝟏 + 𝟑𝜶𝟐 = 𝟐⟹ 𝜶𝟐 = 𝟎
−𝜶𝟏 = −𝟏  ⟹ 𝜶𝟏 = 𝟏

  
 

 

𝑨هي   𝑩بالنسة للأساس   𝑨 إذن إحداثيات الشعاع  = (𝟏, 𝟎) 

,𝟎)هي   ℝ𝟐إحداثياته في    𝑩لدينا الشعاع  .2 ,𝜶𝟏، و لتكن  (𝟎 𝜶𝟐    إحداثياته في الاساس𝐁 
 أي :  

𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 = 𝑩 = (𝟎, 𝟎) 

𝜶𝟏 (
𝟐
−𝟏
) + 𝜶𝟐 (

𝟑
𝟎
) = (

𝟎
𝟎
) 

⟹ {
𝟐𝜶𝟏 + 𝟑𝜶𝟐 = 𝟎⟹ 𝜶𝟐 = 𝟎
−𝜶𝟏 = 𝟎  ⟹ 𝜶𝟏 = 𝟎

  
 

 

𝑩هي   𝑩بالنسة للأساس   𝑩 إذن إحداثيات الشعاع  = (𝟎, 𝟎) 

,𝟎)هي   ℝ𝟐إحداثياته في    𝑪لدينا الشعاع  .3 ,𝜶𝟏، و لتكن  (𝟏 𝜶𝟐    إحداثياته في الاساس𝐁 
 أي :  

𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 = 𝑪 = (𝟎, 𝟏) 

𝜶𝟏 (
𝟐
−𝟏
) + 𝜶𝟐 (

𝟑
𝟎
) = (

𝟎
𝟏
) 

⟹ {
𝟐𝜶𝟏 + 𝟑𝜶𝟐 = 𝟎⟹ 𝜶𝟐 = 𝟐/𝟑
−𝜶𝟏 = 𝟏 ⟹ 𝜶𝟏 = −𝟏

  
 

 

𝑪هي   𝑩بالنسة للأساس   𝑪 إذن إحداثيات الشعاع  = (−𝟏, 𝟐/𝟑) 

 
 


