
 

 

 كلیة العلوم الاقتصادیة و التجاریة و علوم التسییر

السنة الأولى                                                                     قسم الجذع المشترك  

-20-السلسلة رقم                                                                           -2-الریاضیات   

 التطبیقــــــــات الخطیــــــــــــة

 :2التمرین 

�ℝ :� ثبــــــــــات أنھ یوجــــــد تطــــــبیق خطـــــي وحــــــــید ا -1 → ℝ�  :یحقق  

=(�,�)�       و                            (�,�)   �(�,�)= (�,�)       

  

  

  

�      لدینا = ℝ�      و   � = ℝ�  

�و   = �    و     {(�,�),(�,�)} ′= {(�,�),(�,�)}   

  مستقلان خطیا لان: (�,�)  و   (�,�)الشعاعان 

∀α,β ∈ ℝ: α �� + β�� = 0ℝ� = (0,0) ⟹ α = β = 0 

  التبریر:

�(�,�)+ �(�,�)= (�,�)   
 

                              ⟹ �
� = �

� + �� = �
 ⟹  � = � = �  

 

عدد الأشعة المستقلة و   ∶����(� )= ���(ℝ�)=   خطیا  �

�یشكلان أساس لـــ  (�,�),(�,�) إذن الشعاعان = ℝ� فضاء الإنطلاق)(.  

  مستقلان خطیا لان: (�,�)  و   (�,�)الشعاعان  

∀α,β ∈ ℝ: α �� + β�� = 0ℝ� = (0,0) ⟹ α = β = 0 

  التبریر:

�(�,�)+ �(�,�)= (�,�) 
 

                              ⟹ �
� + �� = �

�� + �� = �
 ⟹  � = � = �  

 

عدد الأشعة المستقلة و من جھة أخرى  ∶����(� ′)= ���(ℝ�)=   خطیا  �

�یشكلان أساس لـــ  (�,�),(�,�)الشعاعان  إذن = ℝ�  .(فضاء الوصول)  

  . � یوجد تطبیق خطي وحیدحسب القاعدة السابقة .  و منھ �أساس لـ  ’�و بالتالي     

 :(�,�)�أي إیـــــجاد  �إیـــــــجاد صیغـــة  -2

  فھو یكتب من الشكل:  �ℝنحو   �ℝتطبیق خطي من  �بما ان 

� :�  إذا كان قــــــــــاعدة:     →    �ھو أساس لـ   �و     �

�ھو الأساس  � بواسطة    �و صورة الأساس   �و   ’  �ھو أساس لــ   ’

� :�یوجد تطبیق خطي وحید حیث:   : فإن → �.  



 

 

�(�,�)= (�� + ��, ��� + �′�) 
  

 ′�,��,�,�  :   یتم البحث عن
 

�(�,�)= (� + ��, �� + ��′)= (�,�) 

�(�,�)= (�, �′)= (�,�) 
  و منھ 

�

� + �� = � … … … �

�� + ��� = � … … .�
� = � … … … … … .�

�� = � … … … … … .�

 ⟹  �

� = �
�� = − �

� = �

�� = �

 

 إذن
 

�:  ℝ�   → ℝ�                                                
(�,�)→ �(�,�)= (�,− �� + �� )   

 

  

 (�,�)�    ,    (�,�)���  حـــــــساب  -3

                 �(�,�)= (�,− � × � + � × �) 
 

�(�,�)= (�,− �) 
  

−)���حســـــاب  =(�,�)�التي تحقق  (�,�)یعني إیـــــجاد  (�,� (− �,�)  
  

�(�,�)= (− �,�)⟹ (�,− �� + ��)= (− �,�) 
 

⟹ �
� = − �

− �� + �� = �
                               

 

⟹ �
� = − �
� = − �

                                            

−)��� : إذن �,�)= (− �,− �) 

 :5التمرین 

  لدینا
� ∶  ℝ� → ℝ�                                                                              

(�,�,�)→ �(�,�,�)= (� + �� − �,   � + �,� + � − ��)
 

  

 

 

 

 

 

  قاعدة: 

:�لیكن  � →   تطبیق خطي  �

- ���� = {� ∈ �:   �(�)= ��},         

- ��� = {� ∈ �; ∃� ∈ �:  � = �(�)} 

 

 �نواة  

    �  صور



 

 

  ��� أي إیـــــجاد  � صورة اد قاعدة (أساس)یــــــجا -1

    ��� = {� ∈ � ; ∃� ∈ � :  � =  �(�)} 

 

        = {(��,��,�′)∈ ℝ�,∃(�,�,�)∈ ℝ� ∶ (��,��,�′)= �(�,�,�) }    
 

        = {∃(�,�,�)∈ ℝ�: (��,��,�′)= �(�,�,�)} 

        = {∃(�,�,�)∈ ℝ�: (��,��,�′)= (� + �� − �,   � + �,� + � − ��)} 

       = �∃(�,�,�)∈ ℝ� : �
��

��

��

� = � �
1
0
1

� + � �
2
1
1

� + ��
− 1
1

− 2
�� 

         = 〈�
1
0
1

� , �
2
1
1

� ,�
− 1
1

− 2
�〉   

 

��  لأشعة الثلاثةدرس الاستقلال الخطي ن = �
1
0
1

�,   �� = �
2
1
1

�,    �� = �
− 1
1

− 2
�  

  

  ∀α,β,� ∈ ℝ: α �� + β�� + ��� = 0ℝ� = (0,0,0) 
???
�� α = β = � = 0 

α �� + β�� + ��� = (0,0,0)⟹ α �
1
0
1

� + β �
2
1
1

� + � �
− 1
1

− 2
� = �

0
0
0

�  

  

                                  ⟹ �

� − 2� − � = 0 … … 1
� + � = 0 … … … … ..2
� + � − 2� = 0 … … 3

 

  
�نجد  2من المعادلة  = −   :في المعتدلتین نجد �نعوض قیمة   �

  

�
� − 3� = 0
� − 3� = 0

 

 شعاعین و ندرس الاستقلال الخطي لھما، مثلا نأخذ  نأخذ الأشعة مرتبطة خطیا إذن 

α �� + β�� = (0,0,0)⟹ α �
1
0
1

� + β �
2
1
1

� = �
0
0
0

� 

⟹ �

� − 2� = 0 … … 1
0 + � = 0 … … .2
� + � = 0 … … 3

   ⟹ � = � = 0 

��� الأشعة تولد    



 

 

�إذن الشعاعین 
1
0
1

�و   �
2
1
1

�� الجملة   ���أنھا مولدة لـــ ا مستقلان خطیا و بم  �
1
0
1

� ، �
2
1
1

و    ��

   ���تشكل أساس لـــ منھ الجملة 

=(���)���إذن یمكن أن نستنتج أن  - �. 
 ���� إیــــــجاد أساس (قاعدة) النواة   -2

���� = {� ∈ �:   �(�)= ��} 
 

                                       = {(�,�,�)∈ ℝ�:   �(�,�,�)= (�,�,�)} 
  

                                            = �(�,�,�)∈ ℝ� :  �
� + �� − �

� + �
� + � − ��

� = �
�
�
�

�� 

 

⟹ �

� + �� − � = � … �
� + � = � … … … .�
� + � − �� = �..�

  ⟹   
� = − �
� = ��

 

 إذن

∀(�,�,�)∈ ℝ� /� = ��,� = − � ⟹ (�,�,�)= (��,− �,�) 
  و منھ

���� = {�(�,− �,�); � ∈ ℝ} 
 أي 

���� = {(�,− �,�)} 
  

 (الجملة المجموعة ذات شعاع وحید غیر معدوم إذن ھي مستقلة خطیا و بما أنھا مولدة
〈(�,−   )���� تولد 〈(�,�

  ����إذن الجملة تشكل أساس لــــ 

=(����)���یمكن أن نستنتج أن  - � 

=(�)��� :من العمل لدینا قاعدةلتحقق  - ���(����)+ ���(���) 
 

=(�ℝ)���               إذن ���(����)+ ���(���)  
� = � + �            

  : 8التمرین 

�)  إیـــــــجاد - + ��)و        (�)(��)،    (�)(� − ��)(�)     

       :لدینا
 � : ℝ�  →      ℝ�                                        

(�,�,�)→ �(�,�,�)= (��,� + �)
  

            و
 � : ℝ�  →      ℝ�                                         

(�,�,�)→ �(�,�,�)= (� − �,�)
  

 (� + �)(�)= �(�)+ �(�),                            V=(2,3,4) 



 

 

                       = �(�,�,�)+ �(�,�,�) 

                       = (� × �,� + �)+ (� − �,�) 

                       = (�,�)+ (− �,�) 

                       = (� − �,� + �) 

                       = (�,��) 
 
 

 (��)(�)= � × �(�,�,�)= �(� × �,� + �)= �(�,�)= (��,��) 
 
 

 (�� − ��)(�)= ��(�)− ��(�),              W=(5,1,3) 

                            = ��(�,�,�)− ��(�,�,�) 

                            = �(� × �,� + �)− �(� − �,�) 

                            = �(��,�)− �(�,�) 

                            = (��,�)− (��,�) 

                            = (�� − ��,�− �) 
                            = (��,�) 

  : 9التمرین 

:       لدینا
 � : ℝ�  →      ℝ�                                                                                 

(�,�,�)→ �(�,�,�)= (� + �,� − �,� + �,� + � + ��)
 

 ���� أي تعیــــن   �تعـــــین نواة  -1

���� = {� ∈ �:   �(�)= ��}      

                                       = {  (�,�,�)∈ ℝ�:   �(�,�,�)= (�,�,�,�)} 

                                            = �(�,�,�)∈ ℝ� :  �

� + �
� − �
� + �

� + � + ��

� = �

�
�
�
�

�� 

 

⟹ �

� + � = � … … … … .�
� − � = � … ..… … .�
� + � = � … … … … .�
� + � + �� = � … … �

⟹ �
� = − �
� = − �  

 إذن

∀(�,�,�)∈ ℝ�/� = − �,� = − � ⟹ (− �,− �,�)= �(− �,− �,�) 
 

����      و منھ = {�(− �,− �,�),� ∈ ℝ} 

���� = {(− �,− �,�)} 

 ����المجموعة ذات شعاع وحید غیر معدوم إذن ھي مستقلة خطیا و بما أنھا مولدة لــ 

−)〉 (الجملة �,−   ).����  تولد 〈(�,�



 

 

  ���� إذن الجملة تشكل أساس لــــ

=(����)��� :   یمكن أن نستنتج أن - �  

  

  

����بما ان            ≠  .متباین لیس �  فإن{(�,�,�)}

  ���أي إیـــــجاد   �صورة  یــــــجاد قاعدة (أساس)ا -2

   ��� = {� ∈ � ; ∃� ∈ � :  � =  �(�)}         

 = {(��,��,��,�′)∈ ℝ�,∃(�,�,�)∈ ℝ� ∶ (��,��,��,�′)= �(�,�,�) }    
 

 = �∃(�,�,�)∈ ℝ� : �

�′
�′

�′
�′

� = �

� + �
� − �
� + �

� + � + ��)

� � 

 = �∃(�,�,�)∈ ℝ� : �

��

��

��

�′

� = � �

1
1
0
1

� + � �

0
− 1
1
1

� + ��

1
0
1
2

�� 

          = 〈�

1
1
0
1

� ,�

0
− 1
1
1

� ,�

1
0
1
2

�〉   

 

��  ندرس الاستقلال الخطي لأشعة الثلاثة = �

1
1
0
1

�,   �� = �

0
− 1
1
1

�,    �� = �

1
0
1
2

�  

  

  ∀α,β,� ∈ ℝ: α �� + β�� + ��� = 0ℝ� = (0,0,0,0) 
???
�� α = β = � = 0 

α �� + β�� + ��� = (0,0,0,0)⟹ α �

1
1
0
1

� + β �

0
− 1
1
1

� + � �

1
0
1
2

� = �

0
0
0
0

�  

                                  ⟹ �

� + � = 0 … … … … ..1
� − � = 0 … … … … ..2
� + � = 0 … … … … ..3
� + � + 2� = 0 … … .4

 

�نجد  2من المعادلة  = − � نجد 2و من المعادلة  � =  3نعوض القیمتین في المعادلة  �

−  نجد: � + � =  ، مثلا نأخذ اعینشعندرس الاستقلال الخطي للأشعة مرتبطة خطیا إذن ا   0

  قاعدة:

:�إذ كان  � → ����و    � =   اینــــــــمتب �فإن    ��

���   الأشعة تولد 



 

 

α �� + β�� = (0,0,0,0)⟹ α �

1
1
0
1

� + β �

0
− 1
1
1

� = �

0
0
0
0

� 

⟹ �

� = 0
� − � = 0

� = 0
 

� + � = 0

  ⟹  � = � = 0 

�إذن الشعاعین 

0
− 1
1
1

�و   �

1
1
0
1

 الجملة   ���نھا مولدة لـــ مستقلان خطیا و بما أ  �

��

1
1
0
1

�   ، �

0
− 1
1
1

   ���تشكل أساس لـــ   ��

=(���)��� : إذن یمكن أن نستنتج أن - �. 

  

  

=(�ℝ)���: لیس غامر لان    � � ≠ ���(���)= �   

  :10التمرین 

لدینا:       
 � : ℝ�  →      ℝ�                                                           

(�,�)→ �(�,�)= (� + �,� − �,� + �)
 

 ���� أي تعیــــن   �تعـــــین نواة  -3

���� = {� ∈ �:   �(�)= ��}      
 

                              = {  (�,�)∈ ℝ�:   �(�,�)= (�,�,�)} 

                            = �(�,�)∈ ℝ� :  �

� + �
� − �
� + �

� = �
�
�
�

�� 

 

⟹ �

� + � = � … … … … .�
� − � = � … ..… … .�
� + � = � … ..… … .�

⟹   � = � = �  

           إذن

���� = {(�,�)} 

=(����)��� :  یمكن أن نستنتج أن - �  

���� بما ان =  .متباین   �  فإن  {(�,�)}

  قاعدة:

:�إذ كان  � → =(�)���و    �   غــــــــــامر �فإن    (���)���



 

 

  ��� ــنأي تعیی  �صورة  تعییـــــــن -4

   ��� = {� ∈ � ; ∃� ∈ � :  � =  �(�)}         

 = {(��,��,��)∈ ℝ�,∃(�,�)∈ ℝ� ∶ (��,��,��)= �(�,�) }    
 

 = �∃(�,�)∈ ℝ� : �
�′
�′

�′

� = �

� + �
� − �
� + �

� � 

 = �∃(�,�)∈ ℝ� : �
�′
�′

�′

� = � �
1
1
1

� + � �
1

− 1
1

�� 

 

          = 〈�
1
1
1

�,   �
1

− 1
1

�〉   

 

��  ندرس الاستقلال الخطي لشعاعین = �
1
1
1

�,     �� = �
1

− 1
1

�  

  ∀α,β ∈ ℝ: α �� + β�� = 0ℝ� = (0,0,0) 
???
�� α = β = 0 

α �� + β�� = (0,0,0)⟹ α �
1
1
1

� + β �
1

− 1
1

� = �
0
0
0

�  

                                                      ⟹ �

� + � = 0 … ..1
� − � = 0 … ..2
� + � = 0 … ..3

 ⟹ � = � = 0 

�إذن الشعاعین 
1
1
1

�و  �
1

− 1
1

�� الجملة   ���مستقلان خطیا و بما أنھا مولدة لـــ   �
1
1
1

�   ، �
1

− 1
1

��  

   ���تشكل أساس لـــ 

=(���)��� :  إذن یمكن أن نستنتج أن - �.  

=(�ℝ)���    : لیس غامر لان   � � ≠ ���(���)= � 

  :11التمرین 

  �ℝنحو  �ℝتطبیـــق خطــــي معرف من   fلدینا  

�                                    لدینا  = ℝ�      و   � = ℝ�  

              � = {�� = (�,�,�),�� =  (�,�,�), �� =   �ℝأساس قانوني لـ     {(�,�,�)

�(��)= − ��� + ���,    �(��)=  ���,    �(��)= − ��� + ���         و

��� یولدان الشعاعان   



 

 

 f(x,y,z)تعییـــن  -1

∀(�,�,�)∈ ℝ�: (�,�,�)= ��� + ��� + ��� 

                 ⟹  �(�,�,�)= �(��� + ��� + ���) 

                                           = ��(��)+ ��(��)+ ��(��) 

                                           = �(− ��� + ���)+ �( ���)+ ��(− ��� + ���) 

= �(− �(�,�,�)+ �(�,�,�))+ �� �(�,�,�)� + �(− �(�,�,�)+ �(�,�,�)) 

= ��(− �,�,�)+ (�,�,�)� + �� (�,�,�)� + ��(− �,�,�)+ (�,�,�)� 

= ��(− �,�,�)� + �� (�,�,�)� + ��(− �,�,�)� 

= �(− ��,�,��)� + � (�,��,�)� + �(− ��,�,��)� 

= (− �� − ��, ��, �� + ��) 

إذن: 
 � : ℝ�  →      ℝ�                                                                                 

(�,�,�)→ �(�,�,�)= (− �� − ��, �� ,�� + ��)
 

  �نواة  أساس تعـــــین -1

 ���� = { � ∈ �:   �(�)= ��}                                              
 

                              = {  (�,�,�)∈ ℝ�:   �(�,�,�)= (�,�,�)} 

                               = �(�,�,�)∈ ℝ� :  �
− �� − ��

��
  �� + ��

� = �
�
�
�

�� 

 

⟹ �
− �� − �� = � … … ..�

�� = � … ..… … ..�
�� + �� = � … ..�

⟹   
� = �

 � = − ��
  

 إذن

∀(�,�,�)∈ ℝ�/� = − ��,� = � ⟹ (�,�,�)= (− ��,�,�) 

                                                  ⟹ (�,�,�)= �(− �,�,�), � ∈ ℝ� 

����      و منھ = {�(− �,�,�),� ∈ ℝ} 

���� = {(− �,�,�)} 

 ����المجموعة ذات شعاع وحید غیر معدوم إذن ھي مستقلة خطیا و بما أنھا مولدة لــ 

−)〉 (الجملة   )���� تولد  〈(�,�,�

����    . ���� إذن الجملة تشكل أساس لــــ ≠   اینــــمتبلیس  �و منھ    (�,�,�)

=(����)��� :   یمكن أن نستنتج أن - �. 

   

  
  

  قاعدة:

���(�)=  ���(����)+ ���(���) 



 

 

���(ℝ�)= �,    ���(����)= � ⟹  ���(���)= �   

 غـــــامر یجب ان یكون :     �و لكي یكون 
���(�)= ���(���) 

 لدینا 

���(ℝ�)= � ≠  ���(���)= � 

  لیس غـــــامر �إذن 

   �أساس لصـــورة  تعییـــــــن -5

   ��� = {� ∈ � ; ∃� ∈ � :  � =  �(�)}         

 = {(��,��,��)∈ ℝ�,∃(�,�,�)∈ ℝ� ∶ (��,��,��)= �(�,�,�) }    
 

 = �∃(�,�,�)∈ ℝ� : �
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 = �∃(�,�)∈ ℝ� : �
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�� إذن  = �
− 2
0
2

�,     �� = �
0
3
0

��   و  � = �
− 4
0
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  ���تولد  �

=(���)���و بما أن    مرتبطة خطیا ��و   ��، ��إذن الأشعة  �
  .2المشكلة للأساس ھي أي عدد الأشعة 

��نلاحظ أن :  =   ���كأساس لــ  �� و��مرتبطة خطیا و بالتالي نأخذ  �� و��أي   ��2

��ھو  ���    و منھ أساس
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� ,�
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� �  

   رتبة�   =����(�)   

   ���: ھو عدد أشعة أساس   (�)����
  

=(�)����    : إذن ���(���)= � 
 
 
 
 
 
 

  بالتوفیــــــــــــــــــــــــق
  


