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  :النموذج الثنائي
   من الظواىر الدهمة الدصاحبة لدسائل البرلرة الخطية نموذج الثنائية و التي تعرؼ بتحويل نموذج البرلرة الخطية الأولي إلى نموذج 

الثنائية، و يختص ىذا الأخير بسهولة حلو عند حصوؿ أي تغير في معاملات و إتاحة الدتغيرات في النموذج الأولي بعد صياغتو 
 .و حلو، و تستخدـ ىذه الخاصية في تسهيل ظاىرة الحساسية لنموذج البرلرة الخطية

، من أىم فوائده (الثنائي/الدقابل )(Dual)عادة بنموذج آخر يطلق عليو النموذج الدرافق  (Primal) يقترف أي نموذج أصلي 
 .تسهيل إيجاد الحل الأمثل خصوصا عندما يصعب حل النموذج الأصلي

 : تعريف النموذج الثنائي- 1
يدثل نموذج تدنية التكاليف، و أف ىناؾ صفة  (ثنائيا)   تشير ىذه النظرية إلى أف لكل نموذج من نماذج التعظيم نموذجا مقابلا 

 .مشتركة ما بين النموذجين تتمثل في أف الحل الأمثل لأحدهما يعطي الحل الأمثل للنموذج الآخر
 : خطوات تشكيل النموذج الثنائي- 2

 :  يدكن تلخيص خطوات تحويل النموذج الأصلي إلى نموذج ثنائي بالشكل التالي
فإنو يتحوؿ إلى الوصوؿ إلى أدنى قيمة  Maxعندما يكوف النموذج الأصلي يعبر عن مشكلة الوصوؿ إلى أقصى قيمة  -

Min عند إعداد النموذج الثنائي، و العكس صحيح؛ 
 الدوارد الدتاحة و الدذكورة في الجانب الأيسر لقيود النموذج الأصلي تصبح معاملات دالة الذدؼ في النموذج الثنائي؛ -
 معاملات متغيرات دالة الذدؼ في النموذج الأصلي تصبح قيم الجانب الأيسر في النموذج الثنائي؛ -
وؿ أعمدة النموذج الأصلي إلى صفوؼ في النموذج الثنائي؛ -  تحح
 . (إضافة شرط عدـ سلبية الدتغيرات)كلا النموذجين متحرراف من مبدأ السلبية لكافة الدتغيرات  -

 :   إضافة إلى ذلك نقوـ بػػػػ
  ؛(و العكس ≥ تصبح ≤ )تحويل اتجاه الدتباينات من النموذج الأصلي إلى النموذج الدقابل  -
 (.y1…yn تصبح x1…xn)تغيير ترميز الدتغيرات من النموذج الأصلي إلى النموذج الدرافق  -

 .   و بناء على ذلك يصبح عدد متغيرات النموذج الثنائي مساويا لعدد قيود البرنامج الأولي
 :    و عليو تكوف الصيغ القانونية للنموذجين الأولي و الثنائي كما يلي

  Min W =b’y 

s/c    A’y ≥ C 

         y ≥ 0 

 

⇒ 

Max Z =C’x 

s/c    Ax ≤ b 

         x ≥ 0 
 : و للتوضيح أكثر سوؼ نأخذ الدثاؿ التالي
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 :ليكن نموذج البرلرة الخطية التالي: 01مثال 
Max Z = 100 x1+200 x2 +300 x3   

      Soumise aux contraintes                     
                                                       2x1+x2 +4x3  ≤ 1000  

               5x1+5x2+7x3 ≤ 1500 

                                                       8x1+9x2 +4x3  ≤ 2000  
             5x1+2x2+x3 ≤ 2500 

                                                                                     x1, x2, x3 ≥  0 

                                                         

 أنواع من الدنتجات، تعتمد الدؤسسة في إنتاج ىذه الدنتجات على 3 متغيرات و التي تمثل 3   نلاحظ أف النموذج يحتوي على 
 موارد متاحة، حيث أنها تسعى من خلاؿ ىذه العملية إلى تعظيم الأرباح الدترتبة عن بيع ىذه الدنتجات، في الدقابل سيسعى 4

مشتري ىذه الدنتجات إلى تدنية تكاليف شرائها مع تحفيز صاحب الدؤسسة على البيع، فتصبح دالة الذدؼ الخاصة بهذا 
 :الدشتري من نوع تدنية

Min W = 1000 y1+1500 y2 +2000 y3 +2500 y4  

 .أسعار الدواد الأولية (y1, y2 , y3 , y4)حيث تمثل 
   في الوقت نفسو ستقوـ الدؤسسة ببيع الدنتجات في حاؿ ما إذا كاف العائد المحقق من بيعها أكبر من العائد على الإنتاج، 

 :فتصاغ ىذه العملية كما يلي
2y1+5y2 +8y3+5y4  ≥ 100 

                                         y1+5y2 +9y3+2y4  ≥ 200 

                                           4y1+7y2 +4y3  +4y4  ≥ 300  

 :و عليو فإف النموذج الدرافق للنموذج الأولي أعلاه يكوف من الشكل
Min W = 1000 y1+1500 y2 +2000 y3 +2500 y4 

                                    Soumise aux contraintes                     
                                           2y1+5y2 +8y3+5y4  ≥ 100  

                                         y1+5y2 +9y3+2y4  ≥ 200 

                                           4y1+7y2 +4y3  +4y4  ≥ 300  

                                                                    y1, y2, y3 , y4 ≥  0 

 :   أما في حالة نماذج التدنية فيكوف برنامج الثنائية كما يلي
 النموذج الأولي النموذج الثنائي

 Min W = 100 y1+150 y2 +220 y3 

Soumise aux contraintes 

7y1+2y2 +3y3  ≤ 5 
6y1+4y2+9y3 ≤ 6 

y1, y2, y3 ≥  0 

 

Max Z = 5 x1+6 x2  

Soumise aux contraintes 

7x1+6x2 ≤ 100 
2x1+4x2 ≤ 150 

3x1+9x2  ≤ 220 
x1, x2 ≥  0 
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 : القواعد الأساسية لتشكيل النموذج الثنائي- 3

   نسعى من خلاؿ ىذه الدرحلة إلى التعرؼ على لرموعة من القواعد و التي تستخدـ عادة في تشكيل البرنامج الثنائي 
 .(القانونية)للنماذج الأصلية التي لا تكوف في صورتها النموذجية 

 :Max في نموذج ≤بإشارة  iظهور القيد : الحالة الأولى- 3-1
 .   لتوضيح ىذه الحالة، سوؼ نتناولذا في شكل مثاؿ

 :ليكن لدينا نموذج البرلرة الخطية التالي: 02مثال 
Max Z = 5 x1+4 x2 +9 x3 

Soumise aux contraintes 

2x1+3x2 +8x3 ≤ 100 
7x1+4x2 +3x3 ≥ 200 

x1, x2, x3 ≥  0 

أقل أو نلاحظ أف القيد الثاني لا يحقق شرط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه، لذا وجب تحويلو إلى متراجحة من الشكل    
 :، فيصبح(1-)بضرب طرفيها في القيمة تساوي 

-7x1-4x2 -3x3 ≤ - 200 

 :   و عليو يصبح النموذج الثنائي كالتالي
Min W = 100 y1-200 y′2  

Soumise aux contraintes 

2y1 - 7y′2  ≥ 5 
3y1 - 4y′2  ≥ 4 

8y1 - 3y′2  ≥ 9 

       y1≥0, y′2≥0, y3 ≥0 

   نلاحظ أف القيد الثاني و بعد تعديلو، لم يحافظ على إشارة بعض من معاملات النموذج الأصلي، و للمحافظة على 
  y2 = - y′2 :إشارات النموذج الأولي نضع

  
 :  فيصبح الشكل النهائي للنموذج الثنائي كما يلي

Min W = 100 y1+200 y2  

Soumise aux contraintes 

2y1 + 7y2  ≥ 5 
3y1 + 4y2  ≥ 4 

8y1 + 3y2  ≥ 9 

       y1≥0, y2≤0, y3 ≥0 
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 i يؤثر على المتغيرة رقم (Max) الأولي  في نموذج التعظيم≥بإشارة أكبر أو تساوي  i   و عليه فإن ظهور القيد رقم 
   .yi ) 0 ≥) في نموذج التدنية الثنائي أو تساوي الصفرلفتكون أق

 :Max في نموذج =بإشارة  iظهور القيد : الحالة الثانية- 3-2
 .   سنقوـ بتوضيح ىذه الحالة، في الدثاؿ أدناه

 :ليكن لدينا نموذج البرلرة الخطية التالي: 03مثال 
Max Z = 120 x1+240 x2  

Soumise aux contraintes 

2x1 + 6x2  ≤ 60 
3x1 + 4x2  = 50 

       x1≥0, x2≥0, x3 ≥0 

نلاحظ أف القيد الثاني لا يحقق شرط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه كونو مكتوبا في صورة معادلة، لذا وجب تحويلو إلى    
 :متراجحتين إحداهما أقل أو تساوي و الأخرى أكبر أو تساوي، فيصبح

3x1 + 4x2  ≤ 50 
3x1 + 4x2  ≥ 50 

   و بما أف الدتراجحة الثانية تحقق ىي الأخرى شرط الشكل النموذجي لنموذج التعظيم فيجب ىي الأخرى تعديلها و ذلك 
 :لتصبح من الشكل (1-)بضرب طرفيها في 

-3x1 - 4x2  ≤ -50 

 :   و بناء على ذلك يصبح الشكل النموذجي للنموذج الأولي كما يلي
Max Z = 120 x1+240 x2  

Soumise aux contraintes 

2x1 + 6x2  ≤ 60 

3x1 + 4x2  ≤ 50 

-3x1 - 4x2  ≤ -50 
       x1≥0, x2≥0, x3 ≥0 

 
 :   و عليو يدكن استنتاج النموذج الثنائي للنموذج أعلاه، فيكوف كما يلي
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Min W = 60 y1+50(y′2 - y″2) 

Soumise aux contraintes 

2y1+ 3(y′2 - y″2)≥ 120 

6y1+ 4(y′2 - y″2)≥ 240 

y1≥0, y′2 ≥0, y″2 ≥0 

 

 

 
 

⟺ 

 

Min W = 60 y1+50 y′2 -50 y″2 

Soumise aux contraintes 

2y1+ 3 y′2 -3 y″2≥ 120 

6y1+ 4 y′2 -4 y″2≥ 240 

y1≥0, y′2 ≥0, y″2 ≥0 

 
 متغيرات في حين أنو من الدفروض وجود متغيرتين فقط باعتبار أف النموذج 3   ما يلاحظ أف النموذج الدقابل يحتوي على 

 :الأصلي يحتوي على قيدين فقط، لذلك وجب علينا تعديل البرنامج الدرافق و ذلك بػوضع
y′2 - y″2= y2 

 :    فيصبح الشكل النهائي للنموذج الدرافق كما يلي
Min W = 60 y1+50 y2  

Soumise aux contraintes 

2y1+ 3y2≥ 120 

6y1+ 4y2≥ 240 

y1≥0, y2  R 

 :و وفقا لذلك قد تكوف
 y2 ˃0       إذا كانت:     y′2 ˃ y″2 
 y2 ˂0       إذا كانت:     y′2 ˂ y″2 
 y2 =0       إذا كانت:     y′2 = y″2 

 فتكون i يؤثر على المتغيرة رقم (Max) الأولي  في نموذج التعظيم)=(بإشارة تساوي  i   و عليه فإن ظهور القيد رقم 
   .(yi  R)غير محددة الإشارة في نموذج التدنية الثنائي 

: ( (xj Rغير محددة الإشارة jظهور متغيرة : الحالة الثالثة- 3-3
 .   لتوضيح ىذه الحالة، سنتناوؿ الدثاؿ أدناه

 :ليكن لدينا نموذج البرلرة الخطية التالي: 04مثال 
Max Z = 11 x1+ 32 x2  

Soumise aux contraintes 

2x1 + 5x2  ≤ 130 

4x1 + 3x2  ≤ 210 

7x1 +9x2  ≤ 90 

       x1 R, x2≥0, x3 ≥0 
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   ما يلاحظ من النموذج أعلاه أنو ليس في شكلو النموذجي باعتبار أف الدتغيرة الأولى غير لزددة الإشارة لذا وجب تعديلو، 
 :، ليصبح كما يلي(x2 = x′2 - x″2)بتعويض الدتغيرة الأولى بفرؽ متغيرتين

   
Max Z = 11 (x′1 - x″1)+ 32 x2  

Soumise aux contraintes 

2(x′1 - x″1) + 5x2  ≤ 130 

4(x′1 - x″1) + 3x2  ≤ 210 

7(x′1 - x″1) +9x2  ≤ 90 
       x′1≥0,  x″1≥0, x2≥0, x3 ≥0 

 

 
 
 

⟺ 
 

Max Z = 11 x′1 - 11x″1+ 32 x2  

Soumise aux contraintes 

2x′1 - 2x″1 + 5x2  ≤ 130 

4x′1 - 4x″1 + 3x2  ≤ 210 

7x′1 - 7x″1 +9x2  ≤ 90 
       x′1≥0,  x″1≥0, x2≥0, x3 ≥0 

 

 :و عليو يصبح شكل النموذج الثنائي للنموذج الأولي أعلاه كما يلي
Min W = 130 y1 + 210y2+ 90y3  

Soumise aux contraintes 

2y1 + 4y2 + 7y3  ≥ 11 

-2y1 – 4y2 – 7y3  ≥ -11 

5y1 + 3y2 +9y3  ≥ 32 
                                                y1≥0, y2≥0, y3 ≥0 

   سبق و أف تمت الإشارة إلى أف عدد متغيرات النموذج الأولي يجب أف تكوف مساوية لعدد قيود النموذج الدرافق، و ىذا ما 
، و ذلك بغية كتابة القيدين الأوؿ و الثاني في (1-)لا يحققو النموذج أعلاه، لذا وجب علينا تعديلو بضرب القيد الثاني في 

 :شكل مساواة، فيصبح الشكل النهائي للنموذج الثنائي كما يلي
Min W = 130 y1 + 210y2+ 90y3 

Soumise aux contraintes 

2y1 + 4y2 + 7y3  = 11 

5y1 + 3y2 +9y3  ≥ 32 
y1≥0, y2≥0, y3≥0 

 

 

 

⇒ 

Min W = 130 y1 + 210y2+ 90y3 

Soumise aux contraintes 

2y1 + 4y2 + 7y3  ≥ 11 

2y1 + 4y2 + 7y3  ≤ 11 
5y1 + 3y2 +9y3  ≥ 32 

y1≥0, y2≥0, y3≥0 

 
 j رقم القيديؤثر على ، (Max) الأولي  في نموذج التعظيم (yi  R) غير محددة الإشارةj   وعليه فإن ظهور المتغيرة رقم 

  .في نموذج التدنية الثنائي )=(بالإشارة  فيظهر

: ( (xj ≤ 0أقل أو تساوي jوجود متغيرة : الحالة الرابعة- 3-4
 .لتوضيح ىذه الحالة، سوؼ نتناولذا في شكل مثاؿ
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 :ليكن لدينا نموذج البرلرة الخطية التالي: 05مثال 

Max Z = 15 x1+ 13 x2 + 23 x3 

Soumise aux contraintes 

4x1+ 2 x2 + 8 x3 ≤ 210 

3x1 + 3x2 + 5 x3 ≤ 240 

6x1 +7x2 + 6 x3 ≤ 160 
                                                x1≤0, x2≥0, x3 ≥0 

   يلاحظ أف النموذج أعلاه غير مكتوب في شكلو النموذجي باعتبار أف الدتغيرة الأولى أقل أو تساوي الصفر،   و لذلك 
 :النموذجي كما يلي فيصبح الشكل x1 = - x′1: وجب تعديل النموذج بحيث نضع

Max Z = -15 x′1+ 13 x2 + 23 x3 

Soumise aux contraintes 

-4 x′1+ 2 x2 + 8 x3 ≤ 210 

-3 x′1 + 3x2 + 5 x3 ≤ 240 

-6 x′1 +7x2 + 6 x3 ≤ 160 
                                                x′1≥0, x2≥0, x3 ≥0 

 :   و بناء عليو يصبح شكل النموذج الثنائي كما يلي
Min W = 210 y1+ 240 y2 + 160 y3 

Soumise aux contraintes 

4y1 + 3y2 + 6y3  ≤ 15 

2y1 + 3y2 + 7y3  ≥ 13 

8y1 + 5y2 + 6y3  ≥ 23 

      y1≥0, y2≥0, y3 ≥0 

 

 
 
⇒ 

Min W = 210 y1+ 240 y2 + 160 y3 

Soumise aux contraintes 

-4y1 - 3y2 - 6y3  ≥ -15 

2y1 + 3y2 + 7y3  ≥ 13 

8y1 + 5y2 + 6y3  ≥ 23 

      y1≥0, y2≥0, y3 ≥0 

 
يؤثر على ، (Max) الأولي  في نموذج التعظيم(xj ≤ 0) بإشارة أقل أو تساوي الصفرj   وعليه فإن ظهور المتغيرة رقم 

  .في نموذج التدنية الثنائي )≤(أقل أو تساوي  بالإشارة فيظهر j رقم القيد
 


