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Partie 1.Limites et continuité des fonctions réelles : par le Prof Chala Adel

Chapitre 1

Limites et continuité des
fonctions réelles

1.1 Limite d�une fonction réelle

Dé�nition 1 On appelle une fonction réelle sur un ensemble E, tout application
de E dans R et on écrit :

f : E ! R;
x 7�! f(x):

Dé�nition 2 Domaine de dé�nition d�une fonction f c�est l�ensemble où la
fonction possède une image, et on le note par Df :

Proposition 3 Soit f : Df ! R; alors :
1)f est dite pare si pour tout x 2 Df ; on a (�x) 2 Df et f(�x) = f(x):
2) f est dite impaire si pour tout x 2 Df on a (�x) 2 Df et f(�x) = �f(x):
3) f est dite periodique de periode T si pour tout x 2 Df on a (x+ T ) 2 Df

et f(x+ T ) = f(x):

4) f est croissante si pour tout x; y 2 Df avec x < y; alors f(x) 6 f(y):
5) f est décroissante si pour tout x; y 2 Df avec x < y; alors f(x) > f(y):
6) f est constante si pour tout x 2 Df ; alors f(x) = a:

7) f est nulle si pour tout x 2 Df ; alors f(x) = 0:

8) f est majorée si existe M 2 R; et pour tout x 2 Df :alors f(x) 6M:
9) f est minorée si existe m 2 R; et pour tout x 2 Df alors f(x) > m:
10) f est bornée si existe K 2 R+; et pour tout x 2 Df alors jf(x)j 6 K:
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1.1.1 Limite d�une fonction réelle

Notation 4 On note par lim
x!x+0

f (x) ; et ( lim
x!x�0

f (x)) la limite à droite du point x0

d�une fonction f , (la limite à gauche du point x0 d�une fonction f) respectivement

Proposition 5 Soient f : Df ! R; et x0 2 Df . On dit que la fonction f admet

une limite au point x0 et on écrit lim
x!x0

f(x) = l si et seulement si lim
x!x�0

f(x) =

lim
x!x+0

f(x) = l:

Exemple 6 :Soit f(x) =
1

(x� 1)2
; donc lim

x!1+
1

(x� 1)2
= +1, lim

x!1�
1

(x� 1)2
=

+1; alors on peut dire que lim
x!1
f(x) = +1:

Remarque 7 Si lim
x!x�0

f(x) 6= lim
x!x+0

f(x); alors lim
x!x0

f(x) n�exist pas.

Exemple 8 Soit f(x) =
1

x
; donc lim

x!0+
1

x
= +1, lim

x!0�
1

x
= �1; alors lim

x!0
f(x)

n�exist pas.

1.1.2 Opérations sur les limites

Dé�nition 9 1) Soit lim
x!x0

f(x) = a et lim
x!a
g(x) = l alors lim

x!x0
(g � f) (x) =

l:( lim
x!x0

g � f = l est vrai ssi g est continue).

Dé�nition 10 Soient lim
x!x0

f(x) = l et lim
x!x0

g(x) = l0 alors :

1) lim
x!x0

�f(x) = �l , 8� 2 R:
2) lim [f(x) + g(x)] = l + l0:

3) lim
x!x0

[f(x):g(x)] = l:l0

4) lim
x!x0

[f(x)=g(x)] = l=l0 ,(l0 6= 0) :
5) lim

x!x0
fn(x) = l n , pour tout n 2 N.

Proposition 11 Soient f et g deux fonctions dé�nits sur R ou bien une partie
de R, avec f 6 g; alors
1) Si lim

x!x0
f(x) = l et lim

x!x0
g(x) = l : Alors l 6 l0:

2) Si lim
x!x0

f(x) = +1: Alors lim
x!x0

g(x) = +1:
3) Si lim

x!x0
g(x) = �1: Alors lim

x!x0
f(x) = �1:

4) lim
x!x0

f(x) = l , alors f est bornée au voisinage de x0:

5) lim
x!x0

f(x) = 0 et g bornée (au voisinage de x0 ) : Alors lim
x!x0

[f(x):g(x)] = 0:
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Exemple 12 :

f(x) =
(�1)x+1p

x
; alors

lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

(�1)x+1p
x

= lim
x!+1

�
(�1)x+1 1p

x

�
= 0;

car : g (x) = (�1)x+1 est borné et f (x) = 1p
x
tend vers 0 au voisinage de

+1:

Proposition 13 lim
x!x0

f(x) = l; alors lim
x!x0

jf(x)j = jlj :

Théorème 14 (d�encadrement) Soient f; g et h trois fonctions dé�nies au
voisinage de x0 telles que : f 6 h 6 g; si lim

x!x0
f(x) = lim

x!x0
g(x) = l; alors

lim
x!x0

h(x) = l:

Théorème 15 Soient f : I ! R et (xn)n une suite quelconque telle que :

lim
x!1

xn = x0; si lim
x!1

f(xn) = l si et seulement si lim
x!x0

f(x) = l

1.1.3 Prolongement par continuité

Dé�nition 16 Si f n�est pas dé�nie en point x0 mais lim
x!x0

f(x) = l (existe et �nie) ;

alors on peut dé�nir la fonction

~f (x) =

(
f(x) ,x 6= x0;
l ,x = x0:

On l�appelle le prolongement par continuité de f en x0 =2 Df :

Exemple 17 Soit f(x) =
1

ln(x) + 2
, avec Df = R+ n�est pas dé�nie en x0 = 0;

mais lim
x!0

1
ln(x)+2

= 0 (existe et �nie) ; alors on peut prolongé f sur R; telle que:

~f (x) =

8<:
1

ln(x) + 2
,x > 0;

0 ,x = 0:

Alors D ef = R:
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1.1.4 Régle de l�Hôpital

Forme indéterminer :

(+1)� (+1) (+1) + (�1) ;
0: (+1) 0: (�1) ;
�1
�1

0

0
:

Proposition 18 Soient f : I ! R et g : I ! R deux fonctions dérivables et

x0 2 I � �R 1, on a

lim
x!x0

f 0(x)

g0(x)
= l alors lim

x!x0

f(x)

g(x)
= l ; l 2 �R:

D�autre cas possibles Si : lim
x!x0

g(x) = lim
x!x0

f(x) = 0 ou lim
x!x0

g(x) = lim
x!x0

f(x) =

�1:

Exemple 19 :1) Pour la fonction h (x) =
exp(x)

x2
; alors lim

x!+1

exp(x)

x2
=
+1
+1 ;

on peut appliquer la formule d�Hôpital comme suite

lim
x!+1

exp(x)

x2
= lim

x!+1

exp(x)

2x
=
+1
+1 :

Alors en appliquant pour la deuxième fois

lim
x!+1

exp(x)

x2
= lim

x!+1

exp(x)

2
= +1:

2) Pour la fonction h (x) =
ln(x+ 1)

x
; alors

lim
x!0

ln(x+ 1)

x
=
0

0
:

Alors

lim
x!0

ln(x+ 1)

x
= lim

x!0

1

x+ 1
= 1:

1 �R = R [ f+1g [ f�1g = [�1;+1] :
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1.2 Fonctions continues

Dé�nition 20 Soit une fonction f : I ! R; alors on dit que :
f est continue en x0 2 I si lim

x!x0
f(x) = f(x0); c-à-d :

8" > 0;9� > 0;8x 2 I : jx� x0j < �) jf(x)� f(x0)j < ":

f est continue à droite en x0 2 I si lim
x!x+0

f(x) = f(x0), c-à-d :

8" > 0;9� > 0;8x 2 I : 0 6 x� x0 < �) jf(x)� f(x0)j < ":

f est continue à gauche en x0 2 I si lim
x!x�0

f(x) = f(x0), c-à-d :

8" > 0;9� > 0;8x 2 I : 0 6 x0 � x < �) jf(x)� f(x0)j < ":

Remarque 21 f est continue en x0si elle est continue à droite et continue à
gauche en x0; c-à-d :

lim
x!x�0

f(x) = lim
x!x+0

f(x) = f(x0):

Dé�nition 22 f est continue en toute point x0 2 I, alors f est continue sur I

Remarque 23 Les fonctions elémentaires comme [les polynômes; sin (x) ; ln (x) ; exp (x) :::]
sont continues sur leurs domaines de dé�nition.

Théorème 24 f est continue en x0 2 I si et seulement si

8 fxng de I converge vers x0; la suite f(xn) converge vers f(x0):

1.2.1 Opération sur les fonctions continues

Théorème 25 Soient f et g deux fonctions continue sur I alors : �f; f � g;
f � g; jf j et

�
f

g
; g 6= 0

�
sont des fonctions continue sur I.

Théorème 26 Soient f : I ! J et g : J ! R; alors f est continue sur I et g
est continue sur J alors g � f : I ! R est continue sur I:
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Chapitre 2

Fonctions dérivables

Dé�nition 27 Soit une fonction f : I ! R; alors on dit que :
1) f est dérivable en x0 si :

f 0 (x0) = lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0

= l 2 R:

2) f est dérivable à droite de x0 si :

f 0
�
x+0
�
= lim

x!x+0

f(x)� f(x0)
x� x0

= a 2 R:

3) f est dérivable à gauche de x0 si :

f 0
�
x�0
�
= lim

x!x�0

f(x)� f(x0)
x� x0

= b 2 R;

Théorème 28 On dit que la fonction f est dérivable en x si et seulement si

f est dérivable à droite et à gauche de x0, et (a = b) :

Remarque 29 f n�est pas dérivable en x0 si l�une des conditions est véri�ée :
1) f

0
(x+0 ); et f

0
(x�0 ) existent mais f

0
(x+0 ) 6= f

0
(x�0 ):

2) f
0
(x+0 ) ou f

0
(x�0 ) n�existe pas.

3) f
0
(x+0 ) = �1 ou f

0
(x�0 ) = �1:

Exemple 30 : Soit la fonction f de�nit par

f(x) =

(
ex; x � 0;

x ; x < 0:

6
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On remarque que ex est une fonction dérivable sur ]0; +1[, et x est une fonction
dérivable aussi sur ]�1; 0[ c-à-d f est dérivable sur R� f0g :
On étudier la derivabilité au point x0 = 0:

lim
x!0+

f(x)� f(x0)
x� x0

= lim
x!0+

ex � 1
x

=
0

0
= 1 (Hopital):

lim
x!0�

f(x)� f(x0)
x� x0

= lim
x!0�

(x)� 1
x� 1 = 1:

Comme f
0
(0�) = f

0
(0+); alors f est dérivable en 0; ainsi f est dérivable sur

R:

Exemple 31 Soit la fonction f de�nit par

f(x) =

(
sin(x) ; x > 0

cos(x) ; x < 0

On remarque que la fonction sinus est dérivable sur ]0; +1[, et cosinus est l�est
aussi sur ]�1; 0[ c-à-d f est dérivable sur R� f0g :
On étudier la derivabilité au point x0 = 0

lim
x!0+

f(x)� f(x0)
x� x0

= lim
x!0+

sin(x)

x
= 1:

lim
x!0�

f(x)� f(x0)
x� x0

= lim
x!0�

cos(x)� 1
x

=
0

0
= lim

x!0�
(� sin(x)) = 0:

Comme f
0
(0�) 6= f 0(0+); alors f n�est pas dérivable en 0: Ainsi f est dérivable

sur R� f0g :

Dé�nition 32 :Soit une fonction f : I ! R; f est dérivable en tout point x0de
I, alors f est dérivable sur I:

Proposition 33 Si f est une fonction dérivable en x0 2 I; alors f est continue
en ce pointe.

Exemple 34 :On considère la fonction suivante :

f(x) =

8<:
1

x� 1 ; x 6= 1;

0 ; x = 1:

Alors

lim
x!1

1

x� 1 =1 6= 0 = f(1):

Donc la fonction ainsi dé�nie f n�est pas continue en x = 1, alors f n�est pas

dérivable en x = 1



Partie 2. Fonctions Dérivables : par le Prof Chala Adel 8

2.1 Opérations sur les fonctions dérivable.

Proposition 35 Soient f et g deux fonctions dérivables en x0; alors les fonc-
tions suivantes sont dérivables en x0 : avec

1) (�f)
0
= �f

0
:

2) (f:g)0 = f
0
:g + f:g

0
:

3)
�
f

g

�0

=
f
0
:g � f:g0

g2
:

Proposition 36 Soient f : I ! I
0
et g : I

0 ! R; f est dérivable en x0; g est
dérivable en y0 = f (x0). Alors (g � f ) est dérivable en x0; avec

(gof)0 (x0) = f
0 (x0) g

0 (f (x0)) :

Proposition 37 Soit une fonction f : I ! R; on suppose : f est strictement
monotone; f est continue; et f est dérivable en x0: Alors f�1 est dérivable en

y0 = f (x0) avec �
f�1

�0
(y0) =

1

(f)0 (x0)
:

2.1.1 Dérivée des fonctions usuelles.

� La dérivé d�une fonction puissance ;

(xn)
0
= nxn�1:

� La dérivée d�une fonction inverse�
1

x

�0

= � 1
x2
:

� La dérivée d�une fonction Logarithmique

(lnx)
0
=
1

x
; x > 0:

� La dérivée d�une fonction racine�p
x
�0
=

1

2
p
x
; x > 0:

� La dérivée d�une fonction exponentielle

[exp(x)]
0
= exp(x):
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� La dérivée d�une fonction cosinus

[cos(x)]
0
= � sin(x):

� La dérivée d�une fonction sinus

[sin(x)]
0
= cos(x):

� La dérivée d�une fonction tangente

[tan(x)]
0
=

1

cos2(x)
= 1 + tan2(x):

2.2 Théorème de Rolle et des accroissements

�nis

Théorème 38 (de Rolle) Soit une fonction f : [a; b]! R, on suppose que f
est continue sur [a; b] ; f est dérivable sur ]a; b[ ; avec f (a) = f (b): Alors il exist

c 2 ]a; b[ ; telle que f (c) = 0:

Exemple 39 :On considère la fonction suivante f(x) = x2+3x; il est clair que
sa domaine de dé�nition c�est Df = R.
1) On suppose que [a; b] = [�2;�1] ; on peut appliquer le théorème de Rolle

car : f est continue sur [a; b] = [�2;�1] ; f est dérivable sur ]a; b[ = ]�2;�1[ ;
avec f (�2) = f (1) = �2; alors il exist c 2 ]�2;�1[ ; telle que f (c) = 0:
2) Mais par contre si on suppose [a; b] = [�2; 2] ;on ne peut pas appliquer le

théorème de Rolle car :f(�2) = �2 6= f(2) = 10:

Théorème 40 (des accroissements �nis) :Soit une fonction f : [a; b]! R,
On suppose que f est continue sur [a; b] ; f est dérivable sur ]a; b[ : Alors il existe

c 2 ]a; b[ tellque
f (b)� f (a) = (b� a) f 0 (c) :

Exemple 41 On suppose que f(x) = exp(x) + x et de plus ,Df = R. avec
[a; b] = [0; 1] ;on peut appliquer le théorem des accroissements �nis. En e¤et f

est continue sur [a; b] = [0; 1] ; f est dérivable sur ]a; b[ = ]0; 1[ : Alors il existe

c 2 ]0; 1[ tellque
f (1)� f (0) = (1� 0) f 0 (c) :

Alors

f 0 (c) = exp (1) :
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Exemple 42 On considère la fonction suivante f(x) = ln(x), Df = R�+, soit
[a; b] = [�1; 1] ;on ne peut pas appliquer le théorem des accroissements �nis car

f n�est pas continue sur [�1; 1].
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