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Exercice 1 (Equations différentielles a variables séparables)
Résoudre les équations différentielles suivantes :

) (z+1)y+y=0

Ty
1 —

2) v+ 5 =0 wvérifiant y (0) =1

Exercice 2 (Equations différentielles linéaires du 1er ordre)
Résoudre les équations différentielles suivantes:
)y +oy=u

2)y’—g:1nx
x

Exercice 3 (Equations différentielles linéaires du 2éme ordre a
coefficients constants)

Résoudre les équations différentielles suivantes:

Dy =3y +2y=0

2) y" 4+ 2y + 5y =0 wérifiant y(0) =0 et y'(0) =1
3) Y =2y +y=(2"+1)e

)y —y +y=22%""

5)y" —y=—6cosz+2sinz



Solution : 1

Rappel :

Les équations différentielles a variables séparables s’écrivent
sous la forme :

y' = f(z)g(y)

ot f: I — Retg:J— R sont deux fonctions continues.

) (x+1)y +y=0....(F)
Remarque : y =0 est une solution de (E)

sty #0:
(x+1)y'+y:0<:>y':—Ly
d 1 d x+11
e Y y o= Lo _ dzx
dx r+1 Y r+1
d’ou
d 1 1
— =— dr = lnly| = —In|lz+1/+C =1n +C,
Yy r+1 |z + 1
CeR .
vl |:c+1|e Y “ T+l Y1 €
Puisque y = 0 est solution de (E) alors :
= KeR
Y T 1
Ty
2)y =0..... G
Jy 4 = 0...(0)
Remarque : y =0 est une solution de (GQ)
siy#0 :
/ (Ey / T
=0y =—
y+1d_x2 ) dl_xzy
Y € Y Z
= = =- = 2 = d
dx 1— 227 Y 1— 2™
/_y: S de = Inly|==-In|l —2?|+C, CeR
Yy 1—2a2 2

= |yl = /[1 — 22’ = y = £ /|1 — 22
=y =ky/|l—22, keR*

Puisque y = 0 est solution de (G) alors :

y=K\/|1—2?, KeR

On cherche la solution qui vérifie la condition y(0) = 1.
y(0) =1 = K =1

d’ot y= /|1 —a?|



Solution : 2
Rappel :
Les équations différentielles linéaires du 1er ordre s’écrivent
sous la forme :
Y +a(x)y = b(z)

ova:l — Retb: I — R sont deux fonctions continues.

)y +zy=ua...(F)

La solution générale de (E) : yc =y, +y

ou y, est une solution particuliére de (E)

et y est la solution générale de l’équation sans second membre
(Eo) :y +a2y=0

On remarque que y, = 1 est une solution particuliére de (E).

On cherche maintenant la solution générale de I’équation sans second
membre

(Eo) -y +xy = 0 c’est une équation différentielle & variables sé-
parables

On remarque que y = 0 est solution de (Ep).

Siy#0:

vV +ary=0<=1y =—xy
dy

= - =y &= — = —xdr
dx

d’ou

dy 2

—~=—[zdr = Inly|=——+C, CeR
Yy

922
—y=ke z, keR*
Puisque y = 0 est solution de (Ey) alors
a:2
y=Ke 2, KeR
Par conséquent la solution générale de (E) est donnée par :

22

yo=Yp+y=1+Ke 2, KeclkR




2)y — % =Inx..(F)

La solution générale de (F) : yo =y, +y

ou y, est une solution particuliére de (F)

et y est la solution générale de [’équation sans second membre

oY

(Fo) 1y — =0

La solution particuliére y, de (F') n’étant pas évidente, on cherche
tout d’abord la solution générale de l’équation sans second membre

(Fp) =y — % =0 c’est une équation différentielle a variables sépara-
bles

On remarque que y = 0 est solution de (Fy).
Siy#0:

y’—g:O<:>y’:y
x x
dy _y  dy_dv
de x Y x

Yo
/y —x:>1n|y| Injz|+C, CeR

= |yl = |37!€ — y=+ec=y=kr, kR
Puisque y = 0 est solution de (Fy) alors :
y=Kz, KeR

Pour trouver la solution particuliére, on applique la méthode de
variation de la constante (MVC). Cette méthode consiste & rem-
placer la constante K par une fonction K(x).

On pose y=K(x)z

alors y = K'(z)x + K(x)

On remplace y ety dans l'équation (F') pour obtenir K'(x) :

K 1

K'(z)x + K(z (x) :lnx:>K’(x):ﬂ

1
/ ﬂdw

x
1
On pose U =Inx = dU = d

2 2
/Eim—/bﬂhf] C:UMg+C,CeR

2

d'oty = ()x— z+Cx

2




Solution : 3

Rappel :

Les équations différentielles linéaires du 2éme ordre a co-
efficients constants s’écrivent sous la forme :

' +ay +by = f(x)..... (E)

ot a,beR et f: I — R est une fonction continue.

La solution générale de (E) s’écrit sous la forme : y =y, + yo

ot Yy, est une solution particuliere de (E) et yo est la solution
générale de l’équation sans second membre (Ey).

y" +ay +by =0....(Ey) est l’équation sans second membre.

r?+ar+b=0...(E.) estl'équation caractéristique.

- S5i A >0, on a deux racines réelles r1 et ro, dans ce cas la solution
de (Ey) s’écrit sous la forme :

Yo = Che™* + CgeTQI, 01, Cy € R.

- Si A =0, on a une racine double r, dans ce cas la solution de (Eqy)
s’écrit sous la forme :
Yo = Cle”” -+ C'ga:em, Cl, 02 e R.

- 81 A <0, on a deur racines complezes et conjuguées r = o £ i,
dans ce cas la solution de (Ey) s’écrit sous la forme :

yo = e (Cy cos(Bx) + Cysin(fr)), C1,Cy € R.

Résolution de l’équation avec second membre :

y'+ay +by = f(x)...(E)

On cherche la solution générale de (E) en utilisant la méthode de
variation des constantes. Cette méthode consiste o remplacer les con-
stantes Cy et Cy par des fonctions Cy(x) et Co(x).

Soit  yo = Ci(x)y1 + Co(x)y2  la solution générale de (Ey)

On pose y = Cy(2)y1 + Ca(7)y2

Pour trouver Cy(z) et Cy(x), on résoud le systéme suivant :



Dy =3y +2y=0
L’équation caractéristique : 7> — 3r +2 =0
A=1=ri=1letry=2

donc yp = Cre® + Cre**,  C,Cy € R.

2) y" + 2y + 5y =0 wérifiant y(0) =0 ety (0) =1

L’équation caractéristique : > +2r +5 =0
A=-16=162=r=—-1+2i

donc yo = e * (Cy cos(2x) + Cysin(2z)), Cp,Cy € R.

On cherche la solution particuliére qui vérifie y(0) =0 et y'(0) =1
y(0) =0 < Cy =0

donc yo = Cae™"sin(2z) = yy = —Cae " sin(2z) + 2Ce ™" cos(22)

1
y’(O):1<:>C'2:§

1
d’ot yg = 56*‘” sin(2z)

)y -2 +y= (2 +1)e*....(E)

On commence par résoudre l’équation sans second membre
!

y' =2y +y=0... (Eo)

L’équation caractéristique : > —2r +1 =0

A=0=r=1: racine double

donc yg = Cre” + Coxe®, (1,03 €R

On cherche maintenant la solution générale de (E) en utilisant la
méthode de variation des constantes. Cette méthode consiste a remplacer
les constantes Cy et Cy par des fonctions Cy(z) et Co(x).

On pose y = Cy(x)e” + Cy(x)ze® = C1(z)yr + C2()yo

ot Yy =e€e* et Yy, = xe”

Pour trouver C1(x) et Cy(x), on résoud le systéeme suivant :

{Ci(x)y1+0§(:v)yz = 0
Ci(@)y + Cy(z)yy = f(w)

(2)e” + Ch(x)(x + 1)e® = (22 +1)e”

Ci(z) + Ci(z)x - 0
<:>{ Cl{z) + Ch(z)(x+1) = 22+1
Ci(z) = —Chy(x)z Cilx) = —a®—a
={dm 220 =180 - &



Cl(l') = —x— — -T_ + K1
34 2
x
CQ(IE) = g + x4+ Kg
zt 2? 3
donc y = Cy(z)e"+Cq(x)ze” = (—Z—5+K1)ex+(§+m+Kg)xex
4 2

d'ou y= (E + % + Ky + Kox)e® est la solution générale de (F).

4y —y +y=2x%"..(F)
On commence par résoudre l’équation sans second membre
v —y +y=0...(F)
L’équation caractéristique : 7 —r +1 = 0...(F.)
1443
2

A=-3=3%2=r=

1
donc yg = e2” (01 cos(‘/Tgx) + Cy sin(‘?m)) , (01,0 e R.

On cherche maintenant une solution particuliére de (F') en utilisant

la deuzieme méthode :
le second membre de l’équation (F') s’écrit sous la forme
f(x) = 222%™ = Py(x)e?®
avec A= —1 et Py(x) = 2% polynéme de degré 2.

A = —1 nlest pas racine de l’équation caractéristique (F.), donc la

solution particuliére de l’équation (F') s’écrit sous la forme
Yp = Qao(x)e’ = (az® + bx + c)e™®
On calcule y,, et y, :
y, = —(ax*+br+c)e ™ + (2ax+b)e ™ = (—ar’+ (2a—b)z+b—c)e™™
"= —(—az® + (2a — b)x + b — c)e™™ + (—2ax + 2a — b)e™”
= (ax® + (—4a + b)x + 2a — 2b + c)e™®
On remplace y, et y, dans I'équation (F'), on obtient
(ax®+ (—4a+b)x +2a —2b+c)e™® — (—az*+ (2a —b)xr +b—c)e ® +
(ax? 4+ bx + c)e™* = 2x%e™"
<= 3ax? + (—6a + 3b)x + 2a — 3b + 3¢ = 22*

Par identification on trouve

3a = 2 a = 2/3
—6a + 3b = 0 << b = 4/3
20 —3b+3c = 0 c = 8/9



2 4 8
donc 1y, = (§x2 + x4 —)e

3 9
d’ou la solution générale de (F') est
Y=1Yp + Yo
2., 4 8. 1 V3 . 3
y = (gx + 3% + §)e T+ e2 <C’1 cos(5x) + Co sm(Tx)) )
Cl, CQ eR

5) y" —y=—6cosz + 2sinz.....(G)
On commence par résoudre l’équation sans second membre
y'—y=0.... (Go)

L’équation caractéristique : 2 — 1 = 0...(G,)

—=rl=1l=r=1r=-1

donc yg = Che® + Coe™™, (1,0 € R.

On cherche maintenant une solution particuliére de (G) en utilisant
la deuziéeme méthode :

le second membre de ’équation (G) s’écrit sous la forme

f(z) = e[ Py(z) cos(yz) + Qo(z) sin(yx)] = —6 cosx + 2sinz

avec A =0,v=1, Py(z) = -6 et Qo(x) =2 polynomes de degré
0.

M vi =i nlest pas racine de l'équation caractéristique (G.), donc
la solution particuliére de l’équation (G) s’écrit sous la forme

Yy, = e [Up(x) cos(yx) + Vo(x) sin(yx)] = Acos(z) + Bsin(x)

On calcule y,, et y, :

Yy, = —Asinz + Bcosx

y, = —Acosz — Bsinx
On remplace y, et y, dans l'équation (G), on obtient
—Acosz — Bsinx — Acosx — Bsinz = —6cosx + 2sinx

= —2Acosx — 2Bsinx = —6cosx + 2sinx
Par identification on trouve

24 = 6 _ [A =3
—2B = 2 B = -1

donc vy, = 3cos(x) — sin(x)
d’ot la solution générale de (G) est

Y=Yy, + Yo = 3cos(x) —sin(x) + C1e* + Che™™®, 1,0y € R.



