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Exercise 1

On considere les matrices suivantes : A = ( 1 2 3 ) ,

2 1 -1 1 3
B=| ! ,C=|-3 0]|,D= 205 ,E=]1 -1 -4 0
-2 L 5 0

Quels sont les produits matriciels possibles? Quelles sont les matrices carrées et les matrices
symétriques ?

Exercise 2

Calculer lorsqu’ils sont définis les produits AB et BA dans chacun des cas suivants :

0 2 1
10 0 0 2 01
1. A— ., B= 2. A= 1 1 0 ,Bz(_
<OO> <01> -1 -2 -1 Lz
1 2

-1 1 0 1

3.A=[1 1 ,B:( )

0 3 2 1 00

Exercise 3

1. Calculer, quand c’est possible, les sommes B et les produitsAB :

2 1 4
(111 B (-1 -1 5 B
(a)A_(1 h _1),3_ ?1) g . (b)A_(2 ) _1),3_ —3
1
1 1 5 0 2 -1 1 -1 1
(C)A:<2 9 _1>,B:(4 -3 1). (d)A:/—Q 0 1\,B: -1 -2 -1
\—1 —1 1} -1 1 0

Exercise 4

Soit @ € R et A la matrice suivante A =

QO
— Q O
S =

1. Calculer le déterminant de A et déterminer pour quelles valeurs de a la matrice est
inversible.

2. Calculer A~! lorsque A est inversible.



Exercise 5 1 -3 6 100
On donne les matrices suivantes : A=16 -8 12| etlI=10 1 0
3 -3 4 0 01

1. Calculer A2 et montrer qu’il existe deux réels a et b que I'on déterminera, tels que :
A* = aA +bl.

2. En déduire que A est inversible et, sans effectuer le calcul direct d’inversion de matrice,
déterminer A~! en fonction de A et de I.

Exercise 6 —1 0 0
Soit : A= -1 -1 1
1 0 —1

1. Déterminer la matrice B telle que A = B — I3 et vérifiez que B3 = 0.
Les questions suivantes sont indépendantes.

2. Pour tout n € R, calculer A en utilisant la formule du binome de Newton.

3. Déduire de la question 1. que A est inversible et déterminer A~!.

Exercise 7

1. Résoudre de quatre manieres différentes le systeme suivant (par substitution, par la méthode du pivot de
Gauss, en inversant la matrice des coefficients, par la formule de Cramer) :

2x + y = 1
3x + Ty = -2
2. Choisir la méthode qui vous parait la plus rapide pour résoudre, selon les valeurs de a, les systemes
suivants :
ax + vy =2 (a+1)x + (a—1)y = 1
(@+1)x + 2ay = 1 (a—1)x + (a+1l)y = 1
Exercise 8
1 2 1
1. Soit (z,9,2) € R® et C = r y—1 =z

y+z x+z x+y

Déterminer, en fonction de z, y et z, 'ensemble dans lequel det(C) = 0,

4 2a 2a*
2. Soient a, betceRet M= 2 b b
4 2¢ 22

Calculer det(M). A quelles conditions sur a,b et ¢, M est inversible ?



Exercise 9

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice par rapport a la base canonique (g, e, e3) est

15 —-11 5
A=| 20 —15 8
8 -7 6

Montrer que les vecteurs
e\ =2e1+3er+e3, ¢ =23e;+4e+es, eg =e; +2e+2e3

forment une base de R? et calculer la matrice de f par rapport a cette base.



Correction exercice 1.

On peut effectuer les produits AC, AE, BA,CB,CD,DB, DD, EC, EE. Seules les matrices

D et E sont carrées, et seule la matrice D est symétrique.

Correction exercice 2.

1.

Puisque A et B sont deux matrices carrées de méme ordre, les deux produits AB et BA
sont possibles. On trouve :

00 0 0
(30 mae(00)

En particulier, AB = BA = 0 alors que ni A ni B ne sont nuls.

Le produit AB n’est pas défini car A a trois colonnes et B deux lignes. Pour BA, on

trouve
-1 2 1
BA = < -1 -5 -3 ) ’

Le produit BA n’est pas défini. En revanche, on a

33 01
AB=[1 2 0 1
6 3 00

Correction exercice 3.

(@) On ne peut calculet + B, et le produitAB vaut AB = (Z _42>.

(b) On ne peut calculed + B, et le produitAB vaut AB = (111) .

(c) On ne peut calculer Ml + B, ni AB (le nombre de colonnes dé n'est pas égal au
nombre de lignes d&).

1 1 0 -1 -5 =2
(d) OncalculeA+B=|-3 -2 0|etAB=|-3 3 —-2].

-2 0 1 -1 4 0



Correction exercice 4.

Soit @ € R et A la matrice suivante

1 0 a

A=10 a 1

a 1 0

1. Calculons le déterminant de A et déterminons pour quelles valeurs de a la matrice est
inversible.
1 0 a
detA=1[0 a 1]=1" 1+a0 “N= 1 ad
10 a 1

a 1 0

La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, ¢’est-a-dire si
et seulement si 1 + a® # 0, ce qui équivaut a a # —1 car a € R.

2. Calculons A~! lorsque A est inversible, ¢’est-a-dire a # —1. Pour cela nous allons déterminer
la comatrice A de A. On a
—1 a —a?
A= a —a* -1
—a?> -1 o«

on remarque que A ="4 et on a bien A4 ='AA = (-1 — a®)I5 d’on

Y

—1 a —a?
1 ~ 1
AilZﬁA: 1 3 a —CL2 —1
(=1 —a?) T\ = -1«
Correction exercice 5.
1. Calcul de A? :
1 =3 6 1 -3 6 1-18418 —3+24—-18 6-—-36+24
A’2=16 -8 12 6 —8 12| =|6—-—48+36 —18+64—36 36— 96+ 48
3 =3 4 3 -3 4 3—18+12 —9+24—-12 18—-36+16
1 3 -6
=1-6 10 -—12
-3 3 =2

Cherchons des réels a et b tels que A? = aA + bl. Cela revient a identifier :

1 3 —6 a —3a 6a b 00
A2=| -6 10 —12| =aA+bl=|6a —8a 12|+ |0 b 0
-3 3 =2 3a —3a 4da 00 b

a+b —3a 6a
= 6a —8a+b 12a
3a —3a 4da + b

L’identification des termes autres que la diagonale conduit a : a = —1
Par ailleurs, I'identification des termes de la diagonale conduit a : b = 2
On a donc mis en évidence la relation :

A2 = —A+2I.



2. A partir de cette relation, on déduit :
A= A2l s AP+ A=21s (A2+A) =1.
Dans cette expression, on peut factoriser par A, a droite ou & gauche :
1 1

On a donc démontré que la matrice A est inversible et que :

Al = %(A + I).
Correction exer_cice 6. 1 0 0
Soit A= -1 -1 1
1 0 -1 00 0
(1) A=B—I3=B=A+1I3;doncB=| -1 0 1
On obtient B2=[ 1 0 0 | et B3 =0.
(2) 00O
VneN, A" = (B—1I3)"
_ % Ok Bk . (_1)n—k]n—k car B et I3 commutent
k;O n 3
= Soh-1tB
_ 223 Ck(—1)nF . Bk car Vk > 3, B" =0

k=0
= C)(— 1) I+ Ch(=1)" - B+ Ci(—1)" 2 B?
n— n—2n(n—1
(—1)" - I3+ (=1)"'n- B! 4 (—1)n-2ne ). g2
= (=1)"- (I3 — nB + ™21 . p?)

10 0
—n 0 1

(3) B=A+= B® = (A+ )3
= A3+ 342+ 3A+1; car A et I3 commutent.

Or B3 =0 donc: A% +3A4%2 +3A+ I3 = 0.

Ainsi: —A3 — 342 —3A = I5.

Donc (—A2 —3A — 3]3) A=A (—A2 — 3A — 3]3) = [3.

Donc A est inversible et:
-1 0 0

Al =—-A%2 34— 3AI; = 0 —1 —1

-1 0 -1



Correction exercice 8.

1 2 1
(1) Soit (z,y,2) e R3 et C = r y—1 =z
y+z r+z r+y

On remarque que C est L-magique.
1 2 1

‘C‘: T y—l zZ ,L1:L1+L2+L3.
y+z r+z x+y

r4+y+z+1 z4+y+z+1 z+y+2+1|Cy«— Cy—C;

‘C‘: x y—l z Cg(—Cg—Ol
y+z T+ =z r+y
r+y+z+1 0 0
IC| = T y—r—1 z—ux
y+z r—y x—Zz

y—x—1 z—=x

Cl=@+y+z+1) rT—y T—Zz

Cl=(z+y+z41) (=2 Y71

T —y 1

Cl=(-1)-(z4+y+z+1)(z—2).

v v r+y+2+1=0
3
detC =0 < ;Z €{ z S A }

Correction exercice 7.

1. (a) Par substitution. La premiere équation s’écrit aussi y = 1 — 2x. On remplace maintenant y dans la
deuxieme équation

9
x+Ty=-2 = +7(1-2x)=-2 = 1lx=9 = =17

Onendéduity:y=1-2x=1— 2% = —%. La solution de ce systeme est donc le couple (19—1, — %)
N’oubliez pas de vérifier que votre solution fonctionne !
(b) Par le pivot de Gauss. On garde la ligne L et on remplace la ligne L, par 2L, —3L; :

2x + y 1<:>2x+y
3x + Ty -2 11y

1
-7



2.

On obtient un systeme triangulaire : on en déduit y = — % et alors la premiere ligne permet d’ obtenir

-9
X=q{-

(c) Par les matrices. En terme matriciel le systeme s’écrit

2 1 X 1
AX =Y avecA—<3 7> X—<y> Y—<_2>

On trouve la solution du systéme en inversant la matrice :
xX=A"v.

L’inverse d’une matrice 2 x 2 se calcule ainsi

.. _f(a b n 1 d —-b
51A—<C d> alors A _adbc<c a>

b
d

1 (7 1 | 1 /9
b _ a1 _ 1
A “11(—3 2> ot X=A4A <—2> 11<—7>

(d) Par les formules de Cramer. Les formules de Cramer pour un systeme de deux équations sont les
suivantes si le déterminant vérifie ad —bc # 0 :

11 faut bien stir que le déterminant detA = ’i ‘ = ad — bc soit différent de 0.

Ici on trouve

e b' a e
{ax+by:e:>x_fd ot y:Cf
cx + dy = f a b a b
c d ‘ c d ’
Ce qui donne ici :
‘1 W ‘2 1‘
-2 7 9 3 =2 7
X=—F—-F=-— et y=—-—=——
2 1 11 2 1 11
H ;]
(a) Avant tout on regarde s’il existe une solution unique, c’est le cas si et seulement si le déterminant
. . . . a 1 5 . .
est non nul. Pour le premier systeéme le déterminant est 241 22"~ 1 donc il y a une unique

solution si et seulement si a # +£1.

Bien siir toutes les méthodes conduisent au méme résultat ! Par exemple par substitution, en écrivant
la premiere ligne y = 2 — ax, la deuxieme ligne devient (a? + 1)x +2a(2 — ax) = 1. On en déduit

que si a # +1 alors x = ig‘:} puis y = %
4

. . A . N . x 4+ y = 2

Traitons maintenant les cas particuliers. Si a = 1 alors le systeme devient :
2x + 2y =1
Mais on ne peut avoir en méme temps x+y=2etx+y = % Donc il n’y a pas de solution.
. . : — = 2 . .

Sia = —1 alors le systeme devient : { 2;; i_ Zyy _ etil n’y a pas de solution.



a+1 a-1
a—1 a+1
Si a # 0 alors on trouve la solution unique (x,y). Par exemple avec la formule de Cramer

(b) Ici le déterminant est

‘:(a+1)2—(a—1)2:4a.

1 a—1 a+l 1
B L S N ) B I B
T4 T 2T 4 T 2a

Sia=0iln’y a pas de solution.

Correction exercice 9.

Notons I’ancienne base % = (e;,e2,e3) et ce qui sera la nouvelle base &' = (€],€5,¢}). Soit P la matrice
de passage qui contient -en colonnes- les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base %’ exprimés dans
I’ancienne base %

P:

—_— W N
—_ B~ W

1
2
2

On vérifie que P est inversible (on va méme calculer son inverse) donc %’ est bien une base. De plus

-6 5 =2 1 00
Pl=14 -3 1 etoncalcule B=P'AP=1[0 2 0
1 -1 1 0 0 3

B est la matrice de f dans la base %'.



