République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE MOHAMED KHIDER, BISKRA
FACULTE des SCIENCES EXACTES et des SCIENCES de la NATURE et de la VIE

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Cours de géomeétrie

REZKI BRAHIM

AVRIL 2021



Table des matieéeres

Table des matires 1
Liste des figures 5
Introduction 1
1 Courbes paramétrées 3
1.1 Préliminaires . . . . . . . e 3

1.2 Définitions . . . . . . .. e e 4
1.2.1 Exemples .. . . . . . e 5

1.3 Equation caracteristique . . . . . . . . .. L e e e 8
1.3.1 Exemples .. . . . . . . . 8

1.4 Typesdescourbes.. . . . . . . . . . . . . e 9
1.4.1 Courbesimple .. . . . . . . . . . . e 9

1.42 Courbefermée. . . . . . . . . . . 10

1.5 Courbes réguliéres et espace tangent . . . . . . .. ... ... ... .. 10
1.5.1 Régles de calcul des dérivées (rappel ) . . . . .. .. .. ... ... 10

1.5.2 Courbes réguliéres . . . . . . . . ... . 11

1.5.3 Vecteurstangents .. . . . . . . . . .. e e e 11

1.5.4 Intersection et angle entre deuxcourbes .. . .. ... .. ... .. 12

1.6 Longueurd'unecourbe .. . . . .. . .. ... 13



ADSCISSE CUNVIlIBNE oo
REPEre de Frenet ..ocooeiieie i
Formules de Frenet......ccccoviiiiiiiii

(@1 1015 oT=Io -1 o U] o T o1 - o N

2 Surfaces paramétrées
SUrface de FEVOIULION ...ccoiiiiiie e e
Courbes SUr UNE SUMACE ......ciiiiiiiiii e e
Surfaces réguliére et vecteurs tangeNts ........cccccvuuiuminiiiiiiii s

TENSEUIS MELIIQUES iveviiieieeee e e e e ettt e e e e e e e e s et e e e e e e e e s s st eaeeeeeassannranenaeeeeesaans

3 Intégrale curviligne
Intégrale curviligne d’'un champs de VECTEUIS ....cooiieieiiiiiiiiiiiii e,
Cas des champs de vecteurs dérivant d’un potentiel ............ccooeeeeeineenen,
Formes différentielles de degré 1 .......ccccoooiiiiiiiiiiininin e
Propriété de I'intégrale curviligne ........coooviiiiiiiii e

Aire d’un domaing dU Plan e

4 Geéométrie affine
ESPACES AffiNES et e
By NI L it
Varietées affines ..o
Applications affines.........ooo
Définitions et proprietées .......cccceeeeeiiie i
REPEIES e
Formule d’une application affine ...,
Transformations affines........coooooiiii i,
POINES FIXES coiiiiiiiiiiii

Projection affine........ooiii
Table des matires

20

22

22

23

25

28

28

30

30

33

33

35




Bibliographie

Translation et homotetie affines



Table des figures

UNE NBIICE ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e 6
Tangente @ une courbe ParamMEetree .....cccoeeeeeeeee e 12
YU = oI o= =Y 0 1= T 21
Exemples de SUMACes ......coovviiiiiiiiie e 22



Introduction

La géométrie est la branche des mathématiques qui étudie les formes et les figures dans I'es-
pace, leurs relations entre elles et leurs propriétés. Parmi les sous branches de la géomeétrie,
| ya la géométrie analytique ayant recours avec le calcul algébrique et analytique; elle fa-
cilite I’étude des propriétés géométriques des courbes et des surfaces et leur représentation
géométrique, il ya aussi la géométrie différentielle qui étude les proprités locales ( au voisi-
nage d’'un point ) et essentiels des courbes et des surfaces, et il ya aussi la gémétrie affine
qui est une présentation de la la partie de la géométrie que I'on apprend au lycée et qui
concerne les propriétés des droites, plans, distance, angle, ..etc. La différence essentielle
avec ce que nous avons appris au lycée est gu’ici la géomtrie sappuie fondamentalement

sur 'algébre linéaire.

Ce cours de géométrie est le fruit de huit années d’enseignement en licence mathématiques
a l'université Mohamed Khider, Biskra.

Le premiér chapitre est consacré a |’étude des courbes paramétrées. Nous commenons
par rappeler quelques définitions de caractérisation d’une courbe, ainsi que les propriétées
fondamentales de la courbe. Nous introduisons la longueur dune courbe, il est possible
de paramétrer une courbe par sa longueur. Pour expliquer ce que représente cette pa-
ramétrisation par abscisse curviligne, ils sont introduits par I'intermdiaire d’un repére
mobile, le repére de Frenet, qui est bien adapté a I’étude des courbes gauches. Nous

donnons I'importance des concepts et mettons en évidence la courbure et la torsion d’une
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courbe, dans le deuxiéme on s’interesse a I’étude des surfaces paramétrées : surface régulier,
éléments différentielle, et nous introduisons les concepts ( plan tangent et droite normale,
pour calculer I'intégrale d’'une fonction continue sur une surface, 'aire d’'une surface, on
utilise la premiére forme fondamentale de la surface qui permet de calculer la longueur
d’une courbe tracée sur la surface)

Dans le troisiéme chapitre on introduire I'intégrale curvilligne et ces propriétées, dans le
dernier chapitre on s’interesse aux notions de la géométrie affine ( espaces affines, ba-

rycentres, variétées affines, applications affines, repéres affines et transformations affines

)



Chapitre 1

Courbes parameétrées

Une grande partie des modéles mathématiques en physique et en mécanique utilisent la
notion de point matériel et essaye de surprendre le mouvement en fonction du temps
d’un tel objet le long d’une trajectoire dans I'espace. Nous proposons d’étudier le com-
portement des courbes de point de vue géométrique, ol nous utilisons une description
paramétrique des courbes, nous abbordons les propriétées des courbes, qui ne dépendent
que de la trajéctoire, et non pas de la facon dont elle est parcourue. Ces propriétées ditent

géométriques.

Préliminaires

Nous utiliserons les notations usuelles des ensembles classiques nous notons donc N, Z et
R les ensembles des nombres naturels, entiers et réels, ceci implique que, pour n € N, nous

avons la notation :

R"={x=(x1,Xx2...,Xn)/x1 ER, x2 ER,..., xn €ER}



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Par ailleurs, I'ennsemble R"” est considéré avec I'addition et la multiplication avec des

nombres reéls, pour x = (x1, X2, ...,Xn), ¥ = (V1,¥2, ..., yn) et k € R, nous définissons :

X+y=(X1+yLX2+Y2 ..., Xn+Yn), kx=(kxy, kxa, ..., kxn)

Certains point seront spécifés :
el=(1,0,0...,0), €e>=(0,1,0...,0),... , €e"=(0,00....,1)

Nous considérons le produit scalaire standard :

=
(X Y) =XW1+X2Y2...+XnYn = XiVi
i=1

Ainsi que la norme et la distance induites par ce produit scalaire :

1
lIxll = ( x, x) 2, dist(x,y) = lx, yll

Nous rapplons aussi la définition du produit véctoriel dans R3, pour x = (x1, X2, x3),

y = (y1 y2,¥3)

- 2 o
i j k
XAY= x; x» x3 =(X2y¥3—X3VYy2X3Yy1—X1yY3X1Y2—X2 Y1)
- W y2 y3 .
Définitions

Définition 1.2.1 Une courbe paramétrée dans R" est une application

C: /| —— R”"

t)— C(t) = (Ca(t), C2 (1), ..., Cn (1))
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Oud /I < R est un intervalle non dégénéré et les composantes C; (i = 1...n) sont des fonc-
tions continues :

Ci:I——>R

L'ensemble S = C (/) = {C (t) : t € I} est appelé le support géométrique de C : / — R”".
On dit que S est une courbe géométrique et que C (t) est une paramétrisation de S. Si

n=2:la courbe S est plane. Si n =3 :la courbe S est gauche.

Remarque 1.2.1 On dit que S est une courbe géométrique et que C est une paramétrisation

de S. la courbe paramétrée comporte plus d’information que la courbe géometrique

Exemples

Exemple 1.2.1

h o
C: o,’z—T —— R2

t —— C(t) = (cos (t), sin (t))

- 2

v_ v _
2
- 27 2

C est une courbe plane Ci (t) = cos (t), C2 (t) =sin(t), C(0) =(1,0), C

Ll

Le support de C est un arc

Exemple 1.2.2 Le support géométrique de la courbe paramétrée C : R —> R3 donnée

par C (t) = (kcos(t), ksin(t), t), k > 0 est une hélice
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FIGURE 1.1 — Une hélice

Exemple 1.2.3 ( Droite et segment dans R") Soient p, q deux points de R" tel que p /=q
il existe une seule droite passe par p et q, notons la Dpq. Un point x € R", se trouve sur
cette droite ssi At ER : x—p = t(qg — p)

En utilisant t comme paramétre, nous pouvons écrire la courbe paramétree :

C:R-— R~

t—-——C(t)=p+t(g-p)

Le support de cette courbe est la droite Dpq

Cette paramétrisation peut étre utilisé pour trouver une paramétrisation du segment [pq] :

y:[0,1] -—— R"

t——y(t)=p+tlg-p)
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On peut avoir une autre paramétrisation du segment [pq], par exemple :

1
6:0~- -—R"
5
t-—6(t) = p+5t(g - p)
Exemple 1.2.4 Cercle dans R?

Soit le cercle de centre O(0, 0) et de rayon p, on cherche une paramétrisation C : I —> R?

dont le support devrait étre 'ensemble
{x = (x1, x2)/x%3 + x3 = p?}

Utilisons comme paramétre I'angle fermé par Ox et I'axe horizontal :

C:[0,2n] -— R?

t—— C(t)=(pcost,psint)

Pour un cercle de centre p = (p1, p2) et de rayon p la paramétrisation sera : C(t) =

(p1+pcost, p2+psint)

A partir de I'exemple 3, nous observons que deux courbes peuvent avoir les mémes sup-
ports et des paramétrisations différentes, ceci nous conduire a considérer la définition du

changement de paramétrisation suivante :

Définition 1.2.2 Soit la courbe C : I — R". Si ¢ : I —> [ est une fonction continue
strictement monotone ( croissante ou décroissante ), alors nous obtenons une nouvelle

courbe C :

(~::7—>R”

s—— C(s) = C((s))
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équivalente d C ( ont le méme support ), et le passage de C a@ C appelé un changement de

paramétrisation

Exemple 1.2.5 Soit C : [a,b] — R", pour obtenir une courbe équivalente C : [0, 1] —

R" il suffit de prendre :

¢ :[0,1] —— [a, b]

s——¢(s)=a+s(b—-a)

Equation caracteristique

A partir de la paramétrisation d’'une courbe, nous pouvons parfois obtenir I’équation qui
caractérise le lien géométrique des points de |'espace. Pour cela il faut éliminer les pa-

rametres entre les équations paramétriques. Citons quelques exemples

Exemples

Exemple 1.3.1 (Ellipse)

Soit la courbe :

C:[0,2rt] -— R?

t—— C(t) =(acost bsint)

En éliminant t entre les deux composantes nous obtenons I’équation :

2 2
42 =1
a? b2

qui est I’équation de I’ellipse de centre (O, 0) et les deux rayons a et b
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Exemple 1.3.2 (Hyperbole) Soit les deux courbes

y:R-— R?

t—— y(t) = (acosht, bsinht)

8:R-— R?

t—— B (t) = (acosht, —bsinht)

En éliminant t entre les deux composantes dans les deux courbes nous obtenons I’équation :

qui est I’équation de I’hyperbole

Exemple 1.3.3 (Courbe sur une sphére)
A partir des cordonnées sphériques et pour créer une paramétrisation d’une courbe ayant

sonsupport sur une sphere, il suffit de consédirer les fonctions :
t - Ot), tr> It), t €
et de poser

C(t) = (cos U(t) cos ¢(t), cos B(t) sin ¢(t), sin I(t)

Types des courbes

Courbe simple

Une courbe C est dite simple si elle ne se recoupe pas, autrement dit, si

V (t1, t2) €13 t1 /=t == C(t1) /= C(t2)
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Exemple 1.4.1 La courbe C (t) = (cos (t) , sin (t)) avec C : [0, 2] —— R? est une courbe

simple

Courbe fermée

Soit a,b € I avec a < b. Soit C : [a, b] = R"” une courbe paramétrée telle que C(a) = C(b).

On dit dans ce cas que C est une courbe fermée.

Remarque 1.4.1 Une courbe simple est donc une courbe qui ne s’auto-intersecte pas,
en d’autres termes la trajectoire ne se recoupe pas (sauf éventuellement si la courbe est
fermée, auquel cas le seul point de recoupement est le point de départ qui est identique au

point d’arrivée)

Courbes réguliéres et espace tangent

Régles de calcul des dérivées ( rappel )

e Soit f: /1 — R”, t»-> (f1(t), f2(t), ..., fn(t)) ol chaque fi est une fonction réelle.
On dit que f est dérivable si chaque f; est dérivable. La dérivée fest par ddéfinition
la fonction - .

F=Uvrfo s fo)
e Soient f,g:/ — R", A € R, A = (agj) une matrice mxnet ¢ :/ — J une

fonction réelle, alors :. .
1 4(f(t) +g(t (t) +g(t)
dt

2 £(Af(0) = Af(D) .
3 U(flps, s pls))
M= oA

4 4(Af(t) = Af(t)
5 9(F(t),g(t)) =£ (1), g(t)) +{ £(2), g(t))
6 <(F(t) Ag(t)) = (F(1) Ag(t) + (F(t) A g(2)

10
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Courbes réguliéres

Définition 1.5.1 Soit C : I — R” une courbe dérivable, on dit que le point C (to) est

régulier si C(to) O
La courbe paramétrée C est reguliére si tout les point de C (/) sont réguliers.

Définition 1.5.2 On dit que le point C (to) est birégulier si C (to) et C (to) sont linéairement

indépendants dans R"
La courbe paramétrée C est birégulier si tout les points de C (/) sont biréguliers.
Définition 1.5.3 Le point C (to) est dit singulier si C (to) = 0.

Remarque 1.5.1 Si C : / — R" est réguliére et si C = Co¢ est une reparamétrisation

de C donc C est réguliere. En effet on a : C(t) = C (¢ (t)) p(t) /= Orn
Exemple 1.5.1 (Cycloide) Soit la courbe C : R — R? par C(t) = (t - sint, 1 — cost),
pour étudier la régularité, on calcule C, C = (1 — cost, sint) donc

C=0<=> II(.:II2 =0 21—-cost)=0&cost=1<t=2kn, keZ

donc les points singuliers sont pix = (2km, 0)

Vecteurs tangents

La tangente en un point C (to) a une courbe paramétrée C : / — R” est la limite des

droites passant par C(t) et C (to) quand t tend vers to.

Définition 1.5.4 Soit C : / — R" une courbe paramétrée de classe C* et régulier, alors

C (to) est le vecteur tangent d la courbe C au point C (to).

11
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FIGURE 1.2 — Tangente a une courbe paramétrée

Intersection et angle entre deux courbes

Soient les deux courbes

1% :/ —— R”

t >—oy(t) = (va(t), y2(t),.... ¥n ()

6 :J ——> R”

s >=> B(s) = (61(s),62(s),..., 6n (5))

S’il existe to € | et so € J tele que y (to) = B (s0), on dit que les courbes s’intersectent et
le point p = y (to) = B (so) est le point d’intersection

L’angle formé par les deux vecteurs tangents au point d’intersection y (to) et B(so) est par
définition I'angle formé par les deux courbes.

Si ¢ est I'angle formformé, alors :

(v 8 (s0)
(to) '

lly (2o) 1B (so) |

cos =

Exemple 1.5.2 Soient les deux courbes

12
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y :R-—>R?

t »—> y(t) = (t? - % 2at)

8 ‘R -— R?

s > B(s) = (b% - s? 2bs)
Cherchons les points d’intersections et calculons 'angle au ces points
V(t) = B (s) &= t* - a® = b? - s’et2at = 2bs

on substitue s = &

%, on obtient t? = b2, d’ou on a deux solutions t; = b et t, = -b, pour

ti=bonasi=aetpourt,=—-bonas,=—adoncles deux points d’intersections sont
p1 =y (t1) = (b> — a? 2ab) et p» =y (t2) = (b*> — a* —2ab)

Pour obtenir I'angle on calcule les dérivé et on applique la formule de calcule de cossinus :

(v 6 = f2h20)(J2020) - -dabidab
COoS 191 = (tl) (51)> W—)— =

)

ly (t1) 118 (s1) I

d’ouU1=7% et de la méme facon on obtient §; = %

Longueur d’une courbe

Pour mesurer la longueur d’une courbe, il existe une solution naturelle, elle se base d’ap-
procher cette longueur par le long de la ligne polygonale de sommets sur la courbe. Lorsque
la distance est réduite entre deux tétes consécutives, La longueur de la ligne polygonale

sera incliné vers la longueur de la courbe.

13
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Etant donnée des points ao, a1, ...,am de R”, le polygone P = aoai...am formé par les
m>1

segments [akak+1],k = 0,...,m — 1 3 de longueur L(P) = llak+1 — akll Considérons
k=0

une courbe réguliére C : [a,b] — R” et 0 = {to, t1, ..., tm} une partition de [a,b] :

to=a<ti<..<tm=b.Nous construisons un polygone Ps; = C(to)C(t1)...C(tm), alors
1
L(Ps) = T IC(te) - ClE).
k=0

m=1
Si on note di = tk+1 — tk, alors L(Ps) = dk”a‘lz(C(tk+1) — C(ti))Il.
k=0

En faisont maxdk tend vers 0, nous obtenons un polygone approche mieux la courbe
k

Définition 1.6.1 Soit la C : [a,b] — R”, nous appellons longueur de la courbe dans
b .
I'intervalle [a, b], la quantité définie par : Ligp (C) = J IIC (t) ldt

a

Exemple 1.6.1 La longueur de I’hélice paramétrée par C (t) = (kcos(t), ksin(t),t),
us

- V
k >0 avec C : [0, 2] —> R?® est donnée par Lo,z (C) = y K+1dt=2n k2+1
0

Parce que C(t) = (—ksint kcost, 1) = Ic (t)l = KZ+1.
Proposition 1.6.1 La longueur d’une courbe ne dépend pas du paramétrage choisi.

Preuve. Soit C une courbe et C; : / — R", G : J — R” deux paramétrages de C Il

existe un changement de paramétrisation ¢ : J = / tel que C; = Ci1° ¢

I . I . I
Ly(C)= NIG@)Idt= NG (p()Np(t)dt= NICi(s)llds = L;(Ca).

J J /

Abscisse curviligne

En géométrie différentielle, I'abscisse curviligne est une sorte de variante algébrique de la
longueur d’un arc. On se donne une origine a partir de laquelle on calcule les longueurs,

en les munissant d’un signe pour se situer de fagon bien déterminée sur la courbe : a telle

14
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distance avant ou apreés le point initial. L’abscisse curviligne est donc I’analogue, sur une

courbe, de I'abscisse sur une droite orientée.

Définition 1.7.1 Soit C : I —> R"” une courbe paramétrée de classe C'et to € [.
L’abscisse curviligne d partir du point de paramétre ty est la fonction S : I — R"” donnée
par :

I
s(®)=  lIc(v)lidv ,vtel

to
Définition 1.7.2 Une paramétrisation C : I —> R" d’une courbe géométrique est dite
normale (ou par abscisse curviligne) si pour tout [ti, t2] € | la longueur de la courbe

géométrique entre les points C(t1) et C(t2) est exactement (t, — t1)
Lit1,,1 (C) = t2 — t1

Remarque 1.7.1 L’abscisse curviligne s(t) de la courbe géométrique C (/) est la lon-

gueur de la courbe entre les point C (to) et C (t).

Théoréme 1.7.1 Soit C : [a,b] — R" une courbe paramétrée réguliére de classe C' de
longueur L, alors il existe un changement de paramétrisation ¢ : [0, L] — [a, b] tel que la

courbe y : [0, L] —> R" :y(s) = C(¢(s)) satisfait ly (t) Il =1

Preuve. 1Soit ¢ : [a, b] — [0, L] définie par :

IR
Y(t) = LigelCl = NIC (7) ldT.

a

On a IIC(r) Il impliqgue ¢ monotone croissante, alors elle admet un inverse ¢ =1 : [0, L] —
[a,b], posons ¢ = P~1, d’aprés la définition de ¢ on a ¢(t) = Ilé(t) I, dou ¢(s) =

1 >0, doncsion prend y(s) = C(¢(s)) alors y (s) = ¢ (s) C (p(s)), doully (s) Il =1
IC((s))
n

15
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VAR
Exemple 1.7.1 Soit la courbe C : 10, 1] —> R? définiepar: t— C(t)= t 1—t?

L’abscisse curviligne est :

e
Y (t)= IC(r)ldr
! r

NA =2)Ildr
T

= (1, \/1

to
s . 2
= 1+ VL:L_Z;dr
- T
to

Y (t) = arcsin (t)

~

La fonction arcsin : 10,1 — 0, 2 est une bijection. La reparamétrisation C = C °

¢=*: 0,2 — R’ est donnée par :

&(s) = C(sins)
q_
= sins, 1-sin?(s)
q_

= sins, 1-sin?(s)

CN‘(s) = (sin (s), cos (s))

Définition 1.7.3 Une courbe C : [0, L] — R” satisfit ICIl = 1 est dite paramétrée par

longueur d’arc ou abscisse curviligne

Définition 1.7.4 (Vecteur tangent unitaire) Soit C : I — R” Une courbe paramétrée,

le vecteur tangent unitaire est définie par

1
Tce(t)=——tel
licl

Définition 1.7.5 Soit C : I — R" Une courbe réguliére, on définie la courbure de C au

16
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point C(t) par k(t) = 7¢O ot R = 1 est le rayon de courbure
Icil k(t)

Repére de Frenet

Soit C : I —> R® Une courbe réguliére satisfait k(t) 0, on définie les vecteurs :
(t

N (=T

I7c(e)

Bc(t) = Tc(t) A Nc(t)

L'ensemble {Tc(t), Nc(t), Bc(t)} est un repére orthonormale de R3, appellé repére de

Frenet

Formules de Frenet

Le repére de Frenet associé a une courbe réguliére C de courbure non nulle, satisfait les

relations suivantes :

— 1) 1Y = k(t)Nc(t)
nce)ll
N (t)
nc(e)ll
— 3) Bt

(o)l

—k(t)Nc (t) + T(t)Bc(t)
—T(t)NC(t)

out:/ R associé & la courbe et définie par t(t) = (NCWBC gy appellé torsion
_ﬁ i
(el
de la courbe Pour le calcul du repére de Frenet, la courbure et la torsion, ilest utile de

procéder d’une autre maniére qu’en théorie
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Chapitre 1. Courbes paramétrées

B (t) = _Clt)AC(H)
A -

“C(t) A C(t)”
Nc(t‘) = Bc(t) N\ Tc(t)“
“C(t) A €(t)”
k(t) = ——/—5—
D . E
C(t) A C(t), C(t)
T(t) =

C(t) A (1) 2

Si la courbe C est paramétré par abscisse curviligne et k(t) /= alors les formules seront

simplefier
- C(t)

Tc(t) = C(t), Nc(t) = =g
D E

k(t) = nC(t)n, B (t) = .

° % =
c(t) A C(t) Clt) N c(f),2 C(t)
C(t)

Soit C: I%uﬁbﬁng%guﬁbg F%é%'%'r'é satisfait k(t) /=10, Vt €/
Théoréme 1.8.1 La courbe est situé dans un plan ssi t(t) =0

Preuve.
— 1) (t) = 0 = La courbe est situé dans un plan ?
On a ii%l = —t(t)Nc(t), donc Bg(t) = 0, d’ou Bc(t) = cte, notons B¢ (t) =
(b1, ba, b3).
Soit () le plan qui contient un point C(to) de la courbe et son normale est le

vecteur Bc(t) = (b1, by, b3), on montre que C(t) € (m)Vt € I?

Il faut montrer que : { C(t) — C(to), Bc(t)) =0, Vt €/

18



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Comme Bc(t) = cte et Te(t) LBc(t) on a B (t) = 0 et ( Tc(t), Be(t)) , d’ou :

d ' '
g & Clt) = Clto), Be(t)) = ( C(t), Be(t)) +¢ Q(L)_—i%(to), Bc(§)
= (IC(t)ITc(t), Be(t))
= IC(OI{ Te(t), Be(t))
. X

o

donc ( C(t)-C(to), Bc(t)) = cte, d’ou pour to on obtient { C(to)—C(to), Bc(t)) =0,
alors ( C(t) — C(to), Bc(t)) = 0 Vt € | et donc C est inclus dans le plan () qui
contient C(to) et orthogonal a Bc¢(t)

— 2) La courbe est situé dans un plan = t(t) =0°?
Soit le plan (ir) d’équation ax + by + dz +e = 0, si C(t) = (Ci(t), Co(t), C3(t)) est
inclus dans (i) alors aCi(t) + bCx(t) + dCs(t) + e = 0. Si on derive cette derniére

équation deux fois on obtient

aCy(t) + bCy(t) + dCs(t) = O

aCi(t) + bCa(t) + dCs(t) = O

alors (a, b, d)J.C(t) et (a, b, d) L €(t), donc le vecteur B (t) qui est aussi orthogonal

a C(t) et C(t) est paralléle a (a,b,d) Vt € /, et comme B (t) est unitaire, alors il
est constant, d’ou B stﬂ) =0 et finalement t(t) = N () g
C C

C .
c()i

Cercle de courbure Soit C : / — R une courbe réguliére, on a définie la courbure
k(t) et le rayon de courbure R = kelﬁ' ,antenant on défine le centre du cercle de courbure
comme suit : le centre wo du cercle de courbure est sur la droite portrée par le vecteur

normale Nc¢(t) est calculé par la formule : wo = C(to) + RNc(to)

19



Chapitre 2

Surfaces parameétrées

Les surfaces classiques de la géométrie euclidienne (sphéres, cones, cylindres, etc.), des
surfaces apparaissent naturellement en tant que graphes de fonctions de deux variables.
Nous abordons ici de représenter ces objets géométriques sous forme paramétrique, comme

ensembles décrits par une famille de courbes de |'espace.

Définition 2.0.1 Soit I'application

F:DcR?2 — R”

(ul V) >— (fl(ul V)l fZ(ul V)/ s fn(ul V))

Od D est un domaine de R? (ouvert connexe de R?), et les fi sont continue Vi=1,...,n
L’ensemble S = f(D) s’appelle surface paramétrée.

On dit que la surface S est différentiable si les fi sont différentiables
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

(w0, )

U CR?

FIGURE 2.1 — Surface paramétrée

Exemple 2.0.1 Le cylindre, la sphére et I’hélicoide dans R3sont paramétrés respective-

ment par les fonctions

@ (u1, uz) = (rcosus, rsinuy, uz),ur € [0,2rt[,u €1 C R
@ (u1, uz) = (rcosuirsinuy, rsinuisinuy rcosuz), ur € [0, 2rt[, uz € [0, rt[

Y (U1, u2) = (U1 cos uy, u1sinuy, uz2), u2 €0,2m],u1 €ER
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

13 Qrurac )is
Cylindre Sphere Hélicoide
FIGURE 2.2 — Exemples de surfaces

Surface de révolution

Considérons une courbe C : / —> R3 doné par C(t) = (0, C2(t), Cs3(t)). on fait tourner
le plan {(x, y, z)/x = 0} autour de I'axe Oz, la courbe balaye une surface. Tout point
de la courbe C engendre un cercle autour du point (0, 0, Gs(t)) de rayon C(t) dans un
plan parallélle au plan {(x, y, z)/z = 0}. L'union de ces cercles forment une surface S

paramétrisée par :

f:D=[0,2n]x/ — R3

(u,v) >> (Cz(v)cosu, Ca(v) sinu, C3(v))

Courbes sur une surface

Soient la surface S paramétrée par f : D € RZ2 — R3 et la courbe C : / — D c R?. La

courbe y définie par y : I — R3 y(t) = F(C(t)) est une courbe sur la surface S
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

Surfaces réguliére et vecteurs tangents

Définition 2.3.1 On dit que la surface S paramétrée par f : D ¢ R* — R3 est réguliére

au point (uo, vo) € D si les vecteurs tangents d la surface au point f (uo, vo) qu’ on note

f (U,V)=df(“°'V°), f _d Yo, Vo
u 0 0 P v (Ug, ) =
u ov

sont linéairement independants (et dounc non nuls); ie si leur prouduit vectoriel est non

nul :

fu (uo, vo) A fv (uo, vo) /= 0.

et on dit que le point f (uo, vo) est singulier si les deux vecteurs tangents au ce point sont

linéaitrement dependants, ie si

fu (uo, vo) A fv (uo, vo) = 0

Exemple 2.3.1 La surface paramétré par f (u, v) = (u? v? uv) € R3, avec u,v € R, est

singuliére en (0, 0), car

100uf (U, v) = (2u, 0, v)
et == (Ouf A Of) (u, v) = =2v3 -2u? 4uv

de (ul V) = (0/ 2V/ U)
donc le vecteur (0uf A 0yuf) (u,v) s’ annulle en (0,0). S est réguliére dans R?/(0, 0)

Exemple 2.3.2 Le graphe d’une fonction h : R> = R donne une surface S paramétreé
par

f(u,v)=(u,v, h(u v)) avec (u,v) € Dy € R?
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

si h est de classe C* ,la surface S est réguliére par tout :

0uf (u,v) =(1,0,0uh (u,v))
et = (0uf A Of) (U, v) = (=0uh (u,v), =0.f (u,v), 1) 0.

o (u,v) = (0, 1, dvh (u, v))

Définition 2.3.2 Soit S une surface paramétrée par f : u x v —> R3, et soit mo =

f (uo, vo) un point régulier de S on appelle :

*Plan tangent d S au point mo le plan en gendré par les vecteurs f., (uo, vo) et fv (uo, vo)

et passant par mo

TmoS = mo + vect (fu (uo, Vo), fv (uo, Vo))

TmoS = {f (uo, vo) + Afu (uo, vo) + ufv (uo, vo) /A, u € R}

*Vecteur normale (unitaire) en mo le vecteur

u {Uo, Vo) N\ fv lUo, Vo

Nslt o Vo) = u (U, Vo) A fy (Ug, vo) |l

Le plan tangent a S en (uo, vo) contient la droite tangente a toutes les courbes réguliéres
sur S passant par f (uo, vo), en effet, si r(t) = f(u(t), v(t)) est une telle courbe, et
(uo, vo) = (u (to), v (to))

On a

of (uo, VO)u' + of (uo, VO)VI
ox

r' (to) = (t) (t) € vect (0.f (Ug Vo), Ouf (Ug Vo))

Remarque 2.3.1 Par definition, les trois vecteurs (0.f (uo, Vo), 0.f (uo, vo), Ns (uo, vo))
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

forment une base directe de I'espace au-dessus du point f (uo, vo) de la surface ( c’est

-a-dire un repére mobile ) mais cette base n‘est ni orthogonale ni normale.

Définition 2.3.3 L’ espace tangent d une surface paramétrée f : U — R3 au point mo =
f (uo, vo) est I'espace affine noté Tm,S (avec S = f (U x V)) passant par mo et engendré
par les vecteurs

fu (uo, vo) etfy (uo, vo)

-En pratique, I'espace tangent T,,S désigne aussi |'espace vectoriel qui dirige I'espace
affine défini ci-dessus a savoir donc I'espace vectoriel engendré par les vecteurs Qﬂ%"o) et

Of (uo,vo)
ov .

Tenseurs meétriques
Définition 2.4.1 Soit la surface S définie par f : D € R* — R3, la matrice

o (fuf) (fuf),
(fVlfU> (fv,fv)

G(u,v)

s’appellematrice du tenseur métrique ( matrice de la premiére forme fondamentale )

Proposition 2.4.1 Soit la surface S définie par f : D € R?> — R3 et soient les deux
courbes C:1 — D d:J— D, on note les deux courbes sur la surface S par:y=f° C
etdb=f-d

— 1) La longueur de la courbe y sur la surface S est donnée par :

Jq —
L(y) = ( G(ct)) ,C(t)) dt
(t) C

— 2) L’angle a entre les deux courbes y et & qui se coupent en f(u) u = C(to = d(so
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

se calcule comme suit :

( G(u)d(so), C(to))
cosa =Qq q

( G(u)C(to), ( G(u)d(so),
STAY Alca\

Définition 2.4.2 L’aire de la surface S = f(I) paramétrée par f : | x J — R3 est :
Iro,
Air(S) = det G(u, v)dudv

Proposition 2.4.2 Soit la surface S régulier,donnée par f : 1 < J — R3 alors : I(fu A

;oo
f)(u, v)Il = detG(u, v)

Preuve. On a

(fuNfo fuNfo)
(fu fu) {fo fv) = (Sfu fo) (So fu)

det G(u, v)

I(fu A fo)(u, v)I?

Exemple 2.4.1 Soit g : [0, 2r[ = [0, 2 = R® paramétré par :

;. (k+rcosu)cosv ,
g(u,v) =, (k+rcosu)sinv
n]

rsinu
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L’aire de cette surface est donée par :

f Zn.r 2r
Aire (S) = o o lgu (u, v) A gv (v, v) lldudv
f an 2r
= | r (k +rcosu) | dudv
J-o 0
2r
= (2rtkr) dv
0
= 4rt’rk.

Théoréme 2.4.1 Soit (D, f,S) une durface différentiable et G(u,v) sa matrice de la

premiére forme fondamentale alors :
— 1) L’angle entre deux courbes C et d qui se coupent en un point U € D et I'angle
entre ses deux courbes images y=fc C et&=f° dau point p =f(U) sont egaux

(f préserve les angles ) ssi 3A : D = R tel que :

0 0

10
G(u,v) = A(u, vk o
01

— 2) La longueur de la courbe sur D et la longueur de son image sur S sont egaux (f

préserve la longueur ) ssi ¥Y(u,v) €D :

] 1 Ou
G(u,v) =g o

01

— 3) L’air de tout Q c D et Iair de son image f(Q) sont egaux (f préserve les

airs ) ssi detG(u,v) =1
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Chapitre 3

Intégrale curviligne

Intégrale curviligne d’un champs de vecteurs

Définition 3.1.1 Un champ de vecteurs dans le plan ou I'espace consiste d se donner en

chaque point (x, y) (resp.(x, y, z)) un vecteur g(x, y) (resp.g(x, y, 2)).

Définition 3.1.2 Soit t »—» C(t) = (x(t)), y(t)),t € [a, b] une courbe paramétrée dont le
vecteur C est continue. Soit (x, y) > g(x, y) un champ de vecteurs continue. on appelle

intégrale curviligne de g le long de C et on note Ig(x, y)dxdy le reél défini par
C

S Jb ,
glx, yldxdy = g (C(t)) C(t)dt

C a

Exemple 3.1.1 soient g : (x1, x2) € R? = (x1x2, X1 + x2) et C le segment de droite

joignant les points A = (0,1) et B = (1, 1), orienté de A vers B un parametrage de C est
¢:t€0,1] - (t 1) € R?

pourt € [0,1] ona:
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Chapitre 3 Intégrale curviligne

¢ (t) = (1, 0)etg (¢ (1) = (t, 1 + 1)
donc :
gl(d(t).¢(t) =t

et on en déduit que :
S J

1
g(x1, x2)dx1dx, = tdt= ;
c 0

Remarque 3.1.1 /" integrale curviligne J.g(X )dX est dans certains contextes appelée la

C
circulation du champ de vecteurs g le long de la courbe C.

Théoréme 3.1.1 La circulation d’un champ de vecteurs le long d’une courbe ne dépend

pas du paramétrage choisi pour la courbe.

Preuve. On remplace le paramétre t par T = ¢ (t), et on note Ci(t) = C(t). Le vecteur

C(t) est changé en vi(t) = v(t)/¢ (t). alors :

I J
g(X)dx = g (Ci(t)).vi(r)dT

c s

= g(Cu(@(t)).vi (¢ (1) b (1) dt
S

= g(r(t).v(t)dt

S
= g(X)dX

C

Corollaire 3.1.1 Soit C une courbe paramétrée par son abscisse curviligne et soit g (s)

le vecteur unitaire tangent d C. alors la circulation d’'un champ de vecteurs u le long de
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C s’écrit I g.u(C(s))ds. On peut donc écrire

J

circulation(g, C) = g-uds

Cas des champs de vecteurs dérivant d’un potentiel

Théoréme 3.1.2 Soit f une fonction, et t — C(t),t € I, une courbe paramétrée. Pour

tous to et t1 € I,

circulation(Vf, C[to, t1]) = f(C(t1)) — f(C(to))

Autrement dit, la circulation d’un champ de vecteurs qui dérive d’un potentiel ne dépend
que de I'état initial et de I’état final, et non du chemin choisi. Lorsqu’un point matériel se
déplace dans un potentiel, le travail fourni par la force est égale a la variation de |’énergie

potentiel entre I’état final et | état initial.

Formes différentielles de degré 1
On considére une courbe parametrée définie par les equations :

Cx=C) g

y=aG()
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Soit F = p(x, y)dx + q(x, y) dy forme différentielle definie dans un domaine qui contient

C On remplace x par Ci(t) et y par C2(t) on a:

" dx =dCi(t) = Cy (t) dt
" dy =dG(t) = G (t) dt

Notons :
p1(t) = p(Ca(t), C2 (1))

" q2(t) = q(Cu(t), Ca (1))
La fourme de g devient :

g = p1(t) Ci(t) + g2 (t) C2 (1)

Considerons l'intégrale :

P h , i
I = p1(t) Ci(t) + g1 (t) G2 (t) dt

a
Proposition 3.2.1 [’intégrale I ne depend pas du paramétre choisis mais uniquement de

la courbe C et de la forme g

Définition 3.2.1 L’integrale I est applée intégrale curviligne de la forme g = pdx+qdy

le long de la courbe C et nous la noterous g ou (pdx + qdy)
C C
ona donc :
) Jbh _ i
(pdx + qdy) = p(Cai(t), Ca(t)) Ca(t) +q (Ca(t), C2(t)) C2(t) dt
C a

Remarque 3.2.1 Considérons le cas d’une courbe C dans I'espace R® paramétrée par :

DDX=C1(t)
y=Ca(t) t€la b]

0

’ z=GCs(t)
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et une forme différentielle g = pdx + qdy + rdz L’intégrale curviligne de / le long de C

est notée
i)
| = (pdx+qdy + rdz)
C
elle est égale a
I h , _ .
/= p(Ci(t), C2 (), C3 (t)) Ca (t) + g (C1 (1), C2 (), G5 (1)) G2 (8) + r(Ca (2), C2 (8), G5 (2)) G5 (t) d

elle ne depend pas du choix de paramétre.

Proposition 3.2.2 Soit V un champ de vecteurs de composantes p(x,y) et g (x,y) et

M (t) le point (Ci(t), C2 (t)) de la courbe et IW (t) est un vecteur tangent d la courbe C,

de composantes 1 (t), Cz(t)
i) J .
(pdx +qdy) =V (Ci(t), G (1)) M (t) dt
C a

Preuve. on a

¥ (Ci(t), G () M = p(Ci(t), Ca (1)) Ca(t) + q (C1 (1), Ca (£)) Ca (£)

donc
IC . It h i
V(C(t), )M (t)dt = p(Ci(t),C2(t)) Ci(t)+q(Ci(t), C2(t)) C2(t) dt
a Ia
= (pdx + qdy)
C
[ ]
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Propriété de l'intégrale curviligne

On a les propriétés suivantes :

— 4 s [ s

(g1+g2)= g1+ g2et Ag=A g
C C C C C

— 2) Soit g un champ scalaire définie et continue sur une courbe C. Soient ¢1 : [a, b]

et ¢, : [c, d] deux paramétrisations équivalentes de C, alors, on a

J i _ J _
gdX=g(ei(t).lles () lldt = g (82(u)).llez (u) ldu.

C a c

Aire d’un domaine du plan

Soit D un domaine dans le plan limité par une courbe C fermée, sans point double. On

suppose que la courbe C est orientée dans le sens direct (contre les aiguilles d’une montre)

Théoréme 3.4.1 [’aire du domaine D est égale d I’intégrale curviligne

f [T
S= xdy=- ydx=2 (xdy — ydx).

C C C

Exemple 3.4.1 Nous recalculons I’aire de I’ellipse limitée par la courbe d’équation
—+==1 a,b>0
Nous prendrons la représentation paramétrique
X =acost, y = bsint, tel0,2n], ab>0

Alors I'aire de I'ellipse est égale d
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1J
= (xdy — ydx)

5 o

1
E (acostd(bsint) — bsintd (acost))

0
2
17 “"ab cos? tdt + ab sin? tdt
0
f 2n
ab cos?t+sin’t dt

2

" abdt

N [P Nk N
o

=tab
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Chapitre 4

Géomeétrie affine

Espaces affines

Définition 4.1.1 Soient E un espace vectoriel sur K et Q un sous ensemble non vide de
E. On dit que Q est un espace daffine sur E ssi il existe une application ¢ : Qx Q —— E
tel que :
— 1) V(A B C)EQ®P(AC)=¢(A B)+¢ (B ()
—2)VXEEVAEQIBEQ: ¢(A B)=x

Les éléments de Q s’appellent des points, et E s’appelle direction de Q

—
Remarque 4.1.1 — 1) On écrit MN au lieu de ¢ (M, N)
— 2) La premiére condition dans la définition s’appelle Relation de Chasles

— 3) La deuxiéme condition dans la définition s’appelle Condition de bijectivité

Exemple 4.1.1 Soit E un espace vectoriel sur K, Iapplication suivante :

p:ExE —— E

(u,v) »>»> v-u
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définie sur E un espace affine sur lui miéme. En effet V(A,B,C) € E3 ¢ (A B) +
(B C)=(B-A)+(C-B)=C-A=09¢(A Q)

Soit u,v € E on cherche w € E tel que : v = ¢(u,w)?, on a ¢(u, w) = w - u donc
v=w—u douw=v+u donc la deuxiéme condition est verifiée.

Alors on conclue que tout espace vectoriel est un espace affine sur lui miéme et on a

—
MN =N —-—M

Barycentre

Soient Q un espace affine sur un espace vectoriel E, {Ai}iz1,..n € Q, {ai}i=1,..n € K

Définition 4.1.2 [’application

f:Q— E
=

-
M - f(M)= o MA;
j=1

est appellée fonction vectoriel de Leibniz associé au systeme {Ai, di}i=1,..,n
Théoréme 4.1.1 Soit f la fonction vectoriel de Leibniz associ€ au systeme {A;, &i}i=1,...,n,

alors

— 1) aj=0== f=cte

— 2) a; 0== f est bijective

Preuve.
— 1) f =cte?

Soit (M, N) € Q> M N, il suffit de montrer que f(M) - f(N) =10
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- =
fiM) -f(N) = oy MA; —  a;NA;
j=1 j=1
> - >
= aj MA; — NA;
j=1
>N - >
=1 !
>y - >
= a; MN
Jj=1 [ ]
P
=0 car % =0
j=1
— 2) f est bijective ?
— a) f estinjective ?
fM) =f(N) == f(M)-f(N)=0
= -
= aj/\Mj - ajI\M\j =0
j=1 j=1
D I - -
== (o 4] MAj + AjN =0
=1 ]
b - =
== (04 MN =20
Jj=1 >
MN =0 car a; /=0
— i/
j=1
= M=N

— b) f est surjective ?
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Par I'absurde, on suppose que f n’est pas surjective c.a.d Jy—&-E, VM € Q :
y/=f(M)ie V{ozj}péQ K S ajf/= 0 etp‘v’ A,-}JC Q:y/= aJYM

, Aj
j=1 Jj=1

- —>
donc pour a1 = leta; =0,j = 2,....,n on a f(M) = MA,, donc d’aprés la
-
supposition y # MA;, YM € Q c’est une contradiction avec la deuxiéme condition
d’un espace affine, alors la supposition est fausse, d’ou f est surjective

Définition 4.1.3 Soit f la fonction vectoriel de Leibniz associ€ au systéme {A;, a;}i=1,...n

>
telque oa; 0. On définie le barycentre du systéme {Aj, &i}i=1,..,n par le point G € Q :
j=1

2 - -
f(G) =0c.ad: j=10/GA; =0

Propietées

— 1) VA € K/{0} le barycentre du systéme {A;, Aa;}i=1,..,n est le méme du systéme

{A; ai}i=1,...,n

2 2
— 2) Si E, F est une partition de 'ensemble {1, 2,...,n}et8= «a; /=0y = «; /=
j jEF

0. Si G; est le barycentre du systéme {Aj, & }jee, G2 est le barycentre du systéme

{Aj, aj}jer et G est le barycentre du systéme {A;, &j}j=1,..,n alors G est le bary-

centre du systéme {(Gz, 8), (G2, )}

Varietées affines

Définition 4.1.4 Soit Q un espace affine sur E, F un sous ensemble non vide de Q. On

dit que F est une varietée affine de Q ssi

—>
JA € F : I'ensemble H = {AM/M € F} est un sous espace vectoriel de E.
H est appellé direction de F et la varietée affine F est dite aussi sous espace affine

Proposition 4.1.1 Si F est une varietée affine d’un espace affine Q alors YB € F,

—>
I'ensemble H' = {BM/M € F} est un sous espace vectoriel de E. ( la direction de F ne

dépend pas du choix de point A)
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—
Preuve. F est une varietée affine, donc 3A € F : 'ensemble H = {AM/M € F} est un
—
sous espace vectoriel de E, soit H' = {BM /M € F}, on va montrer que H = H/.

— 1) H c H?

—_—
XEH =— AM EF : x=8B

<

—_— > —
= BM = BA+ AM
—> —_— — )
= BM =(AM —-AB)EH (H est un sous espace vectoriel )
— 2)H c H?

— — )
On a AM et AB des elements de H et Comme H est un sous espace vectoriel alors

on peut representer chaque vecteur x € H comme suit Vx € H,dM € F . x =

—_— — —_— — - >
AM —AB, x=BA+AM =BM € H

[ ]

Définition 4.1.5 — 1) La dimension d’un espace dffine est la dimension de I'espace

vectoriel sur le quel il est définis
— 2) La dimension d’une varietée affine est la dimension de sa direction
— 3) Toute varietée affine de dimension 1 (resp 2) appellée droite (resp plan) affine.
— 4) Si Q est un espace affine de dimension n, alors toute varietée affine de de di-
mension (n — 1) est appellée hyperplan

— 5) Les singletons de Q sont des varietées affines de dimension 0

Théoréme 4.1.2 L’intersection non vide d’une famille quelconque de varietées affines est

une varietée affine sa direction est I'intersection de toutes les directions de cette famille.

Preuve. Soit {F;}ies une famille varietées affines et {H,}ies ces directions. Soit A € F =
'n/Fi' A €EF = A € F;,Vi € I,donc on peut écrire les H; en fonction du point A :
ie

—_—
H;i = {AM/M € F; qui sont des sous espaces vectoriels de E. On sait que W = _QIH,- est
/

—_—>
un sous espaces vectoriel de E, posons H = {AM/M € F et montrons que W = H.
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—1)H c wW?
— —_—
XEH=3IMEF : x=AMetME€eEF < MEeEF;:Viel, doux=AM €
Hi: Vi€ l,alors xe W
—2) W cCH?
XE W == x € H; : Vi € ], comme on ait dans un espace affine alors 3!M € F; :
— —_—>
Viel . x=AM,douM € F : x=AM, donc x € H.
Finalement nous avons montrer que F = _QIF,- est une varietée affine sa direction est
1
H=NH;, m
i€l
Définition 4.1.6 — 1) Soit @ /= A c Q, la varietée affine engendrée par A et
I'intersection de toutes les varitées affines contenant A,on la note Aff(A)
— 2) On dit que la famille {Ai}i-o,...; ( I+1 points ) d’un espace affine Q est affinement
indépendente si la varietée affine engendrée par eux est de dimension |
— 3) Soient F et F) deux varietées de direction H et H' respectivement. On dit que

F et F' sont paralléles ssi H = HJ et on écrit F Il F)

Proposition 4.1.2 — 1)SiFIF alors F=F VFNF =@
— 2) Pour tout point A € Q, il existe une unique varietée affine Fa contenant A et

paralléle a F

Preuve.

— 1) Soit F Il FJ, alors H = H', on veut montrer que F= FIV FN FJ = @. On
suppose que F N F' /=@ et on montre que F = F.
Soit A € F N FJ, alors on peut écrire les direction H et H’ en fonction du point A,
car les directions ne dépend pas du choix du point. H = {W/M EF}etH =
(AN/NEFY.OnaH=H = F=Flcar MEF AN €EH =H & M € F

— 2) Soit H la direction de F,on définie 'ensemble Fa = {M € Q/m € H} et soit
A € Fa, alors la direction de Fa s’écrit :H’' = {W/M € Fa}, pour montrer que
Fa est une varietée affine paralléle a F,il suffit de montrer que H = H/

—_—> —_— —>
XEH ©Sx=AMMEFa x=AM,AM EH ©x€EH
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Applications affines

Définitions et proprietées

Définition 4.2.1 Soient O, N\ deux espaces dffines sur E et F respectivement. On dit que
I'application : f : Q — N est daffine ssi existe une application linéaire unique ¢ de E

dans F tel que : ¥(M, N) € Q? : FIMF(N) = ¢(MN)

Exemple 4.2.1 Pour I'espace affine R sur lui méme I'application f : R — R par f(x) =
_ N
2x — 1 est affine. En effet Y(x, y) € R%, on a fAxX)f(y) = f(y) — f(x) = 2(y — x) = 2)7)7

donc I'application linéaire associée ¢ : R — R est ¢(p) = 2p

Proposition 4.2.1 — 1) La composition du deux applications affines est une appli-
cation affine
— 2) Soit f: Q — N et ¢ son application linéaire associée, alors
— a) ¢injective & finjective
— b) ¢surjrctive < fsurjrctive

— 3) L’image d’une varietée affine par une application affine est une varietée affine

Preuve.
. . . . f g
— 1) Soient Q, A, A trois espaces affines sur E, F et G respectivementet Q —— A ——
A deux applications affines d’applications linéaires associées ¢ et ¢ respectivement

¢ 1]
E—-—— F —— G,alors on a

(@ ) (Mg F)N) = g FM)GAN)) = SAMFN)) = d(d(MN))

donc g ° f est affine d’application linéaire associée ¢ ° ¢
—2)
— a) e ginjective == finjective?

On a £(M) = FIN) = AMF(N) =0 = ¢(MN) = 0 = MN = 0¢ car ¢
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est injective donc M = N, d’ou f est injective
e f injective == ¢injective?
_— - —> - - —> -
Ona¢p(MN) = p(MN’') = ¢(MN—- 'N’) =0g,comme( N-MN')€EE
- - — RN
et Q espace affine sur E, alors 3(S, T) € Q: MN — MN’' = ST
—> —_— —>
d'ou ¢(ST) = 0 = f(9F(T) = 0 = S = T(f est injective) = ST =
—_ = >
0 = MN = MN’
— b) e f surjective == ¢surjective?
—
SoitSEAN, yE€F,doncaSI €N :y =SS! et comme fest surjective : (M, N) €
__ ,
Q2 : S = f(M)S = f(N), alors y = AMF(N) = ¢(MN) MN € E, donc
Vy EF,Ax € E : y = ¢p(x), d’ou ¢ est surjective
e ¢surjective == fsurjective?
— —
Soient SEQ,N E€Q:f(N)=5S!,s0oity=SS € F,alorsixe€E :y=5S =
— —
¢p(x),ona N EQx€E = IM € Q: x = MN,d'ou ¢p(x) = ¢p(MN) =
—_——_
SIMF(N) =SS, comme f(N) =5, alors f(M) =S, d’ou f est surjective
— 3) Soient f : QO — A une application affine d’application linéaire associée ¢ :
—
E — F et G une varietée affine de Q de direction H = {AM/M € G}
f(G)est une varietée affine de A?
_ - SN
Soit B = f(A) et H' = {BN/N € f(G)} = {AA)f(M)/M € G} = {p(AM)/M €
G} = ¢(H)
alors ¢ linéaire implique ¢(H) est un sous espace vectoriel de F

Théoréme 4.2.1 Soient Q, N\ deux espaces affines sur E et F respectivement et f : Q —
N\ une application affine d’application linaéaire associée ¢ alors

Si G est le barycentre de la famille {(A, ai)}i-1,,..,» alors f(G) est le barycentre de la

famille {(f(Ai), ai)}i=1,2,...,n

Preuve. Comme G est le barycentre de la famille {(A, ai)}i-1,2,..,n, alors  o;GA; =0,

[ N
et comme f est affine alors f(G)f(A;) = ¢(GA;), d’ou
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> — 2 - - 2 -
aif(GU(A) =  ai¢d(GA)) =¢( a;GA;) =¢(0)=0

i=1 i=1 | |
i=1
alors f(G) est le barycentre de la famille {(f(A), a)}i=1,2,...n

Repéres

Définition 4.2.2 Soit Q un espace affine sur E, de dimension n. On appelle repére car-
tisien : le systéme composé d’un point de Q et une base de E. Si O € Q et {e1, e, ..., en}

une base de E, alors R = {O, e, e, ..., en} est un repére cartisien de Q

.....

n de Q est un repére dffine

.....

) . _— - —> . L.
si le le systeme R = {Ao, AoA1, AoA,, ..., AcAL} est un repére cartisien de Q

Théoréme 4.2.2 Soient Q espace affine sur E, N\ espace affine sur F, {Ao, A1, ..., An}
repére affine de Q, {Bo, By, ..., Bn} ense,ble de points de N, alors il existe une application

affine unique f : Q — A tel que f(Ai))=B;, Vi=0,1,2,...,n

Preuve. On cherche une application affine f : Q = A tel que f(A) =B, Vi=0,1,2,...,n,
. . - z . -7 . - _\_» __» -
alors son application linéaire associée ¢ doit verifiée ¢ AA; = BB;, Vi = 1,2,...,n.
-—>
Comme {Ao, Ay, ..., An} repére affine de Q,alors {AA;} est une base de I'espace vectoriel

E, et d’aprés un résultat de l'algébre linéaire, il existe une unique application linéaire

¢:E — F tel que ¢ AA; = BoBj, Yi=1,2,...,n, donc ilexiste une application affine

—

-—> —_— - -
unique tel que BB; = ¢ AA; = f(A)f(A;), de cette egalité, on deduit que f(A/;) = B,

Vi=0,1,2,...,.n =

Formule d’une application affine

Soient :

— o () espace affine sur E,
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— o A espace affine sur F,

— o R={0, ey, e, ..., en} repére affine de Q,

— ¢ R ={0,¢€l,6, ..., e,} repére affine de A,

— o f:Q — A application affine

— e ¢ : E = F l'application linéaire associée a f

— o A lgmatricede ¢
b1

b,
— b=e composantes de f(O) dans R

[=]

— o X= composantes d’un point M de Q dans R

0 Y1 g

o Y2
— o Y=

0
oo,
0 0

Ym
_— —

Ona X = OM, F(O)f(M) = Y — b et F(O)f(M) = $OM = AX, donc ¥ — b = AX,

a
. les composantes de f(M)

d’'ou Y = AX + b cette derniére s’appelle formule de I'application affine f

Transformations affines

Points fixes

Définition 4.3.1 Soitent Q espace affine sur E, f : Q — Q application affine.

On dit q’un point p de Q est un point fixe si f(p) = p
Proposition 4.3.1 L’ensemble de points fixes d’une application affine f est une variétée
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affine de direction ker(/de — ¢), ol ¢ est I'application linéaire associée d f

—

Preuve. Soient p, g deux points fixes de f, on a f(p) = p et f(q) = q, donc j_‘(p)f(q) =

¢(pg © pG = $(pG © b — (p§) = 0 & (/de — $)(p§) = 0 © pg € ker(/de — ¢)

Donc H = ker(/de — ¢) est la direction de I'ensemble de points fixes et qui est un sous
espace vectoriel de E,d’ou I'ensemble de points fixes est une variétée affine de direction

ker(lde — ¢) m

Projection affine

Définition 4.3.2 Soitent G et Fdeux variétées affines d’un espace dffine Q, tel que la
direction de 'une est le complementaire de I'autre. La projection sur F parallélement d G
est 'application P : Q — Q définie comme suit :

Si G est 'unique variétée affine passe par le point p est paralléle @ G, alors p) = P(p) =
F N GJ, on note que l'intersection est un point parceque les directions de variétées F et G

sont somme directe de E

Proposition 4.3.2 Si P : Q — Q est une projection alors :
— 1)P-P=P

— 2) P est affine

Preuve.
— 1) Soit P la projection sur la variétée affine F paralléle a3 G, on a p = P(p) =
F N G ou G est l'unique variétée affine passe par le point p est paralléle a G,
(P-°P)p) = P(P(p)) = P(p'). G est aussi I'unique variétée affine passe par le
point p! est paralléle 3 G, donc elle coupe F dans p’, d’ou P(p') = p' = P(p)
— 2) Soit P la projection sur la variétée affine F paralléle a G, H et HJ les directions
de G et F respectivement. Pour montrer que P est affine, il faut chercher une

—_— -
application linéaire ¢ : E — E tel que V(M, N) € Q> : P(M)P(N) = ¢(MN).
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On pose P(M) = M) et P(N) =N/, on a:

—_- —

- _— >
N = MM +MN +NN
—_— — -
= MM +NN +MN

- — _—

= MM +N'N +P(MP(N)

-— - > —— —> - —
Ona MM'+NIN €HetP(MP(N)€EH et E=HG@H’, si on pose p(MN),

¢ est la projection sur H’ paralléle a3 H, donc ¢ est linéaire, d'ou P est affine

Translation et homoteétie affines

Définition 4.3.3 Soit Q un espace affine sur E, on sait que :

-—
Vx € E, YM € Q, 3IM) : x = MM/, on défine I"application Tx : Q —> Q par Tx = MJ;
- —
MT,.(M) = x, Tx est une application affine,son application linéaire associee est l’identite

et on I'appelle translation affine de vecteur x

Définition 4.3.4 Soit Q un espace affine sur E, O € Q, A € K/{1}. Pour M € Q,
N N
Ml € Q : avi’ = AOM, on défine I'application Hx : Q — Q par Hx(M) = MJ;

__ N
OH (M) = AOM, Hj est une application affine, d’application linéaire associée I’lhomotétie

du quotient A et I'appelle homotétie affine de centre O et quotient A

Remarque 4.3.1 — 1) Six /=0, alors la translation Tx n’a pas de points fixes

— 2) Le point O est l'unique point fixe de ’homotétie de centre O et quotient A
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