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Exercice 1.
Soit u: R3 - R? définie pour tout x = (x4, x5, x3) € R3 par
u(x) = (g + x5 + x3,2x1 + x5 — x3)
1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer ker(u).

Exercice 2.
Soit f: R3 —» R? définie par
fl,y,z)=(x+y+2z,—x+2y+22)
On appelle B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3 et B’ = (f4, f>) la base canonique de R2.
1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Donner une base et la dimension de ker(f) et une base et la dimension de Im(f).

Exercice 3.
Soit f: R3 —» R2 définie pour tout vecteur u = (x,y,z) € R3 par :
fw) =(—2x+y+2z,x—-2y+2)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Donner une base de ker(f), en déduire dim(Im(f)).
3. Donner une base de Im(f).

Exercice 4.
On considere I’application h: R? —» R? définie par :
h(x,y) = (x —y,—3x + 3y)
1. Montrer que h est une application linéaire.
Montrer que h est ni injective ni surjective.
3. Donner une base de son noyau et une base de son image.
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Exercice 5.
Soit f ’application linéaire f: R3 — R3 définie par :
f (1, %2, %3) = (g — x3, 2%1 + x5 — 3x3, —X2 + 2x3)
Et soit (eq, e,, e3) la base canonique de R3.
1. Calculer f(eq), f(ey) et f(e3).
2. Déterminer les coordonnées de f(e,), f(e,) et f(e3) dans la base canonique.
3. Calculer une base de ker(f) et une base de Im(f).



CORRECTIONS

Correction exercice 1.

1. Soient x = (x1,x,,x3) € R3 ety = (y4,¥,,y3) € R3, et soient 4 et u deux réels.
Ax + py = (Axy + pyy, Axgy + uyz, Axs + pys) = (X1, X2, X3)
Donc
u(Ax +uy) = (X, + X, + X3, 2X, + X, — X3)
= ((xy + py1) + Axy + pyz) + (Axs + pys), 2(xy + pys) + (Axg + py,)
— (Ax3 + pys))
= (A0 + x5 4+ x3) + (1 + ¥2 + ¥3), A2x; + x5 — x3) + p(2y1 + ¥, — ¥3))

= A(x1 + x5 + X3, 21 + X, — x3) + u(y1 + ¥ + ¥3, 21 + y2 — ¥3) = ulx) + pu(y)
Ce qui montre que u est linéaire.

x1+x2+x3=0 {x1+x2+x3:0
2x1+x2—x3=0®L2_2L1 _x2_3x3:0
c}{xl+x2+x3=0®{X1_ZX3=OC>{X1=ZX3
xz = _3X3 xZ = _3X3 xz = _3X3
Donc x = (2x3, —3x3, x3) = x3(2,—3,1), sion pose a = (2,—3,1)
ker(u) = Vect(a)

x = (xq1,%,,%x3) € ker(u) & {

Correction exercice 2.
1. Soientu = (x,y,z) etu’ = (x',y’,z") deux vecteurs de R3 et soient A et A’ deux réels

Au+2u =UAx+ A% Ay + Ay, Az+ 1'z2')
fAu+2uw) = Qx+ 2% + Ay + Ay +2z+ V2, —(Ax + Vx) + 2y + V'y") + 2(Az + '2"))
= (/'l(x +y+2)+ A +y +2'),A(—x+2y+22) + A (—x"+2y" + 22’))
=Ax+y+z,—x+2y+22)+ A" +y +z,—x"+ 2y +2z2)=Af (W) + AV f(u')
Donc f est linéaire.

u=((xyz) €kerw) ® (x+y+z,—x+2y+2z)=(00) 21 {_;:gy-:Zz;g 0
o Ly {x+y+z=0 {x=0
Ly+L;(3y+3z=0 y=-z

u=(0,-z2) =2z(0,-11)

On pose a = (0,—1,1), a est une base de ker(f).
Im(u) = VeCt(f(el);f(ez)»f(%))
flen) =L, -1) =fi — fos fezx) = (1,2) = f1 + 2f; et f(e3) = (1,2) = f1 + 2f,
Im(w) = vect(fy — fo, f1 + 2f2, f1 + 2f2) = vect(fy — fo, f1 + 2f2)

f1 — f> et fi + 2f, ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de Im(f), comme c’est
une famille génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f)et donc dim(Im(f) = 2. Remarque Im(f) =

RZ.
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Correction exercice 3.
1.
Au+Au =UAx+Ax" Ay + Ay, 1z + Az")

fAu+Au') = (—2(/1x +Ax)+ Ay +Ay)+QAz+22"), Ax + A'x") —2(Ay + A'y")
+Az+22"),Ax+Ax )+ Ay +A'y") —2(Az + /'lz’))
= (/1(—2x +y+2)+A(2x"+y +2),A(x—-2y+z)+ AV (x' -2y + z’))
=A-2x+y+zx—-2y+2)+AV(—2x"+y' +z,x' =2y +2")=2f (W) + V' f(uw)

Donc f est linéaire.

_ _ _ _ Li(—2x+y+z=0
u€cker(f) e f(u) =0z @ (—2x+y+2zx 2y+z)—(0,0)<:)L2{x_2y+Z=0

o Ly {—2x+y+z=0 {—2x+22=0®{x=2
2L, +Li( =3y+3z=0 y=1z y=1z
u=1_(2z2z2)=2(111)
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim(R3) © 1 + dim(Im(f) = 3 © dim(Im(f) = 2
3. Donc Im(f) = R2. Une base est ((1,0), (0,1))

Correction exercice 4.
1. Soitu=(x,y)etu =", y"), Au+Au =Ax+Ax", Ay +1'y")
h(u+Au) = (Ax + Xx" — Ay +2'y"), —3(Ax + V'x") + 3(ly + 1'y"))
= (/1(x — )+ A —y),A(-3x+3y) + V' (—3x" + 3y’))
=AMx—y,-3x+3y) + A" —y',-3x" +3y') = Ah'uw) + ')
Donc h est linéaire.

2. h(1,1) = (0,0) = h(0,0) et pourtant (1,1) # (0,0) donc h n’est pas injective.
On va montrer que (1,0) n’a pas d’antécédent. Supposons qu’il existe u = (x, y) tel que (1,0) =

h(u) © (1,0)=(x—-y,-3x+3y) {0 i:;x_+y3y = {1 ;i;y s {ch _ ;)I, ¢’est impossible
donc h n’est pas surjective.
h est un endomorphisme donc h est injectif si et seulement si h est surjectif. Ici, h n’est pas injectif donc
h n’est pas surjectif.

x—y=0
—-3x+3y=0
Donc u = (x,x) = x(1,1), (1,1) est u vecteur non nul qui engendre ker(h), c’est une base de ker(h)
h(e;) =(1—0,-3x14+3x0)=(1,-3) =e; —3e, et
h(e,) = ((0—1,-3x0+3x1)=(-13) = —e; + 3e,

Im(h) = Vect(h(el), h(ez)) = Vect(e; — 3e,, —e; + 3e,) = Vect(e; — 3e,)

e; — 3e, est un vecteur non nul qui engendre Im(h), c’est une base de Im(h).

3. u=(x,y)Eker(h)@(x—y,—3x+3y)=(0,0)@{ ex=y



Correction exercice 5.
1. f(e)) =(1,20)=1Xe; +2e,+0Xe;
flez) =(001,-1)=0%xe; +1Xe; —1Xes
et f(es) =(—1,-3,2) = —1 X e; — 3e, + 2e3

1
2. Les coordonnées de f(e;) dans la base (e4, e,, e3) sont 2)
0

0
Les coordonnées de f(e,) dans la base (eq, e,, e3) sont| 1 )

-1
Les coordonnées de f (e3) dans la base (e, e,, e3) sont —3)

2
3.
x1—x3=0 x1—x3=0 x;=0
u=(xl,xz,x3)Eker(f)®{2x1+x2—3x3 =0<:>L2—2L1{ X —x3=0 @{xzzo
—x, +2x3 =0 —Xxy +2x3 =0 x3=0

Donc ker(f) = {Ogs}
Premiére méthode :
Im(f) = VeCt(f(e1);f(32):f(e3))
Puis on regarde si la famille (£ (e,), f (e), f (e3)) est libre.

1 0 —-1 0
a1f(e) + ayf(ey) + azf(ez) = 0ps © (2) +a, ( 1 ) + as (_3> — <0>
0 -1 2 0

a;—az =0
S 201+ a; —3a3 =0

—a,+ 203 =0
Il s’agit du méme systéme que ci-dessus donc @, = a, = a3 = 0. Cette famille est libre et elle engendre
Im(f) c’est une base de Im(f), on en conclut que dim(Im(f)) = 3 et que Im(f) = R3.

Deuxieme méthode (plus compliquée) :
Im(f) = Vect(f(el),f(ez),f(e3)) = Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e5 + e; + 2e,)
= Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e, —e3 — e, + 2e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e3, —e, + 2e3)

= Vect(e; + 2e,, €3, —e, + 2e5 — 2e3)
= Vect(e, + 2e,,e5,—e,)
= Vect(e; + 2e,,e3,e,) = Vect(ey, e3,e,) = Vect(eq, e,,€3)
Donc une base de Im(f) est (ey, e, e3) et bien sur Im(f) = R3.
Troisieme méthode :
Avec le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(Im(f) = dim(R3) = 3, comme dim(ker(f)) = 0,
dim(Im(f)) = 3 donc Im(f) = R? et une base de Im(f) est (ey, e;, €3).



