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Solution du TD 4 : La Transformée de Laplace (TL) 
 

Exercice 1 

1. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :   

 

 𝒙(𝒕) = 𝒆(𝒕) − 𝒆(𝒕 − 𝟐) ,    

𝑿(𝑷) = ∫ 𝒙(𝒕). 𝒆−𝑷𝒕𝒅𝒕 = ∫ 𝒙(𝒕). 𝒆−𝑷𝒕𝒅𝒕 =
𝟐

𝟎

+∞

𝟎

∫ 𝒆−𝑷𝒕𝒅𝒕 = −
𝟏

𝑷
(𝒆−𝑷𝒕)

𝟐

𝟎

    
𝟐
𝟎

 

𝑿(𝑷) =
𝟏

𝑷
(𝟏 − 𝒆−𝟐𝑷) 

 𝒚(𝒕) = 𝒆(𝒕) − 𝟐𝒆(𝒕 − 𝟏) + 𝒆(𝒕 − 𝟑) 

𝒀(𝑷) = ∫ 𝒚(𝒕). 𝒆−𝑷𝒕𝒅𝒕 = ∫ 𝒚(𝒕). 𝒆−𝑷𝒕𝒅𝒕 =
𝟑

𝟎

+∞

𝟎

∫ 𝒆−𝑷𝒕𝒅𝒕 − ∫ 𝒆−𝑷𝒕𝒅𝒕
𝟑

𝟏

𝟏

𝟎

     

= −
𝟏

𝑷
(𝒆−𝑷𝒕)     

𝟏
𝟎

  − (−
𝟏

𝑷
) (𝒆−𝑷𝒕)     

𝟑
𝟏

=
𝟏

𝑷
(𝟏 − 𝒆−𝑷) +

𝟏

𝑷
(𝒆−𝟑𝑷 − 𝒆−𝑷) 

𝒀(𝑷) =
𝟏

𝑷
[𝟏 − 𝟐𝒆−𝑷 + 𝒆−𝟑𝑷] 

2. Les transformées de Laplace des fonctions suivantes sont trouvées selon la table de Laplace :  

 

 

𝒔𝒊(𝒕) 𝑺𝒊(𝑷) 

𝑠1(𝑡) = 0.5𝑒(𝑡) −
2

3
𝑒−𝑡 +

1

2
𝑒−4𝑡𝑒(𝑡) 

0.5

𝑃
−

2

3(𝑃 + 1)
+

1

2(𝑃 + 4)
 

𝑠2(𝑡) = −3𝑒(𝑡) + 2𝑡. 𝑒(𝑡) + 6𝑒−𝑡𝑒(𝑡) 
−3

𝑃
+

2

𝑃2
+

6

𝑃 + 1
 

𝑠3(𝑡) = 2𝑡𝑒−3𝑡 + 4𝑒−0.5𝑡 𝑠𝑖𝑛(0.5√2. 𝑡) 
2

(𝑃 + 3)2
+

2√2

(𝑃 + 0.5)2 + (0.5√2)2
 

𝑠4(𝑡) = 𝑡𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑡) 
2𝑎𝑃

(𝑃2 + 𝑎2)2
 

𝑠5(𝑡) = 𝑒−𝑡sin (5𝑡) 
5

(𝑃 + 1)2 + 25
 

𝑠6(𝑡) = 2 − 2𝑒𝑡 + 0.5 𝑠𝑖𝑛(4𝑡) 
2

𝑃
−

2

𝑃 − 1
+

2

𝑃2 + 16
 

𝑠7(𝑡) = (2𝑡2 − 1)𝑒(𝑡) 
4

𝑃3
−

1

𝑃
 

𝑠8(𝑡) = 𝑒𝑡 − 𝑐𝑜𝑠 (
2

3
𝑡) 

1

𝑃 − 1
−

𝑃

𝑃2 +
4
9
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Exercice 2 :  Trouver la transformée inverse de Laplace 

 𝑭𝟏(𝑷) =
𝟏

𝑷𝟐+𝑷−𝟐
 

𝑷𝟐 + 𝑷 − 𝟐    ⟶           ∆= 1 − 4(−2) = 9 

∆> 𝟎, on a deux poles réelles  et simples :    𝑃1 =
−1−√9

2
= −2 ,       𝑃2 =

−1+√9

2
= 1 

Donc , on fait la décomposition en elements simples :  

𝐹1(𝑃) =
1

𝑃2 + 𝑃 − 2
=

1

(𝑃 + 2)(𝑃 − 1)
=

𝒂𝟏

(𝑃 + 2)
+

𝒂𝟐

(𝑃 − 1)
 

Remarque 1 

 

 

 

 

 

 

 

Donc :  

𝒂𝟏 = lim
𝑃→−2

[𝐹(𝑃). (𝑃 + 2)] = lim
𝑃→−2

[
1

(𝑃 + 2)(𝑃 − 1)
. (𝑃 + 2)] = −

𝟏

𝟑
 

𝒂𝟐 = lim
𝑃→1

[𝐹(𝑃). (𝑃 − 1)] = lim
𝑃→1

[
1

(𝑃 + 2)(𝑃 − 1)
. (𝑃 − 1)] =

𝟏

𝟑
 

Alors :  

𝐹1(𝑃) =
1

(𝑃 + 2)(𝑃 − 1)
=

−𝟏

𝟑(𝑷 + 𝟐)
+

𝟏

𝟑(𝑷 − 𝟏)
 

D’après la table de la transformée de Laplace, on a donc :  

 

 

 

 

 Valeur initiale :   𝒇(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟏(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇𝟏(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭𝟏(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷
𝟏

𝑷𝟐 + 𝑷 − 𝟐
= 𝟎 

 Valeur finale :   𝒇(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭(𝑷) 

𝑭𝟏(𝑷) =
𝟏

𝑷𝟐 + 𝑷 − 𝟐
    ⟷       𝒇𝟏(𝒕) =

𝟏

𝟑
(𝒆𝒕 − 𝒆−𝟐𝒕) 

 

Le cas des pôles de la fonction à décomposer sont réels et (simple) distincts : 

𝐹(𝑃) =
𝐾

(𝑃 + 𝑃1)(𝑃 + 𝑃2) … . . (𝑃 + 𝑃𝑛)
=

𝑎1

𝑃 + 𝑃1
+

𝑎2

𝑃 + 𝑃2
+ ⋯ +

𝑎𝑛

𝑃 + 𝑃𝑛
 

Tel que les 𝒂𝒊  peuvent calculés de la façon suivante : 

𝒂𝒊 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝑷𝒊

[𝑭(𝑷). (𝑷 + 𝑷𝒊)]      ,   𝒊 = 𝟏 … . . 𝒏 
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𝒇𝟏(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇𝟏(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭𝟏(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷
𝟏

𝑷𝟐 + 𝑷 − 𝟐
= 𝟎 

La valeur finale n’existe pas, donc on ne peut pas appliqué thm de la valeur finale  (limte dans le temps = 
infini et limite en P egale 0 ) 

 𝐹3(𝑃) =
3

𝑃(1+𝜏𝑃)
 

On a deux poles simples :  𝑷 = −
𝟏

𝝉
 ,   𝒆𝒕   𝑷 = 𝟎   

Donc , on fait la décomposition en elements simples :  

𝑭𝟑(𝑷) =
𝟑

𝑷(𝟏 + 𝝉𝑷)
=

𝟑

𝝉𝑷 (
𝟏
𝝉 + 𝑷)

=
𝒂𝟏

𝑷
+

𝒂𝟐

(𝑷 +
𝟏
𝝉)

 

Tel que :  

𝑎1 = lim
𝑃→0

[𝑃. 𝐹(𝑃)] = lim
𝑃→0

[
3𝑃

𝜏𝑃 (
1
𝜏 + 𝑃)

] = 3 

𝑎2 = lim
𝑃→−

1
𝜏

[𝐹(𝑃). (𝑃 +
1

𝜏
)] = lim

𝑃→−
1
𝜏

[
3

𝜏𝑃 (
1
𝜏 + 𝑃)

. (
1

𝜏
+ 𝑃)] = −3 

 

 
 

 

 Valeur initiale :   𝒇(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟑(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇𝟑(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭𝟑(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝟑𝑷

𝑷(𝟏 + 𝝉𝑷)
= 𝟎 

 Valeur finale :   𝒇(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟑(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇𝟑(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭𝟑(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝟑𝑷

𝑷(𝟏 + 𝝉𝑷)
= 𝟑 

 

 

 𝐹4(𝑃) =
𝐾𝑒−𝜃𝑃

𝑃(1+𝜏𝑃)
=

𝐾

𝑃(1+𝜏𝑃)
𝑒−𝜃𝑃 = 𝐹(𝑃)𝑒−𝜃𝑃 

On a la propriétée : 𝑇𝐿 {𝑓(𝑡 − 𝜃)} = 𝐹(𝑃)𝑒−𝜃𝑃 

𝐹(𝑃) =
𝐾

𝑃(1 + 𝜏𝑃)
=

𝐾
𝜏

𝑃 (𝑃 +
1
𝜏

)
=

𝑎1

𝑃
+

𝑎2

(𝑃 +
1
𝜏

)
 

On a 2 poles simples :    𝑃 = 0,    𝑃 = −1/𝜏 

𝑭𝟑(𝑷) =
𝟑

𝑷(𝟏 + 𝝉𝑷)
=

3

𝑷
−

3

(𝑷 +
𝟏
𝝉)

        ⟷         𝒇𝟑(𝒕) =  𝟑 [𝒆(𝒕) − 𝒆−
1
𝜏

𝒕   ] 
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𝒂𝒊 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝑷𝒊

(𝑷 + 𝑷𝒊) 𝑭(𝑷) 

𝒂𝟏 = lim
𝑃→0

𝑃 𝐹(𝑃) = lim
𝑃→0

𝑃

𝐾
𝜏

𝑃 (𝑃 +
1
𝜏

)
= 𝑲 

𝒂𝟐 = lim
𝑃→−

1
𝜏

(𝑃 +
1

𝜏
) 𝐹(𝑃) = lim

𝑃→−
1
𝜏

(𝑃 +
1

𝜏
)

𝐾
𝜏

𝑃 (𝑃 +
1
𝜏

)
= −𝑲 

Donc :  

𝑭(𝑷) =
𝑲

𝑷(𝟏+𝝉𝑷)
=

𝑲

𝑷
−

𝑲

(𝑷+
𝟏

𝝉
)

        ↔     𝒇(𝒕) = 𝑲 − 𝑲𝒆−
𝑡

𝜏    

𝒇(𝒕) = 𝑲 (𝟏 − 𝒆−
𝑡
𝜏) 𝒆(𝒕) 

𝒇𝟒(𝒕) = 𝒇(𝒕 − 𝜽) = 𝑲 (𝟏 − 𝒆−
(𝑡−𝜃)

𝜏 ) 𝒆(𝒕 − 𝜽) 

 

 𝐹5(𝑃) =
1

𝑃2(1+𝜏𝑃)
 ,   on a deux poles : un simple  𝑷 = −

𝟏

𝝉
   et un multiple  𝑷 = 𝟎  .  

Remarque 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Donc la décomposistion se fait comme suit :  

Le  cas des pôles sont réels et multiples : 

𝑭(𝑷) =
𝑵(𝑷)

(𝑷+𝑷𝟏)𝒌(𝑷+𝑷𝟐)……(𝑷+𝑷𝒏)…
=

𝒂𝟏

(𝑷+𝑷𝟏)𝒌 +
𝒂𝟐

(𝑷+𝑷𝟏)𝒌−𝟏 +
𝒂𝟑

(𝑷+𝑷𝟏)𝒌−𝟐 + ⋯ +
𝒂𝒌

(𝑷+𝑷𝟏)
+

𝒂𝒌+𝟏

𝑷+𝑷𝟐
+ ⋯ +

𝒂𝒌+𝒏−𝟏

𝑷+𝑷𝒏
    

Les 𝒂𝒊  associées aux pôles multiple sont calculés de la manière suivante :  

𝒂𝒋 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝑷𝒊

[
𝟏

(𝒋 − 𝟏)!

𝒅𝒋−𝟏

𝒅𝑷𝒋−𝟏
[𝑭(𝑷). (𝑷 + 𝑷𝒊)

𝒌]]         𝒂𝒗𝒆𝒄    𝒋 = 𝟏, 𝟐, … 𝒌 
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𝐹5(𝑃) =
1

𝑃2(1 + 𝜏𝑃)
=

𝑎1

𝑃2
+

𝑎2

𝑃
+

𝑎3

(1 + 𝜏𝑃)
 

Alors les coefficients du pole multiple ce calcul de la facon suivante selon la remarque 2 :   

  𝒂𝟏 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

[𝐹5(𝑷). 𝑷𝟐] =  𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝟐

𝑃2(1 + 𝜏𝑃)
=  𝟏                 

𝒂𝟐 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

 
𝒅

𝒅𝑷
[𝐹5(𝑷). 𝑷𝟐] = 𝐥𝐢𝐦

𝑷→𝟎
 

𝒅

𝒅𝑷
[

𝟏

(1 + 𝜏𝑃)
] = 𝐥𝐢𝐦

𝑷→𝟎
[

−𝜏

(1 + 𝜏𝑃)2
] = −𝝉               

Et le coefficient du pole simple ce calcul de la facon suivante selon la remarque 1 :   

𝒂𝟑 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟏/𝜏

[𝑭(𝑷). (1 + 𝜏𝑃)] = 𝝉𝟐     , 

Donc :  

𝐹5(𝑃) =
1

𝑃2(1 + 𝜏𝑃)
=

1

𝑃2
−

𝝉

𝑃
+

𝝉𝟐 

(1 + 𝜏𝑃)
 

𝝉𝟐 

(1 + 𝜏𝑃)
=

𝝉𝟐 

𝜏 (𝑃 +
1
𝜏)

=
𝜏 

(𝑃 + 𝜏)
 

 

 

 

 Valeur initiale :   𝒇(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟓(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇𝟓(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭𝟓(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷

𝑷𝟐(𝟏 + 𝝉𝑷)
= 𝟎 

 Valeur finale :   𝒇(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟓(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇𝟓(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭𝟓(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷

𝑷𝟐(𝟏 + 𝝉𝑷)
= +∞ 

 

 𝑭𝟔(𝑷) =
𝟏𝟎

(𝑷𝟐+𝟏𝟎𝑷+𝟑𝟒)
 

∆= 𝟏𝟎𝟎 − 𝟒 × 𝟑𝟒 = −𝟑𝟔 < 𝟎,  pas de racines réelles, on fait la decomposition suivante :  

𝑷𝟐 + 𝟏𝟎𝑷 + 𝟑𝟒 = 𝑷𝟐 + 𝟐 × 𝟓𝑷 + 𝟐𝟓 + 𝟗 = (𝑷 + 𝟓)𝟐 + 𝟑𝟐 

𝐹6(𝑃) =
10

(𝑃2 + 10𝑃 + 34)
=

10

(𝑃 + 5)2 + 32
=

𝟏𝟎

𝟑
.

𝟑

(𝑷 + 𝟓)𝟐 + 𝟑𝟐
 

D’après la table de Laplace on :  

 

𝑭𝟓(𝑷) =
𝟏

𝑷𝟐(𝟏 + 𝝉𝑷)
     ⇆      𝒇𝟓(𝒕) = 𝒓(𝒕) − 𝝉𝒆(𝒕) + 𝜏𝒆−

1

𝜏
𝒕 = (𝒕 − 𝝉 + 𝜏𝒆−

1

𝜏
𝒕) 𝒆(𝒕) 
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𝑻𝑳(𝒆−𝒂𝒕𝒔𝒊𝒏(𝒘𝒕)) =
𝒘

(𝑷 + 𝒂)𝟐 + 𝒘𝟐
 

𝑻𝑳(𝒔𝒊𝒏(𝒘𝒕)) =
𝒘

𝑷𝟐 + 𝒘𝟐
 

𝑻𝑳−𝟏(𝑭(𝑷 + 𝒂)) = 𝒆−𝒂𝑷𝒇(𝒕) 

Donc :  

 

 

 

 

 Valeur initiale :   𝒇(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟔(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇𝟔(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭𝟔(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

10𝑃

(𝑃2 + 10𝑃 + 34)
= 𝟎 

 Valeur finale :   𝒇(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟔(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇𝟔(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭𝟔(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

10𝑃

(𝑃2 + 10𝑃 + 34)
= +∞ 

 𝑭𝟕(𝑷) =
𝟏𝟐𝑷

(𝑷𝟐+𝟏𝟔𝑷+𝟏𝟎𝟎)
,  

∆= 162 − 400 = −144 < 0 , pas de racines réelles  

𝑷𝟐 + 𝟏𝟔𝑷 + 𝟏𝟎𝟎 = 𝑷𝟐 + 𝟐 × 𝟖𝑷 + 𝟔𝟒 + 𝟑𝟔 = (𝑷 + 𝟖)𝟐 + 𝟔𝟐 

𝑭𝟕(𝑷) =
𝟏𝟐𝑷

(𝑷𝟐+𝟏𝟔𝑷+𝟏𝟎𝟎)
=

𝟏𝟐𝑷

(𝑷+𝟖)𝟐+𝟔𝟐 = 𝟏𝟐
𝑷+𝟖−𝟖

(𝑷+𝟖)𝟐+𝟔𝟐 = 𝟏𝟐 [
𝑷+𝟖

(𝑷+𝟖)𝟐+𝟔𝟐 −
𝟖

(𝑷+𝟖)𝟐+𝟔𝟐]   

 𝑭𝟕(𝑷) = 𝟏𝟐 [
𝑷+𝟖

(𝑷+𝟖)𝟐+𝟔𝟐 −
𝟖

𝟔

𝟔

(𝑷+𝟖)𝟐+𝟔𝟐]   

𝑻𝑳(𝒔𝒊𝒏(𝒘𝒕)) =
𝒘

𝑷𝟐 + 𝒘𝟐
 

𝑻𝑳(𝒄𝒐𝒔(𝒘𝒕)) =
𝑷

𝑷𝟐 + 𝒘𝟐
 

𝑻𝑳−𝟏(𝑭(𝑷 + 𝒂)) = 𝒆−𝒂𝑷𝒇(𝒕) 

𝑻𝑳(𝒆−𝒂𝒕𝒔𝒊𝒏(𝒘𝒕)) =
𝒘

(𝑷 + 𝒂)𝟐 + 𝒘𝟐
 

Donc :   

 

 

 

  𝐹6(𝑃) =
10

(𝑃2 + 10𝑃 + 34)
=

𝟏𝟎

𝟑
.

𝟑

(𝑷 + 𝟓)𝟐 + 𝟑𝟐
 

        ⟷          𝒇𝟔(𝒕) =
𝟏𝟎

𝟑
𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒕) . 𝒆−𝟓𝒕 

    𝑭𝟕(𝑷) =
𝟏𝟐𝑷

(𝑷𝟐 + 𝟏𝟔𝑷 + 𝟏𝟎𝟎)
= 𝟏𝟐 [

𝑷 + 𝟖

(𝑷 + 𝟖)𝟐 + 𝟔𝟐
−

𝟖

𝟔

𝟔

(𝑷 + 𝟖)𝟐 + 𝟔𝟐
]        

⟷      𝒇𝟕(𝒕) = 𝟏𝟐𝒆−𝟖𝒕 [𝒄𝒐𝒔(𝟔𝒕) −
𝟖

𝟔
𝒔𝒊𝒏(𝟔𝒕)] 
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 Valeur initiale :   𝒇(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟕(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟎

𝒇𝟕(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝑷𝑭𝟕(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→+∞

𝟏𝟐𝑷𝟐

(𝑷𝟐 + 𝟏𝟔𝑷 + 𝟏𝟎𝟎)
  = 𝟏𝟐 

 Valeur finale :   𝒇(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭(𝑷) 

𝒇𝟕(+∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→+∞

𝒇𝟕(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝑷𝑭𝟕(𝑷) = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

𝟏𝟐𝑷𝟐

(𝑷𝟐 + 𝟏𝟔𝑷 + 𝟏𝟎𝟎)
 = 𝟎 

Exercice 3 :  

Résoudre les équations différentielles suivantes munies de ses conditions initiales :  

 -
 𝒅𝟐(𝒙(𝒕))

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟓

𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
+ 𝟒𝒙(𝒕) = 𝒆−𝟐𝒕𝒆(𝒕)     (conditions initiales nulles) 

D’après les propriétes de la transformée de Laplace on a :  

𝑻𝑳 [
𝒅𝒇(𝒕)

𝒅𝒕
] = 𝑷𝑭(𝑷) − 𝒇(𝟎),     et     𝑻𝑳 [

𝒅𝒇𝟐(𝒕)

𝒅𝒕𝟐 ] = 𝑷𝟐𝑭(𝑷) − 𝑷𝒇(𝟎) − 𝒇′(𝟎) 

Donc la TL de l’equation différentielle avec les conditions initiales nulles est  

𝑷𝟐𝑿(𝑷) + 𝟓𝑷𝑿(𝑷) + 𝟒𝑿(𝑷) =
𝟏

𝑷 + 𝟐
 

𝑿(𝑷)(𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟒) =
𝟏

𝑷 + 𝟐
 

𝑿(𝑷) =
𝟏

(𝑷 + 𝟐)(𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟒)
 

𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟒,   ∆= 𝟐𝟓 − 𝟒 × 𝟒 = 𝟗 

𝑷𝟏 =
−𝟓+√𝟗

𝟐
= −𝟏         𝑷𝟐 =

−𝟓−√𝟗

𝟐
= −𝟒 

𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟒 = (𝑷 + 𝟏)(𝑷 + 𝟒) 

On a 3 poles simples, donc la décomposition en élements simples est : 

𝑿(𝑷) =
𝟏

(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟏)(𝑷 + 𝟒)
=

𝒂
(𝑷 + 𝟏)

+
𝒃

(𝑷 + 𝟐)
+

𝒄
(𝑷 + 𝟒)

 

 

Les a, b, c, ce calcul selon la remarque 1, des poles simples :   

𝒂𝒊 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝑷𝒊

[𝑭(𝑷). (𝑷 + 𝑷𝒊)]      ,   𝒊 = 𝟏 … . . 𝒏 

𝒂 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟏

[𝑿(𝑷). (𝑷 + 𝟏)] = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟏

[
(𝑷 + 𝟏)

(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟏)(𝑷 + 𝟒)
] = 𝐥𝐢𝐦

𝑷→−𝟏
[

𝟏

(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟒)
] =

𝟏
𝟑

                 

𝒃 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟐

[𝑿(𝑷). (𝑷 + 𝟐)] = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟐

[
(𝑷 + 𝟐)

(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟏)(𝑷 + 𝟒)
] = 𝐥𝐢𝐦

𝑷→−𝟐
[

𝟏

(𝑷 + 𝟏)(𝑷 + 𝟒)
] = −

𝟏

𝟐
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𝒄 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟒

[𝑿(𝑷). (𝑷 + 𝟒)] = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟒

[
(𝑷 + 𝟒)

(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟏)(𝑷 + 𝟒)
] = 𝐥𝐢𝐦

𝑷→−𝟒
[

𝟏

(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟏)
] =

𝟏
𝟔

                 

 

𝑿(𝑷) =
𝟏

(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟏)(𝑷 + 𝟒)
=

𝟏
𝟑(𝑷 + 𝟏)

−
𝟏

𝟐(𝑷 + 𝟐)
+

𝟏
𝟔(𝑷 + 𝟒)

 

 

𝑿(𝑷) =
𝟏

(𝑷 + 𝟐)(𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟒)
     ⟷    𝒙(𝒕) =

𝟏
𝟑

𝒆−𝒕 −
𝟏
𝟐

𝒆−𝟐𝒕 +
𝟏
𝟔

𝒆−𝟒𝒕 

 

 
 𝒅𝟐(𝒙(𝒕))

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟓

𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
+ 𝟔𝒙(𝒕) = 𝒆𝒕𝒆(𝒕),   avec     𝒙(𝟎+) = 𝟏 , et     𝒙′(𝟎+) = 𝟎 

D’après les propriétes de la transformée de Laplace on a :  

𝑻𝑳 [
𝒅𝒇(𝒕)

𝒅𝒕
] = 𝑷𝑭(𝑷) − 𝒇(𝟎),     et     𝑻𝑳 [

𝒅𝒇𝟐(𝒕)

𝒅𝒕𝟐
] = 𝑷𝟐𝑭(𝑷) − 𝑷𝒇(𝟎) − 𝒇′(𝟎) 

Donc la TL de l’equation différentielle avec les conditions initiales  non nulles est :  

𝑻𝑳
 𝒅𝟐(𝒙(𝒕))

𝒅𝒕𝟐
= 𝑷𝟐𝑿(𝑷) − 𝑷𝒙(𝟎) − 𝒙′(𝟎) = 𝑷𝟐𝑿(𝑷) − 𝑷 

𝑻𝑳(𝟓
𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
) = 𝟓(𝑷𝑿(𝑷) − 𝒙(𝟎)) = 𝟓𝑷𝑿(𝑷) − 𝟓 

𝑷𝟐𝑿(𝑷) − 𝑷 + 𝟓𝑷𝑿(𝑷) − 𝟓 + 𝟔𝑿(𝑷) =
𝟏

𝑷 − 𝟏
 

𝑿(𝑷)(𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟔) − 𝑷 − 𝟓 =
𝟏

𝑷 − 𝟏
 

𝑿(𝑷)(𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟔) =
𝟏

𝑷 − 𝟏
+ (𝑷 + 𝟓) =

(𝑷 + 𝟓)(𝑷 − 𝟏) + 𝟏
𝑷 − 𝟏

 

𝑿(𝑷) =
(𝑷 + 𝟓)(𝑷 − 𝟏) + 𝟏
(𝑷 − 𝟏)(𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟔)

=
(𝑷 + 𝟓)(𝑷 − 𝟏) + 𝟏

(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)
 

(𝑷𝟐 + 𝟓𝑷 + 𝟔) = (𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑) 

 

𝑿(𝑷) =
(𝑷 + 𝟓)(𝑷 − 𝟏) + 𝟏

(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)
=

𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 − 𝟒
(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)

 

On utilise la méthode des résidus :   f(t) =  [Résidus de H(p)] 
 

Méthode des Résidus 
Pour chaque pôle de la fonction H(p) = F(p).ept il existe un "résidu". Les pôles de F(p).ept sont les 
pôles de F(p). 

Supposons p1 un des pôles de F(p). Pour ce pôle il existe un résidu Rp1: 
Si p1 est un pôle simple, on a  Rp1 = (p - p1).H(p1) 
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Si p1 est un pôle double, on a  Rp1 = (p - p1)2.H'(p1)                 avec H'(p) = dH(p) /dp 
Si p1 est un pôle multiple d'ordre k, on a  Rp1 = (p - p1)k.H(k-1)(p1) / (k-1)! ,  avec H(k-1)(p) = dk-1H(p) 
/dpk-1 

Pour obtenir f(t) il suffit alors de faire la somme des résidus :   f(t) =  [Résidus de H(p)] 

 

On a :  

𝑿(𝑷) =
(𝑷 + 𝟓)(𝑷 − 𝟏) + 𝟏

(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)
=

𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 − 𝟒
(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)

 

𝑅𝑝1 =  (𝑃 – 𝑃1). 𝑋(𝑃1) = [(𝑃 − 𝑃1)𝑋(𝑃)]𝑷=𝑷𝟏
𝒆𝑷𝒕 

𝑅𝑝1 = [
(𝑃 − 1)(𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 − 𝟒)
(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)

]

𝑷=𝟏

𝒆𝒕 =
1

𝟏𝟐
𝒆𝒕 

𝑅𝑝2 =  (𝑃 – 𝑃2). 𝑋(𝑃2) = [(𝑃 − 𝑃2)𝑋(𝑃)]𝑷=𝑷𝟐
𝒆𝑷𝒕 

𝑅𝑝2 = [
(𝑃 + 2)(𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 − 𝟒)
(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)

]

𝑷=−𝟐

𝒆−𝟐𝒕 =
8

𝟑
𝒆−𝟐𝒕 

𝑅𝑝3 =  (𝑃 – 𝑃3). 𝑋(𝑃3) = [(𝑃 − 𝑃3)𝑋(𝑃)]𝑷=𝑷𝟑
𝒆𝑷𝒕 

𝑅𝑝3 = [
(𝑃 + 3)(𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 − 𝟒)
(𝑷 − 𝟏)(𝑷 + 𝟐)(𝑷 + 𝟑)

]

𝑷=−𝟑

𝒆−𝟑𝒕 = −
7

𝟒
𝒆−𝟑𝒕 

Donc :        

 

 

 

 

 
𝒅𝟐𝒙(𝒕)

𝒅𝒕𝟐 + 𝟒
𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
+ 𝟒𝒙(𝒕) = 𝒕. 𝒆−𝒕,   avec  𝒙(𝟎+) = 𝟏 , et     

𝒅𝒙(𝟎+)

𝒅𝒕
= 𝟐 

D’après les propriétes de la transformée de Laplace on a :  

𝑻𝑳 [
𝒅𝒇(𝒕)

𝒅𝒕
] = 𝑷𝑭(𝑷) − 𝒇(𝟎),     et     𝑻𝑳 [

𝒅𝒇𝟐(𝒕)

𝒅𝒕𝟐 ] = 𝑷𝟐𝑭(𝑷) − 𝑷𝒇(𝟎) − 𝒇′(𝟎) 

𝑻𝑳 [
 𝒅𝟐(𝒙(𝒕))

𝒅𝟐
] = (𝑷𝟐𝑿(𝑷) − 𝑷𝒙(𝟎) − 𝒙′(𝟎)) = (𝑷𝟐𝑿(𝑷) − 𝑷 − 𝟐) 

𝑻𝑳 [𝟒
𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
] = 𝟒(𝑷𝑿(𝑷) − 𝒙(𝟎)) = 𝟒(𝑷𝑿(𝑷) − 𝟏) 

𝑻𝑳(𝒕. 𝒆−𝒂𝒕) =
𝟏

(𝑷 + 𝒂)𝟐
 

 

Donc la TL de l’equation différentielle avec les conditions initiales  non nulles est :  

(𝑷𝟐𝑿(𝑷) − 𝑷 − 𝟐) + 𝟒(𝑷𝑿(𝑷) − 𝟏) + 𝟒𝑿(𝑷) =
𝟏

(𝑷 + 𝟏)𝟐
 

𝒙(𝒕) = ∑ 𝑹𝒑𝒊 =
𝟏

𝟏𝟐
𝒆𝒕 +

𝟖

𝟑
𝒆−𝟐𝒕 −

𝟕

𝟒
𝒆−𝟑𝒕 
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(𝑷𝟐𝑿(𝑷) − 𝑷 − 𝟐) + (𝟒𝑷𝑿(𝑷) − 𝟒) + 𝟒𝑿(𝑷) =
𝟏

(𝑷 + 𝟏)𝟐
 

(𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 + 𝟒)𝑿(𝑷) − 𝑷 − 𝟔 =
𝟏

(𝑷 + 𝟏)𝟐
 

(𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 + 𝟒)𝑿(𝑷) =
𝟏

(𝑷 + 𝟏)𝟐
+ 𝑷 + 𝟔 =

(𝑷 + 𝟔)(𝑷 + 𝟏)𝟐 + 𝟏

(𝑷 + 𝟏)𝟐
 

 

𝑿(𝑷) =
(𝑷 + 𝟔)(𝑷 + 𝟏)𝟐 + 𝟏

(𝑷 + 𝟏)𝟐(𝑷𝟐 + 𝟒𝑷 + 𝟒)
=

(𝑷 + 𝟔)(𝑷 + 𝟏)𝟐 + 𝟏

(𝑷 + 𝟏)𝟐(𝑷 + 𝟐)𝟐
 

 

On utilise la méthode des résidus avec ici on a deux poles en doules:  

Si p1 est un pôle double, on a  Rp1 = [(p - p1)2.H'(p1)]𝑒𝑃𝑡                 avec H'(p) = dH(p) /dp 

 

Exercice 4 

 Soit le système suivant représenté par le circuit RC : 

1) L’équation diffiérentielle du système :  

L’équation de la maille :  

 𝑉𝑒(𝑡) = 𝑅. 𝑖(𝑡) + 𝑉𝑆(𝑡) 

 𝑉𝑒(𝑡) = 𝑅. 𝑖(𝑡) +
1

𝑐
∫ 𝑖(𝑡)𝑑𝑡 

 𝑉𝑠(𝑡) =
1

𝑐
∫ 𝑖(𝑡)𝑑𝑡    → 𝒊(𝒕) = 𝒄

𝒅𝑽𝒔(𝒕)

𝒅𝒕
 

 𝑉𝑒(𝑡) = 𝑅𝐶
𝑑𝑉𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑉𝑠(𝑡)    

L’équation différentielle du système est :  

L’equation différentielle du circuit RC est de l’ordre 1 : le  circuit RC est un système d’ordre 1 :  l’ordre de 

l’equation différentielle nous donne l’ordre du système. 

Applicant la TL  de  
𝒅𝑽𝒔(𝒕)

𝒅𝒕
+ 

𝟏

𝑹𝑪
𝑽𝒔(𝒕) =

𝟏

𝑹𝑪
𝑽𝒆(𝒕) , avec les conditions initiales nulles :  

𝑃𝑉𝑠(𝑃) +
1

𝑅𝐶
𝑉𝑠(𝑃) =

1

𝑅𝐶
𝑉𝑒(𝑃) 

(𝑃 +
1

𝑅𝐶
) 𝑉𝑠(𝑃) =

1

𝑅𝐶
𝑉𝑒(𝑃)   → 𝑮(𝑷) =

𝑽𝒔(𝑷)

𝑽𝒆(𝑷)
=

𝟏
𝑹𝑪⁄

𝑷 + 𝟏
𝑹𝑪⁄

=
𝟏

𝟏 + 𝑹𝑪𝑷
 

R 

𝑉𝑠 𝑉𝑒 

𝒅𝑽𝒔(𝒕)

𝒅𝒕
+  

𝟏

𝑹𝑪 
𝑽𝒔(𝒕) =

𝟏

𝑹𝑪
𝑽𝒆(𝒕) 
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2) La réponse du système :  

a) La réponse impulsionnelle du système  c’est pour une entrée impulsion de Dirac :  𝒗𝒆(𝑡) = 𝛿(𝑡) 

𝑇𝐿(𝛿(𝑡)) = 1 = 𝑽𝒆(𝑷) 

𝑮(𝑷) =
𝑽𝒔(𝑷)

𝑽𝒆(𝑷)
      ⟶   𝑽𝒔(𝑷) = 𝑮(𝑷)𝑽𝒆(𝑷) 

On a :  𝒗𝒆(𝒕) = 𝛿(𝑡)   donc :  𝑽𝒆(𝑷) = 𝟏,    

On pose :  𝑹𝑪 = 𝝉 

𝑽𝒔(𝑷) = 𝑮(𝑷)     ⟶ 𝒗𝒔(𝒕) =  g(t) =  L−1[G(P)] →  𝐠(𝒕) =
𝟏

𝑹𝑪
𝒆−

𝒕
𝑹𝑪 =

𝟏

𝝉
𝒆−𝒕/𝝉 

 Donc la réponse impulsionnelle du système RC :    

 

b) La réponse indicielle  du système  c’est pour une entrée echelon unitaire : e(t) 

 𝒗𝒆(𝒕) = 𝒆(𝒕)  ⟶   𝑽𝒆(𝑷) =
𝟏

𝑷
   

𝑽𝒔(𝑷) = 𝑮(𝑷)𝑽𝒆(𝑷) =
𝟏

𝑹𝑪⁄

𝑷 + 𝟏
𝑹𝑪⁄

.
𝟏

𝑷
=

𝟏
𝑹𝑪⁄

𝑷(𝑷 + 𝟏
𝑹𝑪⁄ )

=
𝒂

𝑷
+

𝒃

𝑷 + 𝟏/𝝉
 

𝒂 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

[𝑷. 𝑿(𝑷)] = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

[
𝑷 𝟏

𝑹𝑪⁄

𝑷(𝑷 + 𝟏
𝑹𝑪⁄ )

] = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→𝟎

[
𝟏

𝑹𝑪⁄

𝑷 + 𝟏
𝑹𝑪⁄

] = 𝟏                 

𝒃 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟏

𝑹𝑪⁄
[(𝑷 + 𝟏

𝑹𝑪⁄ ). 𝑿(𝑷)] = 𝐥𝐢𝐦
𝑷→−𝟏/𝑹𝑪

[
(𝑷 + 𝟏

𝑹𝑪⁄ ) 𝟏
𝑹𝑪⁄

𝑷(𝑷 + 𝟏
𝑹𝑪⁄ )

] = −𝟏            

𝑽𝒔(𝑷) =
𝟏

𝑹𝑪⁄

𝑷(𝑷 + 𝟏
𝑹𝑪⁄ )

=
𝟏

𝑷
−

𝟏

𝑷 + 𝟏/𝝉
 

 Donc la réponse indicielle  du système RC :    

 

Pour  le circuit RLC,     

𝑉𝑒(𝑡) = 𝑅. 𝑖(𝑡) + 𝐿
𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+  𝑉𝑆(𝑡)   

  𝑉𝑠(𝑡) =
1

𝑐
∫ 𝑖(𝑡)𝑑𝑡    → 𝑖(𝑡) = 𝑐

𝑑𝑉𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
 →

𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐶

𝑑2𝑉𝑠(𝑡)

𝑑𝑡2
 

𝒗𝒔(𝒕) =
𝟏

𝑹𝑪
𝒆−

𝒕
𝑹𝑪 =

𝟏

𝝉
𝒆−𝒕/𝝉 

𝒗𝒔(𝒕) = 𝟏 − 𝒆−
𝒕

𝑹𝑪 = (𝟏 − 𝒆−
𝒕
𝝉)𝒆(𝒕) 
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𝑉𝑒(𝑡) = 𝑅𝐶
𝑑𝑉𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐿𝐶

𝑑2𝑉𝑠(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝑉𝑆(𝑡)  

 𝑉𝑒(𝑡) = 𝑅𝐶
𝑑𝑉𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐿𝐶

𝑑2𝑉𝑠(𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝑉𝑆(𝑡)   

L’équation différentielle du système RLC est :  

 

L’equation différentielle du circuit RLC est de l’ordre 2 : le  circuit RLC est un système d’ordre 2. 

 

 

Appliquant la TL à l’équation différentielle avec conditions initialle nulles : 

𝑃2. 𝑉𝑠(𝑃) +
𝑅

𝐿
𝑃. 𝑉𝑆(𝑃) +

1

𝐿𝐶
𝑉𝑠(𝑃) =

1

𝐿𝐶
𝑉𝑒(𝑃) 

(𝑃2 +
𝑅

𝐿
𝑃 +

1

𝐿𝐶
) 𝑉𝑠(𝑃) =

1

𝐿𝐶
𝑉𝑒(𝑃)   → 

𝑮(𝑷) =
𝑽𝒔(𝑷)

𝑽𝒆(𝑷)
=

𝟏
𝑳𝑪⁄

𝑷𝟐 +
𝑹
𝑳 𝑷 +

𝟏
𝑳𝑪

=
𝟏

𝑳𝑪𝑷𝟐 + 𝑹𝑪𝑷 + 𝟏
 

La réponse du système est :  𝑽𝒔(𝑷) = 𝑮(𝑷). 𝑽𝒆(𝑷) , ca dépond les paramèttres du système : R, L et C.   

Conclusion :  

1. l’ordre de l’equation différentielle nous donne l’ordre du système. (temporel) 

2. L’ordre du dénominateur de la fonction de transfert  est l’ordre du système. (complexe, ou 

frequencile ) 

 

𝒅𝟐𝑽𝒔(𝒕)

𝒅𝒕𝟐
+

𝑹

𝑳
.
𝒅𝑽𝒔(𝒕)

𝒅𝒕
+  

𝟏

𝑳𝑪
𝑽𝒔(𝒕) =

𝟏

𝑳𝑪
𝑽𝒆(𝒕) 


