
Exercice 1 (Equations di¤érentielles à variables séparables)

Résoudre les équations di¤érentielles suivantes :

1) (x+ 1)y0 + y = 0

2) y
0 +

xy

1� x2 = 0 véri�ant y (0) = 1

1

Exercice 2 (Equations di¤érentielles linéaires du 1er ordre)

Résoudre les équations di¤érentielles suivantes:

1) y0 + xy = x

2) y0 � y
x
= ln x

Exercice 3 (Equations di¤érentielles linéaires du 2ème ordre à
coe¢ cients constants)

Résoudre les équations di¤érentielles suivantes:

1) y00 � 3y0 + 2y = 0

2) y00 + 2y0 + 5y = 0 véri�ant y(0) = 0 et y0(0) = 1

3) y00 � 2y0 + y = (x2 + 1)ex

4) y00 � y0 + y = 2x2e�x

5) y00 � y = �6 cos x+ 2 sin x
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2) y0 +
xy

1� x2 = 0.::::(G)
Remarque : y = 0 est une solution de (G)
si y 6= 0 :
y0 +

xy

1� x2 = 0() y0 = � x

1� x2y

() dy

dx
= � x

1� x2y ()
dy

y
= � x

1� x2dx
d�oùZ
dy

y
=

Z
� x

1� x2dx =) ln jyj = 1

2
ln j1� x2j+ C; C 2 R

=) jyj =
p
j1� x2jeC =) y = �eC

p
j1� x2j

=) y = k
p
j1� x2j; k 2 R�

Puisque y = 0 est solution de (G) alors :

y = K
p
j1� x2j; K 2 R

On cherche la solution qui véri�e la condition y(0) = 1:
y(0) = 1() K = 1

d�où y =
p
j1� x2j

Solution :
Rappel :
Les équations di¤érentielles à variables séparables s�écrivent

sous la forme :
y0 = f(x)g(y)

où f : I �! R et g : J �! R sont deux fonctions continues.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
1) (x+ 1)y0 + y = 0:::::(E)
Remarque : y = 0 est une solution de (E)
si y 6= 0 :
(x+ 1)y0 + y = 0() y0 = � 1

x+ 1
y

() dy

dx
= � 1

x+ 1
y () dy

y
= � 1

x+ 1
dx

d�oùZ
dy

y
= �

Z
1

x+ 1
dx =) ln jyj = � ln jx+ 1j + C = ln 1

jx+ 1j + C;
C 2 R
=) jyj = 1

jx+ 1je
C =) y = �eC 1

x+ 1
=) y =

k

x+ 1
; k 2 R�

Puisque y = 0 est solution de (E) alors :

y =
K

x+ 1
; K 2 R

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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Solution :
Rappel :
Les équations di¤érentielles linéaires du 1er ordre s�écrivent

sous la forme :
y0 + a(x)y = b(x)

où a : I �! R et b : I �! R sont deux fonctions continues.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

1) y0 + xy = x::::::(E)
La solution générale de (E) : yG = yp + y
où yp est une solution particulière de (E)
et y est la solution générale de l�équation sans second membre
(E0) : y

0 + xy = 0

On remarque que yp = 1 est une solution particulière de (E):

On cherche maintenant la solution générale de l�équation sans second
membre
(E0) : y

0 + xy = 0 c�est une équation di¤érentielle à variables sé-
parables
On remarque que y = 0 est solution de (E0):
Si y 6= 0 :
y0 + xy = 0() y0 = �xy
() dy

dx
= �xy () dy

y
= �xdx

d�oùZ
dy

y
= �

Z
xdx =) ln jyj = �x

2

2
+ C; C 2 R

=) jyj = e�x2

2 eC =) y = �eCe�x2

2

=) y = ke�
x2

2 ; k 2 R�
Puisque y = 0 est solution de (E0) alors

y = Ke�
x2

2 ; K 2 R
Par conséquent la solution générale de (E) est donnée par :

yG = yp + y = 1 +Ke
�x2

2 ; K 2 R:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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2) y0 � y
x
= ln x:::(F )

La solution générale de (F ) : yG = yp + y
où yp est une solution particulière de (F )
et y est la solution générale de l�équation sans second membre
(F0) : y

0 � y
x
= 0

La solution particulière yp de (F ) n�étant pas évidente, on cherche
tout d�abord la solution générale de l�équation sans second membre
(F0) : y

0� y
x
= 0 c�est une équation di¤érentielle à variables sépara-

bles
On remarque que y = 0 est solution de (F0):
Si y 6= 0 :
y0 � y

x
= 0() y0 =

y

x

() dy

dx
=
y

x
() dy

y
=
dx

x
d�oùZ
dy

y
=

Z
dx

x
=) ln jyj = ln jxj+ C; C 2 R

=) jyj = jxj eC =) y = �eCx =) y = kx; k 2 R�
Puisque y = 0 est solution de (F0) alors :
y = Kx; K 2 R

Pour trouver la solution particulière, on applique la méthode de
variation de la constante (MVC). Cette méthode consiste à rem-
placer la constante K par une fonction K(x).
On pose : y = K(x)x
alors y0 = K 0(x)x+K(x)
On remplace y et y0 dans l�équation (F ) pour obtenir K 0(x) :

K 0(x)x+K(x)� K(x)x
x

= ln x =) K 0(x) =
lnx

x

=) K(x) =

Z
lnx

x
dx

On pose U = ln x =) dU =
1

x
dx

K(x) =

Z
lnx

x
dx =

Z
UdU =

U2

2
+ C =

(lnx)2

2
+ C; C 2 R

d�où y = K(x)x =
(lnx) 2

2
x+ Cx

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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Solution :
Rappel :
Les équations di¤érentielles linéaires du 2ème ordre à co-

e¢ cients constants s�écrivent sous la forme :

y00 + ay0 + by = f(x):::::::(E)

où a; b 2 R et f : I �! R est une fonction continue.
La solution générale de (E) s�écrit sous la forme : y = yp + y0
où yp est une solution particulière de (E) et y0 est la solution

générale de l�équation sans second membre (E0).
y00 + ay0 + by = 0::::(E0) est l�équation sans second membre.
r2 + ar + b = 0:::::(Ec) est l�équation caractéristique.
- Si � > 0, on a deux racines réelles r1 et r2, dans ce cas la solution

de (E0) s�écrit sous la forme :
y0 = C1e

r1x + C2e
r2x; C1; C2 2 R:

- Si � = 0, on a une racine double r, dans ce cas la solution de (E0)
s�écrit sous la forme :
y0 = C1e

rx + C2xe
rx; C1; C2 2 R:

- Si � < 0, on a deux racines complexes et conjuguées r = � � �i,
dans ce cas la solution de (E0) s�écrit sous la forme :
y0 = e

�x (C1 cos(�x) + C2 sin(�x)) ; C1; C2 2 R:

Résolution de l�équation avec second membre :
y00 + ay0 + by = f(x)::::(E)
On cherche la solution générale de (E) en utilisant la méthode de

variation des constantes. Cette méthode consiste à remplacer les con-
stantes C1 et C2 par des fonctions C1(x) et C2(x):
Soit y0 = C1(x)y1 + C2(x)y2 la solution générale de (E0)
On pose y = C1(x)y1 + C2(x)y2

Pour trouver C1(x) et C2(x), on résoud le système suivant :�
C 01(x)y1 + C

0
2(x)y2 = 0

C 01(x)y
0
1 + C

0
2(x)y

0
2 = f(x)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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1) y00 � 3y0 + 2y = 0
L�équation caractéristique : r2 � 3r + 2 = 0
� = 1 =) r1 = 1 et r2 = 2
donc y0 = C1ex + C2e2x; C1; C2 2 R:
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2) y00 + 2y0 + 5y = 0 véri�ant y(0) = 0 et y0(0) = 1
L�équation caractéristique : r2 + 2r + 5 = 0
� = �16 = 16i2 =) r = �1� 2i
donc y0 = e�x (C1 cos(2x) + C2 sin(2x)) ; C1; C2 2 R:
On cherche la solution particulière qui véri�e y(0) = 0 et y0(0) = 1
y(0) = 0() C1 = 0
donc y0 = C2e�x sin(2x) =) y00 = �C2e�x sin(2x) + 2C2e�x cos(2x)
y0(0) = 1() C2 =

1

2

d�où y0 =
1

2
e�x sin(2x)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

3) y00 � 2y0 + y = (x2 + 1)ex::::::(E)
On commence par résoudre l�équation sans second membre
y00 � 2y0 + y = 0::::::(E0)
L�équation caractéristique : r2 � 2r + 1 = 0
� = 0 =) r = 1 : racine double
donc y0 = C1ex + C2xex; C1; C2 2 R
On cherche maintenant la solution générale de (E) en utilisant la

méthode de variation des constantes. Cette méthode consiste à remplacer
les constantes C1 et C2 par des fonctions C1(x) et C2(x):
On pose y = C1(x)e

x + C2(x)xe
x = C1(x)y1 + C2(x)y2

où y1 = e
x et y2 = xex

Pour trouver C1(x) et C2(x), on résoud le système suivant :�
C 01(x)y1 + C

0
2(x)y2 = 0

C 01(x)y
0
1 + C

0
2(x)y

0
2 = f(x)

()
�
C 01(x)e

x + C 02(x)xe
x = 0

C 01(x)e
x + C 02(x)(x+ 1)e

x = (x2 + 1)ex

()
�
C 01(x) + C

0
2(x)x = 0

C 01(x) + C
0
2(x)(x+ 1) = x2 + 1

()
�
C 01(x) = �C 02(x)x
C 02(x) = x2 + 1

()
�
C 01(x) = �x3 � x
C 02(x) = x2 + 1

d�où
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4) y00 � y0 + y = 2x2e�x:::::(F )
On commence par résoudre l�équation sans second membre
y00 � y0 + y = 0::::::(F0)
L�équation caractéristique : r2 � r + 1 = 0:::(Fc)

� = �3 = 3i2 =) r =
1� i

p
3

2

donc y0 = e
1
2
x
�
C1 cos(

p
3
2
x) + C2 sin(

p
3
2
x)
�
; C1; C2 2 R:

On cherche maintenant une solution particulière de (F ) en utilisant
la deuxième méthode :
le second membre de l�équation (F ) s�écrit sous la forme
f(x) = 2x2e�x = P2(x)e

�x

avec � = �1 et P2(x) = 2x2 polynôme de degré 2:
� = �1 n�est pas racine de l�équation caractéristique (Fc); donc la

solution particulière de l�équation (F ) s�écrit sous la forme
yp = Q2(x)e

�x = (ax2 + bx+ c)e�x

On calcule y0p et y00p :
y0p = �(ax2+bx+c)e�x+(2ax+b)e�x = (�ax2+(2a�b)x+b�c)e�x
y00p = �(�ax2 + (2a� b)x+ b� c)e�x + (�2ax+ 2a� b)e�x
= (ax2 + (�4a+ b)x+ 2a� 2b+ c)e�x
On remplace y0p et y00p dans l�équation (F ), on obtient
(ax2+(�4a+ b)x+2a� 2b+ c)e�x� (�ax2+(2a� b)x+ b� c)e�x+

(ax2 + bx+ c)e�x = 2x2e�x

() 3ax2 + (�6a+ 3b)x+ 2a� 3b+ 3c = 2x2

8><>:
C1(x) = �x

4

4
� x

2

2
+K1

C2(x) =
x3

3
+ x+K2

donc y = C1(x)e
x+C2(x)xe

x = (�x
4

4
�x

2

2
+K1)e

x+(
x3

3
+x+K2)xe

x

d�où y = (
x4

12
+
x2

2
+K1 +K2x)e

x est la solution générale de (E):

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Par identi�cation on trouve8<:
3a = 2
�6a+ 3b = 0
2a� 3b+ 3c = 0

()

8<:
a = 2=3
b = 4=3
c = 8=9
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5) y00 � y = �6 cos x+ 2 sin x:::::(G)
On commence par résoudre l�équation sans second membre
y00 � y = 0::::::(G0)
L�équation caractéristique : r2 � 1 = 0:::(Gc)
=) r2 = 1 =) r1 = 1; r2 = �1
donc y0 = C1e

x + C2e
�x; C1; C2 2 R:

On cherche maintenant une solution particulière de (G) en utilisant
la deuxième méthode :
le second membre de l�équation (G) s�écrit sous la forme
f(x) = e�x[P0(x) cos(x) +Q0(x) sin(x)] = �6 cos x+ 2 sin x
avec � = 0,  = 1; P0(x) = �6 et Q0(x) = 2 polynômes de degré

0:
�+ i = i n�est pas racine de l�équation caractéristique (Gc), donc

la solution particulière de l�équation (G) s�écrit sous la forme
yp = e

�x[U0(x) cos(x) + V0(x) sin(x)] = A cos(x) +B sin(x)
On calcule y0p et y00p :
y0p = �A sinx+B cosx
y00p = �A cosx�B sin x
On remplace y0p et y00p dans l�équation (G), on obtient
�A cosx�B sin x� A cosx�B sin x = �6 cos x+ 2 sin x
=) �2A cosx� 2B sin x = �6 cos x+ 2 sin x
Par identi�cation on trouve�

�2A = �6
�2B = 2

()
�
A = 3
B = �1

donc yp = 3 cos(x)� sin(x)
d�où la solution générale de (G) est

y = yp + y0 = 3 cos(x)� sin(x) + C1ex + C2e�x; C1; C2 2 R:

8

donc yp = (
2

3
x2 +

4

3
x+

8

9
)e�x

d�où la solution générale de (F ) est
y = yp + y0

y = (
2

3
x2 +

4

3
x+

8

9
)e�x + e

1
2
x
�
C1 cos(

p
3
2
x) + C2 sin(

p
3
2
x)
�
;

C1; C2 2 R:


