Fonctions a variables complexes

Définition

Si & chaque valeur que peut prendre une valeur complexe z, il correspond
une ou plusieurs valeurs d’une variable complexe w, on dit que w

est une fonction de z et on écrit w = f (z).

La valeur de la fonction f en z = a est écrite f (a), par exemple

pour f(z)=z+iona f(1)=1+1.

Fonctions uniformes et multiformes

Si une seule valeur de w = f (z) correspond a chaque valeur de z on dira que
f (2) est une fonction uniforme de z . Si plusieurs valeurs de w correspondent
a

chaque valeur de z, on dira que w est une fonction multiforme de z.
Exemple:

La fonction f (z) = 3z + 2i est une fonction uniforme de z car a chaque
valeur de z il correspond une seule valeur de f (z).

La fonction w = f (z) = 2'/? est une fonction multiforme de z car & chaque
valeur de z il correspond deux valeurs de f (z).

Par exemple pour z =4 correspond deux valeurs w; = e
Fonctions inverses

Si w = f(z), on peut aussi considérer z comme fonction de w, ce qui peut
s’écrire sous la forme g (2) = f~!(w). La fonction f~! est appelée la fonction
inverse de f.

Exemple: La fonction g (z) = 2/3 est la fonction inverse de f (z) = 2°.
Transformations

Si f(z) = u(x,y) +iv(z,y), (ot u et v sont des fonctions réelles) est une
fonction uniforme de z = = + iy, alors les fonctions u et v sont appélées
respectivement partie réelle et imaginaire de f, et on note

u(z,y) = Re (f(2)) et v(z,y) =Im(f (2)).

Exemple:

fle)=22+i=(x+iy)’+i= (a2 —y?) +i(2zy +1)

u(z,y) = 22 —y? et v(z,y) = 20y + 1.

Fonctions élémentaires

imw/4 et wo = 6571'/4.

1) Fonctions polynomiales

Les fonctions polynomiales de degrés n, ou n est un entier positif sont définies
par/ f(2) =P (2) = apz" + a12" * + ...an_12 + an,

ou ag, a1, G2,...,a, sont des constantes complexes avec ag # 0.

2) Les fractions rationnelles

P(z)

Q(2)

Les fractions rationnelles sont définies par f(z) =

ou P et ) sont des polynomes.

Exemple:
2

ze 42
z) = ——— est une fraction rationnelle.
/() 23 4 2i

3) Les fonctions exponentielles



Les fonctions exponentielles sont définies par:
f(2) =e* = e = e” (coy + isiny).

Si a est un réel et positif on définit

f(Z) =af = 6alnz

4) Fonctions trigonométriques

On définie les fonctions trigonométriques par

. e'LZ _ e—lZ e'LZ + e—'LZ
sinzg = ————, cosz=——F—"—
2 . 2 _ _
sin z e —et* cosz i(e* +e7iF)
tanz = = — —, cotz = — = - -
cosz  i(e¥* 4 e~i%) sin z et — e~iz

5) Les fonctions hyperboliques
Les fonctions hyperboliques sont définies par

e? — e~ % e + e~ %
shz=————,chz=——7—

. 2 2

shz e? —e * e +e *
thz=—=———, cothz = ———.

chz e* +e % er — e %

6) Fonctions logarithmiques

Si z =e" alors la fonction w = f(z) =1Inz, ou z # 0 est définie comme
I'inverse de la fonction exponentielle par:

w=f(z)=Inr+i(0+2kr), k=0,+1,%2,..., ot z = re?? = rei0+2km)

Fonctions holomorphes

Définition:

Soit f une fonction d’'un domaine D C C dans C et zp un point de D, alors
on dit que la fonction f admet une dérivée au point zy ou f est dérivable

au point zo si lim f(2) = f(z0)

existe, et on note cette limite par f (zo).
z—z0  Z— 2

J ot k)= (o).

Et on peut écrire f (z9) = }llirr%)

h
Définition:
Une fonction f est dite holomorphe en un point z; si elle est dérivable
au point zq

On dit que la fonction f est holomorphe dans un domaine D si elle est
dérivable en tout point de D.

Exemple
1) La fonction f (z) = 22 est holomorphe dans tout C
Vzg € C
2 _ 2 _
lim =0 = lim =2zt z) =2z
2720 2 — 20 Z—20 Z— 20

Propriétés des fonctions holomorphes dans un domaine.
Soient f et g des fonctions holomoprhes dans un domaine D. Alors :

1) f+g est holomorphe dans D, et ona (f + ¢ )/ (2)=f (2)+g (2) Vze D

’

2) fg est holomorphe dans D, et on a (fg) (2) = f (2)g(2) + f(2)g (2)
Vze D
3) Pour tout a € C, of est holomorphe dans D, et on a (af ) (z) = af (2).



4) Si de plus ¢g ne s’annule en aucun point de D, alors i est holomorphe
g

f) (2) = f(2)g(z)-f(=)g (2)
9% (2) '
Conditions de Cauchy-Riemann
On va chercher dans quelles conditions une fonction f: D — C est
holomorphe dans D
Théoréme:
Soient u, v deux fonctions réelles définies sur un domaine I de R?, alors
pour que la fonction f(z) = u(z,y) + iv(x,y) (ot z = z + iy € D) soit
Ou Ou Ov 0Ov

holomorphe dans D il faut et il suffit que les dérivées partielles —, —, —, — existent
oz’ Jy’ Oz’ Oy

’

dans D, et on a

et continues en tout point de I, et vérifient les conditions de
Cauchy-Riemann

Ou v ou ov

%—@ etaiy— 87{[;’

et alors la dérivée de f est donnée par
/ ou v ou ou v

. B ‘ v v
f (Z) - % ((E,y)ﬂ-l% (:Evy) - % (xvy)_zaiy (1’,:1/) - ay (xvy)—’_lal, (xvy)
Exemple:

La fonction f (z) =

est holomorphe dans tout C*

On a 1 )
= — = frd L= Zy frd x ) _y frg )
f(z)_z :L'+iy x2+y2 .’£2+y2 +Z$2+y2 u(m,y)—l—@v(aﬁ,y)
T -y
donc u (z,y) = — oyl et v(x,y) Ry
8u( ) w2 +y? —222 oy —a?
Ox (22 + y2)2 (22 + y2)2
ov (:E2 + y2) + 2y y? — z? ou
67<ay)_ 2 2 - 2 22:87(3:53/)
oty (=% +y?) z
ou 2wy
aiy (l’,y) - (1‘2 T y2)27
v (2.9) 2xy 8u( )
T,Y) =" 2= 43 LY
al’ (372 + y2)2 3y
La fonction f est donc holomorphe dans C*, et
2 2
/ Yy —x . 2xy
f(z) = 2 nZ 2 2)2°
(@2 +y?)" (2 +y?)
Remarque
Les conditions de Cauchy-Riemann peuvent étre écrites de la forme suivante
1)
af .of
AN b
Ox * Zay ’
ou



tel que z =z — iy

Exemple:

Est-ce que la fonction f (z) = zRez est holomorphe dans tout C
Ona f(2) = (z+iy)z =2 +izy = u(z,y) + v (z,y)

donc u (z,y) = 22, et v (2,y) = 2y

Ju

ov ou

donc la fonction f (z) = zRe z n’est pas holomorphe dans C

ou ., Ov B

7 (2,9) =0, o (z,9) = .

La fonction f est holomorphe simplement en zg = 0

Ona f(2) = zRez :zz—;z = 2422 = dfd(_z) = ; )

D’ou la fonction f ne peut pas étre holomorphe én aucun domaine de C
sauf en zg =0

Fonctions harmoniques

Définition:

Soit la fonction u de I C R2dans R, u € C? (1), si les dérivées partielles
0%u 0%u 0%u i 7

92 (z,v), 920y (x,y) et 7 (z,y) sont continues sur I.

Définition:

Soit la fonction u € C2(I), ot I C R?, alors on dit que u est harmonique
dans I si

2 0%u
V(I’,y) € I7 @ (Iay) + 873/2 (Iay) =0
Autre écriture u est harmonique dans I si V(z,y) € I, Au(z,y) =0
0? 02
ou A = —— + ——est un opérateur différentiel appelé laplacien.
0z2 = Oy?
Exemple
Soit la fonction u (z,y) = e¥sinx
ou U .
a—g (z,y) = €Y cosz, 7 (Zc,y) =eYsinx
0 0
8—; (z,y) = —e¥Ysinz, a—;; (z,y) = eYsinx
0%u 0%u
92 (z,y) + e (z,y) = —e¥sinz + e¥sinz = 0.

la fonction u (x,y) est harmonique

Théoréme:
Soit f(2) = u(x,y) + iu(z,y) une fonction holomorphe dans un domaine
D C C, alors les deux fonctions réelles u et v sont harmoniques dans D.



1
On a vu que la fonction f (z) = — est holomorphe dans tout C*.
z
—Y

sont
.’132 + y2

On en déduit que les fonctions u (z,y) =

harmoniques dans R? — {(0,0)} .

Définition:

Soit u une fonction harmonique dans I C R2. Alors une fonction v est dite
harmonique conjuguée de u si les fonctions u et v vérifient les conditions
de Cauchy-Riemann.

Théoréme:

Soit u une fonction harmonique dans I C R2. Alors il existe une fonction f
holomorphe de D C C tel que Re f = .

et v(z,y) =

X
m2_;'_y27

Exemple:
Soit la fonction u (z,y) = y? — 22 + xy
ou ou
5y (BY) =2z +y, e (z,y) =2y +=
0%u 0%u
@(x,yb—?, 87112(9679):2
0%u 0%u
A =2 2 = 242=
(Au) (z,y) 922 (z,y)+ 52 (z,9) +2=0

donc la fonction w (z,y) est harmonique.
Pour trouver une fonction v pour que f = u + v soit holomorphe, il faut
que les les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

ov ou ov ou
L Ov . y?
En intégrant E» (z,y) par rapport a y on trouve v (z,y) = —2my+5+cl (x).
Y
En dérivant la fonction v (x,y) par rapport & « on trouve
0 / —a?
a—i(m,y) =-2y+c¢ (r)=-2y—z=c(x)= Tx—&—cz
v a2
d’ou v (z,y) = —2zy + TR + co.



