TD n°2 : Fonctions Holomorphes. CORRECTION

Exercice 2.1. Calculer les limites suivantes si elle existent :

z2 — 22 2 2z+3)(z —1
im > "% —0, tm . fm 2, fm FEF3IE-D

z—0 z z—0 2z z—0 |z| z—>—2i 22 — 2z + 4

Calculer les limites suivantes si elle existent :
. 22,2 . )
L. lim, o =% = 0, carsion pose z = z + 4y alors z — 0 <= (x,y) —
(0,0), et

72— 22 —dixy 4|xy] 4|xy|
= = < < 4|x|— 0, quand (z,y) — (0,0).
= = i < N < el 0, quand (2.9) 5 (00

Autre méthode :
Sionpose z = re alors 2 — 0 <= r — Oet

=2 2 7,26—21'0 _ T2€2i9

zZ¢—z , ,
= 5 =r(e”3 —¢%) 5 0, quand r — 0.
z ret
2. )
z ZZ
lim‘—:lim—:limzz lim (x—iy)=0
z—0 2 z—0 2z z—0 (z,y)—(0,0)

Autre méthode :
Posons z = ret?

2 2
. z . T . _i
hmu:hm 7 =limre @ =0
z—0 Zz r—0 ret r—0

3. lim,_,o é n’existe pas, en effet ;

I z I T +1y
m-— = lim ———
z—0 |Z’ Z—>01/x2+y2’

fixons y = 0,

z
=0 |z]  (2)—(0,0) Va2 @0 |z]

lim = =1, et lim — =—1.
z—0t ‘.%" z—0~ ’1“

Autre méthode :
Posons z = ret

re 0

. z . . ;
lim — = lim = lim €’
z—0 |Z| r—0 71 r—0

ainsi, la limite dépend de # donc elle n’existe pas.

. 22+ 3)(z—1) 1 11,
4. 2z+3)(= -1 1 11
21_13121 22— 92244 2 + 4 v



Exercice 2.2. 1. Montrer que la fonction u(x,y) = —= n’a pas de limite

x24y?
quand (z,y) — (0,0).
2. Montrer les formules suivantes
cos(iz) = cosh(z), sin(¢z) = ¢sinh(z).

3. Montrer que sin(z) et cos(z) ne sont pas bornées dans C.

1. La limite de u(z,y) = xfiny quand (z,y) — (0,0) n’existe pas, en effet ;
si on pose y = x on obtient

! (2,y) = li 22 1
im  wu(r,y) =lim —— = —,
a0 Y TR a2 T 2
et si on pose y = —x on obtient
2
1
lim w(z,y) = lim R
(z,y)—(0,0) =0 12 + 22 2
2. .
(A%4 + 6774742 e*Z + eZ
cos(iz) 5 5 ch(z),
1z —1iiz —z _ L,z
sin(iz) ¢ 2; = ¢ 5 = ish(z)
3.
sin(z) = sin(z +1iy) = ( ) cos(iy) + cos(x) sin(iy)
= sin(z)ch(y) + i cos(z)sh(y),
cos(z) = cos(z+iy) = ( ) cos(iy) — sin(z) sin(iy)

z)ch(y) —i Sln( )sh(y).

sin(z)] = y/sin2(w)ch(y) + cos?(x)sh(y)

sin?(z)(1 + sh?(y)) + cos2(z)sh?(y)

= \/sin2(x) + sh?(y) — 400, quand y — +00,

|cos(z)| = 1/cos?(x)ch?(y) + sin?(x)sh?(y)

I
= =

cos?(z)(1 + sh?(y)) + sin?(x)sh?(y)

cos?(x) + sh?(y) — +o0, quand y — +o0.

I
=

Ainsi les fonctions sin(z) et cos(z) ne sont pas bornées sur C.



Exercice 2.3. Calculer

1) sin(1—14), 2) In(-=1), 3) 2¢, 4) In(141i), 5)
6) arcsin(i), 7) (cos(i))’, 8) (—1)V2.

-1

?

9

1.
sin(1 — ) = sin(1) cos(i) — cos(1) sin(z) = sin(1)ch(1) — ¢ cos(1)sh(1).
2. Le logarithme complexe d’un nombre complexe z est donné par

In(z) = In|z| +iarg(z) + 2kmi, k € Z,

donc
In(—1) =In| — 1| +iarg(—1) + 2kmi = (2k + 1)mi, k € Z.
3.
20 = ¢'n2 = cos(In2) +isin(In 2).
4.

In(1+i) = In|1 44| +iarg(l + i) + 2kmi = In(V2) —H‘% + 2kmi, k€ 7.

5.
it = eiln(i) _ ei(ln(\i|+iarg(i)+2k7ri) _ e—%—?k)ﬂ" keZ.

6. On a arcsin(z) = —iIn(iz + v/1 — 22), donc

arcsin(i) = —ilIn(ii + /1 —42) = —iln(—1 + v/2).

(cos(i))’ = (ch(1))? = ') = cos(In(ch(1))) + i sin(In(ch(1))).

(71)\/5 _ 6\/iln(—l) _ 6\/5(2k+1)7ri, keZ.



Exercice 2.4. Résoudre dans C, les équations suivantes

P =3V3+3i, 22=38+4, € —(1+i)e =i

Résoudre dans C, les équations suivantes
1.

et = 3343
=2z+4 = In(3V3+3i) =1In(|3V3 + 3i|) + i arg(3V/3 + 34) + 2kmi, k€ Z
=244 = ln(6)+i%+2km’, kel

1
=z = 51n(6) —2—1—2'112—}—1{:772’, ke Z.
2. Soit I’équation 22 = 3 + 4i.
Posons 2z = x + 1y, alors

x2—y2:3
20y =4
2?49y =5

en résolvant ce systeme on trouve z = (2 + 7).
Autre méthode :

P2 =344i=4-14+4i=2>4i>4+22i=2+i)> = 2=+(2+1).
3. Soit I’équation € — (1 +i)e™ % = i.
e —(14i)e ¥ =i < ¥ —ie”® — (141) =0,
posons X = e’?, on obtient
X% —iX - (1+44)=0,
A =3+ 44,
Xi=1414, Xo=-1
¥ =1+4+i VvV €% =—1,
iz=1In(1+1i) V iz=In(-1),
iz = In(V2) + 2% Y 2%kmi V oiz = (2k + )i, k€ Z,

ol

Z:—iln(ﬁ)—l—%—l—2k‘ﬂ' V z=2k+1)m, keZ.



Exercice 2.5. Montrer que  arctan(z) = —[In(¢ 4+ z) — In(i — 2)].

Montrons que arctan(z) = %[In(i + z) — In(i — 2)], on a

N | e

sin(w) S 1 - e

_ . o 2 _

2 =tan(w) = mw@—gﬁéz_hW+am
2

= iz(eiw + efiw) — eiw o efiw
= e(iz—1) = e ™ (—iz —1)
= ez 41) = e (—2z +1)
= ein — iz
1+ 2z
= 2iw = In (Z _ Z)
1+ z

= 2iw =1In(i — z) — In(i + 2)

1
= w = 5[111(1’ —z) —1In(i + 2)]

i
= fw:%m@+@fm@f@y

Exercice 2.6. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont holomorphes

f(z) = I'm(2), f(z) = €7, f(z) =22+ 5iz+ 3 — i, f(2) = (Re(2))%.

1.
Z—Z
= I =
f(e) = Im(z) = “
af 1
%(5)—_27&0 Vz € C.
Donc f n’est pas holomorphe sur C.
2.
flz)=¢
%(z) =e"#0 VzeC.
Donc f n’est pas holomorphe sur C.
3.
f(z)=2*+5iz+3—i
of
5(2) =0 VzeC.

De plus f est différentiable (de classe C'! ) sur C, ainsi f est holomorphe sur C.



Autre méthode :
posons z = x + 1y, donc

f(z) = 22+5iz+3—i
= (z+iy)* +5i(x +iy) +3—i
= 22 —y? + 2izy +5ix — Sy +3—i
= u(z,y) = 2° —y? — by + 3, et v(z,y) = 2zy + bz — 1.

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées car :

ou ov

ax(fﬁ,y) T et ay(ﬁc,y) x,

ou ov

ay(fﬂ,y) y—>5e 8gc(:r,y) Y+ 5,

De plus u et v sont différentiables (de classe C! ) sur R?, ainsi f est holomorphe
sur C.

4,
z+7\?
1) = (et = (357)
af 1 _
E(z) = i(z +Z) = Re(z).

Donc f n’est pas holomorphe sauf aux points z tels que Re(z) = 0.
Autre méthode :
Posons z = x + 1y, donc

f(2) = (Re(2))* = 2”

= wu(z,y) =2 et v(z,y)=0.

Les conditions de Cauchy-Riemann :

ou v
%(l’vy) =2z et @(x,y) _Oa
ou

ov
@($7y) =0 et %(xay) - 07

Donc f n’est holomorphe qu’ aux points z tels que Re(z) = 0.



Exercice 2.7. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont analy-
tiques

f(z) = ze%, f(z) = EZ27 f(z) = sin(3z).

1. Soit la fonction f(z) = ze?,

f(2) = ze* = (x4 iy)e™™¥ = (x + iy)e®(cosy + isiny)
=  u(z,y) =e(rcosy —ysiny), et v(zr,y) = e*(ycosy + xsiny).

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées Vz € C car :

ou

5, (& ¥) = € ((z + 1) cosy —ysiny),
ov )
——(2,y) = e"((z + 1) cosy — ysiny),
dy

@(%?/) =e(—(z+1)siny — ycosy),
dy

ov . ]

%(l‘ay) =e*((z+ 1)siny + ycosy).

Donc f est analytique sur C.
2. Soit la fonction f(z) = 2z,

g‘z(z) = 22,

f n’est dérivable qu’au point z = 0, donc f n’est pas analytique en aucun point.
3. Soit la fonction f(z) = sin(3z),
Posons z = x + ¢y, donc

f(z) = sin(3z) = sin(3z + 3iy) = sin(3z) cos(3iy) + cos(3z) sin(3iy)
= sin(3x)ch(3y) + i cos(3z)sh(3y)
= u(x,y) = sin(3z)ch(3y), et v(z,y) = cos(3x)sh(3y).

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées Vz € C car :

%(gg, y) = 3cos(3x)ch(3y),
g;;(g;" y) = 3 cos(3x)ch(3y),
‘?)Z(x, y) = 3sin(3x)sh(3y),
%(% y) = —3sin(3x)sh(3y).

Donc f est analytique sur C



Exercice 2.8. Déterminer les constantes réelles a, b et c telles que la fonction
f(z) =z + ay + i(bx + cy) soit holomorphe dans C.

Posons u(z,y) = x + ay et v(z,y) = bx + cy. Pour que f soit holomorphe il faut
que les fonctions w et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann :

ou_ o
oxr Oy’
ou _ _Ov
oy oz’

On a

au—l @—c

or 7 Oy

Ou_a 8U_b

oy ' ox
ainsi



