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Avant Propos

Ce cours est destiné aux étudiants de deuxiéme année licence physique Faculté des
Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie. Il a été écrit sur la base du
programme assigné a ce niveau d’étude. Quelques notions ont été ajoutées pour qu’il vient
conforme avec ce qui est disponible comme travaux pratiques programmeés aux étudiant dans
le module de la mécanique des fluides. Cet ouvrage se base beaucoup plus sur les notions
physiques que sur les calculs mathématiques pour qu’il soit léger et facile a comprendre, et
représente une bonne initiation a la mécanique des fluides pour des étudiants qui entament
cette matieére pour la premiére fois d’autant plus lorsqu’ils ne soient pas de la spécialité

énergétique.
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Chapitre I : Introduction a la Mécanique Des Fluides

I- Introduction

1- C’est quoi la mécanique des fluides ?!
La mécanique des fluides est une branche de la physique qui étudie les écoulements
des fluides ; c'est-a-dire des liquides et des gaz lorsque ceux-ci subissent des forces ou des

contraintes en utilisant les lois de la mécanique de Newton.

2- Pourqguoi on étudie cette science ?!
La mécanique des fluides a de nombreuses applications dans divers domaines de notre
vie. Tels que: le domaine Spatial, 1°‘Océanographie, Météorologie, 1°‘Aérodynamique,

Hydrologie, Rhéologie, et dans le domaine Physiologiques

Ecoulement du son dans le (il ventsolaire, atmosphéres
coeur, dans les vaisseaux, la [[il Planétaires, Structures
microcirculation, galactiques (Soleil, étoiles..)

la respiration

Mouvements des grandes
masses océaniques
(courants), tourbillons
océaniques, l'ingénierie

\ havale

Ecoulement d’eau,
Interaction sable eau,
Erosion, Ondes de surface

. 5 Matériaux synthétiques,
Physique de I'atmosphére Peintures. Ecoulements
Mouvements des grandes poly-phasiques,
masses atmosphériques Ecoulements subsoniques, comportement des pates,
(alizés), Transferts transoniques, supersoniques, métaux liquides

hermiques hypersoniques, Acoustique , ‘
Bruit des avions, Propulsion
des avions et des fusées
‘ingénierie aéronautique

Figure 1.1 : Domaines d’application de la mécanique des fluides
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II-  Définitions
1- Lefluide
Un fluide est un milieu continu, formé de particules matérielles, trés petites et trés
nombreuses, libres de se déplacer les unes par rapport aux autres. C'est un milieu déformable,
sans rigidité et qui peut s'écouler. On distingue deux sortes de fluides : les liquides et les gaz

> Les liquides n’ont pas de forme propre ; llIs prennent la forme du récipient qui les
contient, mais ils ont un volume propre.

» Lesgaz n’ont ni forme ni volume propre.

Figure 1.2 : Etats de la matiére

2- Notion de la particule fluide

Les concepts de la mécanique des fluides reposent sur les hypotheses fondamentales

suivantes :

» Le fluide est un milieu continu

» Le milieu est considéré continu lorsqu’il est possible de définir, en tout point de ce milieu
(I’écoulement) et a tout instant, des fonctions de champ (masse volumique, température,
vitesse, etc..)

» Quelque soit I’élément de volume qu'on choisit est trés petit (une gouttelette de brouillard),
il sera toujours beaucoup plus grand que la dimension des molécules qui le constitue

» Il n’est pas nécessaire de suivre I’évolution de chaque molécule a 1’échelle microscopique

» Le fluide est constitué de ce qu’on appelle particules fluides comportant un grand nombre

de molécules et occupant un volume négligeable a 1’échelle macroscopique.
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» On peut affecter a chaque particule de fluide une vitesse v, une pression p, une température

T, une masse m...

Volume }
eIementaweo‘

fluide

Particule
fluide

L<a<D

Libre parcours

D : caractérise la dimension du domaine (I’échelle macroscopique)

L : caractérise la dimension intermoléculaire représente le libre parcours moyen (1’échelle
microscopique)
a : caracterise la dimension de la particule fluide (1’échelle mésoscopique)

Figure 1.3 : Notion de la particule fluide

3- Forces de volume et forces de surface appliquées sur un domaine fluide

» Forces de volume

Sont les forces qui s’exercent sur le volume entier du domaine fluide par exemple force

de pesanteur, force électrique, magnétique, électromagnétique.

F= j f dr
\Y
dt : Volume élémentaire

f : Force par unité de volume
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> Forces de surface

Sont les forces qui s’exercent sur la surface du domaine fluide on les appelle forces

surfaciques ou superficielles.

Soit un volume fluide, délimité par une surface fermee X

d?=ﬁ% +a:>N

Considérons la force qui s’exerce au niveau de la surface élémentaire dS de normale n

On peut toujours décomposer dF en deux composantes:

= une composante dFr tangentielle a dS appelée force de contrainte visqueuse ou

frottement.

*= une composante dFn normale a dS appelée force de pression.

» La pression désigne la force par unité de surface qui s’exerce perpendiculairement a un

élément de surface dS.

— ~ dF
dF=—p-Nn-dS == p=—
ds
dF est la force exercée sur I’élément de surface dS. n
ds

P est la pression régnant au point M.
dF
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» La force de pression agit toujours vers I’intérieur du volume délimité par 1’élément de

surface.

> La pression s’exprime en pascal : Pa=N.m?=kg.m™.s?

On trouve aussi : 1 atm =1,013.10° Pa
1 bar =10°Pa
1atm = 760 mm Hg

4- La masse volumique

La masse volumique p est définie comme la masse par unité de volume

_dm
P="av

5- La densité

La densité d est sans dimension est définie comme la masse volumique du fluide
étudié rapportée a la masse volumique de I’eau (1000 kgm™) dans le cas d’un liquide et & la

masse volumique de I’air (1,29 kgm™) dans le cas d’un gaz
6- Fluide incompressible

Un fluide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donné ne
varie pas en fonction de la pression extérieure. Les liquides peuvent étre considérés comme

des fluides incompressibles (eau, huile, etc.)

Exemple : Il faut une force de 10° N par m? de surface pour diminuer le volume de I’eau de
5% .

7- Fluide compressible

Un fluide est dit compressible lorsque le volume occupé par une masse donnée varie

en fonction de la pression extérieure. Les gaz sont des fluides compressibles.

Exemple : I’air, I’hydrogene, le méthane a 1’état gazeux
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8- Débit massique et débit volumique
> Débits

Le débit d’une fonction F & travers la surface S, est donné par :

» Débit massique

Le débit massique de fluide est donné par :

= v.nds
Om= P VnS ; V, est lavitesse uniforme sur toute la surface S n J"O
S

e Si I’écoulement est permanent (I’écoulement n’évolue pas dans le temps), alors le débit
massique est conservé :  gm(S1) = gm(S2)
» Débit volumique

Le débit volumique de fluide est donné par :
gv= VnS ; V, est lavitesse uniforme sur toute la surface S q = Jv.n ds

e Si le fluide est incompressible, alors le débit volumique est conservé
9- Fluide parfait

Un fluide est dit parfait lorsque la résultante des forces de surface exercées sur le
fluide reste normale a la surface dS. C’est-a-dire la composante tangentielle Fr est nulle

(I’effets de frottement est négligeable)
10- Fluide réel

Dans un fluide réel les forces tangentielles de frottement interne (frottement visqueux)

qui s’opposent au glissement relatif des couches fluides sont prises en considération.
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» Ce phénomeéne de frottement visqueux apparait lors du mouvement du fluide.

> Au repos, le fluide réel se comporte comme un fluide parfait

T,
o

Fluide réel en
mouvement

-_—
df. ]

Fluide réel ,parfait Fluide parfait en
au repos mouvement

Figure 1.4 : Différence entre un fluide réel et fluide parfait

11- La Viscosité

La viscosité est déterminée par la capacité d'entrainement (adhérence) que possede une
couche en mouvement sur les autres couches adjacentes. Dans les écoulements visqueux les

couches fluide ne s'écoulent pas a la méme vitesse, on dit qu’il ya un profil de vitesse.

Couche fluide 2

Couche fluide 1

Profil des vitesses linéaire Profil des vitesses parabolique

Figure 1.5 : Profil des vitesses dans un fluide réel

On distingue la viscosité dynamique et la viscosité cinématique :
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» Viscosité dynamique

Considérons deux couches contigués distantes de Az d’un fluide qui s’école en filets
rectilignes et paralléles. La différence de vitesse entre les deux couches fluide engendre une
force de frottement F qui s'exerce a la surface de séparation de ces deux couches et s‘oppose
au glissement de I'une sur l'autre. Elle est proportionnelle a la difféerence de vitesse des

couches Av, a leur surface S et inversement proportionnelle a Az.

AZ

Figure 1.6 : Expression de Newton de la viscosité

Le facteur de proportionnalité p est le coefficient de la viscosité dynamique du fluide.
[u] =m-LET

Dans le systeme international (SI), I'unité de viscosité dynamique est le Pascal seconde

(Pa-s) ou Poiseuille (PI).
» Viscosité cinématique

Dans de nombreuses formules apparait le rapport de la viscosité dynamique L et de la

masse volumique p. Ce rapport est appelé viscosité cinématique 1

_HK
— 2_ -1 n_p
[n]=L"T

Dans le systéme international (SI), I'unité de viscosité n'a pas de nom particulier :

(m?/s). Dans le systéme CGS, l'unité est le Stokes (St) : 1 m%/s = 10* St
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> Mesure de viscosité

La viscosité peut étre mesurée en utilisant plusieurs instruments, Parmi lesquels on

cite les méthodes suivantes :

Viscosimétre a chute de bille ou viscosimétre d'Hoepler (voir TP)

Une bille sphérique tombe lentement dans un tube bien calibré renfermant le liquide

visqueux. On mesure la durée t que met la bille pour parcourir une certaine distance.

Figure 1.7 : Vicosimétre d'Hoepler

Viscosimeétre rotatif ou viscosimetre de Couette

Un cylindre plein (A) tourne a vitesse constante dans un liquide contenu dans un
récipient cylindrique (B) ; celui-ci, mobile autour de son axe de révolution, est entrainé par le
liquide. Un ressort, exer¢ant un couple de torsion aprés avoir tourné d'un angle a, retient (B)

en équilibre. On montre que la viscosité dynamique n est proportionnelle a I'angle o

Figure 1.8 : Viscosimeétre de Couette
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12- Régime d’écoulement

En 1883, l'ingénieur britannique Osborne Reynolds montra I'existence de deux types

d'écoulements visqueux dans les tuyaux.
» Reégime laminaire

Il correspond a des écoulements réguliers ou la masse de fluide est constituée de filets
juxtaposés, parfaitement individualisés, les surfaces libres sont lisses et unies; les filets ne
sont soumis qu’a des efforts tangentiels de frottement dus a la viscosité du fluide. Ce sont les
forces de viscosité. Ces écoulements ne se rencontrent guére en pratique sauf pour quelques

problemes particuliers (a faibles vitesses) ou dans le cas de fluides tres visqueux
» Régime turbulent

A partir d'une certaine vitesse, les fluctuations locales de pression ou de vitesses ou les
perturbations extérieures de 1'écoulement (rugosité de la paroi, forces d’inertie) modifient
d’une fagon irréversible les lignes de courants. Ils ne conservent pas leur individualités ce qui
provoque des gradients de pression de part et d'autre de la couche et conduit a la création de
tourbillons locaux. Lorsque le fluide est rempli de ces tourbillons, le régime est qualifié de

"turbulent”.
» Régime transitoire

C’est un régime intermédiaire L’écoulement est dit transitoire lorsque des petites

perturbations commencent a apparaitre.

Régime Laminaire

e e T \.‘-Mﬁ‘ |
Régime transitoire

e e e~ WG, g |

Régime turbulent

Figure 1.9: Régimes d’écoulement

10
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» Nombre de Reynolds

En utilisant des fluides de diverses viscosités, et en faisant varier les conditions
expérimentales, Reynolds a montré, qu'il existait un parametre Re, sans dimension, qui permet

de classer ces différents comportements. On le nomme nombre de Reynolds :

4

Re <2000 le régime est laminaire
_pvd_Vd

u n

Re 2000 <Re < 3000 le régime est transitoire

Y

——> Re > 3000 le régime est turbulent

p . est masse volumique du fluide; V: la vitesse moyenne; d une dimension

transversale de la conduite ; p et n les viscosités dynamiques et cinématiques du fluide.
13- Force de frottement fluide (la trainée)

Lorsqu' un corps pénétre dans un fluide, sera soumis a des forces, réparties en surface,

dont les valeurs et distributions dépendent de:

v’ L’état physique de fluide (masse volumique, poids,..)
v’ de la vitesse relative

v de la forme du corps et de la rugosité de sa surface

La somme de ces forces peut étre décomposée en une composante perpendiculaire
appelée force de pression ou portance en aérodynamique et une composante dirigée en sens
inverse de la vitesse, appelée force R de frottement visqueux (amortissement fluide) ou
trainée.

14- La trainée

La trainée est la résultante des forces de frottement internes c’est la force qui freine le

corps dans le fluide. On distingue deux types de trainees:

T/
v

11



Chapitre | Introduction a la mécanique des fluides

» Latrainée au regime laminaire

Aux faibles vitesses, I'écoulement du fluide autour du corps est laminaire, Le fluide, a
la surface du corps, posséde une vitesse locale, égale a celle du corps, et décroissante
réguliérement en fonction de son éloignement du corps. Dans ce régime c’est la viscosité qui

prédomine dans I’effet de la trainée qui est exprimé par:
T = KVdu

d : dimension linéaire du corps en mouvement

K : coefficient numérique dépendant de la forme et de I'orientation

» Latrainée au régime turbulent

Aux grandes vitesses, le corps met le fluide en mouvement dans son sillage. L’énergie
ainsi communiquée, égale & 1/2 pV? par unité de volume, a pour effet de ralentir le mobile et
doit donc intervenir dans 1’expression de la force de frottement donc dans ce régime c’est
I’inertie, qui prédomine dans l'effet de trainée. Elle peut étre modélisée par 1I’expression

suivante:

T = CX%pVZS

Le coefficient Cx , qu’on cherche a le réduire, est un nombre sans dimension. |l

dépend de la forme du corps et de son orientation par rapport a la direction de la vitesse.

§ Segl Wy LA TP

il S

Figure 1.10 : La trainée dans différents régimes d’écoulement

12
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» Coefficient de trainée et le nombre de Reynolds

Compte tenu de I’importance des situations ou I’inertie du fluide joue un rdle

prédominant (trainée en V), on convient d’écrire dans tous les cas la trainée sous la forme:

T = CX%pVZS

Le coefficient de trainée C4 dépend maintenant de la vitesse.

Lorsqu'on effectue le rapport des relations de la trainée on obtient:

T

turbulent _

T

laminaire

V?*S
&p =Cp\/d ZCRe
2K udv 1)

Re, représente le rapport des forces d’inertie et les forces de viscosité, donc La détermination

de T dans le cas genéral revient a la détermination de Cy qui dépend de la valeur de Re.

Des graphes représentant C4 en fonction de R, ont été constitués par le regroupement
de résultats expérimentaux obtenus sur des systemes tres divers (billes d'alliages métalliques
dans de I'huile, billes de cire dans I'alcool, de paraffine dans I'aniline, d'ambre dans I'eau,

bulles d'air dans I'eau, etc.)
» Coefficient de trainée d’une sphére

Dans le cas d’une sphére de rayon r se déplagant a faible vitesse V (Re < 1) dans un

fluide, la trainée est donnée par la formule de Stokes :

T =6xruVv

Dans le cas des grandes vitesses (1000 < Re < 2. 10°) Ou Cx = 0,48, et en utilisant S =

7% la trainée est donné par : 1
T =0C, EpV ‘rr?

Le coefficient de trainée d’une sphére a faible vitesse :

o _ lou_2
rov. R,

13
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D’ou le nombre de Reynolds égal :

_2rpV
U

R

e

Tel que le diamétre d de spheére égal 2r

Re «< 1 (laminar)

S
103« Re < 10° (Vortex shedding) Re > 10 (Turbulent BL)

Figure 1.11 : Le nombre de Reynolds a différents régimes

14
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Chapitre 11 : Statique des fluides

1- Definition
La statique des fluides est I’é¢tude des conditions d’équilibre des fluides et de leurs

comportements dans des situations ou il y a absence de mouvement relatif entre les

particules qui les constituent:

» Fluides au repos / Accélération nulle
*  Fluides en mouvement sans frottement: les fluides parfaits

« Les forces de surface en jeu sont des forces dues uniquement a la pression.
2- Equation fondamentale de la statique

On considére un élément de volume fluide de forme parallélépipédique, de volume

dV = dx.dy.dz, dans un repére cartésien :

7T

dz

--L dx

Le bilan des forces qui s’appliquent sur cet ¢lément de volume impose de distinguer :

« les forces de volume : le poids

 les forces de surface : les forces de pression

-p(z+dz)dxdye, i=é
z y
/s
dz
s
" (x.,2) 4
X dx
¢ n e /' -

n=-e. -

A . ' pl)drdye,

15
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Force de volume

L’expression du poids du fluide est donnée par :
dP =dmg = pdV §

Force de surface

On peut décomposer cette force en ses trois composantes :

dF =dF, +dF, +dF, === dF =dF, &, +dF, &, +dF,§,

Intéressons nous a la composante dFz, les forces de surface sont nécessairement
normales, la composante suivant z correspond aux forces de pression s’exergant sur les

surfaces perpendiculaires a I’axe z.
dFz =dF, e, = F, (2)e, — F, (z+dz)e, = P(z)dxdye, — P(z +dz)dxdye,

Donc : dF, =[p(z)— p(z +dz)] dxdy

Par un développement au premier ordre, on trouve :

p(z+dz) = p(z) + @dz
oz

op op
>oul dF, =——dxdydz =——dV
Drou: 2= W oz

Par analogie, les deux autres axes donnent :

dF, =-Lav
194

dF, = - Pav
oy

La force de surface se résume alors a:

%ngl’qu

16
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Soit : dF = —§p dv

La force de poids dP = pdVg et dF = ~VpdV

D’aprés le principe fondamental de la dynamique, I’ensemble des forces agissant sur la

particule fluide équivaut au produit de sa masse par son accélération :
dP +dF = pdVa
Par conséquent, on a : pdVg-— %p dv = pdva

D’ou : pY—Vp=pa

Le fluide estau repos: a=0

Dans ce cas : §p =p0 c’est I’équation fondamentale de la statique des fluides (Equation locale)
Dans le cas d’un fluide au repos, en supposant que 0=-0€, ona:

0

P_g b

F_o E__ —
"0 0 G me p(Y.2)=p(@)

dp
D’ou : e =—PY  (CestI'équation différentielle de la statique des fluides & résoudre

pour connaitre la pression en tout point du fluide au repos.

17
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3- Statique des fluides incompressibles

Un fluide est dit incompressible si I’on peut considérer que sa masse volumique est en

tout point la méme :
p= Cte

Par ailleurs, on peut considérer que I’accélération de la pesanteur est une constante :
g — Cte

Par conséquent :

Par intégration :

p(z) = 3—pd2=— pgdz=—-pg | dz=-pgz+C"*
z

Soit ;

p(z)+p9z = c* C’est la loi fondamentale de [’hydrostatique

» Théoréme de I’hydrostatique

D’apres la loi de I’hydrostatique on a :

p(z)+pgz=C" = p(z') + pot’

18
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Donc :
p(2)- p(z') = pg(2'-2)

p(z)- p(z') =pgh

La plupart du temps, on prendra le niveau de référence z’ =0 correspondant & la surface libre

du fluide ou P(0) =po = pa

Donc : p=py,+,p0h
Profondeur de fluide
sous le niveau de référence

La pression atmosphérique standard : P, = 1,013.10° Pa

» Enoncé du théoréeme de I’hydrostatique

La différence des pressions entre deux points d'un liquide en équilibre est égale
au poids d'une colonne de ce liquide ayant pour hauteur la différence des niveaux

entre ces deux points et pour section droite I’unité de surface.

p—po = pgh 1 I

19
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surface libre a la

z X .
pression atmosphérique
Pﬁ
Y p2)
Z<O e g
liquide
P=Ps—p9z
p=p.+pgh

La pression augmente avec la profondeur dans le liquide, la position du point dans

le liquide est repérée par rapport a la surface libre du liquide

» Conséquences du théoréme fondamental de I’hydrostatique

Eqgalité des pressions en tout point d'un plan horizontal

v’ les pressions en deux points M et M’ situés dans le méme plan horizontal, sont
égales

v' les plans horizontaux dans un liquide, sont des plans isobares

v’ La pression au fond d’un récipient ne dépend pas de la forme du récipient mais

uniqguement de la hauteur du liquide.

_ / Niveau de liquide
h Pi= P, =Ps
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v' Les surfaces libres des vases communicants sont sur un méme plan horizontal

Surface horizontale = Egalité de pression ['A

» Théoréme de Pascal

Pl = PA+ pgh Pz = PB+ pgh’ P]_ = P2

P1+ AP = Pa + APy +pgh ~ 2 AP; = APp
P1+AP1 = P2 +AP2 —— APZ = AP]_ = APA

P, +AP; = (Pg+ APg)+ pgh’ . = APg=AP;=APa

Enoncé :

Dans un fluide incompressible en équilibre, toute variation de pression en un point
entraine la méme variation de pression en tout autre point.

Ona
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FaSe

A

Sg)Sa=>Fg =

= Fg))Fa

La force appliquée Fa peut étre amplifiée en choisissant Sa<<Sg

I:>A SA PB SB

Exemples d’applications de théoréme de Pascal : Elévateur hydraulique, Cric hydraulique,

presse hydraulique, frein hydraulique, ascenseur

piston (2)

piston (D

> Principe d’Archiméde

Pg =Pat pgh weh Pg—Pa= pgh
—_— (PB - PA) S= pghS

wot FarcH = pgV
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V est le volume du fluide déplacé et égal au volume du corps immerg¢, p sa masse volumique.

La différence de pression entre le haut et le bas du solide engendre une poussée
verticale dirigée vers les pressions décroissantes (de bas vers le haut). Elle est appelée poussée
d’Archimede.

Enoncé (principe d’Archiméde)

Tout corps plongé dans un fluide recoit de la part de ce fluide une force (poussee)
verticale, vers le haut dont l'intensité est égale au poids du volume de fluide déplacé (ce

volume est donc égal au volume immergé du corps).
FARCcH=Pfluide- Vimm-J
Poids apparent

C’est la différence entre le poids réel et la poussée d’Archimede (le poids du corps a

Papp: P = Fa
X_) Papp= V.9 (p— priuide)

I’intérieur du fluide).

Paop ) 0wy Corps immergé

Papp (0 Corps flotté

Pppp =0 msssp- Corps suspendu

4- Statique des fluides compressibles

De facon générale, il s’agit des gaz puisque leur densité dépend de la pression. Pour

simplifier 1’étude, on prendra le cas d’un gaz parfait :

pV =nRT
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masse molaire du gaz

oit: v 9% PEY TN TV T
pRT M la masse volumique en fonction
Dou: P=—7—— = p=—==P .
M RT de la pression = compressibilité

En partant de 1’équation fondamentale de la statique des fluides comme suit :

dp dp M dp M
—_—=- = —=—— = —=———gdz
iz P(P)g iz RT Pg RT g
Il faut donc intégrer :
q M Constante si la température est homogene
D Lygdz+ce
p RT

R M te
- Inp=——gz+C
Soit : p RTg

M
Donc: P(z)=C® exp(— ﬁg Z) ou la constante se définit par rapport a la pression pour

un niveau de référence.

M M
insi. si p= - : =C®exp| ——gz, | = C® = pyexp| —gz
Ainsi, si p=popenz=zp, alors: Po p( RT g oj Po p( RT g Oj

M
Donc: P(2) = po exp{— ﬁg(z - Zo)}
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p(z) = Py exp{—%g(z—zc))}

Application: Mesure de la pression atmosphérique (Barométre de Torricelli)

La pression atmosphérique est la force qu'exerce l'air atmosphérique par unité de
surface.

Un tube en verre rempli de mercure puis retourné sur une cuve pleine de mercure
également. Le niveau de mercure dans le tube se stabilise & une hauteur indépendante de la
forme et de I'inclinaison du tube. La pression P, qui s'exerce sur le mercure de la cuve est la

pression atmosphérique.

5
o (%)
h=2,-2, P1=0
<l =76cm e P, = pression atmosphérique.
. P, pmercure = 13600 kg.m™
X P, - P =p.g.h=13600 x 9.81 x 0,76 = 101396.16 Pa
0
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Chapitre 111 : Cinématique Des Fluides

La cinématique des fluides concerne la description des écoulements sans avoir recours
au calcul des forces mises en jeu.

1. Descriptions de mouvement

» Description de Lagrange

Cette description de I’écoulement consiste a suivre une particule donnée au cours de
son mouvement au sein du fluide. Avec cette description tous les inconnues du probleme
(position, vitesse, pression....etc.) s’écrivent en fonction de (Xo; Yo; Zo;t) qui sont les
coordonnées de la position de particule fluide dans sa configuration initiale t=0s, et t
représente le temps.

Pour connaitre parfaitement 1’évolution du fluide, il faut déterminer les 3 fonctions
suivantes:

X = X(Xo; Yo; Zo; 1)
Y = Y(Xo; Yo; Zo; 1)
Z = 2(Xo; Yo; Z0; 1)

(Xo; Yo; Zo;t) sont les variables de Lagrange.

» Description d’Euler

Cette description consiste a connaitre la vitesse des particules au cours du temps a un
endroit donné déterminé par ses coordonnées, par exemple cartésiennes x, vy, z.
L’écoulement du fluide est décrit au moyen d’un champ de vecteurs vitesse a chaque

instant t.

Ainsi :
—> > > >
V(t) = vy i+ vy j+ v,k

Vi =V (X\Y,2), V=V (XY,2), V=V (X)Y,2)
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P La vitesse en tous points (x,y,z) de I’écoulement (Champ de vitesse)
x « Photo instantanée de [’écoulement »
S ——
Observateur

2. Ecoulement permanent

Un écoulement est dit permanent (ou stationnaire) lorsque le champ de vecteurs

vitesse 'V ne varie pas dans le temps. Les grandeurs physiques de 1’écoulement ne dépendent
pas explicitement du temps.

Ecoulement stationnaire :

Champ de vitesse a 'instant t Champ de vitesse a I’instant t’

Ecoulement instationnaire :

Champ de vitesse a I’instant t Champ de vitesse a I’instant t’
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Soit la vitesse V(t) associée au point M évolue au cours du temps.

Vi(t)

R

Les grandeurs physiques de I’écoulement sont donc définies en fonction des
coordonnées de I’espace x, Y, z et de temps t. Ces coordonneées représentent les variables
d’Euler.

La description eulérienne est plus adaptée que la description lagrangienne, la
connaissance du champ des vitesses étant suffisante pour la description du fluide en

mouvement.

3. Dérivée Particulaire

Considérons la fonction scalaire ®(x,y,z,t) une grandeur physique caractéristique du

fluide au point de coordonnées X, y, z et au tempst.

La particule fluide au temps t+dt sera au point de coordonnées x+dx, y+dy, z+dz . La

variation de la fonction sera donc égale a :

dd = O(x+dx, y+dy, z+dz, t+dt) - d(X, y, z, t)

Développement en
d®=a£dx+a£dy+a£)dz+82dt premier ordre
OX oy 0z ot
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Puisque

dx = vy dt
dy = vy dt
dz = v, dt
Donc : do =a£vxdt+a£vydt+a—d)vzdt+a£dt
OX oy oz ot

dd od od oD oD
=V, +—V, +—V,
dt ot  ox oy ¥ oz

do _ oo vgrad® ﬁ
ot

dt

La dérivée (Zit) que I’on note %‘f est la dérivée particulaire, (liée a la particule), est égale

a
DO dd od -—— oD oD oD oD
—=—=—+vgradd=—+Vv, —+V, —+V, —
Dt dt ot ot ox Yoy 0z
Définition
La dérivée particulaire d'une grandeur physique définie par le champ ®(M,t) est la
dérivée par rapport au temps d'une grandeur attachée aux particules de fluide (masse

volumique ou vitesse par exemple).

Cette dérivée apparait comme la somme de deux termes :

D® oD o o o
=—+V, —+V +V

Dt ot “ox Yoy oz
H_/\ ~ '

Ny

l ¥

Qualifié de temporel, est du au Quialifié de convectif, est du a la non-uniformité
caractére instationnaire de de I’écoulement représente le transport de la

I’écoulement. quantité de F par le champ de vitesses
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Exemple :

Un écoulement bidimensionnel d'un fluide est défini en coordonnées Lagrangiennes par:
X=xo € y=ype™
Ou X, Yo et k sont des constantes.
1. Trouver les composantes de la vitesse.
3. Ecrire la vitesse en coordonnées Eulériennes.

4. 1’écoulement est il stationnaire?

5. Déterminer les composantes de 1’accélération par deux méthodes

La réponse :

1. Les composantes de la vitesse :

X =xo ke y =-y ke®
2. Le champ de vitesse en coordonnées eulériennes :

u=x =kx , v= y =-ky

3. L’écoulement est stationnaire car la dérivée du champ de vitesse (dans 1’expression

eulérienne) par rapport au temps est nulle

v O0u,  Ouw
—==1T+—7=0
ot ot + ot
4. Calcul de I’accélération
- A partir des coordonnées de Lagrange :
dx°
ay = = xo k? et
X ot 0
ay°
y 9t Yo

30



Chapitre 111 Cinématique des fluides

L’expression eulérienne de 1’accélération :

a, = k?x

ay =Ky

- A partir des coordonnées d’Euler :
Nous devons utiliser la dérivée particulaire pour déterminer I’accélération a partir de

I’expression eulérienne de vitesse

ay = Du_au ., M, N 2
X bt ot *ox Yoy ez ax = kx

v v v o 2
Ay" bt o Xox Yoy ‘oz ay=Kky

4. Latrajectoire

L’ensemble des positions successives occupées par une particule, constituent ce qu’on

appelle la trajectoire de cette particule.

trajectoire de la

) particule P
P()
O o
P(t,) P(t3)
P(to)
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Visualisation d’une trajectoire en utilisant des traceurs (colorants ou fumées) et en prenant
une photo avec un long temps pose.

Equation de La trajectoire

dx (x,y,21)

T ey e &

dy =y (X,Y,Z,t) l

dx _ dy dz _
dZ =V; (X,Y,2,t) Vi (XY, Vy (x,y,2,0) Y2 (xy,zb) =

¥

Equation de La trajectoire

5. Ligne de courant

Dans la description d’Euler, on appelle ligne de courant la courbe qui, en chacun de
ses points, est tangente aux vecteurs vitesses.

V(o)
Vi(to) o Va(to) © ligne de courant 3§ t=t,
M Ma
2 —
M3 Vi(tp)
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Ligne de courant des fumées

Remarqgue : Les lignes de courant évoluent dans le temps, au méme titre que le champ de

vecteurs vitesses

ligne de courant a t=t,

ligne de courant a t=t,

Remargue : il ne faut pas confondre ligne de courant et trajectoire. Ce sont deux notions

bien différentes.

trajectoire dans le cas
instationnaire
o . ) ) ligne de courant a t=t,
Si I’écoulement est instationnaire le champ de
vecteurs vitesse varie dans le temps: les lignes de

courant et les trajectoires sont différentes. ~ trajectoire dans le cas stationnaire

N SiI’écoulement est stationnaire, le champ de
< \/ (t ) vecteurs vitesse est constant dans le temps :
AN il y a coincidence entre lignes de

Ei P(tl) VZ(t()) courant et trajectoires.
P@t) at e = ’
.( 0) e Mz P (to)
M —
] Vi(to)
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Equation des lignes de courant

Soit dl vecteur élémentaire d’une ligne de courant

V,dz-V,dy=0
Vidi wessp Ved=0 wesp 1V,dx-V,dz=0
V. dy-V, dx =0

dx dy dz

V., (x,Y,2,t) =Vy (%, ¥,2,t) =VZ (X, ¥,2,t)

1 |

Equation des lignes de courant

6. Ligne d’émission

Toutes les particules qui sont passées par un méme point E sont situées, a I’instant t,

sur une courbe appelée « ligne d’émission » relative au point E.

..en E a linstant t;

~enEa f instant ty ~" .enEalinstantt, . )
] ’ T trajectoire de la particule

.+ émise en E a linstant t;

trajectoire de la particule
4 émise en E a l'instant t,

tS ligne d’émission de E
3 a l'instant ts
ligne d'émission de E ligne d‘émission de E
a linstant t, a l'instant t,

Pratiguement : une ligne d’émission peut se visualiser en fixant une source colorante au

point E : les courbes colorées correspondent alors aux lignes d’émission
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Ecoulement instationnaire derriére un cylindre; En haut, visualisation simultanée des lignes
d’émission et lignes de courant; En bas, lignes d’émission extraites de l’'image et quelques

lignes de courant reconstruites

Equation des lignes d’émission

Les équations paramétriques des trajectoires sont :
Xi=1(Xj 1)

le point d’émission E(Xig), Vérifier les équations paramétriques des trajectoires des particules

qui sont passées a un instant tg par ce point.
Donc : Xie = T(Xjpte) vl X, = (X, 1)

Xi = f(XiE’tE ’t)

En variant tg Q h En variant t

des particyles qui ont passé par E a passe par E a I’instant fixe te
des instants différent tg
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Dans le cas d’un écoulement permanent (ou stationnaire) les lignes d’émission

coincident avec les trajectoires et les lignes de courant.

Trajectoire de la particule

- 5
W -~

-~
’a‘_-"\\ /', “"*....
td ~
S S -.\s
4 ~
’
’
U4
/
;
/
4
,I
Source g Trajectoire de la r ,ue
colorante E rajectotre de la particule
P
Dans I’écoulement permanent Les trajectoires ont la méme forme :
- Trajectoire de la particule
P>
ﬂ‘----..-ﬁ
s Seay Ligne d’émission a l'instant t
=, s ~
/ ~~""""‘/ ‘0.
-
y 4 —»

s

Source @f
colorante E

Lignes de courant Lignes d’émission

Trajectoires
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S

7. Débit massique et débit volumique
Le Débits

A travers la surface S, le débit massique de fluide est donné par :

U —IpV.ﬁdS—JdS
S S

A travers la surfa&ce S, le débit volumique de fluide est donné par :

Toutes les lignes de courant s’appuyant sur une méme courbe fermée constituent une surface

(S”) appelée « tube de courant ».

e Sil’écoulement est permanent (le tube n’évolue pas dans le temps), alors le débit
massique est conservé : gm(S1) = gm(S2)
e Si le fluide est incompressible, alors le débit volumique est conservé.

8. Le mouvement d’un élément de fluide tenseur de déformation
Au sein de I’écoulement, chaque particule fluide subit des changements de position,

d’orientation et de forme.
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Afin d’analyser ces changements, nous considérons deux points voisins d’un méme

fluide M(x, y, z) et M’(x+dx, y+dy, z+dz) et leurs vitesses respectives soient Y™, Vi aun
instant t.
soient Vm(U, V, W) [avitesse au point M et Vi (U'sV's W) 14 vitesse au point M.

Exprimons YM enfonctionde VM etde dr=MM’ :

Vyr = +dr) v(r)+dv

f ~

Accroissement de vitesse

M

Effectuons un développement au premier ordre des 3 composantes de la vitesse :

u'= u+a—udx+a—udy+a—udz
OX oy 0z

v':v+@dx+@dy+@dz
OX oy 0z

W'=W+%dx+@dy+%dz

l \8x 8y 0z
_Z

= V(r+dr)=v(r)+Gdr ou  du  odu

ox oy oz

_ G=| ¥ N W

Tel que G est le Tenseur des taux de déformation oXx oy oz
oW OwW ow

oXx oy oz
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Signification des éléments tensoriels

Quelque soit le tenseur, il est toujours possible de le décomposer en deux, pour en faire

Cinématique des fluides

la somme d’un tenseur symétrigque et d’un tenseur antisymétrique :

U ou au au o gfou o 1(5_%%]
X oy @ ox 2oy ox) 2oz o
NN M| M, N v, oW
ox oy oz | |2loy ox 2oz oy
- ow o ;[@ﬂ o aw) o ow
ox oy oz) (2(a ox) 2 oy oz
N J
Y
Symétrique
Partie symétrique
On peut décomposer € ondeux tenseurs: € =
L 0
B OX
e=lo & o %8—”+@
oy oy OX
0 o M| | fou, ow
0z 2oz ox

Tenseur des termes

U

diagonaux

.F

0 %(av ow
0z
i v oW
2\ oy

=1
_|_
Ol

Antisymétrique

1(8u avj
2l 5 o
oy OX

0

N~

N OW
_+_
(82 oy

J

|

Tenseur des termes

hors-diagonaux

D
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Tenseur des termes diagonaux

ou
&ao
= Vv
T-lo0o & o
ayaw
0 0 =

On remarque que dans ce cas, la composante u suivant x de la vitesse varie en
fonction de x, la composante v suivant y de la vitesse varie en fonction de y, et la composante

v suivant z de la vitesse varie en fonction de z.

L’analyse du mouvement d’une particule dans un écoulement plan (&, €y )

montre :

|
|
dy l l
ol i

ﬂ dx

—
udt

S\

o ¢
=

ou / OX taux d’élongation suivant X
OV /Oy taux d’élongation suivant y

La déformation de la particule est une élongation (ou contraction)
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Geénéralisation a 3D

la variation relative de volume

u v aw) g _dv
& + 5 + E BRVE d’une particule fluide

6\7 = Tr(Z) = Tr(g) La trace de Z correspond au taux

d’expansion du volume.

U Gy dt
ox
y/\ —
.................................................. ov
H : D’V dydt
T D v
C
dy
vdtT B’
A dx B X

udt

Remarqgue

Si le fluide est incompressible et que I’écoulement est conservatif, alors VW =0-= dV/V

dans ce cas, 1l n’y a pas de variation de volume.

Tenseur des termes hors-diagonale

Sy o o33
oy oOx oz oy
2\oz ox) %\ oy

On remarque que dans ce cas, la composante u suivant x de la vitesse varie avec y, z, la

composante v suivant y de la vitesse varie avec X, z et la composante v suivant z de la vitesse

varie avec X, y
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Le cas d’un écoulement plan (eX ’ ey)

ou
—dydt
oy y

ﬁ
ya

DI

¥
dy o ‘]W"B’ 12—;dxdt

AI
vdt' <\}’

& >
A dx B %
—
udt

Une Déformation angulaire de la particule

Remarque

Le fait que le tenseur est symétrique il s’agit d’une déformation angulaire pure

Partie antisymétrique

S
I
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I1 s’agit bien d’une rotation autour de 1’axe z

Y
CI

dy

vdtT

A

On peut alors définir une vitesse angulaire de rotation suivant z :

1({ov ou 12 -
EL&—EJ ZE[V/\V]Z

En généralisant, on définit :

Q=

H_J
Le vecteur vitesse angulaire 4_)

de rotation ou vecteur
tourbillon

N|—=
<
>
<i

ow/ oy —ov/oz
V AV =2 0u/éz — ow/ox
Le rotationnel _
de la vitesse v est 8V/ OX 8u/ oy

Récaputilation :
V(F +dr) = V(F) + dv = V(F) + Gdr
E = Z + Z : Tenseur des taux de déformation

e : Taux de déformations pures (é\longation}+ déIormation angulairel

~

/ N

T Tenseur des termes diagonaux

D Tenseur des termes hors diagonales
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¢ . tenseur des taux de rotations pures

 —

Gdr —edr +wdr —jedr +/Q A dr

Déformations Rotations
pures pures

9. Ecoulement rotationnel ou tourbillonnaire

C’est I’écoulement pour lequel, il existe un champ de vecteur tourbillon associe au

champ de vitesse ;

—

Q=1VAV=1rotv0
Ligne tourbillon

C’est une ligne tangente en chacun de ces points au vecteur tourbillon. L’ensemble des

lignes tourbillons s’appuyant sur une courbe fermée, définit un tube tourbillon

Filet tourbillon

Si la section droite de tube tourbillon est trés petite on obtient un filet tourbillon. Les

lignes de tourbillon sont solution des équations :

dx B dy B dz
Q,(xy,z,t)  Q(%Y,z21) Q. (x,y,z,1)

avec  Q=0Q,i+Q, j+Q,k
Vortex
C’est la rotation des particules sur elle-méme (1’écoulement de Karman a I’arriére d’un

obstacle.
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10. Ecoulement irrotationnel ou & potentiel des vitesses

On dit que I’écoulement est irrotationnel ou a potentiel de vitesses lorsque les

particules fluides ne subissent pas de rotations pures :

— —

=0 = Q=1VAv=0

e I
ol

Donc I’écoulement est irrotationnel lorsque  FOtV =0 en tout point du fluide.

Exercice
Un écoulement bidimensionnel d'un fluide est défini en coordonnées Lagrangiennes
par :

x=xe" y=ype"

OuU Xo, Yo et k sont des constantes.
. Déterminer la trajectoire d'une particule de fluide.
. Trouver les composantes de la vitesse.
. Ecrire la vitesse en coordonnées Eulériennes.

. ’écoulement est il stationnaire?
. Déterminer le tenseur des taux de déformation.

. I’écoulement est il rotationnaire?

1
2
3
4
5. Quelle forme de déformation subit cet écoulement?
6
7
8. Déterminer les lignes de courant

9

. Déterminer les lignes d’émissions correspondantes a S(as. bs)

La réponse :

1. Les lignes de la trajectoire :

_ kt

_ -kt
Y=Yo€ Yo
Xy:XoyO
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2. Les composantes de la vitesse :

X =X ke y =-kype™

3. Lavitesse en coordonnées Eulériennes :

u=kx Vv=-ky

4. Type d’écoulement
du Ov
ot ot

5. Type de déformation

au_av_
dy ox

ox dy

n

k—k

D L’écoulement est stationnaire

> Déformation pure (élongation ou contraction)

Conservation du volume ; I’élongation dans
=== une direction est récompensé par une réduction

dans I’autre direction

6. Tenseur de déformation de I’écoulement :

(kK 0 0
G=|0 -k O
0O 0 O

7. L’écoulement n’est pas rotationnel puisque Z) = 6 — f) = %6 AV = 6
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Chapitre 111 Cinématique des fluides

8. Les lignes de courant :

=— a t constant

dx dy
" Tky XY =X Yo

9. Les lignes d’émissions correspondantes a S(as. bs, ts)

X = Xo &< a; = Xo e<° Xo = a5 &<
— -kt - -kt - kt
y=Yoe bs = Yo € Yo=bs e
X = a e-kts ekt

; ts variable, t est un constant

y — bs ekts e-kt

XY =abs ; équationindépendante de ts

Remarque
On remarque que les lignes de trajectoire, de courant et d’émission sont identiques lorsque

I’écoulement est stationnaire.
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11. Fonction de potentiel

e ->

Un écoulement irrotationnel signifie que otV =0 . 4un point de vue mathématique, la

relation Y A (V@) =0 V¢ est toujours vraie. il existe donc une fonction scalaire @ telle

que:

v=grad ¢

Ceci veut dire que dans un écoulement irrotationnel le champ de vitesse est dérivé d’un

potentiel scalaire @ . L’écoulement es dit écoulement potentiel et la fonction @ est appelée

fonction de potentiel des vitesses
12. Propriétés du potentiel des vitesses

Il est alors possible d’exprimer les composantes du vecteur vitesse a partir du potentiel des

vitesses :

op
o7

T=Vo = v, =22 -

~ L et v, =

Si on suppose qu’en outre le fluide est incompressible, on doit vérifier :

_ ov
W0 = M,y N _
ox oy oz

Ce qui conduit a la relation :

2 2 2
0 g20+6 (2p+8 §20:
OX oy 0z

0 = Ap=0 Equation de Laplace

Il faut en conclure que le potentiel des vitesses doit vérifier I'équation de Laplace. Lorsqu’un

écoulement est plan, ’équation  @(X, y) = C' définit, dans le plan de I’écoulement, une

courbe appelée « équipotentielle ». Le long de cette courbe, @(X,Y) = c® ,donc: dp=0
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Or, la différentielle peut s’écrire :
o 0
do = 9P dx + op dy
X oy

Et comme le long d’une équipotentielle d(” =0 , alors :

op op dy _
&dx + Edy =0 Vydx+v,dy =0 dx v, Relation qui est

vérifiée en tout point de I'équipotentielle

Ligne de courant

En tout point M(x,y) du plan de I’écoulement, la ligne de courant et I’équipotentielle sont
orthogonales.
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Chapitre 111 Cinématique des fluides

Calcul de la longueur d’un élément d’arc le long d’une ligne de courant

_ 2 2 il 2 2
ds,_ce =yOX“+dy® | v=\v,>+v,

o op
do = &dx +ady =V, dx +v,dy

Puisque V//ds donc:

do = vds = v ds

Alors :
d
2 2 %
dslP:C,E :,/dx +dy =T
Vy +Vy
do
Soit : ds\{f:C“a - Vv

dS\PZCm est la distance entre deux équipotentielles, elle est inversement proportionnelle a la

vitesse de 1’écoulement.
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. . . o : . te :
Si on choisit de représenter les équipotentielles avec un écart d@ =C™  alors la distance

entre les équipotentielles sera d’autant plus faible que la vitesse de 1’écoulement est grande (et

inversement).

13. Fonction de courant

Si I’écoulement d’un fluide incompressible est conservatif, alors 1’équation de continuité
s’écrit :

—

W =0

Or, d’un point de vue mathématique, la relation V(V A A) =0 VA est toujours vraie. On

—

est alors en droit de définir un vecteur A tel que :
V=VAA
ol A correspond donc a un potentiel vecteur. Il s’en suit :

v, =0A, /0y — A, Joz
V=VAA=1v, =0A,/oz-0A,[ox
v, =0A, /Ox —0A [dy
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Si I’on considére un écoulement dans le plan L a Oz, et donc invariant par translation suivant

z, alors :
0
VZ - O et E = O
_ OA, oA,
D’ou : Vyx = ay et Vy:_ ox

Donc, dans le plan (éx , éy) , la vitesse est en tout point définie au moyen de la seule

grandeur scalaire Az (X1 y) .

On peut alors poser : A, (X, Y) = ¥(X,y) fonction de courant
oY
V, =—
oy
Et Vo= — OY constitue ce qu’on appellera le champ de vitesses.
y OX
Remarqgue :

0
En coordonnées cylindriques, si V; = 0 et E = O, alorsona:

10¥Y
vV, =——
r o6

oY ou ‘Pz‘P(r,H)
Vg -
or

14.Proprietés de la fonction de courant

1) d¥ est une différentielle totale exacte

Pour un fluide incompressible et conservatif (conservation de masse) ona VV =0
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Alors :

et comme Vy = 8y et Vy - ox

'Y ¥
Alors : 6x8y 8an

Donc AW est une différentielle totale exacte

dw = ¥ g+ gy
OX

Cela signifie que d¥ possede une seule et unique primitive :

B
A

2) Dans le plan (x,y), ’ensemble des points pour lesquels la valeur de ‘¥ est
constante représente une ligne de courant.

W(x,¥)=C® < y(X) estune courbe le long de laquelle d¥ =0

Sur cette courbe, on doit alors vérifier que : ¥ =|——{dX+——dy =0
Soit :
dy _Vy

—v,dx +v,dy =0 dx z

/

pente de la courbe y(x) en M(x,y) -
pente du vecteur V' en M(x,y)
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Il s°agit de la définition de la ligne de courant ‘¥(X,y) = C* est donc une ligne de courant

\P(le) = Cte

Remarqgue :

A chaque ligne de courant est associée une constante différente. L’analogie avec les lignes de

niveau en cartographie donne:

Foneton &

: ébur;ant méridiente g I;Atlantiqm '

(X, y) < H(X,y) (Alitude)

¥(x,y)=C* < H(x,y)=C"*

Ligne de courant

Ligne de niveau
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Remargue :

Si I’écoulement est irrotationnel, la fonction de courant doit également vérifier I’équation de

Laplace :

oW /oy ojox) ( o¥/oy
V=1:—0%¥/0x ot VAV=0 =|9/oy |A|-0¥/ox|=0
0 0 0
o°Y 9°Y
3 2 -0 AY=0

OX oy

15. Débits et lignes de courant

Calculons le débit volumique entre 2 lignes de courant infiniment voisines :

X

Soit le débit volumique élémentaire entre les points M et M :

dg, = @dy - @dx
oF

oY

oy  ox

oY oY
3dqv =Edy+§dx — d\IJ
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Donc dqv = d¥ par conséquent, entre 2 lignes de courant quelconques, de constantes Fa
B B
et VB, e débit volumique est donné par: ~~ Iv = dq, = | d¥ =g - ¥a
A A

P(x,y) = ¥a

16. Exemples d’écoulements plans

Un écoulement plan, peut étre décrit au moyen d’une fonction de courant ¥ (X,Y) et d’un

potentiel des vitesses @(X, Y) .

Ecoulement uniforme

Considérons les écoulements plans donnés par les fonctions suivantes:

{(p(x, y) =Ux
P(x,y)=Uy

Les lignes de courant sont telles que : Y(X,y) =Uy = ct = y= C® VX ce sont des

droites horizontales.

: . t t
Les équipotentielles sont telles que : @(X,y) =Ux=C ®= x=C" VY cesontdes

droites verticales.
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Détermination du champ de vitesses :

op _ 0¥ _
Gl X oy
]y _9e _ oY _
Y OX
La vitesse est uniforme: V=U éx
te
p=C
SIS NI N te
Ty Ty ¥=C
v v
v v
Fx

Ecoulement uniforme

Ecoulement plan autour d’une source ou d’un puits

Considérons I’écoulement plan modélisé par la fonction de courant et le potentiel des vitesses:

o(r,0)=ClInr
¥Y(r,0)=C@o Ou C une constante réelle.

t
Les lignes de courant sont telles que : P(r,8) =C&=C"*

te
= 60=C" VI cesont des droites passant par 1’origine.

57



Chapitre 111 Cinématique des fluides

. . t
Les équipotentielles sont telles que : p(r,d)=Cinr=C ¢

te : , ..
= r=C" VO cesontdes cercles concentriques centrés sur |origine.

Détermination du champ de vitesses :

Jp _10¥
G—J o raod
_lop _ 0¥
T roe0 or
. v, =C/r . C.
L = =>V=—=¢
Soit : V3=0 r r

Si C >0, alors I’écoulement est dirigé vers 1’extérieur = écoulement divergent = source a

I’origine.

Si C <0, alors I’écoulement est dirigé vers 1’origine = écoulement convergent = puits a

I’origine.
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Chapitre 111 Cinématique des fluides

Signification physique de la constante C :
Calculons le débit volumique de cet écoulement radial (source ou puits) :
q, = ﬁ v.ids
S

ou S est une surface fermée entourant I’origine.

L’écoulement ayant lieu dans un plan L a ’axe z, on peut considérer comme surface

d’intégration un cylindre de hauteur Az = 1, et donc :

ﬁ...dszif...Azdf
S l

Il reste alors a intégrer sur un cercle de rayon r quelconque, centré sur 1’origine.

27 — -

o . vV =C/rg,
a, :Az§v.n rdé :Azrjv.nde L
) A n=E¢,

27

2
C B C
= 0y = Azr J.? dg = Az r? Idé’ =27 Ckg (Débit volumique par unité de hauteur)
0 0 1

g
=C= i gy > 0 : débit de la source, g,< O : débit du puits

Vortex ou tourbillon libre

Considérons I’écoulement plan modélisé par la fonction de courant et le potentiel des vitesses:
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{(p(r,é’) =Céo

¥(r,0) =-Clnr ou C une constante réelle.
: t
Les lignes de courant sont telles que : ¥(r,8) =—Clnr =C®

te . , ..
= r=C" VO cesontdes cercles concentriques centrés sur 1’origine.

Les équipotentielles sont telles que : @(r,0) =CO=C® = 6=C" Vr cesont des

droites passant par I’origine.

Détermination du champ de vitesses :

_Op 1o¥Y
N
_10p ¥
““roe or
v, =0
Soit: V= ngg = \72%@9
r

La vitesse est donc ortho radiale et inversement proportionnelle a la distance a I’origine

\P:Cte

Si C >0, alors I’écoulement s’effectue autour de 1’origine dans le sens trigonométrique.

Si C <0, alors I’écoulement s’effectue autour de 1’origine dans le sens horaire
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Signification physique de la constante C :
Calculons la « circulation » de la vitesse autour de ’origine :

. —~ ol d¢ est parcourtune ligne de courant quelconque, i.e. une cercle de rayon r.
I= § v.d/
‘

C fc
aec V=", e di=rdog, = I=[Zrdo=2zC
r
0

r . : : .
avec C= 2— ou I est la circulation du vortex (tourbillon
V4

Si I' >0, le vortex tourne dans le sens trigonométrique.

Si T'<0, le vortex tourne dans le sens horaire.
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Chapitre IV : Dynamique des fluides parfaits

On s’intéresse, Dans ce chapitre, a établir les équations fondamentales qui régissent la
dynamique des fluides incompressibles parfaits.

1. Equation fondamentale pour un fluide parfait - théoréme d’Euler

Théoreme de transport de Reynolds

Considérons une grandeur scalaire f(r,t) fonction des coordonnées de I’espace et du temps :

Sur le volume Vs d’un systéme de particules fluides, I’intégrale de f(F,t) s’écrit :

Fzmv f(F,t)dV

Si I’on souhaite évaluer les variations de F dans le temps, il nous faut calculer :

dt Tt J..Uvs(t) frodv

Le probléme est qu’ici Vi est une fonction du temps : en effet le systéme de particules fluides
est en mouvement. Le théoréeme de transport consiste a utiliser un volume fixe V. (volume de

contrdle), délimité par une surface S (surface de contrdle) a travers laquelle on pourra

comptabiliser le flux de f :

dt Tt .m.vs (t) o

mv X av +ﬂs f V.AdS

V(r+dr) Dérivée Dérivée

V() =V. locale convective
Variations instantanées de f / \
dans le volume de controle Flux de f a travers la surface
de controle
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Théoréme de transport appliqué a la quantité de mouvement

La quantité de mouvement d’un systéme fluide de volume Vs s’écrit :

Iy, v

Or, le principe fondamental de la dynamique nous dit que la dérivée par rapport au temps de
la quantité de mouvement doit étre égale a la somme des forces agissant sur le systeme :

d
EH IVS NdV =R+P \
/ forces de volume (poids)

forces de surface

P= I _[VS paav calcul trivial
») [ - e il est généralement plus simple de
R = J- TndS calcul d’accés difficile g entp Ple | )
JJSg calculer la variation de quantité
de mouvement
Ainsi :

pul)

PGl v =X I, v f

] w )dV +ﬂ(pv,)vnd8 €;

i Ve

- Za(p‘" 3 dV+ﬂ Z(pv,)e gii ds

c

- O(pv) 9 g 4+

JJJV

j(pVﬁ

. ot
L ) / k’ Débit de quantité de mouvement a
Dérivée instantanee

p travers la surface de controle
de la quantité de mouvement
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Pour un écoulement stationnaire, la dérivée instantanée est nulle, on aura donc :
R+P = H (V) VA dS
SC

Théoréme d’Euler

Appliquons le résultat précédent au cas d’un tube de courant :

On supposera la vitesse constante en tout point d’'une méme section (la vitesse moyenne) ;

I’écoulement sera supposé stationnaire.

ﬁ+ﬁ=ﬂ (V) Vi dS
S;+S5,+S,

F§+ﬁ:ﬂ' CATAL dS+H (¥,)V,fi dS+H (¥, )W, dS

; V1 \_1(/_17 S, V2 \E\Y/_;z S, o mo
—pV1V; Sy VoV S,

Il reste : R+P= —N1V1 Sy + VoV, S,

Or, on sait que dans un tube de courant le débit massique est conserve :

Om = V1S = VoS,

D’ou le résultat simple suivant :
R+P= Om (VZ — \71) Théoréme d’Euler
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Enoncé du théoreme :

La résultante (XFext ) des actions mécaniques extérieures exercées sur un fluide isolé (fluide
contenu dans 1’enveloppe limitée par S1 et S2 ) est égale a la variation de la quantité de

mouvement du fluide qui entre en S1 & une vitesse V1 et sort par S2 a une vitesse V2 .

Remarque :

Ce théoréme permet de déterminer les efforts exercés par le fluide en mouvement sur les
objets qui les environnent. Une application directe du théoréme d’Euler est 1’évaluation des
forces exercées par les jets d’eau. Celles-ci sont exploitées dans divers domaines : production
de I’énergie électrique a partir de I’énergie hydraulique grace aux turbines. D’autre part, il
permet d’obtenir simplement la résultante des forces de surface (notamment les forces de

frottement) sans avoir & recourir au tenseur des contraintes
2. Equation de Bernoulli

Dans cette paragraphe on va déterminer 1’équation fondamentale de I’écoulement d’un fluide

qui vérifier les hypothéses suivantes:
- Le fluide est parfait et incompressible.
- L’écoulement est permanent.
- L’écoulement est dans une conduite parfaitement lisse.

Considérons un tube de courant d’un fluide incompressible de masse volumique p animée

d’un écoulement permanent

S2 SZ'

S
Sy

On désigne par :
- S; et S, respectivement la section d’entrée et la section de sortie du fluide a I’instant t.

- S’; et S’; respectivement les sections d’entrée et de sortie du fluide a I’instant t’=(t+dt).
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- Vi et V;les vecteurs vitesse d’écoulement respectivement a travers les sections Sy et S, de
tube.

- dx; et dx, respectivement les déplacements des sections S; et S, pendant I’intervalle de
temps dt,

- dm; : masse élémentaire entrante comprise entre les sections S; et S’y,
- dm; : masse élémentaire sortante comprise entre les sections S et S’,,
- dV1 : volume élémentaire entrant compris entre les sections S; et S’;,

- dV; : volume élémentaire sortant compris entre les sections S; et S’»,

Par conservation de la masse:

dm; =dm,
Donc p1.dVi =p; .dv,
ou encore p1 .Sy .dX; = p, .S X,
En divisant par dt on abouti a :
dx, dx,

S —= =pP,S, —=
plldt P22 dt

P1S1V1 = P2SyVs

Puisque le fluide est incompressible : p = p; = p2 On peut simplifier et aboutir a I’équation
de continuité suivante :

S1V1 =3,V)
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Chapitre IV Dynamique des fluides parfaits

On considere un axe OZ vertical dirige vers le haut.

On note Z;, Z, respectivement les altitudes des centres de gravité des masses dm1, dm2
On désigne par F; et F, respectivement les normes des forces de pression du fluide agissant au
niveau des sections S; et S,.

A P’instant t le fluide de masse dml est compris entre S; et S’;. Son énergie mécanique est :
_ _ 1 2
Em = Epot + Ecin =dm 9 2y + 5 dmyvy

A Pl’instant t+dt le fluide de masse dml est compris entre S, et S’,. Son énergie mécanique

est :

[ ' ' . 1 2
E',=E pot+E cin =0dm,Q z, +5dm2v2

On applique le théoreme de I’énergie mécanique (La variation de I’énergie mécanique est

égale a la somme des travaux des forces extérieures) au fluide entre t et t” :

E'm _Em = Worcesdepession = Fldxl - |:2dX2 - Plsldxl - PZSZdXZ

P, P
1 2

dm,

67
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Par conservation de la masse : dm; = dm; et puisque le fluide est incompressible : p; = p2 =p,

On aboutie a I’équation de Bernoulli :

P, —P N VS -V
Yo, 2

+9(Z,-2,)=0
1 2 1 2
P+ pgZy +5 PV =Py +pgZ; +5 pV;
L’équation de Bernoulli le long d’une méme ligne de courant :

P+ pgZ+1pV? = cont

3. Interpretation de I’équation de Bernoulli

Interprétation en termes d’énergie

Multiplions tous les termes de I’équation de Bernoulli par un volume V :
1 2 __~te
pV +pgzV +3 vV =C™ xV

PV : Travail des forces de pression : énergie potentielle due aux forces de pression.

L 9ZV =mgz : Energie potentielle due aux forces de pesanteur.
SNV =35 . Energie cinetique

te . o
C™ xV =E,, : Energie totale : énergie mécanique.

) 1 2 =m . e
- Parconséquent: P+tpO9Z+5 oV = IVE correspond a une énergie mécanique par
unité de volume (si V=1).

- L’énergie mécanique reste alors constante le long d’une ligne de courant (il n’y a pas

de dissipation d’énergie).

Interprétation en termes de pression

p+pgz+ipv®=C"

68



Chapitre IV Dynamique des fluides parfaits

P : Pression statique (elle existe méme s’il n’y a pas de mouvement)

*

P+pL9Z= D . pression motrice (elle génére le mouvement)

1 2 S .
EPV : Pression cinétique (elle résulte du mouvement)

1,2 — .
P+pp0Z+5oV" =P . pression totale (ou charge)
L’équation de Bernoulli montre alors que la charge reste constante le long d’une méme ligne

de courant (pas de perte de charge dans I’écoulement d’un fluide parfait).

4. Applications

La pression en amont d’un obstacle
On peut calculer la pression en amont d’un obstacle (avion) en utilisant le théoréme de

Bernoulli. Le point A sur le front d’attaque de I’objet est une point d’arrét.

Considérons la ligne de courant passant par le point d’arrét et appliquons Bernoulli entre le

point A et un point situé loin en amont, Le long d’une méme ligne de courant on vérifie :

p+pgz+ipn®=C"®

Poo+ PGl +5NG = P+ PG+ DG = P+ p 02 +3pUS = Pa+pG2n
U2 0

Si I’écoulement a lieu dans un plan tel que Z = C", alors :

poo+%pLJ020 = pA

La pression pa est appelée pression de stagnation.
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Chapitre IV Dynamique des fluides parfaits

Tube de Pitot

Differents types de sondes de Prandtl
(tubes de Pitot-double)

tube de Pitot-double

En O et O, I’écoulement est supposé uniforme, de vitesse U. Les lignes de courant étant
supposées rectilignes et paralléles, la pression est la méme en O et O’ = po = pPo:
Pour les mémes raisons, la pression est la méme en B et B> = pg = pp-
Le fluide étant immobile a I’intérieur de la sonde, la pression y est uniforme et égale a la
pression en B.

- le premier manométre donne la pression en A PA — Pg = £gAK

- le second manométre donne la pression en B

En appliquant I’équation de Bernoulli entre O et A, ona:
1 2 _
Po+3PU" =pPa

Puisentre O’ et B’ :

Po+2PU% = P+ 55

On peut alors faire I’hypothese que 1’écoulement est redevenu uniforme loin apres le front de

’objet: Vg =U
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D’ou: Por = Pp  Or,onavuque: Por=Po, Pe=Pg = Po =0PB

Par consequent: Ps +%PU ? = Pa
= %PUZ =pPa—Pg =pgAh

= U =,/2gAh

Tube de Pitot Simple utilisé dans le tp

AR
Ol
00—~
Po+3PU% = pa
? mamd> U =.,/2gAh
Pa — Po = pYAh

Tube de Venturi - Mesure de débit

Considérons une conduite le long de laquelle a été placé un rétrécissement :
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On dispose de 3 sondes de pression (manometres) placees :
- Enamont du rétrécissement = pa
- Auniveau du rétrécissement = pg
- Enaval du rétrécissement = pc (sonde facultative)
En dessous chaque prises de pression, les lignes de courant peuvent étre considérées

rectilignes et paralleles : dans la direction perpendiculaire (suivant z) les lois de

I’hydrostatique s’appliquent a la pression :

Pa = Pa T+ PYZA
Pg = Pg T P9Zp: ou Pa =Pr =Pc = Pam
Pc = Pc + pOZc

Appliquons Bernoulli sur la ligne de courant passant par A, Bet C :

Pa + W +5 PVA = Pg +pORg +5 PVG = Pc + PORG +3 PVE
Ipn =25 =2c =0

= Tag - PTx + VA = Py + P02 + 5 VG =V + P02 + 1 pVE

2 2 2
\" \" \'
g g g

On sait par ailleurs que le débit volumique est conservé (en supposant la vitesse uniforme sur
une méme section) :

Oy =SaVa =SgVe = ScVc
Remarquons que : SA>Sg = VA<Vg = Zp >1Ig
(rétrécissement)  (accelération) (dépression)

etquesi Sp =S¢ alors Va =Vg et Zp =2Z¢ :la 3*™ sonde ne servira que pour une

étude des pertes de charge
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Chapitre IV Dynamique des fluides parfaits

V3 E 1
1 VA B 2 2
ZA-+§E—ZB-+ E f— AZ:ZA-—ZB':Z (VB_VA)

N[

SA

1 5.2 /00 20Az
- A7=—V,(Sa/Sg -1 it- Va =
Donc: 29 Al A/B ) soit: VA \/(SA/SB)Z—l
Le débit dans la conduite s’obtient par :
20Az
qv:SA\/
(Sa/S8)* -1

Exprimé en fonction du diamétre D de la conduite et du diameétre d du rétrécissement, le débit

q_;rD2 2gAz
Y4 \(D/d)* -1

Ecoulement par orifice (vidange d’un réservoir)

s’exprime :

Formule de Torricelli

Considérons la vidange d’un réservoir par un orifice placé sous la surface libre :
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Chapitre IV Dynamique des fluides parfaits

Appliquons Bernoulli entre un point A de la surface libre et un point M du jet :
1 2 _ 1 2
Pa +P9Zp +5 VA =Py T P92 50V

Hypothése 1 : dans le jet, les lignes de courant sont rectilignes paralléles, les variations

d’altitude étant négligeables, la pression statique peut alors étre considérée uniforme dans tout

le jet.

Comme il n’y a pas de discontinuité de pression a I’interface jet-atmosphere, la pression

statique dans le jet est égale a la pression atmosphérique.

Par conséquent:  Pa = Pm = Patm

%WLPQZA +%PV,§ :N +P9\m +%PV§A

Patm ﬂ Patm

PIZa +%PV§\ = P9y +%PV|%/|

Hypothése 2 : Ila vitesse de descente du niveau de la surface libre peut étre considérée

négligeable devant celle du fluide s’écoulant dans le jet.
Va << Vi

Par conséquent on obtient la vitesse de Torricelli :

PY(Za —2m) =3PV —VA) =3PV = Vi =4/20h
H_J
h
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Chapitre IV Dynamique des fluides parfaits

Calcul du débit :

Qy =0Vy =04/20h oy o=C.S
Cc est coefficient de contraction.

Le coefficient de contraction dépend de la géométrie de ’orifice. De maniere générale, C est
déterminé expérimentalement :

Parois minces C.=0,61

Orifice a bords profilés C.=1,00

Orifice a bords rentrants C. = 0,50
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Chapitre IV Dynamique des fluides parfaits

Phénomene de cavitation

Le phénomene de cavitation correspond a la formation de bulles de vapeur au sein d’un

liquide en mouvement.

En conséquence de 1’équation de Bernoulli, quand la vitesse augmente la pression diminue. Si
la pression tombe en dessous de la pression de vapeur saturante, alors le liquide s’évapore ce
qui implique la formation de bulles. En pratique, et dans la plupart des cas, ce phénomene est

génant. Par exemple :

- La cavitation est consommatrice d’énergie : 1’énergie consommee pour la formation

des bulles (transition de phase) + contraintes

- La cavitation est a I’origine de la détérioration prématurée des hélices de navires ;

Les bulles créées par cavitation migrent spontanément vers les zones ou la pression du fluide

est plus élevée : elles éclatent et le choc mécanique engendre des détériorations.
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Chapitre V Dynamique des fluides réels

Chapitre V : Dynamique des fluides réels

Il s’agira ici de tenir compte des différentes forces agissant sur les particules fluides en
mouvement. Une description quantitative de 1’écoulement pourra ainsi é&tre déduite

d’équations fondamentales locales.

1. Application du Principe Fondamental de la Dynamique

Pour établir I’équation fondamentale de la Dynamique on applique le principe fondamental de
la dynamique a un élément de volume fluide en mouvement. Il nous faut donc faire le bilan

des forces s’exercant en surface et en volume.

dF = pdV—

Forces de surface Forces de volume (forces de poids)

dR, = pdVg

Forces de surface - Tenseur des contraintes
Pour un fluide réel (visqueux) en mouvement, les forces de surface ne sont plus seulement
normales a la surface : il existe des contraintes tangentielles dues a la viscosité (frottements).

En un point M d’une surface dS, la force de surface s’exprime comme :

—

dF =T, dS

i It

ol T, estla contrainte qui s’exerce sur la surface de normale N .

Considérons une surface L a I’axe X. La normale a cette surface est : 1 =€,

La contrainte exercée sur cette surface est alors notée T, et peut se

décomposer comme : T, =0y, & +0 €, +04E,

On remarque que les composantes o, et o, sont des composantes

tangentielles : on les notera plutdt ¢ r,, pour les distinguer de la

et

composante normale r,,.
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Chapitre V Dynamique des fluides réels

On peut de méme considérer la surface L a I’axe y. On a ainsi la contrainte :

—

Ty=1y€+0oy€ +7,8€

Et pour la surface L a I’axe z la contrainte s’exprime :

Considérons maintenant une surface dont’orientation est quelconque. Dans le repére

cartésien, sa normale peut se décomposer en :
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Chapitre V Dynamique des fluides réels

En développant, on obtient :

Ny (O €y + T €y + 7€) [(Nyoy + NyTy +N,74 ) Ex
Th=|+ny (7€ +0oy € +7,€,) =1(n,7x +NyOy +N,7,,)E,
+ nz(sz €x +Tyz ey + 0, ez) (nxfzx + nysz + nzo-zz)ez

Tenseur des Contraintes

Donc les forces de surface dF s’écrivent

Remplagant dans le bilan de forces, par conséquent :

dF =dFg +dF, :pdVd—V

l l dt
= VTl +pgod =pd’7%

—

~= . dv
= VT + =p—
L9 'Odt

On peut alors faire apparaitre les deux parties du tenseur des contraintes :

T piaT
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Chapitre V Dynamique des fluides réels

_ P00y _
VI=-V|0 p 0[+VT'
0O 0 p
— Vp+VT'

Soit finalement 1’équation fondamentale de la dynamique (équation locale):

p(;—\::—ﬁp+§'F+p§

2. Fluide newtonien et équation de Navier-Stokes

Par définition, les fluides « newtoniens » sont ceux pour lesquels les composantes du tenseur

des contraintes de viscosité T' dépendent linéairement des composantes du tenseur des taux

de deformation pure € .

Remarque

- Une rotation pure n’engendre aucune déformation : par conséquent il n’y a pas de

contrainte. C’est pourquoi | 'et @ ne sont pas liés.

- Tous les fluides que [’on étudiera pourront étre considérés newtoniens.

Considérons les éléments tensoriels de € :

_ 1
& =2 o T

ce tenseur est symétrique, car  €jj = €}

On admettra alors que pour un fluide isotrope, les éléments tensorielsde T' et € sont liés

par la relation suivante :
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Chapitre V Dynamique des fluides réels

o' =2ue; +u (e +eyy +ezz)5ij

viscosité  Viscosité de symbole de
dilatation Kronecker
8VX aVy avz =
On remarque que : Ex T €y +€; = + + =WV

oXx oy oz

Donc, si le fluide est incompressible, ona VV =0 et dans ce cas :

G|ij = 2,Lleu — -If = ZIUZ

Reprenons I’équation fondamentale de la dynamique :

—

p(:j—\'[lz—%p+§'l?'+p@

Cas d’un fluide incompressible newtonien

Pour un fluide incompressible newtonien, cette équation devient donc :

—

pi—\:z _Vp+2uVe+ pg

Explicitons le terme Ve

AV, T \avi J _ FIU|de_
~ ~ incompessible
AV V(VV)
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Chapitre V

Il reste alors : V€ =3 A

—

—

dt

i

Dynamique des fluides réels

V' Ce qui conduit a:

—

av - = _ ~
p—=-Vp+2uVe+pg = pd—vz—Vp+,uA\7+p(j

dt

i

Equation fondamentale de la
dynamique pour un fluide
newtonien incompressible

Equation de Navier-Stokes
(équation locale)

La dérivée particulaire de la vitesse est comme suit :

d—":—+(\76)\7

/o

La dérivée instantanée La dérivée convective

2

:p(%uvﬁ)vj:—%pwmnpg

En posant § = —Q€, , la projection de I'équation de Navier-Stokes sur les 3 axes du repére

cartésien donne :

v, v, v, v, op o%v, %, d%v,
P y z > T2 T2
oy 0z OX OX oy 0z

v ov ov ov o%v, %, o
pl —L+v,—L+v, —L+v, :—a—p+,u L+ —L—
ot OX oy 0z oy OX oy 0z
2 2 2
o 8VZ+VX 8vz+vy<3vz+vZ ov, :__p+ﬂ av22 6\/22 8\/22 _pg
ot OX oy 0z 0z OX oy 0z
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Chapitre V Dynamique des fluides réels

3. Application sur des écoulements réels particuliers

La résolution des équations complexes de Navier-Stokes est difficile et nécessite la plupart

du temps d'adopter des hypothéses simplificatrices. Dans les écoulements réel suivant, on va

présenter quelques hypotheses qui nous permettrons de simplifier les équations de Navier-

Stokes et déterminer le champ de vitesse.

1. Ecoulement de couette

Ecoulement stationnaire d’un fluide incompressible se fait entre 2 plaques horizontales

séparées d’une distance h I’'une immobile, et I’autre se déplacant a vitesse constante U. La

plague du haut est une source de quantité de mouvement, Le fluide s’écoule suivant la

direction x sans gradient de pression. Les effets du champ de pesanteur sont négligés.

Ecoulement bidimensionnel T—=> ¥ =v(x,y)e,
. . N , Jav
Ecoulement incompressible ———> divo = 0, dans le cas présent Pl 0
X

v ne dépend pas de x donc v = v(y)e,

N, v, v, v, op o%v, 0%, 0%,
Yo, +V, Ty, =Y, =——+ U > t— t+t——
L%t' _Q%(, o % Hﬁ’@%’ @é} %’é—): o
vy ov, ov, ov,) gp (0%, &%, &%,
Yo, p +V, " +Vy 5 TV . =—5+H Ve + o + 2
A e O TG T I
v, oV, N, v, op o%v, 0%, 8%,
Pl ™ Sy Yem )T M e ot e
R R S I TR
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Chapitre V Dynamique des fluides réels

Les équations de Navier Stokes se réduisent en :

0°v\ 0

Apres intégration on obtient le champ de vitesse :

v = (Ay + B)e,

En utilisant les conditions de limites v(0) = 0 et v(h) = U, on obtient le profil linéaire

de vitesse suivant :
U
v(y)=—
(y) Y
2. Ecoulement de Poiseuille plan

Ecoulement stationnaire d’un fluide incompressible entre deux plaques fixes de longueurs L,
écartées d’une largeur h, et orientées suivant la direction x. L’écoulement se fait par un

gradient de pression selon la direction x

v

— \
]_
—_—
X
—
—_—
I

Les équations de Navier-Stokes se réduisent en
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Chapitre V

e 2 2
0:—a—p+,u avzx :)a—p:d—p:lu dV2X
OX oy ox  dx dy

Dynamique des fluides réels

qo=_2P
oy ———> = p(x)
o pP=p
\0=—2>
0z

Apres integration on aura:

w1 v
dy 4 dx

Les conditions de non-glissement aux parois, V(0) =Vv(h) =0, fixent les constantes
d’intégration pour donner :

v(0)=0=8B {B_O
2 —>
{v(h):O:h—d—p+Ah a=_h dp
2 dx

Le champ de vitesse de I’écoulement de Poiseuille plan est :

2

v(y)=2y73—§(y—h)

3. Ecoulement de cisaillement de Couette-Poiseuille plan

On considére un écoulement stationnaire entre deux plaques infinies, dont I’une est immobile

tandis que I’autre est animée d’une vitesse constante U. L’écoulement subit un gradient de

pression suivant la direction x
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Méme équation de mouvement que celle de I’écoulement Poiseuille plan est obtenue aprés

simplification des équations de Navier-Stokes :

dv_ 1dp Y
dy u dx

Les conditions de non-glissement aux parois, ux (y = 0) =0 et ux(y =h) = U, fixent les

constantes d’intégration pour donner le profil de vitesse :

dp y
v(y)=——vy(y—h)+U L
(y) 2ﬂdxy(y )+ ™

4. Ecoulement laminaire en conduit cylindrique : loi de Poiseuille

La résolution des équations de Navier-Stokes dans le cas de I'écoulement d'un fluide

Newtonien incompressible en régime laminaire aboutit a la loi ou 1’équation de Poiseuille.

Les équations de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques (x, r, 0) :

a Uar T rae  Yax pax \arztrar triaez T oz

ou ou vgou  Ju 1 dp (62u 10u 10%u 62u>
dt
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T T T T T o VAT T T 0

dvy dvy Vg Vg vy v,y 1 dp ( Vg Zavr)
£ =__2F Apy ——2 - 221

atJ”’Ta +r 66+u6x+ r pr69+v Ve T2 T 1290

L’équation de continuité en coordonnées cylindriques :

a(rur) + 6U9 +aUX —
ror rof ox

Simplification des équations de Navier-Stokes selon les hypothéses de cet écoulement :

=0

. . a
- L’écoulement stationnaire —> E

- Les lignes de courant paralléle aux parois — V,=0

- Il nyapas de rotation autour de ’laxe =~ — V=20

o 9%v
- Ecoulement symétrique —>» oz = 0
. . av
- Ecoulement incompressible ~ —» Pl 0

On obtient :

2
Lo fov, 1ov)
p OX or> ror

op op
—=—=0=P(x,r,0) = p(x
a0 (x,r,6) = p(x)

Sachant que:

0%v 1ov 16[ 8)
g = r

or’ ror rarl or

Transformant I’équation obtenue :
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1d, dv, 1dp

rdr dr° udx
Apres intégration il vient:

2
v(r):r—d—p+Ay+B
4 dx

Sachant que la vitesse a une valeur finie en r = 0, donc A= 0 et I’application de condition de

. R® dp
non-glissement v (r=R) =0donne B= _Ed_x :

Le profil parabolique de la vitesse s’écrit :

1dp,, 2
r=—-=2 —
v(r) 4ydx(r R%)

5. Ecoulement de Couette cylindrique

11 s’agit de la version axisymétrique de 1’écoulement de Couette plan; le fluide visqueux est

contenu entre deux cylindres concentriques de rayon R; et R; et de vitesse angulaire w1 et w,

Les équations de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques, en négligeant les effets de la

gravité s’écrivent :

8ur+ur6ur+u_96ur+uzaur_£:
ot or r 06 oz r
_la_pﬂ/62ur+i62ur+62ur+i6ur_£6ug_u_r
2 2

p or o’ r2 90 o® r o r2 06 v
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Ouy ru, Ouy +u_08u0 U, Uy Uy
ot or r oo oz r
1o, 82u9+i62u9+82u9+i6u9_36ur Uy
proo | o r?oe*  at r or 1?80 r?
ou, ru, ou, +u_96uz U, ou, Urly _
ot or r 00 oz r

16p |0%, 1d%, &%, 1 éu,
B R
p 0z or r< o0 oz r or

D’apres les hypotheses de I’écoulement il vient :

0

Le mouvement est permanent ——» P 0
. 0
Ecoulement symétrieque — 9 =

La direction suivant z est supposée infinie et sans vitesse @~ —» v, =0

L’écoulement est incompressible ~ — v, =0

Remargue :

Le champ de vitesse étant indépendant de 6 pour une raison de symétrie, 1’équation conduit
a: u(r,z)=C(z)/r . Sur les parois solides en r = R et r = R; la vitesse radiale est nulle (le

fluide ne peut traverser ces parois), C(z) est donc nécessairement nulle dans tout 1’écoulement

ainsi que la composante u,.

Les équations de Navier-Stokes donnent selon les trois projections :

_ U op
r or
o°u, 1léu, u, o
0= 0, -0 _ -0, 0
ﬂ( or2 ror  r? 622)
op

0=-——F
0z

Ce qui donne :
p(r,6.2) = p(r)
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ua =La—p:> Ug(r,0,2) = uy(r)
p or

L’intégration de La deuxiéme équation donne :

2
d UH +ldu9 _ue i dﬁ_Fu_‘g):O’ SOit dﬁ+u_‘9:

2 "2 <
or rdr r dr dr r dr r

A

r

Le profil de vitesse de ce type d’écoulement s’écrit comme suit :

(@ - ®,)RIRY 1 oR; xRy

Et I’expression du champ de pression est :

A%, B?
P(r)=p(—r°+ABIn(r) —-—
() =p(gr =+ (r) 2r2)+|Do

90



Références

Mécanique des fluides. S. Chaussedent

Mécanique des fluides. J. Roussel - E.N.S.C.R

Mécanique des fluides incompressibles. R.Younes

Mécanique des fluides. P. Chassaing.

Mécanique des fluides. S. Amiroudine. J. L. Battaglia

Cours de: thermique, Thermodynamique, Mécanique des fluides. F. Charvet
Mécanique des fluides. Ph. Fichou.

Mécanique des fluides . P. Huerre

© ©o N o Ok~ wDdPE

Ecoulement de Couette cylindrique. D. Huilier
10. Mécanique des fluides .M. Marcoux

11.Eléments de Mécanique des Fluides. HACH



