CORRECTION TD

Correction exercice 1.
1.
xxy=xy+ @ -D@*-D=yx+ > -DE*-1) =y*x
La loi * est commutative
Pour montrer que la loi n’est pas associative, il suffit de trouver x, y et z tels que :
x*x(yxz) = (x*xy)*z
Comme on le verra ci-dessous, 1 sera I’élément neutre il ne faut pas prendre 1 dans x, y et z.
Prenons, par exemple : x =0,y =2etz =3
x*(y*z)=0%(2x3)=0%(2x34+(22-1)(32-1))=0+(6+3x8) =0%30
=0x30+ (02—-1)(302—1) = —899
(x*y)*z=(0%2)x3=(0x2+(02—-1)(22—-1))*3=(-3)*3
=-3x3+((-3)2-1)(32-1)=-9+82=55
La loi * n’est pas associative
1xx=1xx+(1?-1D)x*-1)=x
De plus, comme la loi est commutative x * 1 = 1 * x
Onabienx *1 =1 *x = x, 1 est ’élément neutre.

x*y=\/x2+y2 =\/yz+x2 =y*X
La loi * est commutative.

2
(x*y)*z=«/x2 +y2*Z=\/( /xZ +y2) +Z2 — /x2+y2 +ZZ
En reprenant le calcul ci-dessus en changeant (x, v, z) en (y, z, x) :

(y*2) % x =/y? + 2% + x?

Yr2)rx=x%(y*2)

Comme * est commutative :

Et finalement :

(xxy)*z=x%(y*2z)
La loi * est associative.
Remarque : On aurait pu calculer directement x * (y * z)

Oxx=+0%24+x2=|x|=x, car x=0

Oxx=x*0

Comme = est commutative

Et finalement

Oxx=x*x0=x
0 est I’élément neutre.
Supposons que x admette un symétrique y

xxry=0e /x2+y2=0x?+y?=0x=y=0
Orx > 0ety > 0donc x *y = 0 est impossible, pour tout x > 0, x n’a pas de symétrique.

Correction exercice 2.
1. Six# 0etx’ # 0alorsxx’ # 0donc (x,y) * (x',y") = (xx,xy" +y) € R* X R.
La loi = est une loi interne.
(x’y) % ((x/’y/) % (x//,yu)) — (X', y) % (x/xu'x/yn + yl) — (xx’x”,x(x’y” + yl) + y)
= (ex'x", xx"y" + xy" +y)



Et
(Goy) * G y) * (", y") = (e, xy" +y) * (x",y") = (ex'x", xx'y" + xy' + y)
Donc la loi * est associative.
Soit (a, b) tel que pour tout (x,y) € G :
(a,b) * (x,y) = (x,y) = (x,y) * (a,b)
Ces égalités équivalent a :
(ax,ay +b) = (x,y) = (xa,xb +y) & {ay+wlj =; =§Z+y® {Z _ (1)
Donc (1,0) est I’élément neutre.
Soit (x,y) € G, on cherche (x',y") tel que (x,y) * (x',y') = (1,0) = (x', y") * (x,y)
Ces égalités équivalent a :

!
x'=-
xx' =1=xx x

(xx', xy +y)=(1,0)=(xx,xy+y)(:){xy,+y:0:x,y+y,(:)

1 !
xy'ty=0==y+y

Le symétrique de (x,y) est G —%)
Donc (G,*) est un groupe.
Comme (1,2) * (2,0) = (2,2) et que (2,0) * (1,2) = (2,4) il est clair que ce groupe n’est pas
commutatif.
2. L’élément neutre de (G,*), (1,0) €]0, +oo[X R.
Soit (x,y) €]0,+o[x Ret (x',y") €]0,+[x R. Alors

1 ! X ! x —xy +x'
(x,y)* <—,,—y—,> = (—,,X<—y—,>+y> = (ﬁ;#)
X X x X x X

U
Comme = > 0 alors (i,xy—,”y) €]0, +oo[X R.
X X X

Donc (]0, +oo[x R,*) est un sous-groupe de (G,*).

Correction exercice 3.
1. (,y)+ &',y)=&+x",y+y") € Adonc laloi est interne.

)+ YY)+ Oy =)+ +x"y +y)=(x+ & +x)y+ O +y")
=((c+xD)+x", +y)+y") =[Gy) + &,y + (x",y")

Donc la loi + est associative.
Y+ @,y)=E+x,y+y)=&'+xy" +y)=(&"y)+ (x,y)
Donc la loi + est commutative



Soit (a, b) tel que (x,y) + (a,b) = (x,y), il est clair que (a, b) = (0,0) est I'unique élément neutre.
Soit (x',y") tel que (x,y) + (x',y") = (0,0) cela équivaut a

(x+x’,y+y’):(0,0)<:>{x+x =0®{x = —X

y+y' =0y =-y
Donc le symétrique de (x, y) est (—x, —y).
Donc (4, +) est un groupe commutatif.

a) (x,y)=",y")=0x",xy" +x'y)='x,x'y +xy') = (x',y") * (x,¥) donc = est commutative.
b)
[(X,y) % (x/’y/)] % (xu’yu) — (xx’,xy’ + xly) % (X”,y”) — (xxlxll’xxlyll + x"(xy' + xly))

.. 1.,

= (xx'x", xx'y" + x"xy" + x"x"y)
Coy) =[O y) * (7, )] = (o, y) « (', x"y" + x"y") = (ex'x", x(x"y" + x"y") + x'x"y)
= (xx'x", xx'y" +xx"y" + x'x"y)

Donc [(x,y) * (x',y)] * (x",y") = (x,y) * [(x", ¥") = (x", y")]

La loi * est associative.

c) Soit (e, f) tel que pour tout (x,y) € A, (x,y) * (e, f) = (x,y), e et f vérifient :

{ xe=x @{ e=1 @{e=1
xftye=y " lxf+y=y " f=0

(1,0) € A est I’élément neutre de A pour la loi *.

d) Toutes les propriétés pour qu’un ensemble muni de deux lois soit un anneau sont dans les questions
précédentes sauf la distributivité de * par rapport a 1’addition (a gauche ou a droite puisque la loi *
est commutative, c¢’est d’ailleurs cette commutativité qui rend 1’anneau commutatif).

G, y) + [ y) + " +y)] =G y) « (" +x",y" +y")
= +x"),x(" +y")+ &' +x")y) = (xx" +xx",xy" +xy" +x'y +x"y)
= (x" +xx",xy' +x'y +xy" +x"y) = (xx',xy" + x'y) + (xex", xy" + x"y)
=@y« (" y) + Gy) « (x",y")
Et voila, (4, +,%) est un anneau commutatif.



