Généralités sur les matrices
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d11 A1z 0 Aqn

. . . dz1 dzz t dpp
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dm1  aAm2 dmn

Matrices particulieres

Matrice nulle :
tous ses éléments a;; =0

Matrice carrée d’ordre n :
nombre de lignes = nombre de colonnes =n


Free Hand


Matrice diagonale :

all 0 O
0 322 e 0
0 0 Amn
Matrice identité d’ordre n :
1 0 0
0 1 0
I, = .
0 0 1
Matrice triangulaire supérieure :
d;7 Azt Ayp
0 ay - ag
0 0 amn
Matrice triangulaire inférieure :
ai 0 0
dz1  dp 0
aml am2 amn

Opérations sur les matrices

Multiplication par un scalaire k :

ka11 ka12 b kaln
kA = ka21 ka:22 ka:Zn
ka,, kan, - kann

Addition de deux matrices de méme dimension (m xn) A = (a;; ) et B = (b;; )

a1 +b11 A+ by 0 At by

A+ B = A1+ b2y Gz + by v At by

Amy T b31 Ao t bm2 t Qpp t+ bmn



Multiplication de deux matrices A et B de dimensions respectivesm xnetn xp:

a1 0 0
a21 a22 oo O bll b12 o bl] o blp
: : : by, by, -+ by; - by
AB = C . =
aip aiz Qin : : : :
: An1 Ap2 bnj bnp
Am1 Am2 QAmi1 Amn
€11 G2 0 Gy Cyp
€21 C2 0 Gz ot Cpp
I |=C dimension m X
Cil CiZ Cij Cip ( p)
Am1  Am2 amj Cmp

avec
n

Cij = ailblj + aizsz + ai3b3]- + -+ anlbn]' = Z aikbk]' (1 = 1,2, ,m,] =1,2, ,p)
k=1

ATTENTION : Le produit AB n’est défini que si le nombre de colonnes de la matrice
« A » est égal au nombre de lignes de la matrice « B ». De plus, de maniere générale,
AB # BA.

Transposition (AT ou A') :

La transposée d’une matrice A s’obtient en remplagant les lignes de la matrice par ses
colonnes. Si la matrice A est de dimension m X n, la transposée AT, sera de dimension

n xm.
T

a;;  dg2 Ain a1 A4z am1
AT — az1 Az Qzn _ [ Q12 Apz Am2
Am1 Amz  ° Qmn Ain A2n " Qmn

Propriétés : Soit A et B deux matrices et k un scalaire

1. (A + B)T = AT + BT
2. (AT =A

3. (kA)T = kAT

4. (AB)T = BTAT

Pour toute matrice 4, le produit AT A est une matrice carrée symétrique et les éléments
de sa diagonale principale sont non négatifs.



Trace d’une matrice carrée d’ordre n, A = (a;; ) (notée tr (A)):

Somme des éléments de la diagonale principalei.e. tr(A) = a;; +az; + -+ ap,

Propriétés :
1. tr(A + B) = tr(A) + tr(B)
2. tr(cA) = ctr(hd)



Matrice inverse

Soit A une matrice carrée n X n. L'inverse de A (notée A1), si elle existe, est la matrice
qui satisfait
AATl = ATIA =1,

Sil'inverse de A existe, on peut |'obtenir de la fagon suivante :

1. Considérer la matrice augmentée

a;; Ay ain 1 O 0
2 (A = - DRI D) ayn 0 1 0
ayy Qpz t A@py, 0 0 - 1

3. Effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée jusqu’a
ce qu’elle devienne (I : B). La matrice B est alors I'inversede Ai.e.B = A7,

Propriétés :

1. Si A estinversible, alors A — 1 est aussi inversible et (A™1)"1 = A.

2. SiAestinversible, alors (A™1)T = (AT)™?

3. Si A et B sont 2 matrices carrées inversibles de méme dimension, alors leur produit
AB est aussi inversible et (A B)"1= B71A™!

Existence : A de dimension n X n est inversible sir(A) = n

Déterminant (det(A) ou |A|)
Soit 4 une matrice carrée n X n.

a;1 Ay

Matrice 2 X 2 : |
dzq1  dp

| = djqdpp — Azqd73

Ordre supérieur: Le déterminant est égal a la somme des produits obtenus en
multipliant les éléments d’une ligne quelconque (ou d’une colonne) par leur cofacteurs
respectifs cofacteur = A;; = (—1)'J|M;;| ot M;; (mineur) est la sous-matrice carrée
(n — 1) X (n — 1) obtenue en supprimant la i°™ ligne et la j°"° colonne de A.

AInSI |A| == allAil + azzAiZ + -+ annAin.



Propriétés :
1. Si A possede une ligne (ou colonne) de « 0 », alors |A| = 0.

2. Si A posséde 2 lignes (colonnes) identiques, alors |A| = 0.

3. Si A est triangulaire, alors |A| = produit de ses éléments diagonaux. En particulier,
I = 1.

4. Si B est obtenue de A en multipliant une seule de ses lignes (colonnes) par un
scalaire k, alors |B| = Kk|A].

5. Si B est obtenu en permutant 2 lignes (ou colonnes) de 4, alors|B| = —|A]|.

6. Si B est obtenu de A en additionnant le multiple d’une ligne (colonne) a une autre,
alors |B| = |A|.

7. |AT| = |A|
8. Si A et B sont 2 matrices carrées de méme dimension, alors |AB| = |A||B]|.

9. A estinversiblesi|A| # 0. On dit que la matrice est non singuliére.

Matrice adjointe

Soit A une matrice carrée d’ordre n. La matrice adjointe de A (notée adj A) est définie
comme la transposée de la matrice des cofacteurs de A i.e.

Ay A o Agg

A= A A:ZZ A:Zn ou A;; = (—1)™|M;| (cofacteur — voir page
Am1 Amz - Amn

précédente)

. . . . . - 1.
Si A est une matrice carrée telle que |A| # 0, alors A est inversible et A™1 = mad](A).





