Solutions TD N 4

Solution Exercice 1

1. On a lim, 52?2 — 11z + 28 = —2 et lim,_,5 22 — 25 = 0. II faut faire
attention au signe du dénominateur. Pour x > 5, on a 2°> > 25 et donc
lim, 5+ 22 — 25 = 0*. On en déduit que

o2 —11z+28
lim ———MM8M8M8M8 — =
z—5+ 2 — 25

2. On procéde de la méme facon, mais on remarque que lim,_,5- 22 —25 = 0".

On a cette fois

’ x? — 11z + 28 N
m —— = .
r—5~ $2 — 25

3. On alim,_ 5 22—92+20 = 0, et donc on est en présence d'une forme indéter-
minée 0/0. On va lever cette forme indéterminée en factorisant le numérateur
et le dénominateur par la racine commune. En effet, on a d’'une part

x? — 25 = (z — 5)(z +5)
et d’autre part
2% — 97 4+ 20 = (v — 5)(x — 4).
On peut donc écrire que

> —9r+16 (r—5)(z—4) x—4

225  (z—=5)(x+5) x+5

On n’est plus en présence d’une forme indéterminée, car
limr—4=1et limz+5=10.
z—5 r—5

On en déduit que
. 2 —92+16 1
lim ———— = —.
a—5 12— 25 10
Il n’y a plus besoin ici de distinguer limite a droite et limite a gauche.
Solution Exercice 2

Dans chaque cas, on va multiplier par la quantité conjuguée. 1.

- Wrt+d—Ve-4)Vr+4+Vr —4)
Ve+4—Vr—4= N Y,
_ (x+4)— (z—4)
Vr+4+xr—4
8
B Vr+4d+r—4

Le dénominateur tend vers +00 (ce n’est pas une forme indéterminée) et donc
on a

lim vVe+4—+Vz—4=0.
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(Va2 —1—z)(vVa?2—1+x)
Vo2 —1+4z

_?—1—2a?

vaz—1+ux
—1

VP 1+a

Le dénominateur tend vers +oo, et donc on a

lim Va2 —-1—2=0.

T—+00

2—1—x=

Solution Exercice 3

Dans le premier cas, on a une forme indéterminée du type +oo — 0o, et
dans les trois autres cas, on a une forme indéterminée du type =>. On leve
souvent ces formes indéterminées en mettant en facteur le terme dominant.

1. On met en facteur e?*. 1l vient :

X

€ _
e — e = ™ (1 — —) =e*(1—e™™).
822:

Or, lim,_, ;o €* = 400 et lim,_, ;o1 — e % =1 donc

lim €% — ¢® = 0.
r—-+00

2. On met en facteur €?* au numérateur, et  au dénominateur. On a

62:1: + 1 6238 1 + €—2a:
= X e
T+ 3 T 1+%

3 1 —2x
lim 14e¢2 =1 lim 1+2=1donec lim — — —1

T—+00 r——+00 €T rz—+oo 1+ 3
x

D’autre part, par croissance comparée, on a

623:

lim — = +o0.
r——4oco I

Finalement, on conclut par produit de limites que

e 41
lim = +00.
r—too T+ 3

3. On met en facteur ze® au numérateur, et e* au dénominateur. Il vient :

re® +2e" —5  ze” 1+%— . 1+%— .

— % xe® — X xe®
er —3 e 1—3e® 1—3e=
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Or, puisque lim,, ., o, ze” = +00 (ce n’est pas une forme indéterminée!), puisque
lim, . e ™ =0, il vient

2 5 1+2 -5
lim 14— — =1, lim 1—-3¢*=1donc lim —2—% =1
z—+00 X xrer T—+00 r—too |1 — 3e %

On en déduit par produit de limites que

) re® + 2e* — 5
hm —_— = +400.
——+00 er — 3

4. On met en facteur 2 au numérateur et au dénominateur. On trouve

2 +asine  2?  14+E 142

2+ xcosx a2 1+ <=2 1+ <=2

Puisque —1 < sinx < 1, on a pour tout x > 0,

—1 sin x
— <
T T

<

SHE

sin x
T

et donc par le théoréme des gendarmes lim, . = 0. On prouve de la

méme fagon que lim, ;o “=* = 0. On a donc

. 22 4+ rsinx 1
lim - == 1.
z—+oo T4 + T COST 1

Solution Exercice 4

1. On écrit

1 2 1 1 2 B r—1 -1
-2 1—22 1-ux l+2) (Q—-2)(1+2) 14z
On a levé l'indéterminée, et la limite recherchée vaut donc —1/2.

2. L’astuce est de remarquer que x — 1 = (/= — 1)(y/x + 1) pour pouvoir
simplifier numérateur et dénominateur. On trouve donc

ve—1 1
r—1 o+l

et la limite recherchée vaut donc 1/2.
3. On met en facteur le terme dominant au numérateur (z*) et au dénom-
inateur (5z%). Apres simplification, on trouve :

1+5+5

24+ x+5 1
_gxl 7 8
+—5m+—5z3

a3 + T2 +8

est la limite recherchée est 1/5.
4. On utilise la quantité conjuguée :

2 2
———— +2r —x 2x 2
Vi +2r+x  xy/14+2/z+2  J1+2/x+1
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La limite recherchée est égale 4 2/2 = 1.
5. On utilise le changement de variables u = 22. 1l vient

. 2 . _
lim 2% = lim u®?e "
T—+00 uU—+00

Par comparaison de la fonction exponentielle et des fonctions puissance, cette
limite vaut 0. 6. On met en facteur le terme dominant :

x+cosy  w(l4 =) |4 o

Mais on a .
1 sin & 1
T T T
et donc lim, 1o ®* = 0. De méme, lim, _, ;o “* = 0. On en déduit que
. T+ cosx
lim — =1.

z—+oo X + Sin &

7. On met de méme en facteur le terme dominant au numérateur et au
dénominateur :

7

xln£+7_x1nx(1+ )_lnx 14+ 7

zlnz zlnzx
= = X .
x2+4 mQ(l—i—%) x 1+fz
Or, on sait que lim, | o 1“79” = 0. On en déduit que
rlnz+7

=0.

lim ———
xirfw 2+ 4

8. On va majorer et conclure par le théoréme des gendarmes : pour x > 0,

4sin® x + 3 cos(5bx) < 4sin® z + 3| cos(5x)| < 7

T T X

Par majoration, la limite recherchée est 0.
Solution Exercice 5

Fixons € > 0. On doit trouver § > 0 tel que, si |[r—1| < §, alors |23 —1| < €
(car évidemment la limite est 1). On peut toujours supposer que € < 1 car si on
a trouvé un ¢ pour € = 1, le méme ¢ va fonctionner pour tout € > 1. Procédons
par analyse-synthése. Soit 0 > 0 tel que |z —1| <. Alors1 —d <z <1496
soit, en passant au cube (la fonction x3 est croissante)

1—36+35°— 6 <a® <1435+ 35+
Ceci entraine que
—30+36° — 6 < a® —1 <35+ 38% + 6.
11 suffit donc de choisir ¢ €]0, 1] tel que

—30+ 362 — 6% > —¢

4



et
30+ 362+ 6% <e.

Supposons que d < ce, avec ¢ > 0 une constante a déterminer. Alors
30 4 307 + 0° = 3ce + 9% + P < (3c+ 92 + A)e
puisque € < 1, et
—30436%— 8% > =30 — 362 — 0 > —(3c + 9 + A)e

en suivant exactement le méme calcul. Il suffit donc de trouver un réel ¢ > 0
tel que 3¢+ 9¢? + ¢® < 1. Par exemple, ¢ = 1/100 convient (c’est loin d’étre le
meilleur!). Faisons la syntheése. Pour € €]0,1], on a prouvé que, si § = ¢/100,
alors

lz -1 <6 = [2° -1 <e.

Ceci prouve bien que la limite de 23 en 1 est égale a 1.
Solution Exercice 6

D’abord, g est continue sur R\{—1,0,1} comme inverse d’une fonction
continue dont le dénominateur ne s’annule pas. Etudions ensuite la continuité

de g en 0. Puisque lim,_,qIn|z| = —o0, on a
ling g() = lim - = 0= g(0)

La fonction g est continue en 0. Ensuite, puisque lim, i+ In|z| = 0%, on a

1
lim g(z) = lim — =4+ 1).
xl»1+ 9(x) X1—>0+X Foo # g(1)
La fonction g n’est pas continue en 1. De méme, on prouve que g n’est pas
continue en —1.
Solution Exercice 7

1. La fonction est clairement continue sur |1; +oo[ et sur | — oo; 1[. Pour
que f soit continue, il faut et il suffit que f admette une limite & droite et a
gauche en 1 et que ces limites coincident. Mais on a

lim+ f(z) = asin(7/2) = a tandis que lim f(x) = a®.
z—1 z—1-
La fonction f est donc continue en 1 si et seulement si a?> = a c’est-a-dire si et
seulement si a = 1 ou a = 0. 2. On fait la méme chose, mais on doit étudier
cette fois la continuité & droite et & gauche en 0 et en 1, la fonction g étant
clairement continue sur | — oo; 0], sur |0; 1] et sur |1;+oo[. On a d’une part

lim g(x) =1et lim g(z) =a+ 5.

z—0t

z—0~
D’autre part, on a

lim g(z) = ae ' + Be! +y(e! —e M) et lim g(z) = e'.

T—1— z—1t



La fonction g est continue si et seulement si le triplet («, 3, ) vérifie le systéme
suivant :
a+pf =

On résout ce systéme, par exemple en retirant e 'L; & L,. On trouve le
systéme équivalent :

a+p 1
{ (el —e B+ (et —e )y = et —e ™l

On peut simplifier par e! — e~! dans la seconde équation et on trouve

a = 7
a+p =1
{ = (B = 1—9
+v4 = 1.
A Y =7

L’ensemble des triplets pour lesquels la fonction g est continue est donc donné
par {(07 ]-aO) + 7(17 _17 1) S R}

Solution Exercice 8

1. Par les théorémes généraux, f est continue sur R*. De plus, on a
|f(2)] < |sinz|[sin(1/z)] < |z x 1 < [z].

Par le théoréeme d’encadrement, lim, .o f(z) = 0. On peut donc prolonger f
par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

2. En remplacant sin par cos, le procédé précédent ne fonctionne plus
puisque cos(0) # 0. On va prouver qu’on ne peut pas prolonger g par continuité
en 0. Pour cela, on considére les deux suites

1
U= oy Y 2nm + /2

Alors les suites (u,) et (v,) convergent vers 0. Cependant,
g(uy,) = cos(uy,) cos(2nm) = cos(u,) — 1

tandis que
g(vy,) = cos(v,,) cos(2nm + 7/2) = 0.

Ainsi, (g(u,)) converge vers 1 et (g(v,)) converge vers 0. ¢ n’admet pas de
limite en 0 et n’est donc pas prolongeable par continuité en ce point.

3. Par les théorémes généraux, h est continue sur R\{—1}. Par ailleurs,
posant u = x 4+ 1, on a

sin

lim h(z) = lim sin(u)| In(u)| = 1111(1) X u|ln(u) =1x0=0.

r——1 u—0

Ainsi, on peut prolonger par continuité h en —1 en posant h(—1) = 0.
Solution Exercice 9




On revient a la définition, et on cherche si le taux d’accroissement admet

une limite en 0. .
flx)=f(0) 15 1

— — 1
x T 1+ |z
lorsque x — 0. La fonction est donc dérivable en 0, de dérivée 1. Concernant
g,on a
—g(0
9@) =90 _ (2 sin(1/2).
x
Utilisant |sin x| < |z] et |sin(1/2z)| < 1, on en déduit que
—g(0
ole) ~ o) _
x

Par le théoréme de comparaison, le taux d’accroissement converge vers 0
lorsque = tend vers 0. La fonction g est donc dérivable en 0, avec ¢’(0) = 0.

Pour A, on a

h(xz) — h(0) o] x sinx'

x
Puisque sin z/x tend vers 1 quand x tend vers 0 et que |z| tend vers 0 quand
x tend vers 0, le taux d’accroissement converge vers 0 quand z tend vers 0, et
donc h est dérivable en 0, avec h'(0) = 0.

Solution Exercice 10

Il est d’abord nécessaire que f soit continue en 1. On a f(1) = 1 et la
limite & droite de f en 1 vaut a + b+ 1. On doit donc avoir a + b+ 1 = 1,
soit b = —a. Etudions maintenant la dérivabilité en 1. La fonction f coincide
avec la fonction = +— /x sur [0,1]. La dérivée de = +— /x étant égale a
T ﬁ, f admet une dérivée a gauche en 1 qui vaut 1/2. D’autre part, f
coincide sur [1,+oo[ avec la fonction = — az? — ax + 1, donc la dérivée est
x +— 2ax — a. La fonction f est donc dérivable a droite en 1, de dérivée a.
Finalement, la fonction f sera dérivable en 1 si et seulement si les dérivées a
droite et & gauche coincident. Le seul moyen de définir f de sorte que ce soit
une fonction dérivable en 1 est donc de poser a = 1/2 et b= —1/2.

Solution Exercice 11

On remarque d’abord que f est continue en 0, car, pour z # 0, on a

() = f(0)] < 2

et 2 — 0 quand # — 0. D’autre part, f est clairement C* sur R*. Etudions la
dérivabilité en 0 en revenant & la définition, c’est-a-dire en étudiant si le taux
d’accroissement admet une limite. On a :

i@i:lﬂﬁzzxgn(1>

T

et ceci tend vers 0 quand z tend vers 0, grace & la majoration |zsin (1) | < |z|.
Ainsi, f est dérivable en 0, avec f'(0) = 0. Pour déterminer si f est C! en 0,
il faut étudier si la dérivée est continue en 0. Pour x # 0, on a

F(z) = 2zsin (i) ~ cos G) |
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Or, posons u,, = ﬁ Alors, u,, tend vers 0, et

f(uy,) = % sin(2n7) — cos(2nm) = —1 # f'(0).

Ainsi, f' n’est pas continue en 0, et f n’est pas de classe C*. Concernant g, on
peut procéder comme pour f pour démontrer que g est C! sur R*, dérivable
en 0 avec ¢'(0) = 0. De plus, pour x # 0,

o (5) = ()
gesin| — | —xcos| —
x x

g () — g% + |z].

Ceci entraine que ¢’ est continue en 0, et donc que g est de classe C*.
Solution Exercice 12

de sorte que

1. Posons u(x) = ze® et écrivons u(r) = v(zx)w(x) avec v(zr) = x et
w(z) = €. On va appliquer la formule de Leibniz

u™ (z) = Z (Z)v(k) ()w Py,
k=0
Cette somme ne va comporter que deux termes. En effet, on a
v(z) =z, v®(z) =0, k> 2.
Comme de plus w®) (x) = e pour tout k > 0, on a donc
u™(z) = ze” + ne® = (x + n)e”.

Remarquons que cette formule se démontre aussi trés facilement par récurrence.

2. On pose u(r) = z?sin(z) et on écrit u(z) = v(z)w(z) avec v(r) = 22
et w(x) = sinz. On va appliquer la formule de Leibniz. L’application est
simplifiée par le fait que

V' (x) = 2z, v"® () = 0 pour k > 2.

Reste & calculer les dérivées successives de sin x. Pour cela, on peut "un peu"
tricher et remarquer que

(sinz) = sin(x + 7/2).
On obtient immédiatement (sin)*)(z) = sin(z + k7/2), d’oi
u™ (x) = 2% sin(z +nm/2) +2nx sin(z + (n—1)7/2) +n(n—1) sin(z + (n—2)7).

3. Posons f(x) = 2" 'In(1 + z) et écrivons f(z) = g(z)h(x) avec g(z) =
2"t et h(z) = In(1 + x), qui sont C* sur | — 1,+00[. On peut utiliser la
formule de Leibniz. Calculons au préalable la dérivée k-iéme de g et h :

gW@) = (n—1)...(n— k)z"1k = Hxn_l_k’



pour k < n — 1, avec g™ (z) = 0. D’autre part, on établit facilement par
récurrence que
—1)F Lk —1)!

(14 )"

pour k > 0. Utilisant la formule de Leibniz, et ¢ = 0, on trouve

A0 () = (

k—1

PO = =00 () o

k=1

Si z = 0, on trouve que f™(0) = n!. Si x # 0, on factorise par x pour faire
apparaitre une somme qu’on va simplifier & ’aide de la formule du binome :

= 00 ()

Solution Exercice 13

La fonction est de classe C*° sur R*. Démontrons la formule demandée par
récurrence sur n. Pour n = 0, la dérivée de e'/* est bien ;—2161/ *. Supposons
la formule vraie au rang n — 1, et prouvons-la au rang n. Pour cela, on écrit
z"e!/* sous la forme x x 2" 'e!/® et on utilise la formule de Leibniz :

(m”el/“””)(nﬂ) =z (x"_lel/m)(nﬂ) +(n+1) (m”_lel/w)(n) )

On introduit alors le résultat de I’hypothése de récurrence, qui donne directe-
ment la valeur du second terme et aussi celle du premier terme aprés une
derniere dérivation :

n—1_1/z\@m+1) _ (_1)n+l 1/x (_1)n+1(n + 1) 1/x
x(x e/) —x(we/—l— 2 e/ .

En mettant tous les résultats ensembles, on trouve exactement le résultat de-
mandé.



