Physique 3 : Ondes et vibration Dr. Abdeddaim Mahdi
Chapitre I : Vibrations libres non-amortie

Cours 2 : vibrations libres non-amorties (suite)
(ALas) Baaldia yadl 3 adl <l ) 5aY) ;2 Al
4- Equation de « Lagrange »

« Lagrange » (1736-1813) mathématicien Italien proposa une méthode pour la détermination
de I’équation de mouvement d’un systéme vibratoire en vibration libre non-amortie. Cette
équation est donnée comme suit :

d (oL oL
—|=|-|=|=0 (11.1)
dt\ oq aq
Ou:
- @ :estlavitesse de la masse en mouvement, cette derniere varie selon la trajectoire du
mouvement, elle peut &tre translationnelle ou rotationnelle (X ou 8) .
- g : est le déplacement de la masse en mouvement, il peut étre translationnel x ou
rotationnel 9 .
- L :est Lagrangien ce dernier est définie comme la différence entre 1’énergie cinétique
(E.) et ’énergie potentielle (E,) comme le montre 1’équation (12.1)
L=E.-E, (12.1)
Rappel :

L’Energie cinétique
Est I’énergie que posséde un corps du fait de son mouvement par rapport a un référentiel donné.
La formule simplifiée de 1’énergie cinétique est donnée pas 1’équation (13.1).

1, 1 .,
E.=—mvi==.mxX 13.1
c=5mV =2 (13.0)

- m : est lamasse du corps en mouvement translationnel,
- voux :estlavitesse du corps en mouvement translationnel,

Pour un mouvement rotationnel I’énergie cinétique d’un corps en rotation sur un axe fixe A est
donnée par 1’équation (14.1).

E. :%.IA.QZ (14.1)

- |, :estle moment d’inertie rotationnelle d’un corps par rapport a un axe de rotation A

- 0 : est lavitesse angulaire du corps en mouvement,
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Pour un corps qui tourne autour d’un axe autre que son centre de gravité A’, on utilise le
théoréme de « Huygens » qui est donné par la formule (15.1).

I, =1,+ma? (15.1)

- 1, :estle moment d’inertie du corps par rapport a son centre de gravité,

- m : est lamasse du corps en mouvement (rotation),
- a :estladistance entre le centre de gravité et le centre de rotation,

Moments dinertie de quelgues systemes

Moment d’inertie d’un disque I, = Em.R2 Ll bl Alae o 5e
e 1 o g :
Moment d’inertie d’une barre I, = Em.l GSlad) Adae 5
Moment d’inertie d’un pendule I, =m.l? ool sl Al o 5e

- R :estlerayon du disque,
- | :estlalongueur de la barre ou du pendule,
- m :estlamasse du disque/ la barre/ la masse du pendule,

L’Energie potentielle

L'énergie potentielle d'un systeme physique est I'énergie liée a une interaction, qui a le potentiel
de se transformer en d'autres énergies, le plus souvent en énergie cinétique, plusieurs types
d’énergies potentielles existent dans la nature.

- Energie potentielle mécanique,

- Energie potentielle gravitationnelle,
- Energie potentielle de pesanteur,

- Energie potentielle élastique,

- Energie potentielle électrostatique,

Dans notre domaine en 1’occurrence le génie civil en fait face & deux types d’énergies
potentielles :

a) L’énergie potentielle de pesanteur E,,

E., =tm.g.h (16.1)

- m : est lamasse du corps en mouvement,
- g :estlagravité terrestre (g ~9.81m/s%),
- h :estlaposition du centre de gravité par rapport au repére du mouvement,



Physique 3 : Ondes et vibration Dr. Abdeddaim Mahdi
Chapitre I : Vibrations libres non-amortie

b) L’énergie potentielle élastique E.
1 2
Epe :E.k.(AI +X) (17.1)

-k :estlarigidité du ressort,
- Al : est I’¢longation initiale du ressort du a la suspension d’un masse donnée,

On revient & notre exemple du premier cours :

Soit le systéme représenté dans la figure (1-a), on prend un ressort avec une longueur au repos
(1,) fixé au plafond, on suspend une masse (m) a la 2éme extrémité du ressort comme le montre
la figure (1-b), pendant la suspension de la masse (m) le ressort est élongé, a [ 'instant (t =0)
la masse est relachée sans vitesse initiale x(0) =0 et commence a oscillé verticalement comme
le montre la figure (1-c).

(M) LS e cciind] 4 3lee palill Cun (1)) SSEN 6 e 58 LaS(1)) 4illbissd dn) ] pada g (4 il 33066
"LAA.U/‘:A e liar ealil] cisey ABSH Gulei S i(<=-1) Q&AJ/‘;_?‘J;M}A LASUAJLLU‘;ALU/ uJLJ/‘;_‘?
(F-1) AN S e s LaS L) | jia V) 8 Jai g Llxi) X(0) = 0 de_pao (50 5a LS &5 (t = 0)

Ressort au repos \ t = 0 (avant de relacher la masse) | Temp variable
o
[ k
0
K
Xo . m @ ' m @
X(0)=0 | X(0) = Xyiga Ix(t)

Repere du mouvement (x(t) = 0) ou les forces du ressort et de la gravité sont
égales en quantité et opposees en directions.

Figure -1- | -1- Jsal
- Ona:
» L’¢énergie cinétique (pour un mouvement translationnel)
1 .
E. :Em.x2 (18.1)
» L’énergie potentielle
Ep = Epe + Epp (19.1)
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E, =%.k.(x0—x)2 _mgh (20.1)

La variation de h est dans le sens du mouvement donc on peut la remplacer par x, I’équation
de I’énergie potentielle devient donc :

E, =%.k.(x0—x)2—m.g.x (21.1)

L’équation (21.1) contient un inconnu qu’il faut éliminer en I’occurrence X,. Pour cela on

utilise la condition d’équilibre.

Rappel :

La condition d’équilibre stipule que la dérivée partielle de I’équation d’équilibre par rapport
au déplacement quand le corps est a la position d’équilibre est nulle comme le montre
’équation (22.1).

oE,
aq

=0 (22.1)

q=0

Pour un mouvement translationnel 1’équation (22.1) devient :

OE,
OX

=0 (23.1)

x=0

Donc en appliquant la condition d’équilibre (23.1) sur 1’équation de 1’énergie potentielle de
notre systéeme (21.1) on obtient.

OE,
OX

=K.(x, —x)—m.g (24.1)

A la position d’équilibre (ou x =0) on trouve :

OE,
X |y

=k.x,—mg =0 (25.1)

De I’équation (25.1) on déduit que 1’élongation initiale du ressort peut étre supprimee
simultanément avec 1’expression de 1’énergie potentielle de pesanteur seulement et seulement
si I’énergie potentielle de pesanteur cause I’¢élongation initiale.

Donc I’expression de I’énergie potentielle devient une expression réduite donnée comme suit :

E, = %.k.xz (26.1)

En remplace I’équation de 1’énergie cinétique (18.1) et I’équation de 1’énergie potentielle
réduite (26.1) dans 1’équation de Lagrangien (12.1). On obtient :
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L=E.-E, (27.1)
L=imx-Lkx (28.1)
2 2

L’équation de Lagrange deviens donc :
d (oL oL
—|— |- —1|=0 29.1
dt ( OX j ( OX ] (29.1)

» Nota : La deérivation partielle est la dérivation d 'une équation avec plusieurs variables par
rapport a un seul variable en considérant les autres variables comme constants.

(ﬁj —m.x (30.1)
ox ' '
d(foL) d : .
—| — |=—(Mm.X) =m.X 311
)™ 61
oL
— |=-kx 32.1
) @2.1)
On remplace les équations (31.1) et (32.1) dans I’équation de Lagrange (29.1), on obtient
m.X —(-k.x) =0 (33.1)
m.X+k.x=0 (34.1)
On devise par m
K
)'('(t)+a.x(t) =0 (35.1)

On obtient ainsi une équation de mouvement similaire a celle obtenue dans le cours précédent
et donnée par I’équation (10.1), qui est une équation différentielle du second ordre sans second
membre.



