Relations

1. Relations binaires

Définition. Une relation binaire R sur un ensemble E est une propriété portant sur les
couples d'éléments de E. On notera a R b le fait que la propriété est vraie pour le couple (a, b) € E X
E.

Exemples. L'inégalitt < est une relation surN; ZouR. Le parallélisme et

I'orthogonalité sont des relations sur I'ensemble des droites du plan ou de I'espace. L'inclusion C est
une relation sur P(X), ou X est un ensemble quelconque.

Deéfinitions. Soit R une relation sur un ensemble E.
R est réflexive si pour tout x € E,ona xR x;
R est symétrique si pour tout x, y € E,onaxRy = yR x;
R est antisymétrique si pourtout x, y € E, (xR yetyR x) = x=y;
R est transitive si pourtout x, y, z€ E, (xR yetyR z) => xR z

2. Relations d'équivalence

Définition. Une relation binaire est une relation d'équivalence si et seulement si elle est
réflexive, symétrique et transitive.

Exemple. Le parallélisme est une relation d'équivalence sur I'ensemble des droites.

Deéfinition. Soit R une relation d'équivalence sur E, et a un élément de E. On appelle classe
d'équivalence de a I'ensemble C(a) = {x € E, xR a}.

Propriété. SiR estune relation d'équivalence sur E et que a, b € E vérifient aR b, alors

a et b on méme classe d'équivalence.

T héoréme. Une relation d'équivalence R sur un ensemble E définit une partition de E
dont les élements sont les classes d'équivalence de R. Réciproquement, toute partition de E definit
sur E une relation d'équivalence dont les classes coincident avec les éléments de la partition.

Définitions. L'ensemble des classes d'équivalence se nomme ensemble quotient de E
par R et se note E/ R. L'application E — E/ R qui a tout élément x de E associe sa classe
d'équivalence se nomme application (ou projection) canonique.

Exercice : Dans C on définit la relation R par :

ZzR Z & |zl =|Z|.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de z € C.

3. Relations d'ordre

Deéefinition. Une relation binaire R sur E est une relation d'ordre si et seulement si elle
est ré- flexive, antisymétrique et transitive. On dit alors que E est un ensemble ordonné (par R).

Une relation d'ordre est souvent notée <.

Exemples. L'inégalité < est une relation d'ordre sur N; Z ou R. L'inclusion est une

relation d'ordre.

DéTfinitions. Une relation d'ordre sur E est dite totale si deux éléments quelconques de E
sont toujours comparables : pour tout x, y € E, ona xR y ou y R x. Dans le cas contraire, on dit que
I'ordre est partiel.

Exemples. < estunordre total sur N; Z et R. En général, lI'inclusion est un ordre partiel.

La divisibilité dans N* est un ordre partiel.

Deéfinition. Une relation binaire est un ordre strict si elle est transitive et vérifie

XRy=>x+y

.Exemple. L'inégalité stricte < définit un ordre strict sur N; Z et R.

Exercice : Dans N*on définit la relation R par :

nRm < Ik € N:n=km



Monter que R est une relation d’ordre partiel sur N*,
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