Chapitrel : Equations et géométrie analytique

A) GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS LE PLAN

1) Repéres du plan
e Soient O, 1,] trois points non alignés du plan, alors les vecteurs T = Ol et]= 6]' ne
sont pas colinéaires et le triplet (0;1; 7)  est un repere du plan ce qui signifie que
pour tout point M du plan il existe un couple unique (X ¥) de nombre réels appelés
coordonnées de M tel que :

OM=x.i+vy.]
On note M (x; y)dans le repére (0;%; 7), x est appelée abscisse de M et y ordonnée

de M. La droite (OI) est appelée axe des abscisses et la droite (OI) axe des ordonnées

e Si(0I) L (0D etOl = O] = 1onditque (0;T; J) est un repére orthonormé (R.O.N.)

e Pour tout vecteur U il existe un point uniqu M telqueu = oM

Si on connait M, on connait u , il est donc naturel de dire que les coordonnées de M sont aussi les

« coordonnées » de U :si M(x;y) etu =0OM alors U (x;y) ouu (?)

2) Calcul vectoriel dans un repére du plan
Soient U (;ﬁ) v (;Z) i A(xa;y4) 5 B(xg; yB) et C(x¢; yc) dans un repere (0;7T; J) et

o €R , rappelons qu’on a alors les formules suivantes :
Formules valables dans tout repére



o (ax)
° ay

- = [Xy+x
u+V( u ")
Yutyv

. AB(2)

z - — — 7 - — —> X X
. onappelle déterminant des vecteurs U et V le déterminant :det(t; v)=|yu yv|
u v

U , onditque U et v sont colinéaires si et seulement si 3keR: U = kv ou Vv = ku

c’est- a dire si U et V ont méme direction ou s’ils sont nuls.

e U et vV sont colinéairese det(u;v) =0

e A; B et C alignés & A_B)( B_XA) et AC (;g:x) colinéaires

X
YB—Ya

& det(A_B); A_C)) =0

a) Formules valables uniquement dans un R.O.N.-
o [ldll = yxu? +yu?
*AB= \/(XB —xa)% + (yg —ya)?
e on appelle produit scalaire de U par v le nombre réel défini par :
U.V = XXy + YuVv

eUl Ve uv=_0
3) Egquations une droite
Une droite d du plan est entierement déterminée si on connait :
> deux points A et B de (d)
ou bien
> un point A € (d) et un vecteur directeur u de (d) (c’est-a-dire un

vecteur non nul qui a méme direction que(d))

Remarquons que dans le premier cas on connait également un vecteur directeur : AB .



AM
VM € (d) & AM et i sont colinéaires< det(AM; W) = 0

o

Nous allons maintenant exprimer cette derniére propriété en utilisant les coordonnées
dans un repére (en principe quelconque, en pratique orthonormé) :

A(xa;ya); M(x;y) et U (;‘i) ;
a) Systeme d’équations paramétriques (d)

M(x;y) € (d) & 3k € RAM = ku_
Ana [ X—X = (x4 ., .
(AM (y_y:) etu (yu)sont colinéaires)

Y e M )

y—Ya kaYu
(:)EIkER{X_XA_ u
Yy —¥a = Ky,

D’ou

X=Xp+K-X,

M(x;y)ed < JFkeR
() {y=>/;tl<-yu

Ce systéme linéaire de deux équations a deux inconnues X et y et de parametre k est
appelé systéeme d’équations paramétriques de d.

Exemple

Soit d la droite passant par A(5; —2) et de vecteur directeur ﬂ’(_f)

[x=5-3k
d=
iy=—2+7k (keR)

pourk=1:x=2ety=>5donc B(2;5) ed,
pour k=—4:x=17 ety = —-30 donc C(17; —30) d, etc.



Pour voir si D(8, 3) ed il faut voir s’il existe un réel k tel que 8 =5 — 3k et

5
3=-2+T7k. Or la premiére de ces équations donne k = -1 et la deuxieme k=_,

donc D ¢d!
b) Equation cartésienne de d

M(x;y) € (d) m’(;:;:) etu (’;:)sont colinéaires

= det(AM;T) = 0

X—Xa Xy
y=Y¥Ya Yu

& (X=Xa) Yy =(Y=Ya) %, =0
<:>yux_yuxA_xuy"_XuyAZO

=0

En posanta=y,, b =—-X,et c=X,Y.— Y, Xa, On obtient 1I’équation :

M(x;y) € (d) © ax+ by + c =0 avec ﬁ(_ab) + 0 v.d de d

[m}

Cette équation linéaire a deux inconnues est appelée équation cartésienne de d.
Exemple

Pour A(5; —2) et u(5’) ;ona

M(x;y) € (d) & m’(;;;) etti(~?) sont colinéaires
R |X -5 —3|
y+2 7

< 7(x-5)+3(y+2)=0
&S TIX+3y—-29=0

donc d=7x+3y—29=0. Cherchons quelques points de d :

pour x=2,14+3y—-29=0«<y=5, donc B(2;5) ed
poury=-30,7x—-90-29=0«< x=17,donc C(17; -30) € d, etc.
D(8,3) ed< 7-8+3-3-29 =0 ce qui est faux donc Dg¢d .



4) Vecteur normal d’une droite
e On appelle vecteur normal d’une droite d tout vecteHrﬁ’ + 0 qui est orthogonal a
tout vecteur directeur de d (on peut dire aussi : qui est un vecteur directeur de toute
droite perpendiculaire a d).

AM

e Pour connaitre d il suffit de connaitre un point Aed €t un vecteur_ﬁ normal a d car :
VMEdeSAM LUu=0
0
Si A(xXp;¥a); M(x;y) et (?2) dans un R.O.N alors :
Mo € @ o () 17 ()
= () G-
S (X=Xa )X, +(Y=Ya)Ya =0
S X X = Xp Xy + Y Y —YaY,=0
En posant a = x,, b =y, et c =—X,X,— Y,Ya, on obtient 1’équation :

M(x;y) € (d) @ ax+by+c=0 avecﬁ’(ﬁ) +#0v.nad
o

Exemple
Pour A(=9;5) et (/) ona:

M(xy) € (d) < AM (¥*2) L% (3)
< (x+9)2+(y-5)(-13) =0
= 2x-13y+83=0=d
Remarque : Si d= ax + by + ¢ = O alors ﬁ(_ab) est un vecteur directeur de d Ti({) est un vecteur

normal a d
Exemple : Pour d= 4x — 11y +29 = 0; u(’,") et n(_7,)

5) Intersection de deux droites
Soient deux droitesd=ax+by+c=0 etd'=a'x+b'y+c'=0 données par leurs
équations cartésiennes, alors :

I(x;y)ednd'<(x;y) estsolution du systéme( ax+by+c=0 (1)
a'x+b'y+c'=0 (2)



Déterminer I’intersection de d et d’ et résoudre ce systeme revient donc au méme !
On a trois possibilités :
> si dnd'= {I} (d et d” sécantes), le systéme a une seule solution : les
coordonnées de I.
> sidnd'= (detd strictement paralléles), le systéme n’a pas de solution.

> sidnd'=d=d"(d et d’ confondues), le systéme a une infinité de solutions.

Remarque : dll d'< A=0etd et d” sécantes <> A= 0 aveCA =

a' b ‘ '
Exemples

[5x+17y =1 (1)
| (2)'82{(7?—2)}
| x-2y=1
interprétation géomeétrique : les deux équations du systeme sont les équations de deux
droites sécantes qui se coupent en | (7; —2)

7x — 8y = 11 (1) B
{—21x t24y=-5 (2) >0

interprétation géométrique : les deux équations du systéme sont les équations de deux

droites strictement paralléles (disjointes).

3x—5y = —4 (1) _{5 4 }
{—6x+10y=8 @ 5~ (3y_3’y)/yER
interprétation géométrique : les deux équations du systeme sont les équations de deux

droites confondues.

Demi- droite :Une demi-droite est une portion de droite limitée d'un seul c6té par

un point
Demi-plan

Une droite partage le plan en deux demi-plans. Cette droite s’appelle alors la frontiére des demi-

plans.

Deux points M et N non situés sur la droite d sont situés dans le méme demi-plans de frontiére d si

et seulement si le segment [MN] ne rencontre pas la droite d



Cercles du plan

Définition : Soit Q un point du plan et r un nombre réel positif ; On appelle cercle de
centre Q et de rayon r I’ensemble des points M du plan dont la distance au point Q est égale
ar.

Equation cartésienne du cercle : Soit le cercle de centre Q(xg;y,) et de rayon r

M(x;y) € cercle(Q; 1) & ||W’|| =r

o Jx—x0)? + (y — yo)?=r
& (x—x0)?* + (y — yo)?=r?

. i X =Xgt+rcosa
Equations paramétriques du cercle : F:{ _ 00 )
Yy =Yo trsina
le paramétre est I’angle o qui varie entre Oet 27

Tangente a un cercle : une droite d est dite tangente a un cercle de centre Q et de rayon r

d(Q; d) = r (la distante entre Q et la droite d est égale a r)
La droite tangente en un point T a un cercle (Q; ) est la droite :
1) Passantpar T

2) Perpendiculaire a QT



B) GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS I’ESPACE

1) Points. droites. plans et vecteurs dans I’espace

e Les notations pour les points et les droites de I’espace sont les mémes que celles

utilisées dans le plan, les plans sont souvent notés par des lettres grecques :
o B, ...

e Par deux points A et B il passe exactement une droite notée (AB).

e Par trois points non alignés A, B, C de I’espace il passe exactement un plan noté

parfois (ABC) ou simplement ABC :

w
.

e Siquatre points appartiennent a un méme plan on dit qu’ils sont coplanaires, sinon ils

forment un tétraedre (c’est-a-dire une pyramide a quatre faces triangulaires):

A

A ¢BCD
B¢ ACD
Ce ABD
D ¢ ABC

e Deux plans m,etn, del’espacepeuventétre:

> confondus : m,=m,



> strictement paralléles : ;N n,=J

> sécants it m,=d (I’intersection de deux plans sécants est une droite !)

Remarques :

o mlln, (paralléles)signifieque m,Nm,= ou m,=m,, donc deux plans sont

soit paralléles, soit sécants (comme deux droites dans un plan).

o Une droite peut toujours étre définie comme intersection de deux plans sécants.

e Deux droites d,etd, de ’espace peuvent étre :
> sécantes: d,nd,={1} (deux droites sécantes sont coplanaires, c’est-a-dire

quelles appartiennent @ un méme plan )




> paralléles: d,=d, oud,nd,= (deux droites paralléles sont également

coplanaires)

> gauches: ¢’est ainsi qu’on appelle deux droites qui ne sont pas coplanaires

£ 1 4
A : 1 y S
An i /

Les vecteurs se définissent exactement de la méme maniére dans 1’espace que dans le

plan, avec les mémes propriétés et regles de calcul : addition des vecteurs,
multiplication par un réel, vecteurs colinéaires, vecteurs orthogonaux, relation de

Chasles, etc.
Soient A, B, C trois points non alignés qui définissent un plan T = (ABC) de

Pespace. Alors (4; AB; AC) estun repére de ce plan donc pour tout point M e n il
existe deux réels o et B tels que AM = aAB + BAC : on exprime ceci en disant

que le vecteur AM est une combinaison linéaire des vecteurs AB et AC . I est
évident que si M ¢ r alors AM n’est pas une combinaison linéaire des vecteurs
AB et AC ! Ainsi :

Men < AM = aAB + ,BA—C)
Deux droites sécantes dont les vecteurs directeurs sont orthogonaux sont appelées
droites perpendiculaires, alors que deux droites gauches dont les vecteurs directeurs
sont orthogonaux sont appelées droites orthogonales, mais dans les deux cas on

note : d, L d,.



2) Reperes de I’espace
e Exemple:
Soient O, I, J, K quatre sommets adjacents d’un cube, M un point quelconque du
I’espace et M' sa projection orthogonale sur le plan (O1J). Alors il existe deux réels x
ety tel que oM ' =x-01 + y-0] puisque M'e(OlJ) et il existe un réel z tel que

_—

M'M=z-OK puisque M ' M et OK sont colinéaires :

M
‘K &
B =
P ot l///
e I o 20K
! | ]
i P ot | —
) i i vO.I
H el ! yO.
............................ :O o ’ :;:AJ_._._._._._._._._._._._._._.._._...,.......
| E ! = " —_— — . .
e iR SR LT xOI+y0J
l,./ ’/’
/'/ ”’
‘.A ————————————————————————————————————————————————— =~
; M

OM=0M"+M ' M=x-0l+y-0] +z-0K

e Soient O, |, J, K quatre points non coplanaires de I’espace (OIIK est un tétraédre) et

notons 7= 01 , J=0J et k = OK . Alors le quadruplet (O, 1.7, E) est un repére de
I’espace ce qui signifie que pour tout point M de I’espace il existe un triplet unique
(x; y; z) de nombre réels appelés coordonnées de M tel que :

OM=xT+y-J+z-k
On note M (x; Y, z), x est I’abscisse de M, y I’ordonnée de M et z la cote de M. La

droite Ol est appelée axe des abscisses, la droite OJ axe des ordonnées et la droite
OK axe des cotes. Si les trois vecteurs du repére ont pour norme 1 et sont deux a deux

orthogonaux, on dit que le repére est orthonormé (R.O.N.).

Par exemple O(0, 0,0) ,1(1,0,0),3(0,1,0),K(0,0,1) .



e Pour tout vecteur U de I’espace il existe un point unique M tel que T = OM .Comme

Dans le plan on prend alors les coordonnées de M dans (O, 1,7, E)

Coordonnées de U
si M(a,b,c) dans (O, i.7 E)et T=0M Alors i (a; b; c)

3) Calcul vectoriel dans un repere de I’espace

Soient H(Xu{Yu; u);_)\_/’gx Vv Zo); W(Xw; Vs Zw); A(Xa;Va;Za) ; B(Xg; vB; zg) et C(Xc; Ve zc)
dansunrepére (O,7,],k) eta e R; de méme que dans le plan on a alors les formules
suivantes :

a) Formules valables dans tout repére
at(axy; ayy; azy); U+ VXy + Xy; Yutyv; Zy + 2v); AB(XB — Xa;¥YB — Va5 ZB — Z4)
e on appelle déterminant des vecteurs U, v et w le déterminant :

Xu Xy ZXw

Yu ¥v Yw
Zu Zy Zy

det(U; v; w) =

W est une combinaison linéaire de U et V ssi
det(u;v;w) =0

A ;B ; CetD coplanaires ssi AD est une combinaison
linéaire de AB et AC don ssi det(AB;AC;AD)=0.
uet v sont colinédairese 3k u=k. v

Xy = K Xy
3k Yu = k. Yv

zZy = k. zy



b) Formules valables uniquement dans un R.O.N.

g> 2 2
o U =XtV 72,

o BBAB=(xo-x\) +( 0= Ya) + (Za-2a)

e onappelle produit scalaire de U par v le nombre réel défini par:

ﬁ'-l-;:Xu'Xv+yu'yv+Zu'Zv
e UlVvesu-v=0
4) Eguations d’un plan

a) Déterminer un plan
Il'y a deux fagons pour déterminer un plan n dans I’espace :

> 1% cas

On donne un point A e & et deux vecteurs directeurs non colinéaires u et v de

7 (ou trois points non alignés A, B, Cer ce qui revient au méme puisqu’alors

AB et AC sont bien deux vecteurs directeurs non colinéaires de ).

u M
A%""‘
. v

VM M € ne AM est une combinaison linéaire de U et de v

> 2°cas
On donne un point A e & et un vecteur normal 7 au plan ¢’est-a-dire un vecteur

un vecteur non nul qui est orthogonal a tout vecteur directeur de .
—
n

I
M
A .—____/v-

T

VM MeEneAM 1L 7



b) Systéme d’équations paramétriques d’un plan

Soit  un plan donné par un point

Xu XV
Colinéaires u <Yu) etv <YV) et M(x;y;z) un

Zy Zy
point quelconque ; alors :

M(x;y;z) € e Ja; BER AM = ol + BV

X — Xp Xy Xy
< 3do; BER <Y—YA) = a<Yu) + B(Yv)
Z—7Zp Zy Zy

X — Xa oxy, + Bxy
<3 BER (y_YA)= ayy + Byv
Z—1Zp azy, + Bzy

D’ou :

A(xA, Ya, ZA) et deux vecteurs directeurs non

M(X,y,z)en<:>30t,ﬁe R

X=Xp+ 0 X+ B X,
y=yga-yFhy,
Z=740-2;+B- 2,

Ce systéme de parametres o et 3 est appelé systéme d’équations paramétriques de 7 .

Exemples

4 0
A(7;-3;2) e n de vecteurs directeurs U (—9) et 17( 5 )

11 -1
X=7+4a
n={y=-3-9+5p (o, peR)
7=2+110-B
(X =5+ 30— 6B
o sim=Yy=-1+8a  (qBeR) alorsmestleplanpassantpar A (5;-1;0) et
7 =230+ 7B

3 —6
De vecteurs directeurs ﬂ( 8 ) et 17( 0 >
—23 7

Autres pointsde n: a=1, p=3:B(5+ 3 -18; -1+ 8; —23 + 21) = B(-10; 7; -2) ,

a=-2,B=0:C(5-6;-1-16; 46) = C(-1; -17; 46) , etc.



c) Equation cartésienne d’un plan
1% cas : = est défini par un point A et deux vecteurs directeurs U et v

M(x;y;z) €1 < AM est une combinaison linéaire de T et v

& det(AM; G; ) = 0

X=Xan X, X,
S1Y-Ya Yo Y 0
Z—1Zp Z, Z,

En calculant ce déterminant on obtient une équation de la forme :

ax+by+cz+d=0 avec(a,b,c)=(0,0,0)

appelée équation cartésienne de = .

Exemple
-2 5
IT défini par A(3; —5;1) ; ﬁ( 7 > etﬁ( 1 >
9 —4

M(x;y;z) En & det(m; Uu; 17) =0

Xx-3 -2 5
<|y+5 70 1£0
z-1 9 -4

< -28(x—-3)-2(z-1)+45(y+5)—-35(z-1)-8(y+5)-9(x-3)=0
< -37x+37y—372+333=0
& —X+y—-2z+9=0=n

2° cas : m est défini par un point A et un vecteur normal n dans un R.O.N.

M(x;y; z) ENSAMLIT=0

X — Xa Xn
@m(y—m)ﬁ(yn) =0
Z—7Zp Zn

S X (X=Xa) +Ya(Y—Ya) +2,(2-2,) =0
etenposanta=x,, b=y,, c=2z, etd=—-X,X,—YaY,— ZaZ, OnN Obtient encore une
a
équation de la forme :ax + by + cz = 0 avec ﬁ’(b) #0

C
[m}



Exemple

8
1t défini par : A(—2;15;0) etﬁ<—21>
-3

_ [ x+2 8
M(x;y;z) eEm e AM|y—-15|.n(-21|=0
z -3

<8(x+2)-21(y-15) -3z=0
& 8x—-21ly-32+331=0=n
autre méthode : = 8x — 21y — 3z +d =0 et comme A (-2,15,0)e i :

8-(—2)—21-15—3-0+d:0<:>d:331 d’oumr=8x—-21y—-3z+331=0

5) Systemes d’équations d’une droite
Iy a deux facons de déterminer une droite d dans et un I’espace :

Xu
d est donnée par un point A(xa; ya; Za) €t un vecteur directeur u <Yu>
Zu

M(x;y;z) € d < AM et U sont colinéaires

& 3keER AM = k.4
X — Xp Xu
e 3keR (Y_YA>=k<YU>
Z—Zp Zy

et on obtient un systéme d’équations paramétriques de parametre k de d :

X =Xa+K-X,
M(x,y,z)ed < 3keR Jy=y,+k-y,
z=24K-2
Exemple
x =17 -6k
d=qy=37K (k eR) est la droite passant par A (17, 0, -5)
z =-5+19k

etde v.d u(—6;37;19)



> d est donnée comme intersection de deux plans =, et ,, chaque plan étant défini par
une équation cartésienne.

La droite d est alors déterminée par un systeme linéaire de deux équations a trois
inconnues appelé systéme d’équations cartésiennes :

:{ ax+by+cz+d=0
T @x+by+cz+d =0

[

Exemple

qo ) XTy+3z=2 (1)
C2x+4y-z=1 (2)

Pour chercher des points de d il faut résoudre ce systéme :

(1) ox=2+y-3z

dans (2):4+2y—6z+4y-z=1< 6y—72:—3<:>y:zz—l

6 2
dans(l):x:2+zz—l—32<:>x:—uz+§
6 2 6 2
Ainsi Vz € R M(_Tllz +§;§z —%;z) € d; par exemple pour z = 0 on obtient

AG; —%; O) € d; pour z = —3 on obtient B(7; —4; —3) € d; etc
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