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Dé�nition 1.1. On appelle probabilité P sur un espace mesurable (
;z) toute application
de z dans R+ véri�ant les axiomes de Kolmogorov:
1) P (A) � 0 pour tout A 2 z.
2) P (
) = 1:
3) Si deux événements A et B (A;B 2 z) sont incompatibles et tels que A \ B = ?,

alors P (A [B) = P (A) + P (B); (additivité de P ).
4) Soit fAng une suite d�événements, décroissante (au sens de l�inclusion) vers ?, An # ?,

A1 � A2 � :::et \
n�1
An = ?; An 2 z; alors

lim
n!1

P (An) = 0; (continuité en 0 de P ):

Dé�nition 1.2. Le triplet (
;z; P ) est appelé espace probabilisé.
Dé�nition 1.3. On dit que l�événement A est impossible (négligable), si P (A) = 0.
Il est évident que ? est l�événement impossible.
Dé�nition 1.4. On dit qu�une propriété est véri�ée presque partout ou presque sûrement

et on note (mod P), si elle est vraie sur un événement �, � 2 z, tel que P (�) = 1.
On dit aussi que � est un événement certain. Il est évident que 
 est l�événement certain.
Dé�nition 1.5. Deux événements A et B sont incompatibles si P (A \B) = 0.
Théorème 1.1. La fonction P (A) est �-additive surA, i.e. pour chaque suite d�événements

An 2 A; n 2 N�, incompatibles deux a deux on a

P

�
[
n�1
An

�
=
X
n�1
P (An) :

L�indépendance

Dé�nition 1.6. Soient (
;z; P ) un espace probabilisé, A et B deux événements, A;B 2 z.
On dit que A et B sont indépendants si P (A \B) = P (A)P (B).
Dé�nition 1.7. Les �-algèbresz1; :::;zm sont indépendantes si P (A1:::Am) = P (A1):::P (Am)

pour tout Ai 2 zi; i = 1; :::;m:
Exemple 1. Si les événements A et B sont indépendents, alors A et B sont indépendents



aussi. En e¤et,

P (B \ A) = P (BnA \B);
= P (B)� P (A \B);
= P (B)� P (A)P (B);
= P (B)[1� P (A)];
= P (B)P (A):

Exemple 2. Si A1 et B sont indépendants, A2 et B sont indépendants, A1 \ A2 = ?,
alors A1 [ A2 et B sont indépendants aussi. En e¤et, comme

P (Ai \B) = P (Ai)P (B);

on a

P ((A1 [ A2) \B) = P (A1 \B) + P (A2 \B);
= P (B)[P (A1) + P (A2)];

= P (B)P (A1 [ A2):

Théorème de Borel-Cantelli

Dé�nition 1.8. Soit fAng, n 2 N� une suite d�événements An 2 z. Alors les événements

lim
n!1

An = \
n�1

[
k�n

Ak; et limAn = [
n�1

\
k�n

Ak;

sont appelés la limite supérieure et la limite inférieure respectivement de la suite fAng.
L�événement limAn se produit si et seulement si le nombre in�ni d�événements de la suite

se produisent, puisque

! 2 lim
n!1

An , 8n 2 N�;9k � n : ! 2 Ak:

L�événement limAn se produit si et seulement si tous les événemets de la suite se pro-
duisent sauf peut-être un nombre �ni parmi eux, puisque

! 2 limn!1An , 9n 2 N�;8k � n : ! 2 Ak:
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