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EXERCICE 01.

1) Montrer que la fonction f : [0,1] — R définie par :

1 s z€Q,
fle) = 0 si zeR-Q,

n’est pas Riemann-intégrable sur [0,1].
2) En utilisant les sommes de Riemann calculer les intégrales :

1 T
1= / (=bx+3)dz et J= / edtdt.
-2 —T

3) Si f est une fonction croissante, démontrer qu’elle est intégrable au sens de R.

SOLUTION 01.

a) La fonction f:[0,1] — R définie par :

B 1 si z€Q,
fle) = 0 si zeR-Q.

Pour toute subdivision P,, = {0 123 1} de [0,1], on a :
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on trouve : inf Sy (P) # sup sy (P), ce qui implique que f n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1].



b) On a

1
1. I:/ (=bx + 3)dz, [a,b] = [-2,1], f(z) = =5z + 3.

R.(f) = lim 1_7(1_2)if(—2+k:(1_7(l_2))> 7hm —Zf 2+3k
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Cette derniére somme est la somme d’une suite géométrique, donc
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3) Il suffit de trouver, pour tout € > 0 donné, une subdivision de [a, b], telle que : S(o,) — s(on) < €.

On a f croissante sur [a,b], on a: m; = f(x;—1) = inff et M; = f(z;) = supf (i=1,2,.,n), dou:

Jzi1,@i] Jzio1,mq]
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S(on) —s(om) = (Z (i —wio1) (f () — f (1’1:—1))>

i=1

— (Z (f (&) - f(x“»)

Pour n assez grand, la subdivision réguliere de [a, b] satisfait S(o,,) — s (op) < €.

EXERCICEO2. Calculer les intégrales suivantees :

vol3

1
1) / V1 —x2dx , posont x = sint ,0<t<
0

1
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0
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SOLUTION.
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on a :
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donc :
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EXERCICEO03:

1 Calculer la dérivée des fonctions suivantes:

x 5t :v2
f(m):/ Z—tdt, g(:c):/ In (£ + 1) dt.

—2x

2 Transformer les intégrales suivantes aux intégrales définies entre 0 et 1:

3 1
/ (3:02 + 2z — 1) dx et / z2e**dzx.

1 -1

SOLUTION.

1 Soit H la primitive de h (H' = h), donc

et

T
5t
€
Pour/ Spdt, on a
—XT
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Pour / In (t2 + 1) dt, on a

J (z) = [(m ((1’2)2 + 1) + 1)} 2 — [(m ((—2x)2 + 1))] (—2)

2 On utilise le changement de variable x = a + (b — a) t, donc

b 1
/f(:c)dm:(b—a)/o fla+(b—a)t)dt

Ceci implique que
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EXERCICEO04: Soit f : [a,b] — R de classe C!. Montrer que :

b
lir_{l / f(t)sin(nt)dt = 0.

SOLUTION. Par intégration par parties, on a

/ f () sin(nt)d { f(t) cos(nt) ] / f'(t) cos(nt)d
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n
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b
lirf / f(t)sin(nt)dt =0
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EXERCICEO5. Soit I, = / dx
o 1+=x

2. Si x > 0, montrer que 11111 I, = 0. Calculer I,, + I, 1.

n (_1)k+1
3. Dét i li — .
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SOLUTION.
. Pourz>0o0na < z™, donc
1+z
1 1 1
n 1 1
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o l+z 0 n+1 o n+1
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0 1+x 0 n+1
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. Soit S = (Io+ 1) — (I + L)+ (I + I3) — .4 (In_q + I,) = 1—§+§——+ —_Zk )

Mais drautre part cette somme étant télescopique nous avons S,, = Iy =& I,,. Alors la limite de S,, et donc
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